I1r3. KrREgO BELA

Egy kozelit eljaras linearis programozasi feladatok
megoldasara

A linedris programozasi feladatokat numerikusan dltaldban a szimplex maéd-
szer valamelyik valtozataval oldjak meg (bar ismeretesek egyéb mdédszerek is).
iz természetesen nem véletlen. A szimplex médszernek sok elényos tulajdon-
saga van: véges (és gyakorlatilag elfogadhatd) szamu lépésben megadja mind
a primdl, mind a dudl optimdlis megoldist (vagy jelzi, hogy a feladatnak
nines megolddsa), nem igényli a feladat egy lehetséges megoldisianak isme-
retét, és igen hatékony olyan szamitassorozatok esetén, ahol az egyes feladatok
csak kismértékben kiilonboznek egyméstol.

Van azonban a szimplex mddszernek egy olyan tulajdonsiga, amely nagyobb
mdéret(i feladatok esetén mar nehézségeket okozhat: a feltételek szdméval
megegyezG rendii inverzsorozat! kiszamitasat igényli, ahol a sorozat egyes
tagjait a megel6zG tag felhasznilisaval szamitjuk ki. Nagyobb méreteknél?
cgvetlen inverz kiszamitasdhoz is igen sok miveletre van sziikség: ez a kere-
kitési hibak felhalmozodasihoz vezethet. Fokozza a probléméat, hogy az egy-
mast kovets inverzek szamitasi médja miatt barmelyik inverz hibajat , oroklik”
az utdna kovetkezd inverzek.

A kerekitési hibdk felhalmozdédiasinak kivédésére sok moddszer ismeretes:
dupla pontossiagi miveletek alkalmazdsa, djrainvertalds, stb. A nagyobb
pontossignak természetesen ara van: megnd az idGigény, dupla pontossagi
miveletek alkalmazésa esetén nagyobb lesz a memoriaigény. ley a feladat
méreteinek novekedésével elérimk cgv olyan hatdrhoz, amelven tal mar e
modszerek felhaszndldsa sem segit.

Ezért indultak meg  és folynak jelenleg is olyan kutatasok, amelyek
célja az, hogy bizonyos (a gyakorlatban gyakran elGfordulé) feladattipusokra
ezek specidlis szerkezetét kihaszndlo, a feltételek szamandl 1ényegesen kisebb
méretii inverzet (vagy inverzeket) alkalmazé algoritmusokat szerkesszenek.
oy sziilettek meg a kiilonbizd dekompozicids eljarasok és az ezek specidlis
esetének tekinthetd egyedi és dltalanositott felsGkorlat-technikdk. (Ez utéb-
biak igen hasznos mdédszereknek bizonyultak. Kevésbé mondhaté el ugyanez
az altaldnos dekompozicids eljarasokra: ezck a gyakorlati tapasztalatok szerint
nagvon sok iterdciot igényelnek. emiatt a kerekitési hibak felhalmozédnak.)

LA gyakorlatban dltaldban o modositott szimplex-médszer kiilonbozé viltozatait
alkalmazzik.

2 Hogy mekkora feladatot tekintiink ,,nagynak™, ez viszonylagos. A felhaszndlandé
cép jellemz6itol fiigg: a bels6- és a hattérmemoridik kapacitdasdatol, az elérési idSktél,
a miiveleti sebességt6l. A hazénkban jelenleg taldlhato legjobb gépeket alapul véve
a L kozepes” és ,nagy’ feladatok hatdra kb. 700 -800 feltételnél van.
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Végs6 soron azonban ezen eljardisok csetében is az inverz méretei hatarozzak
meg a megoldhaté feladat nagysagat.

Ezért elképzelhetd, hogy nagyméretii feladatok esctén a szimplex modszerrel
eredményesen versenyezzencl: olyan eljarasok, amelyek nem alkalmaznak
inverzet és kevésbé érzékenyek a kerekitési hibakra. Kiilondsen elényosek
az utobbiak, ha ki tudjik haszndlni, ha e matrix nagyon ,,i'u'e‘;”, és azt is,
ha rendelkezésre all egy, az optimélishoz viszonylag kizel es6, kiindulé prog-
ram. A gyakorlatban mindkdét eset gyakran el6fordul.

Az Orszdgos Tervhivatal egyik kidolgozds alatt levé modelljének?® megoldé-
sira széleskori kutatémunka folyik. Ennek keretében tobb ilyen aleoritmus
41l uépi kiprébdlds alatt. Kzek kozé tartozik az aldbbi eljdrds is.

A feladat

Az egyszer{ibb targyalis kedvéért csak olyan linearis programozasi felada-
tokkal foglalkozunk, ahol minden feltétel ,, <" alakban van elGirva (egyetlen
feltételnek sem kell egyenldségre teljesiilnie). Ismeretes, hogy barmely linedris
programozési feladat megfogalmazhaté ilyen formdaban.

Megoldandé tehdt az

[A:v <b a¥ b, e T,
(1) - oA =100 - il :
l(:*:v - max ak by Cn Tp

feladat. (Az esetleges nemnegativitasi feltételeket nem kezeljiik mctfkulunbw,
tetett modon, 07(\1( is benne lo"lalt.ltnal\ az (1) feltételi rendszerét wlkot(»
egyonlotlen&.égben.)

A tovabbiakban (1) lehetséges megoldasainak halmazit X-szel, optimalis
megolddsainak halmazit pedig X°-lal jeloljiik.

Sziitkségiink lesz még (1) dudlisara is:

[ w >0
(1a) WEA = p*
lu* b min

Jeloljik (la) lehetséges megoldasainak halmazit U-val, optimélis megolda-
sainak halmazit U°-lal.
A kozelité feladat
(1)-hez a kovetkezd |, kizelits feladatot” rendeljiik:

(2) Dy(x) = c*x — 8 p*(x) p(@) — max ,

3 Lésd: Bager —Morva —Szabd: A kézéplejaratit népeazdasici terv programozisa,
Kozgazdasdioi Szemie, 1969, 7 50 sz,



BGY EOZELITO LINEARIS PROGRAMOZASI BLIARAS 227
ahol: s megfelelGen nagyra valasztott pozitiv konstans, tovabba
() 7 afe — b; ha a¥e —6,>0
(22) o) =| - , ahol ¢;(z) = = 1o o M
() 0 egyébként

(2) optimalis megoldasainak halmazat X°lal fogjuk jelélni.
Kiénnyen beldthaté, hogy @ (z) konkav és mindeniitt folytonosan differen-
cidlhato fiiggvénye x-nek, tovibbé

(3) 9:(®) = grad D (w) = [c* — 2 ¢*(2) A]*.

Egyébként K, -nck! minden olyan poliedrikus tartomanyédban, amelyben
Az — b egyetlen komponense sem valt elGjelet, @(x) kvadratikus fiiggvénye
z-nek. Ezen tartomanyok szdma véges (legfeljebb 2™M), teljesen lefedik X,-t és
két ilyen tartomany legfeljebb a hatdrdn érintkezik egyméssal.

Osszefiiggések az evedeti és a kozelité feladat kozott

Az eljirds lényege: az (1) feltételes széls@értékfeladat helyett a (2) feltétel
nélkiili feladatot oldjuk meg. (Tehit egy SUMT tipusd eljardsrél van sz6.)

A kozelités jogossigit a kivetkezd (itt nem bizonyitott) tétel igazolja:

1. tétel : Tegyiik fel, hogy X nem tires és korldtos. Tekintsiink egy szigortan
monoton novekvd, végtelenhez tartd, pozitiv {s,}7 sorozatot. Kkkor

)y Xggiod O (e Dais ),
tovabbd tetsz6leges S = {axy,} sorozat esetén (x5, € Xg,),

b c*es, >ictag.. 68 lim etani="c¥2" (2% "¢ LY,

k> oo

¢) gM(ag) glag) = 9 *("r-‘r.u) (/'("'f‘z;l) és {lim ¢*(y) §(rg) = 0,
b

d) S-nek legalibb egy torloddsi pontja van, és birmely torldddsi pontja
optimdlis megoldasa (1)-nek.

A tétel specidlis esetként kovetkezik McCormick és Fiacco nemlinedris
feladatokra vonatkozd tételébdl ([37], 104. o.).

E tétel alapjan [3] a kivetkezd eljardst ajinlja (55. 0.): £ = 1-t6] kezdve
oldjuk meg a @g(x) — max feladatokat. Haladjunk ilyen médon addig, amig
a kapott megoldas elég jol kizeliti (1) megolddsat. (A Lkordbbi feladatok meg-
olddsdbdl kovetkeztetni tudunk a kivetkezs feladat megoldéséara.)

McCormick és Fiacco egy véges eljarast is ad (2) megoldésdra ([3], 180. o.),
amelynek sordn a viltozék szimdaval megegvezé rend(i inverzekkel kell
dolgozni.

* K, -nel az n-dimenzios cuklideszi teret jeloljik.

5 Lasd: [2], [3] és [4]. Fzek az eljérdsok bizonyos matematikai programozési (feltételes
8z8l86¢érték-szdmitdsi) feladatok kozelité megolddsdra alkalmasak. Lényegiik: képeziink
egy olyan fiiggvényt, amelynek feltétel nélkiili széls6értékhelye kozelité megolddsa lesz
az adott programozdsi feladatnak. Ennek a fiiggvénynek az egyik tagja a megoldandé
feladat célfiiggvénye, mdsik tagja pedig azt méri (valamilyen mérték [,,segédfiiggvény’”]
‘Bzerint), hogy ,,milyen messze” vannak az egves programok a lehetséges megolddsolk
ialmazdnak hatdrdtol,
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A dolgozat egyrészt az 1. tétel altalanositasaval foglalkozik, masrészt olyan
osszefiiggésekkel, amelyek lehetévé teszik, hogy ln/onyos informéciok birto-
kédban egyetlen feltétel nélkiili feladat muroldas(wal elére adott pontossigi
kozelité megoldast kapjunk (1)-re. Tal(ryal tovabba egy (altaldban véges),
invertalist nem igényls eljarast (2) megoldasira, végil ramutat arra, hogy
a dualitast felhasznalva (1) megolddsara tobb hasonlé eljaras alkalmazhato.

A tovabbiakban gyakran fel fogjuk hasznilni a kovetkezd lemmét ([3],
98. 0.):

1. lemma: x; € XY akkor és csak akkor, ha 2s ¢ (x,) €U

Bizonyitas : ’\Imthotry @ (x) konkav és differ encidlhato, gs(x,) = o sziikséges
és elégséges ahhoz, hogy x; € X fenndlljon. Ebbdl (3)-at és (2a)-t felhasznédlva
a lemma kozvetleniil kovetkezik.

2. tétel: (2) megoldhatisaganak sziikséges és elégséges feltétele, hogy U ne
legyen iires.

Bizonyitas: A sziikségessée az 1. lemmabol kovetkezik. Az elégségesséy
belatasdhoz tekintsiik a

Ax —y<b
(4) *-L .'/ ;

c*x — sy*y —> max
teladatot. Mivel

@ () = max {c*x — sy*y | Az — y < b},
)/

nyilvanvald, hogy X9 akkor és csak akkor nem iives, ha (4)-nek van optimdlis
megoldasa. (4) célfiiggvénye kvadratikus, ezért az optimum létezéséhez elég-
séoes a célfiiggvény korlatossiga. Szorozzuk be (4) feltételi rendszerének
mindkét oldalat egy tetezdleges w € U-val. Kkkor az
(5) [c*x w*y < wth

l(:’*’;l: - 8y¥y > max
feladathoz jutunk. Minthogy u > o, (4) barmely lehetséges megoldasa lehet-
séges megoldasa lesz (5)- nck is. Igy (5) optimalis ((4liutrgvvm(,n(‘k(, (ha létezik)

legal"tbb .1kknm‘ mint (4)-¢. Viszont (5) barmely lehetsézes megoldisara fent-
all, hogy

c¥x — sy*y < w*b 4 ury —sy*y < max {u*d | ury —sy*y} = wrb + urufds.
v

A tovabbiakban fel fogjuk haszndlni a fenti bizonyitasbho6l kovetkezd
(6) D (x) << u*h | nu*ulas (v € U)

egyenlGtlenséget.
3. tétel: Ha (1)-nck van optimalis megoldisa, akkor

(7) 28 p*(x,) p(z,) < c*xs — c*a® < s@p*(w,) p(s) + u*ul(4 s,
ahol z, € X5, 2° € X%és u® ¢ U".
Bizonyitas: Felhasznilva az 1. lemmdt kapjuk, hogy

(8) c*m, — c*x® = 28 p*(x,) (Adz, — Ax®) = 28 p*(x;) [(Ax, — D) + (b — Ax?)].
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Minthogy (2.a) miatt p*(z,) (dx, — b) = @*(x,) ¢(x;), (8)-bdl kovetkezik, hogy
28 @*(z,) p(x,s) < cxs — cad.

A midsodik egyenl6tlenség bizonyitasihoz tekintsiik (6)-ot. Legyven u = u?;
gy b*u® = c*29 és

1
(9) q)s(xs) = (7*375 — 8 (p*(ws) {/)(xs) < C*wo -+ I uo*uo:
S

amibdl allftasunk méar kovetkezik.
(7)-et a kovetkezGképpen is megfogalmazhatjuk:

(10) 25 @¥(x;) (xs) < c*x; — c*a® < ~1’ u*u0,
.)S.

ami nyilvanvaléan igaz, mivel (7) alapjan

1
s@¥(x) pl,) < Py 2P,
18

4. tétel: Ha (1)-nek van optimalis megoldasa, akkor

1 1
(11) 2s p*(x,) b — u*h < = u%*ul — s p*(x,) px,) < e ud%ul.
s 8

Buzonyitas: Felhasznilva, hogy
28 (/"(:vs) b =28 (P.(xs) [A:Ls 7’(”*@)' 5 (‘*IL‘S 28 (p*(ws) (p(xg) ’l
(9) alapjan allitasunk kovetkezik.

A kozelité feladat megoldasa

Mivel (2) megoldasa nem més, mint egy differencidlhaté konkav fiiggvény
feltétel nélkiili maximum-helyének meghatirozisa, kézenfekvének latszik
valamilyen grandiens-mdédszert alkalmazni. Mivel @(z) tartominyonként
kvadratikus, hasznos eszkoz lehet a kvadratikus fii«rg\f(§!1)'('k feltétel nélkiili
szélqo(‘ltél\ helyének meghatérozasira szolgdlo an. | konjugdlt gradiensek
madszere”’® egy, az adott fiigevény természetének megfeleléen maodositott
viltozata.

Az egyik lehetséges viltozat vazlatosan a kovetkezo:

iterdcié: tetszéleges x, € K, -b6l kiindulva z,-nek a

max {Dy(z) |2 = 2y + ¢ g5(2o)}

feladat 24-hoz legkozelebb esG optimélis megoldasat valasztjuk.

6 Lasd: [1], 195 —-200. o., vagy [6]. A konjugdlt gmvhumok modszere iterativ algo-
ritmus, amely u,lq/élez_{va Dy keydépontb()l indulhat, és egyre jobb fuggvényertékeket
wolgé.ltaté pontokon keresztiil haladva véges szdmi lépésben eléri egy konkdv kvadra-
tikus Q(x) fiiggvény maximumhelyét. z;-vel jelolve az i-edik kizelitést, a:,ﬂ-et az x; + ld
egyenes legjobb fiiggvényértéket ad6é pontjaként lmtm‘onu meg, ahol dy = go, 68 d;

0+ (/9 i) dia (g; — grad Q(ay)).

9 Szigma
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Attérve az 1 + l-edik iteraciora (i L, 2w )
¢ -+ l-edik iterdcid: x;,,-nek a

max {D;(z) | & = x; + td;}

feladat x;-hez legkozelebb esé optimélis megoldésat valasztjuk, ahol:

g gs@:)
g¥@; ) g¥E@; )

gs(;) + 1o ha
d; =
(afx; — b)) (afz;_, — b)) >0 minden j-re, és 3 ¢x;) >0,
=1

gs(@:) egyébként.

Tehit tulajdonképpen arrdl van szd, hogy ve Llahanyvm D (x) G kvadratikus
figgvény alakjit 6lti fel, ujra kezdjiilk (most mar az j fuggvényw) a konjugalt
gradiens madszert. Az eljards monoton és @ (x) egy maximumhelyéhez kon-
vergdlt, ha X? -« ¢&¥.

Az eljaras véges, ha aj:

i€ 4 by (§ bi 2y« ¢ ,m), apol: & = lim @, Ekkor

ugyanis létezik r-nek olyan K(&) kornyezete, hogy

= U o 2 e R
(12) D () = c*s — 8 2, (afa - by)* ha weK(x),

Pi(x) 0

tehat ezen x-ckre @ (x) egyszeri kvadratikus fliiggvény; tovabba létezik olyan
LM kiiszobszam, hogy o, € K(x), ha i >> M.
lgy a fent vazolt algoritmus ¢ —~ M esetén megegyezik a (12)-re alkalmazott
konjugalt gradiens médszerrel. Bz az eljards pedig véges szamu (legfeljebb n)
lépésben ad eredményt.

Az eljarias néhany valtozata

A fentiek alapjan tobbféle cljards képzelhetG el linedris programozdsi
fe lzuhtok megoldasdra:

A legegyszer(ibbnek a kovetkezo megoldas latszik: a megoldando feladat
dualmabol indulunk ki, erre irjuk fel és oldjuk meg a kozelltG feladatot.

A gyakorlatban mindig tudunk meghizhaté felsGé beeslést adni a primél
feladat optimdlis megoldisanak egyes komponenseire, igy (11) nlupj{m s meg-
valaszthato ugy, hogy az adott pontossig biztositva legyen. Az 1. lemma és
a 4. tétel alapjan az eljardas olyan lehetséges megoldast s*zul;ﬁn,llut a primal
feladatra, amelynek (e]lug;,vun_\ -értéke legfeljebb elore megadott nagysiggal
tér el az optimdlistél. Bzt a viltozatot akkor célszerii alkalmazni, ha meg
tudunk adni egy, a dudlis feladat optimdlis megoldasatol nem til messze esé
kiindulé megoldast. (Ennek nem kell lehetséges megoldasnak lennie.)

2. Ha meg tudunk adni egy, a primil feladat optimdlis megolddsat6l nem
tal messze esé kiindulé megoldist, akkor a primdl feladatra oldjuk meg a
kozelits feladatot.

Amennyiben a dudlis feladatra vonatkozdé megfelelé informécidk rendel-
kezésre Allnak, a (10) dssze fiiggés alapjin s elére megadhatd Ggy, hogy a kapott
kozelité primal megoldas mind a célfiiggvény-ér tekct mind az egyes feltételek
megsértésének mértékét tekintve eleget tegyen az elére megadott pontosségi
kiovetelményeknek.
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Ha ezen tulinenden még lehetséges megolddst is akarunk a primal feladatra
kapni, a kivetkezGképpen jarhatunk el: megoldjuk a primdl feladatra vonat-
kozo kozelits feladatot: ezutan a feltételi rendszert bovitjikk egy, a célfiiggvény

(10)-bél vagy (11)-b6l meghatarozott alsé korlatjat elGird feltételle,
¢ helyébe pedig 0-t frunk, és erre a feladatra oldjuk meg a kozelits feladatot.
KEhhez a kordbban kapott kozelitd megoldas jé kiinduld megolddst szolgé!tat.

3. Ha sem a primal, sem a dual feladatra nem allnak rendelkezésre meg-
feleld informéciok (ez a gyakorlatban dltaldban nem fordul el§), akkor tetszd-
leges 8 mellett megoldjuk a kozelitd feladatot mind a primdl, mind a dual
feladatra. Ha a pontossig nem kielégitG, nagyobb s-sel megismételjiik az
eljarast. A (10) és (11) Gsszefliggések biztositjak, hogy fgy el6bb-utébb elérjitk
a megfelel pontossigii megoldast.

4. Megadhato olyan eljiras is, amely a primal, illetve dudl feladat optiméalis
mecolddasihoz konvergdl: a

gl
Ax< b
w< 0
A*u < - ¢

c*x b*u << .0

cgyenlétlenség-rendszerhez a (2a)-hoz  hasonld  mddon megkonstrudljuk a
(o u) fugevénveket, és megoldjuk a

@e*(r; w) e(x; w) —~ min

feladatot. Amennyiben az optimalis célfiiggvényérték 0, megkaptuk a primal
és dudl feladat egy-egy optimalis megolddsat.

A 2. valtozat gépi kiprébalisa folyvamatban van. A kisérletelk eredménvérsl
masutt szdmolunk majd be. ’

( Beérlezell : 1970, juwudar 23.)
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AN APPROXIMATION METHOD KFOR THE SOLUTION
OF LINEKEAR PROGRAMMING PROBLEMS

In our country a wide-range research work is going on with the aim to work out algo-
rithms sand computer programmes enabling the solution of large linear programming
problems. The procedure deseribed in the article belongs to those attempts which expeet
o overcome the computational difficulties involved in the treatment of a large inverse
by employing algorithms of | non-simplex” type.

5*
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The essence of our procedure is that instead of the linear programming problem (1)
we solve the unrestricted extreme value problem (2). For the solution of (2) we can
apply gradient methods, whereby the rounding-off errors cause less difficulty than in
the case of the simplex method. A version of the method of conjugate gradients can also
be applied solving (2) generally in a finite number of steps. The procedure yields an appro-
ximation to the solution of (1) and (la). The formula (10) and (11) [in which 29 «° and
are the optimal solutions to (1), (1a) and (2)]enable us — to change s so that a prescribed
accuracy be ensured, if we can estimate the primal or dual optimal solution’s components.

A eomputer programme has been prepared for the procedure and the trial compu-
tations are under way.

NMPUBJIMIKEHHOE PELMEHME JU1si 3AJAY JIMHEMHOIO TiPOIMPAMMHPOBAHMSA

B naweli cTpaHe B HACTOSIICE BPCMs NPOMCXOMHT UIHPOKOE HCCIIC/0BAHHE JUIS BBHIPAOOTKH
AJIFOPUTMA H MAUWIHHHBIX MTPOIPAMM, KOTOPBHIC JIAI0T BOSMOMCHOCTbL PEINHTL 3aJaud JIMHCHHOrO
1pPOrpaMMHpOBaHHst 0oabLIOro paamepa. MeTos, H3naraembiii B CTaThe, OTHOCHTCSI K TOH rpyrnie
HCCJIEOBAHHIH, KOTOPast HAJICETCS PEIIMTL MPoOIeMbl pacuéTa B CBsI3H ¢ oOpaueHHem o6paTHoil
MarTpuuei 60JbIoro pasmepa, ¢ OMOILI0 AJNOPHTMOB ¢HC-CHAMIUICKC) XapaKTepa.

CyumHoCTh MET0/Ia COCTOHT B TOM, YTO BMECTO 32/Ia4H JiHHeiHOro nporpammupoBanus (1) pe-
WaeT SKCTpemMasibHylo 3ajavy 6es orpannucnuii (2). st peteHHs 3aaun (2) Moykem ynorpe-
OJIITh TPAJIHEHTHBIE METOJIbI, TAKHM 00Pa30M OMIHOKH OKPYIIJICHHS BH3BIBAIOT MEHbIIE 11poliien,
4eM TIPH CHMILJICKC METOJ0M. MOYKHO yuoTpelisiTh TAKOH BapDHAHT «METOAA CONMPSKEHHBLIX I'pa-
JIHEHTOBY, KOTOPLIT pemaer 3ajavy (2) oOblMHO B KOHEUHOM YHCJIE ATO0B. ITOT METOJ Aaér
npuomKEHHoe peeHue sapay (1) u (la). @opmynnt (10) 1 (11) (B KoTOpLIX X°, U° H T( ABIIS-
TCST ONTHMAJILHBIM pemenuem sanau (1), (1a) u (2)) aaT Bo3aMoKHOCTL, 3HAs TOPAJIOK KOM-
[IOHEHTOB PEUIEHHA NPAMOH HJIM JIBOHCTBCHHOH 3a/aU, HIMCHHTL & TakHM 00pazom, uToObI
3apaHee 3aJlaHHast TOYHOCTL Obla obecneueHa.

Ha aroT meTost cocTapineHa MattiHHAs HPOIPaAMMa, YT NPEABAPHTCILHRBIC DACYETHI,



