
MrnALYFFY Liszr.ó

Megjegyzés egy kvadratikus szélsőértékfeladathoz*

1. Bizonyos közgazdasági problémák (l. alább) a következő szélsőérték
feladatra vezetnek: határozzuk meg az

1cx I f x c · ' » 
2

:I~I l 

kvadratikus függvény
:I~f l AI x = F 
feltételt kielégítő minimumát, ahol

· adott n T n-cs szimmetrikus pozitív definit matrix,
q= adott n-dimenziós (sor-) vektor,
tf»» adott n 9 X n c3s matrix, »ln ~ n i 
/ adott m-dünenziós (oszlop-) vektor és
:r a változók n-dimenziós vektora!

( ) *-guJ mátrixok és vektorok transzponáltját jelölj ük; oszlopvektorok transz
ponáltja sorvektor és viszont: A dolgozatban kizárólag valós skalárokkal,
1 ektorokkul illetve mátrixokkal foglalkozunk.

/\z (1.1) kifejezéssel éti az (1.2) egyenlőséggel meghatározott szélsőérték
íoludat megoldható pl. a Lagrange-multiplikátorok klasszikus módszeré
vel [1 ]; a megoldást feltéve, hogy az Őf"= matrix rangja mi a következő
formula szolgálí.atja.:

:U~•*l :]/ s bŐŐ1-~f;{-t(-:ri~;-:10~t~-°"--~J- --- ŐŐ]ŐŐŐŐŐ]I lr*/ :~]/ 
a hol }, 11z ún. Lagrange-fél e multiplikátorok rn-dimenziós ( oszlop-) vektora.

Ebben a dolgozatban egy, a későbbiek során említett kivételtől eltekintve
fcitosszük, hogy (l.l) a következő alakba írható:

:7~ü<l 
;; 

}z : zEBz c · ]ló 
Z8; 

" A,. ebben u tarjulrruiuybau közüli, orodményokot, megulapovó kutatómunkát az
Onmigos Anyag- és Arhivat.al megbizásából az INFELOH, Rendszertechnikai Vállalatnál
a,, árt.ervozós ökonornot.riai modelljének clökész ítése során végeztem. M. L.

' llangsulyozzuk, hogy ebben a dolgozatban kvadratikus függvények lineáris egyen
letrcudszcrrel korlátozott minimálásának problémáíával foglalkozunk. és nem kvadrati
kus programozűsi feladatoklcnl. A korlátozó feltételek között nem szerepelhetnek tehát
lineáris ogyenlöt.lonségok, belcért.vc ezekbe a nemnegaöivitési feltétc'eket is.
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ahol az I=1 1JZ = 1, 2, ... , ±i mennyiségek pozitív súlyok, •H~•1 (i = J, 2, .... n)
pedig az x vektorváltozó i-eclik komponenséhez tartozó célkitűzés, az 2Gz kom
ponensnek rendszerint valamilyen clőrebecsült értéke. Ily módon az előzőek
ben ismertetett feladatnak egy fontos speciális esetéhez jutunk, amelynek
például az ágazati kapcsolatok mérlegéből képzett technológiai együttható
mat.rixok konzisztens előrebecslésével kapcsolatban van közgazdasági jelen
tősége. Ezeknek it konzisztens olörebecsléseknek az esetében az a feladatunk,
hogy az egyes elemek jövőben várható alakulására vonatkozó, trendszámítás
sal vagy más módszerrel kapott elörcbccslőseket olyan konzisztens rendszerré
fogjuk össze, amely rendelkezik az ilyen technológiai együttható mátrixok
közismert tulajdonságaival, és ugyanakkor u, lehető legjobban megközelíti
az eredeti, egymástól független clőrebecslések eredményeképpen kapott érté
keket. Ebben az esetben ( l. la) az eredeti, egymástól független előrebeoslésckböl
álló rendszer közötti különbségek minimálásának követelményét írja fel,
(1.2) pedig az együttható matrix közismert konzisztencia-feltételeinek rend
szerével azonos.f 

(l .l) és (J .Ja) egybevetéséből világos, hogy esetünkben

:tt - Ü\ 

:« r• f v 
=:]rf J:/ g l 

0

és

(US) · I •f :űé •b= : mBz i sis é ziins 

Mivel az •H•1-k 111.Lgyságrendje últulában - például technológiai együtthutó
matrixok konzisztens előrebecslésének esetében is - különböző, az :I~al képlet
alkalmazása egymással egyenlő, például egységnyi súlyok esetén azt ered
ményezi, hogy bár az (I.la) kiícjczés értéke kielégítően kicsi lesz, egyes kis
abszolút értékű x;-khcz relatíve nagy j_A nn Bz 7 eltérés üEő tartozni. Ezt
a jelenséget oly módon igyekeznek elkerülni, hogy kis abszolút értékű x ; cél
kitűzéshez nagy abszolút értékű [ A súlyt rendelnek, és viszont. 'Természetesnek
tűnik, hogy a súlyokat a következőképpen válasszuk :

(l.6) l
1= ]••r7= 

1:l-;

feltéve, hogy x i ~ O. Jgy jutunk ahhoz. :1 kérdéshez, hogy ± 1 8nn 0 cseténvála,szt
hatjuk-e az [ A súly értékét +=-ne]d A következőkben látni fogjuk, hogy
bizonyos feltételek mellett < válasz igenlő, és ilyen esetekben az x ' ) cé 0,
s ; = = egyenlőségek maguk után vonják az. _A =- - egyenlőséget.

2. Tegyük fel, hogy ± I b 0, i = 1, 2, ... , ±) Akkor az t A súlyokat választ
hatjuk az :I~, l képletnek megfelelően és í őS :I~Xl figyelembevételével a 0-1

matrixra a

~ l\llegjegyezzi.ik, hogy a dolgozatban ismertetoí.t eljárás uz AI mátrixra és £ Ii = 0 vektorra
vonatkozó további feltevések nélkül nem biztoaítju azt, hogy nemnegaUv x ; célkitűzések
esetén a számított x ; értékek feltétlonül nemnegatívok legyenek; ezzel a problémával
azonban Ahlwn 8 tnn,1!111,;n:,:h,\Jl 1w111 1·1,:c:l,!l!,111.t111k.
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(2.1)

összefüggés adódik. Észrevéve, hogy (2.1) jobb oldala értelmes marad akkor is,
ha egy vagy több i-re Bz = 0, önként kínálkozik a gondolat, hogy a szélsőérték
feladat megoldását ebben az esetben is az (1.3) képlettel értelmezzük, hi zen
(1.3) jobb oldala csak 0-1-től függ, 0-től független. Ezzel az értelmezéssel C<5 
csolatba.n a következő két probléma vetődik fel:

l. Milyen függvény veszi át (I.la) szerepét a minimálásnál? Célszerűtlen
lenne ugyanis olyan .,kvadratikus függvény" minimálásárúl beszélnünk,
amelynek együtthatói között a J oo is szerepel.

2. Milyen értelmet tulajdonítsunk az (1.3)-ban szereplő 1í =· n; l9őnc; kiíoje
zésnek, ha '' YnJn szingularitása" (vö. (2.1)) maga után vonja az í =· n, í 
matrix sziugularitásút ?

� két kérdés közül a másodikra könnyebb feleletet adni. Reguláris matrixok
inverzének közvetlen általánosítása tetszőleges (nem szükségképpen négyzetes)
mátrixok Moorc-Penrose-féle általánosított inverze [2], [3], amely a közön
séges inverzek sok tulajdonságát örökli, pl. lineáris egyenletrendszerek meg
oldására hasonlóképpen alkalmazható. Emlékeztetünk ennek a fogalomnak
az értelmezésére.

ó G49n 939ó s Tetszőleges m X n cGs 1 matrix Moorc=-Penrose-féle általánosított
inverzén azt az egyetlen � ( matrixot értjük, amely kielégíti az

(2.2a)
(2.2b)

(2.2c)
(2.2d)

)� � ( �) = � 
� ( � )� ( = � ( 

1� � ( i=8 � � ( 
1� ( � i = = )� ( � 

egyenleteket
Az idézett forrásmunkákban megtalálható annak bizonyítása, hogy a (2.2)

egyenleteknek tetszőleges, zérustól különböző � matrix esetén egy és csak egy
megoldása van, azaz, tetszőleges, zérustól különböző mátrixnak van M.-P.
Iéle általánosított inverze és az egyértelmű.

Az elmondottak alapján nyilvánvaló, hogy esetünkben az (B*0-1E)-1

kiíojezés helyén egy általánosított inverz fog szerepelni.
Másrészt, az I~ problémával kapcsolatban vegyük észre, hogy (1.3) szerint

_ A zérusnak adódik, ha 0-1 helyébe egy olyan diagonális matrixot helyette
sítünk, amelynek ·i-edik fődiagonáleleme 0. Ez a körülmény azt mutatja,
hogy valamely x ic = - célkitűzés esetén az x 'n változó értéke a célkitűzéssel,
tehát zérussui lesz cgycnlü, ha az SA súly értékét plusz végtelennek választjuk;
vö. (2.1 ). Mi'Ls szóval, ha Bzi rs Bzm = ... = x zi = 0, és az összes többi cél
kit.iízéi-; O-tól különliöz/: akkor az ;[ 'n

;
' s z

-
' • • • ' s zi súlyok alábbi választása

s;1 sr s ; ef ss = ~~ ss SA' ss J uTé 

annyit jeleni, hogy az x zii _Ami • s• i x zi változókat O értékkel rögzítettük.
~fogától értetődő tehát, hogy (l.la) helyett a következő célfüggvényt fogjuk
tekinteni:

_,,,
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~ ( A )') ,~ I . )''
~ SA _ A n _A n = ~ --;:- 1_ A n _ ; · 

.t;i'O x,,-,o 7· ] 7 
ahol az összegzést mindazokra az i indexekre kell elvégezni, amelyekre±;¥= 0.

Felvetődik mármost az a további probléma, hogy a változóknak milyen
részrendszereihez lehet zérusértékű célkitűzést, és ezekhez végtelen értékű
súlyt rendelni úgy, hogy az (1.3) módosításával nyert képletből számított x 
vektor az :I~f l egyenletnek megoldása legyen. Világos, hogy F ¥8 - esetén
egyidejűleg valamennyi SA nem lehet egyenlő plusz végtelennel, mert ekkor
az x megoldás is zérusvektornak adódnék.

3. Az előzőekben felvetett kérdésekre < 4. pont 2. tételével fogjuk megadni
< választ. Ennek a tételnek a bizonyítása egy olyan újabb problémát vet fol,
amelynek megoldása önrnagáhan véve is érdekes és hasznos. Tekintsük ismét <G 

1
(1.1) -x* Cx -- b*x

2

:f ~al 

kvadratikus függvény ös az
:I~f l /i)*x :.::.. (

lineáris egyenletrendszer által meghatározott feltételes szélsőértékfeladatoí.:
ebben a pontban C tetszőleges azimmctrikus pozitív definit matrix lehet.
Az :I~al formula alkalmazhatóságának szükséges és elegendő feltétele, hogy
,1, · matrix pozitív definit, j· JnJ rangja 8 <TH má.lia, j· = sorainak száma pedig
oszlopai számánál nem nagyobb legyen. Gyakorlat! szempontból is feltehető
a kérdés: mit állíthatunk akkor, ha az }j}* matrixra vonatkozó feltevéseket
elejtjük, illetve azzal u gyengébb feltevéssel pótoljuk, hogy az (1.2) egyenletnek
van megoldása? A válasz ü*= következő.

1. tétel. k e g y e n C p o z H t í v ° e ü H n i t n1 a k r H x, ó 8 7 e g y e 11

az :I~f l e g y o n lo t ro n d s z c r m o g o l d h u t ó. Akkor az :I~I l 
C vadra t í C us függvén y az :I~f l ü o 7 U= ó to I U kielégít Bí 
egyértclrníí minimumát <G 

:a~I l _y srrrr c-; b {én;) F;1ŐZ"C· nO""i i ( 1j· =M I Í · 0l 

pontban veszi fel.

A (3. I) formula ( 1.3)-tóJ usak ,ÜJ1mn különböz ik, hogy az I· =Xn1 O· matrixná.l
közönséges inverz helyett Moore l?cnrnso-föle iltalúnosílot1, inverz szerepel.

Rizonyitás. Az (l.2) egyenlet.re vonatkozó feltevésünk azt jelenti, hogy
- a sorok esetleges fclcscrólésévol az / C matrix ós az F vektor következő-

képpen 5<brUH_HEj á *Í <Uó • 
I /1'* * :a~f l /IJ* *üBt*Ő]Hl]t 

:a~al I 1Z)I' J; " 
ahol E; m1xn-cs (m1:::;: ±Zi matrix, a.niclyuck a r,111gJa 1111, /1 m1-dirnenzió.·
oszlopvektor, H" pedig egy olyan (m m1) x n-ee matrix, amely :I~f l utolsó
« nn m1 egyenletének az első mI eg_vc-nlcttől D<*ó fi.iggósmóclját adja meg.
Az :I~I l kvadratikus függvény az
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(1.2') fí ~ x = /,
egyenletrendszerrel együtt már egy olyan kvadratikus szélsőértékfeladatot
határoz meg, amelyre (1.3) alkalmazható. Bizonyítani fogjuk, hogy a (3.1) 
képlettel definiált x X vektor azonos ennek az utóbbi feladatnak az egyértel
műen meghatározott megoldásával; ebből a tétel állítása már következik.

Felhasználva, E* :a~f l <*<UUH előállítását, egyszerű számítással belátható,
hogy az

és az

matrixok, ahol 1 m1-dimenzjós egy,-,égrnatrix, teljesítik a (2.2) egyenleteket,
tehát A+ az í =· n1~ matrix általánosí.tott inverze. Ennek a részeredménynek
és F (3.3) alatti előállításának alknlmuzásával egvszerű számítás útján belát
ható, Í EőS :a~I l jobb oldala egyenlő áU 

c-1 ~ Xn1 í u1í t V· n1»J' t 1 :z ü_rr= 11 ü=* 
vektorral, <8 u*S (1.3) szerint azonos az (1.1)--(l.2') feladat (egyértelmű)
meg-oldásával. Tételünk bizonyítását ezzel befejeztük. ·

Az J. t(Lol med Int ,L következőkben sziiksé:~ünk lesz még az alábbi segédtétel
re is:
LEMMA (L'cnrosc ka*l ~ 1,Pgyun 1+ k éA m= e s . V pedig m X n-es
8áU r i x , ('S legyen

U*U\I -_:: :7• 
;1 k kor s.,, ii já))e1' =U~] k ,, 55:t 11

uv ---e 0.

U*UVx r__ O

x*V*O*UVx -"' ü,

111ás szóvul, ,L k-d imenzi.is UVx vektor hoszza egyenlő zérussal. Ebből x tetsző
lcgcsségc folytán Uk lemma. [dlításn közvetlenül következik.

4. Térjünk vissza •k kiindulópontként szolgáló problémához. lflvvel kapcso
latbun a kövct.kcző r-rcdményt rnondha.tjuk ki:

2. tétel. L A· g y u II 

: X~/ l 
:

(THH R~°~ 
Y n 0 1x21

:l - 



.,\ k k o r a z
(4.2) Ff"=· Ff}1"GŐJt JÖ { i n'))I ~ f
e g :v en lő s 6 g sz ii ks . g (~ s é R elege 11 d 1'í a Ii l1 (• z, hog _1· a

):' _J_ 1eu ' n x Ai- 
~uli,I

k v a d ra tik u s íü aa v é u v

(2.3)

{ J .2) " · =)V !
feltételt ki c l é gí t ó ru in i m u m á t az
(4.3) x X8° · » n· \ 1f· =Ö "; i( 1f;i =o q -f)
pontban vegye fel.

(2.3)-ban az összegzést ,c:;,okra az i i11rloxd.:r-,· kell d1·ége7.11i, .unelyckrc
(r; b 0.

Bizonyítás. A tétel hizonyftáaá.t k6t lépésben vé_i!f·zzül<: a7. elsóhcu kimutat
juk, hogy (4.2) szükséges és elé(rségcs ahhoz, hogy a (,t:3) képlettel definiált x0
(1.2)-nek megoldása leg_ve11, a másod ikhn.n pC'di.~ .az x0 vektor minimum
tulajdonságá.t igazoljuk.

A (4.:{} 0g:v('niőR1Íg mindkét oldnhít hHll'(\I /1}*-gal SZ01'07.V,I,

(-U)

adódik. Kimutatjuk, hogy a job)J oldal ofr,{j kd l;tgjá.1wl( iiss'/,egc 0 ..Iclötjük
Q-val azt a diagonális mn ui xot , umclvbcn a J<Vitló -i-rclil, f'l\•111(' i/ I X;J: nvil
+ánvaló, hoev (j*Q-= 15 ·J Akkr»: (2.~n) ,w'l'int

t u =BJeJBF1 n JJJ*Ö M(/C*C ; ~ Zn; " ~ J=B=\' Zu ) 
.A Penrose-fék- lemma szerint (U ·'" 7" XJ' r ll- FŐ}• e'á'Ií} 1Őá"=h j"} i n;nJé=i e'/, az
!-',!£: c'1,]fü,ég maga 1.1 tán vonja ft'/,

/iJ*Q':, - tV8M 8( FŐiÖ" I'i i 1 /','*(!"

cgyenl{;ségd is. 1%1i{íl. jobbról Q-\':11 szorozv» (;,, (4-A)-hc (('.n·, k.ipjuk , hogy

!1*xo =- k";JXv"1It' JJe'V N)'; I' 

tehát (1.2) akkor és csak akkor áll fenn, ha {4.2) teljesül.
A második résszel kapcsolatban }1,z ált.alánm,ság mcgszorítúsa nélkül Iol-

i ehetjük, hogy Ofőátl2ján,dc első á :=-: ± eknll' zi:rn;-;tól különhö'/,ő. ; ; á eleme
pcdip- 0, más szóval. · kövot kozőképpcn part icionálható:

C "(Ci OJ
0 0 '

ahol 01 r-diruenziős ne1w-:zi11gulárü, di,~gon:\li:-i ruat.rix. Legyen /1*, FQeJJ és .c0
mogfelf'lő part icionúláar, rr-ndro

/J* (61' 0),

}f" = · (/Cf, /Cf) ,

_ y ~ n 1ei n 1~ i ' 
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ahol b~ és u r-dimonziós sor- illetve oszlopvektor. E~ és E; pedig m x r-es,
illetve m »; (n-: r)-es matrixok. Ezeknek a jelöléseknek a felhasználásával
(4.3) a következő alakba írható:

Xo = (:) = (~J ~) (;) -

(0
1 0) (E1) r" Et) (Ö' 0) (E1)) r ((Et, h'#) rOJ OJ (b1)

0 0 l E2 0 0 E2 ' 0 0 0

-' (O~b1) _ ([j10El) (EtG1liJi)+(EfG1b1 -f).

-f)

és ez az összefüggés az J. tétel alapján azt mutat.jn , hogy a,;: r-dirnr-nzió« 1l

vektor :1,
j ,. ]2; -. (·u; - - xS - ,:E--.--(11; .i:;f

xdO lx; I i=l lx;!
kvudra t iln s fü!!;.(Vén:v (-;-; az

(4.5)

(4.6)

fcltótelrcndszcr :'.dUtl moghn.tározoí.t szé1Ri5értékfol,vh1t mcgoidása. A 2. tétel
bizonyítását ozzcl befojeztük.

Me(!jeJj,IJZések.:.. l. Az álLn1[1,1108Hot t, i 11 vcrzek (2 .2a) és (2.2c) tulajdonság.. ;,;z(:
rint IC*CJJJ (fiJ*CE)+ az l!J*CE mátrix oszlopvoktora.inak terére vonatkozó Her
mitikus projekció. Másrészt, i1, Pcnrosc-félc lemma alkalmazásával belátható,
hogy liJ*ŐE oazlopvcktorainak terc megegyezik azzal az altérrcl, amelyet az E*
má.tr.ixnak olyan oszlopai Icszitcnek ki, amely oszlopoknak megfelelő változók
hoz zérustól különböző cólkitüzés tartozik. Ezek szerint (4.2) pontosan azt je
lenti, hogy nz :(1, x2, •.. , x11 változók tetszölege: olyan :i:;

1
, x12, ••• , x1,._,

részrcndszcréhcz rcndolhctünk zérusértékű cólkitűzést és ezekhez += értékű
sú lyokat., amely részrendszer mellett az / vektor elöállítható az E* matrix
nem töröli (azaz. zérustól különböző :Í-; dlkitűzé~ekhez 1n.rtozfi) oszlopainak
lineáris kombinációjaként.

11. A 2. tétel állftáHn, bizonvos szr·mpo11Lból lriviítli,m..tk t űnhet. Hogy ez
nincs így, u.zL kövctk zöképpcu lút lurtjuk bv. Tegyük kl. liogy az (].l,1,)
kvadrat ikus fiiggvónvrwk az (1.2) i'f'lt(,tel mcllct í i minimu mút keressük. <LIJOI

x; ./2 o és .s; 1, 2, .... 11. l{ö~zít,~ük ,iz 11tolH6 n r változöt

kővotkczőképpen:
X,, 1 · X,, l, X,+2 = i,+i, . , . , X11 = .i;,,,

és jelöljük E* utolsó n r oszlopát - mint az előzőkben is - JiJ;-gal, a rög
zített komponensekből á.lló oszlopvektort pedig v-vel. Tegyük fel továbbá,
hogy az f E;v vektor előállítható E* első r oszlopának lineáris kombiná
ciójaként. Akkor a (4.5) kvadratikus függvénynek az

( 4.6a,) ss « =f- Eft•
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feltétel melletti minimuma általában nagyobb lesz, mint az eredeti íeladaté.
A két feladat minimuma. közötti eltérés annál kisebb. minél kisebb a rögzített
:r,.,., ..r,.1 ,, ... , ::i:n változók abszolút értéke.

0. Befejezésül az elózőekben mondottakat néhány numerikus példával
[llusxtráljuk. A korábbiakban bevezetett jelölésekkel élve, legyen

. l

E*~ ( ,'. 2 ~ ~ ~I))'
l l 0

és

és t ok in t sük az

(5.1) lv*c1· - I
egyenlctrefüfazert. Bnnek olyan megoldását akarjuk meghutérozni, amelynek
bizonyos előre adott (x1, x2, x3 x.1, :i:5)* célkitűzéatől való eltérése a lehető
legkif-'Phh abban az órt elomben, hogy ogy

I.~f· I x~I- (:1:; · ±y

n.lakú nég_yzctöHs,mgot miuimá.l,
:VCegfigyelve, hogy az f vektor elóálltt.hutó E* első három ot-Jzlop}Ínak linc.ui«

kombinációjaként például a 0, O.fí és 0,5 együtt.hutók i,cgítHégével nz :i:1
és x5 célkitűzések értékét vri.laszt hutjuk zérusnak. a. tn(\gfolelí, súlyok értékét
pediµ +c--v-nek.

Tekintsük például az

(XI ' :i:2 , :i:3 • ,i:4' X5)'!' ·- (2, I, 1,0,0)*

c·élkit.(ízé:H,k reudszc-rét . (ÍH l0gyc·n

n
() (I 0 (I

l () ()

Í/ je 0 1 I) () '
0 I) 0 ()

() () () () ()

ú* ( I . I . J , (), f)).

K.iinn_ve11 cllenőrizhetd. hogy

(~ () !J ( ö35 
50 "' l( /f7*Ö /i)) I J2 = :u,\ l2 - .'50 170 .w

2 4 2 !).') 40 ..f5
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továbbá
, 10

E*CR(E*CR)+f =cc /1 (-1
3

A 2. tétel alapján az

-1
10

:1

11
0

:1·0 = Cb - CE (E*GliJ)+ (E*Cb-f) = 1
0
0

vektor a,

(5.2)
3 l 
y (x --1:1 ,.i=l X,

')'' I. ( . ")i + ( 1)'' + ( l)l-· X; - = ·- X1 - ;,; - X,, -- - X.l -
2 - .

kvadratikus fiig~vény (5.1) feltételt kielégítő minimumának helye; a minimum
értéke 1,5.
Tekintsük most a célkitűzéseknek egy olyan rendszerét. amelyben mindegyik
d·lkitűzéfi zérustól különböző. Legyen példán!

l l. ) *(2, I. l,~-, - .
2 2 

Akkor a

2(x1 --- o,.5)~ + 2(x5 - o,r:,f
kvadratikus függvény az (5.1) feltétellel együtt, egy olyan feltételes szélsőérték
feladatot alkot, amelyre az (l.3) képlet alka.lmazha.tó. A részletek mellőzésével
közöljük, hogy a minimum helyéül az

1 :"> l l)--,-,-,-
() ü 3 3

v.-k tor adódik, u hozzátartozó minimum értéke pedig 2. Most vizsgáljuk meg,
hogy mi történik akkor, ha ebben a feladatban egy va,gy több, alkalmasan
választott változó értékét rögzítjük, és a minimálást a nem rögzített válto
zókra, vonatkozóan próbáljuk elvégezni. Rögzítsük például az x4 és x5 vál
tozókat

illetve
.1'4 -- i,1 = 0,5

értékkel. Ezt megtehetjük, mert ekkor (5.1) az
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XJ + 2:z·t = 1 0,5 = 0,5
-x1 + x2 + 3x~ = 2 -- 2. 0,5 = 1

X~ + X:: - 1 - 0,5 = 0,5

egyenletrendszer-e redukálódik, amely megoldható: egy megoldása például
x1 = 0,5, x3 = 0, x:1-= 0,5. Vegvük észre, hogy (5.la) jobb oldala azonos

(5.la)

l

2 f-fel, továbbá x1 = x,1 é~ 1;5 =- .i\ miatt (5.3) egybeesik (5.2)-vel, és hogy

ily módon feladatunk visszavezethető az előző feladatra, amelyet a 2. tétel
alapján oldottunk meg. Felhasználva, az ott kiszámított (fiJ*OE)+ matrixot,
azt az eredményt találjuk, hogy az

-0,25
0,75
0,5
0,5 J

vektor az (5.1) egyenletrendszernek olyan megoldása, amelyre vonatkozóan
x~ = x,1, :r~ = x5, éH az (5.2) kvadratikus függvény értéke minimális. Azonban
- összhangban rtz előzó pont IT rnegjcgyzésévol ormok a minimumnak

a,1 értéke

x'=

L
- ( I
')

~)2 + ( -0,25 lf + (0,7G l f - = 2, I 25,

1 ellát nagyobb. mint, 2, mely érték a szok vá.nvo» (LB) eljárás a.lkalrnazáaával
adódott.

( Beérkezett : 7970. á prilis 28.)
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COMMfmT ON A (~UADl{A'l'I() 1;;x'1'1tt~MI~ VAUrn l:'t.WBLH:M

Th« puper ox Lends the problem of minimizing the weighted sum of' squares of tho form
11

2; s1(x1 - x1)
2

i=I
subject Lo linear cquulit.y constrainte, so t,hat eortnin s1 weights are allowed Lo Lake the
value + oo , Then it '$ives also an explicit solution Lo the generalized problem with the
aid of the Moore-Penrose generalized inverse of matríoea. A weight s1 = oo cannot be
assigned but to such x1 variables, to which a ü-valued x; (called target) belongs in which
case this assignement entails also the relations x1 = 0. In other words, assignement of
an infinitely large s1 weight to an x1 variable means to fix the variable in question auto-
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rnat.ically aL the value 0. The paper gives the necessary and sufficient conditions as lo
which sub-systems of the x; variables may be fixed at O value. The formula (4.3) yielding
the explicit solut.ion of the problem contains, as a special case, the formula which results
from the Lagrange multiplier method in the case of finite s; weights.

The theoretical results are illustrated ov numerioal examples. The paper indicates
alao !;he poasibilitv of economic n.pplioation.

3AMEYAHJ/IE B Cl3r!311 C 1{13A,I(PATl1YECJ{Ol1 3l(CTPEMAJlbHOi1 3A.[{AL!El1

Paőora pacnnocrpauaer 11po6JJeMy hlHHHMaJJH3al(HH B,lBCilJClldhiX Cyilrn KB3).(paTOB
II

}; 8;(X; - i;f
i=I

npu JIHHdÍl·IOH Cl1CTe1\ILI Ol'j)31!J1llCIHJH, T31<HM oöpaao«, 'ITOŐLI /\Jl}l l!el{OTOJ)b!X uecon S; ŐhlJlO
p_onyCTJIMO 3Ha'le1rne + 00' ,l\3JlbUJC e nosioun,to 0606u~e1-11-1oi1 00p:.m-1oj,í MaTpHl.(bl Tima Mop
Ilcnpoc, ,(\3CT 5JBHOC pcureune /1)151 060611\Cl-!HOH npo6J1e,\1b!. Tom.ico K TOH nepezaemroii X1 MO)l{HO
npHJ.\3U3Tb uecu S;= oo, KOTOpoi1 COOTBCTCTBYCT rare lia3bIBaeMa5l J~CJICBa5l ycrauoarca X; = 0,
M rorna sro npnnauae nncuer aa co6oi,í CB513b X[ = 0, ,wyrJIMI! CJl0B3M11, npanaaars !(3I(OH-TO
nepeMemroi'r X; GeCl(Ol·fC'IHO 60JlbUJOÜ DCC 81, 3H3'111T sapauee 33KpCnl1Tb P,aHHYIO nepeaeuayro
pa BJ lblM HYJIJO. Paöora !(3CT fJCOOXOJ~l1MOC 11 /WCT3TO'IHOC YCJJOBHC Toro, '!TO l{31{HCnO.[(Cl1CTCMbl
nepCMCIIHblX X; MO)l{li0 3al(pCnBTb co 3!JaL1e1meM 0. (j)OpMyJJa (4.3), AaJOIJ~a51 5lBHOC pemenne
npo6JleMbr, mouosaer B ce6c, 1(3l( oco6CHHblH cnyvaü, (jlopMyny, f(OTOpa51 110JIY'l3CTC5l 113 MeTO)J;a
MYJlbTMDJlH1(3TO()OB Jlarpanxca B cnysae 1,0HC'll-!b!X BCCOD 8[,

TeopCTJ1lfCCf01C pcayrn-raru IIJlJl!OC'I'pH[)O!JélHl,I HyMC!)l-l'lCCKil,\I 3J·fél'JCHHC~l.
P.:160Ta OO!{él~lhlB3('T B0:1A10)f(H0CTb ,)!(01·101\\M'ICCi;OI'() npHMl'f·l<'l!HH rl))OŐJJCMl,f.


