MiHALYFrY LASZLO

Megjegyzés egy kvadratikus szélsGértékfeladathoz*

1. Bizonyos kozgazdasigi problémak (l. aldbb) a kovetkezd szélsGérték-
feladatra vezetnek: hatirozzuk meg az

{11 il)::v*C’:cr— b*x

kvadratikus fiiggvény
(1.2) B*r — f

feltételt kielégité minimuméat, ahol

O adott nxn-es szimmetrikus pozitiv definit matrix,

b* adott n-dimenzids (sor-) vektor,

E* adott m X n-es matrix, m <~ n,

[ adott m-dimenzids (oszlop-) vektor és

v a valtozék n-dimenzids vektoral
()*-gal matrixok és vektorok transzponaltjat jeloljuk; oszlopvektorok transz-
pondltja sorvektor és viszont. A dolgozatban kizardlag valés skaliarokkal,
vektorokkal illetve matrixokkal f()gl(llk(munk.

Az (1.1) kifejezéssel és az (1.2) egyenldséggel meghatarozott szélsGérték-
feladat megoldhaté pl. a  Lagrange-multiplikdtorok klasszikus mdédszeré-
vel [1]; a mvg()](lnht feltéve, hogy az E* matrix rangja m a kovetkezd
formula s/olg.,alt(nj.l

; 2 (I"*(' wrl BC1 (E*C1E)~ ’

ahol 4 az un. Lagrange-féle multiplikitorok m-dimenzids (oszlop-) vektora.
IEbben a dolg.,nz.tthan egy, a késGbbick sordan emlitett kivételtsl eltekintve
feltessziik, hogy (1.1) a kovetkezG alakba irhaté:
n
(I.1a) > sl — ;)%
i=1

* Az ebben a tanulminyban kozolt credményeket megalapozé kutatémunkéat az
Orszigos Anyag- és Arhivatal meghizisdibdl az INFELOR Rendszertechnikai Véllalatndl
az drtervezés Okonometriai modelljének el6lkészitése sordn végeztem, M. L.

! lfangsulyozzuk, hogy ebben a dolgozatban kvadratikus fuggvenyek linedris egyen-
letrendszerrel korlitozott miniméaldsdnal probléméiival foglalkozunk. és nem kvadrati-
kus programozisi feladatokkal. A korlitozé feltételek kozott nem szerepelhetnek tehdt
linearis egyenlétienségek, beleérive ezekbe a nemnegativitdsi feltéte'eket is.

1 Siiqma
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)

ahol az s; (i = 1,2, ..., n) mennyiségek pozitiv silyok, @; (i = 1,2,....n)
pedig az x vektorviltozé i-edik komponenséhez tartozé célkitiizés, az x; kom-
ponensnek rendszerint valamilyen clérebecsiilt értéke. lly médon az el6z8ek-
ben ismertetett feladatnak egy fontos specidlis esetéhez jutunk, amelynek
példiul az Adgazati kapesolatok mérlegébdl képzett technolégiai egytitthaté
matrixok konzisztens elérebecsiésével kapesolatban van kozgazdasigi jelen-
tésége. Ezeknek a konzisztens eldrebecsléseknek az esctében az a feladatunk,
hogy az egyes elemek joviben varhaté alakulasdra vonatkozd, trendszdmités-
sal vagy més mddszerrel kapott elrebecsléseket olyan konzisztens rendszerré
fogjuk dssze, amely rendeikezik az ilyen technoldgiai egyiitthaté matrixok
kozismert tulajdonsigaival, és ugyanakkor a lehetd legjobban meghkozeliti
az eredeti, egymdstdl fiiggetlen elérebecslésck eredményeképpen kapott érté-
keket. Ebben az esetben (1.1a) az eredeti, egymastdl fiiggetlen elérebecslésekbdl
allé rendszer kozotti kiillonbségek minimélisinak kovetelményét irja fel,
(1.2) pedig az egyiitthaté matrix kozismert konzisztencia-feltételeinek rend-
szerével azonos.?
(1.1) és (1.1a) egvbevetéeébdl vildgos, hogy esetiinkben

8y 0w wly
(3 JRY e NGl A PORE i)
(1.4) @i== Pl -
0 0 S
és
(1.5) b* = 2oy, oy, i 8n) ¢
Mivel az @k nagysigrendje altalaban — példaul technoldgiai egyiitthato

matrixok konzisztens el6rebecslésének esetében is — kiilonhozd, az (1.3) képlet
alkalmazdsa egyméassal egyenld, példaul egységnyi stlyok esetén azt ered-
ményezi, hogy bar az (1.1a) kifejezés értéke kiclégitGen kicsi lesz, egyes kis
abszolat értékii &;-khez relative nagy |a; — &;| eltérés fog tartozni. Ezt
a jelenséget oly médon igyekeznek elkeriilni, hogy kis abszolat értéki &, cél-
kit(izéshez nagy abszolit értékii s; silyt rendelnek, és viszont. Természetesnek
ttinik, hogy a stlyokat a kivetkezSképpen véalasszuk:

(1.6)

la;|
feltéve, hogy #; = 0. lgy jutunk ahhoz a kérdéshez, hogy @; = 0 esetén vilagzt-
hatjuk-e az s; sily értékét 4 oo-nek? A kivetkez6kben litni fogjuk, hogy
bizonyos feltételek mellett a vdlasz igenls, és ilyen esetekben az &; — 0,
8; = oo egyenléségek maguk utdn vonjik az x; — 0 egyenléséget.

2. Tegyiik fel, hogy &; ++ 0, i = 1, 2, ..., n. Akkor az s; silyokat vilaszt-
hatjuk az (1.6) képletnek megfelelden és igy (1.4) figvelembevételével a C'—!
matrixra a

)

=2 |

* Megjegyezziik, hogy a dolgozatban ismertetett eljdrds az /9% méatrixra és az f vektorra
vonatkozd tovabbi feltevések nélkiil nem biztosftja azt, hogy nemnegativ i; célkitfizésel
esetén a szdmitott a; értékek feltétleniil nemnegativok legyenek; ezzel a problémdval
azonban ebben a tanulnmidnyban nem fuolaikozunk.
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f®l O ... Uy
= 11 0 |z 0
(2.1) ¢ L0 |%]
5} s i
\ Q.. @ [o‘c,,i}

osszefiiggés adodik. Eszrevéve, hogy (2.1) jobb oldala értelmes marad akkor is,
ha egy vagy tobb i-re &; = 0, 6nként kinalkozik a gondolat, hogy a szélsGérték-
feladat megoldésit ebben az esetben is az (1.3) képlettel értelmezziik, hiszen
(1.3) jobb oldala csak € -4l fiigg, C-t6l fiiggetlen. Ezzel az értelmezéssel kap-
(bOl(lU!&n a kovetkezd két probléma vetddik fel:

Milyen fiiggvény veszi 4t (1.1a) szerepét a minimélasnal? Célszeriitlen
l(,llllb ugyanis Ol_Vdn Lkvadratikus fiiggvény” miniméldsirol beszélniink,
amelynek egytitthatéi kozott a +-oco is szerepel.

2. Milyen értelmet tulajdonitsunk az (1.3)-ban szerepls (K*C—1£) ' kifcje-
zésnek, ha ,, O~ szingularitdsa” (vo. (2.1)) maga utdn vonja az E*C~1E
matrix szingularitasat ?

A két kérdés koziil a méasodikra kannycbb feleletet adni. Regularis matrixok
inverzének kozvetlen dltaldnositisa tetsz6leges (nem sziikségképpen négyzetes)
matrixok Moore —Penrose-féle altalanositott inverze [2], [3], amely a kozin-
séges inverzek sok tulajdonsagat orokli, pl. linedris egyenletrendszerek meg-
oldésira hasonloképpen alkalmazhaté. ‘Emlékeztetiink ennek a fogalomnak
az értelmezésére.

Definicié. Tetszbleges m X n-es A matrix Moore—Penrose-féle dltaldnositott
inverzén azt az egyetlen A4+ matrixot értjik, amely kielégiti az

(2.2a) AATA =4
(2.2h) A+AA+ = A+
(2.2¢) (44 = 44%
(2.2d) (ATA)* = A4
egyenleteket.

Az idézett forrdsmunkékban megtaldlhaté annak bizonyitdsa, hogy a (2.2)
egyenleteknek tetszéleges, zérustdl kiillonbozd A matrix esetén egy és csak egy
megoldasa van, azaz, tetsz6leges, zérustdl kiilonboz§ matrixnak van M. —P.-
féle altalanositott inverze és az egyértelmfi.

Az elmondottak alapjan nyilvanvalé, hogy esetiinkben az (H*C-1k)~!
kifejezés helyén egy altaldnositott inverz fog szerepelni.

Mésrészt, az 1. probléméval kapesolatban vegyiik észre, hogy (1.3) szerint
x; zérusnak adodik, ha C~1 helyébe egy olyan diagondlis matrixot helyette-
sitiink, amelynek i-edik f8diagonédleleme 0. Ez a korilmény azt mutatja,
hogy valamely &; — 0 célkitiizés esetén az x; viltozé értéke a célkitfizéssel,
tehét zérussal lesz egyenld, ha az s; suly értékét plusz végtelennek véalasztjuk:
vo. (2.1). Mas s/uvnl ha & =&, =...= x,, = 0, és az Osszes tobbi cél-

kit{izés 0-16l l\lll(mhn/n al\km az s, s,z, P sulyok aldbbi valasztisa

'\‘.1 - .5"2 =l B .s‘," — + o0
annyit jelent, hogy az a;, 2, ..., %, véltozékat 0 értékkel rogzitettiik.
Magétol értetids tehit, hogy (1. la) helyett a kovetkezd célfuggvénvt fogjuk

tekinteni:

§*
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(2.3) 2 sil@; — ;) = 2 o (@ — ®)?
0 Xi#0 iwi,l

ahol az 6sszegzést mindazokra az 1 indexekre kell elvégezni, amelyekre &; -= 0.

Felvetddik marmost az a tovabbi probléma, hogy a valtozéknak milyen
részrendszereihez lehet zérusértékii célkitiizést, és ezekhez végtelen értékii
sulyt rendelni agy, hogy az (1.3) mdédositisaval nyert képlethdl szamitott a
vektor az (1.2) egyenletnek megoldasa legyen. Vilagos, hogy f s« 0 esetén
egyidejiileg valamennyi s; nem lehet egyenlé plusz végtelennel, mert ekkor
az & megoldés is zérusvektornak addédnék.

3. Az el6zGekben felvetett kérdésekre a 4. pont 2. tételével fogjuk megadni
a valaszt. Ennek a tételnek a bizonyitisa egy olyan Gjabb problémat vet fel,
amelynek megoldisa o6nmagiaban véve is érdekes és hasznos. Tekintsiik ismét az

1
(1.1) —p*Cr — b¥*z
‘ 2
kvadratikus fliggvény és az
(1.2) E*x = f
linearis egyenletrendszer dltal meghatiarozott feltételes szélsGértékfeladatot
ebben a ponthan €' felszbleges szimmetrikus pozitiv definit matrix lehet.
Az (1.3) formula alkalmazhatésiginak sziikséges és elegendd feltétele, hogy
a € matrix pozitiv definit, £* rangja maximalis, /™ sorainak szima pedig
oszlopai szamanal nem nagyobb legyen. Gyakorlati szemponthol is feltehetd
a kérdés: mit allithatunk akkor, ha az £* matrixra vonatkozé feltevéseket
elejtjiik, illetve azzal o gyengébb feltevéssel potoljul, hogy az (1.2) egyenletnek
van megoldisa? A vilasz a kovetkezd.

1. tétel. Legyen C pozitiv definit matrix, és legyen
az (1.2) egyenletrendszer megoldhato. Akkor az (1.1)
kvadratikus fiiggvény az (1.2) feltételt kieldgitd
egyértelmid minimumat az
(3.1) o= C~% — CLE(E*CE)* (B*C~'% — )
pontban veszi fel

A (3.1) formula (1.3)-161 esak abban kiilonbozik, hogy az £*C'~1E matrixndl
kozonséges inverz helyett Moore  Penrose-féle dltalinositott inverz szerepel.

Bizonyitas. Az (1.2) egyenletre vonatkozé feltevésiink azt jelenti, hogy

a sorok esetleges feleserélésével az K* matrix és az [ vektor kovetkezd-
képpen particiondlhato:

( B*
(3.2) 1* :
H* )
(3.3) /i '
T ] '

ahol H} myxn-es (m, <~ m) matrix, amelynck a rangja m,, f, m,-dimenzios
oszlopvektor, H* pedig egy olyan (m  m,) X n-es matrix, amely (1.2) utols6
m - m, egyenletének az elsé m, cgvenlettdl valé fiiggésmadjat adja meg.
Az (1.1) kvadratikus fiiggvény az
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(1.2’) _];_]: = '[1

egyenletrendszeriel egyiitt mar egy olyan kvadratikus szélsGértékfeladatot

hatdroz meg, amelyre (1.3) alkalmazhaté. Bizonyitani fogjuk, hogy a (3.1)

képlettel definidlt a, vektor azonos ennek az utébbi feladatnak az egyértel-

miien meghatirozott megoldasaval; ebbdl a tétel allitdsa mar kiovetkezik.
Felhasznalva £* (3.2) alatti eléallitasat, egvszert szamitassal beldthatd,

hogy az

b¥
A = E*C\E L. 1CY(E,, B,H)
H* B

és az

A i}’/. (I + HH*) "V (EFCE,) ' (1 + HH*)™ (1, H)

matrixok, ahol [ s -dimenzios cgységmatrix, teljesitik a (2.2) egyenleteket,
tehat A+ az E*C'~'E matrix dltalanositott inverze. Ennek a részeredménynek
és [ (3.3) alatti elGallitasanak alkalmazdsaval egyszerd szamitds atjan belit-
haté, hogy (3.1) jobh oldala egvenls a

C1b — CTE(E¥CE,) (B¥C b -~ f))

vektorral, amely (1.3) szerint azonos az (1.1)-(1.2") feladat (egyértelmii)
megoldiasival. Tételiink bizonyitisat ezzel befejestiik.

Az 1. tctel mellet a kovetkezdkben szitkségiink lesz még az alabbi segédtétel-
re is:

LEMMA (Penrose [3]). Legyen U kxXm-es, V pedig mXn-es

matrix, és legyen
URUV == 0;

alkkor sziikségképpen
UV == 0%
Bizonyitis. ¥eltevésiik értelmében tetszileges n-dinenzidos x vektorra
B BRI 0
tehit
XEVEUR UV x =0,
mas szoval, a k-dimenzios UVx vektor hoszza egyenld zérussal. EbbGL x tetszd
legessége folytan a lemma dllitdsa kizvetleniil kovetkezik.

4. Térjiink vissza a kiinduldpontként szolgalé problémihoz. Evvel kapeso-
latban a kovetkezé eredményt mondhatjuk ki:
2. tétel. Legyen

o] 0 ... 0

0 |z, 0
(4.1) C . ey

0" B g

b* - (sign (&), sign(&,), ..., sign(&,)).
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Akkor az

(4.2) E*CE(E*CE)* f T
egvenléséde sziiksdges s elecendd ahhoz, hogyv a
('-)-3) A ."_,‘ ‘“] (.L, ;;7,')‘)
xi#0 | Vi
kvadratikus fiiggvény
(1.2) Brmi=lf

z

feltételt kielégitd minimumat az

(4.3) zy = Ch — CE(E*CE)* (B*Cb — )
pontban vegye fel

(2.3)-ban az osszegzést azokra az i indexekre kell elvégezni, amelyekre
.:r(. =

Bizonyitas. A tétel bizonyitasat két lépéshen véuzezziik: az elsGhen kimutat
juk, hogy (4.2) sziikséges és elégséges ahhoz, hogy a (4.3) képlettel definidlt x,
1.2)-nek megoldasa legven, a mdsodikhan pedie az 2, vektor minimum-

0
tulajdonsagat igazoljuk.
to)
A (4.3) egvenlGsée mindkét oldalat balrdl K£*-gal szorozva

(4.4) = 7 E*z, = E*Cb — E*CE{(E*CE)* (E*Cb — f)

adodik. Kimutatjuk, hogy a jobb oldal elsG két tagjinak osszege 0. Jeloljitk
@-val azt a diagondlis matrixot, amelyben o {6atl6 i-edik eleme | [ @;1: nyil-
vanvald, hogv Q*Q — @* — (. Akkor (2.2a) szerint
E*Q*QL — E*CE(H*CE)t F*Q*QL.
A Penroge-féle lemma szerint (U — QK , V - [{ - E*CE(E*CHE)* *) ez az
egvenl@ség maga utdn vonja az

BXQ* — B*CE(E*C ) B

cgyenldséget is. Kbbal, jobbrol @-val szorozva ¢s (4.4)-be téve, kapjuk, hogy
B*z, = B*CE(E*CH)*f,
tebdt (1.2) akkor és csak akkor 4ll fenn, ha (4.2) teljesiil.
A miésodik résszel kapesolatban az altaldnossig megszoritdsa nélkiil fel-

tehetjiik, hogy C f6&tl6janak elsé 7 < n eleme zérustol killsnbéz8, n - r eleme
pedig 0, més széval, O kuvotl«(vnk(‘pp( i particionalhato:

i gl C; ()'
0 0
ahol € r-dimenzidés nemszingularis diangondlis matrix. Legven b*, £* és .«
" 1” i o H - i 0
megfeleld particiondldsa rendre
: *
= by, 0),
1 gk
E* — (EY, k%),

u
X, -
v

122
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ahol b] és u r-dimenzids sor- illetve oszlopvektor, &£ és H; pedig m X r-es,
illetve mx(n — r)-es matrixok. Ezeknek a jeloléseknek a felhasznilasival
(4.3) a kovetkezs alakba frhatd:

Xy == u] (C, 0} bll-
v l() 0/10
& i £y ((ﬁﬁ i’ iy ’ (5. B (0, 0 [b,‘ 5

0 0] \H, 1 {]f"," 0 0‘ ~OJ

(jx bl] - [01 El] (1’4”1"@'1}']1)+ (Efc‘bl /)

0 0 |

és ez az oOsszefiiggés az 1. tétel alapjan azt mutatjn, hogy az r-dimenziés u
vektor a

1 e

(- ) Xy )
Xi#0 Ixi| i=1 I'E,|
kvadratikus ficgvény ¢ az

(4.6) Bu=f

feltételrendszer dltal meghatarozott széisGértékfeladat megoldasa. A 2. tétel
bizonyvitasat czzel befejeztiik.

>

(4.5)

Megjegyziések. 1. Az dltalanositott inverzek (2.2a) ¢és (2.2¢) tulajdonsdga sze-
rint B*CE (E*CE)* az 1#CE matrix oszlopvektorainak terére vonatkozé Her-
mitikus [{r()jokcié. Masrészt, a Penrose-féle lemma alkalmazasiaval beldthato,
hogy E*CE oszlopvektorainak tere megegyezik azzal az altérrel, amelyet az E*
matrixnak olyan oszlopai feszitenek ki, amely oszlopoknak megfeleld valtozok-
hoz zérustél kiillonbozi célkitiizés tartozik. Ezek szerint (4.2) pontosan azt je-
lenti, hogy az x,, a,, ...,x, viltozdk tetszéleges olyan z;,z,, ..., 2, .
részrendszeréhez rendelhetiink zérusértéki célkit(izést és ezekhez - oo értékii
stilyokat, amely részrendszer mellett az f vektor elGallithaté az K* matrix
nem torolt (azaz. zérustol kiilonbozs a; célkitlizésekhez tartozo) oszlopainak
lineéris kombindcidjaként.

I, A 2. tétel 4llitdsa bizonyos szemponthol trivialisnak tnhet. Hogy ez
nines fgy, azt kovetkezGképpen lithatjuk be. Tegyiik fel, hogy az (1.1a)
kvadratikus fiiggvénvnek az (1.2) feltétel melletti minimumat keressiik, ahol

xz; A0 68 s i 1,2, ... 0. Rogzitsiik az utolsé 7 valtozot
kovetkezdképpen:

Dy 1= g i Bt == Tphgy s Ty = By
és jeloljiik £* utolsé n r oszlopat — mint az el6z6kben is  Ky-gal, a rog-
zitett, komponensekb6l 4ll6 oszlopvektort pedig v-vel. Tegyiik fel tovdbba,
hogy az [ Ej vektor elgallithaté E* els6 r oszlopénak linedris kombina-
cibjaként. Akkor a (4.5) kvadratikus fiiggvénynek az

(4.6a) Efu=f— Efv
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feltétel melletti minimuma altaliban nagyobb lesz, mint az credeti teladaté.
A két feladat minimuma kozotti eltérés anndl kisebb, minél kisebh a rogzitett
, x,, valtozok abszolut értéke.

B o s

5. Befejezésiil az elozéekben mondottakat néhany numerikus példival
illusztraljuk. A kordbbiakban bevezetett jelolésekkel élve, legyen

E* — LA g Y- 9
Omad 1+ 1e 1G]
v == (), Xy, Ty, Xy, 05)"
68
1
/ 2,
1

és tekintsiik az

(5.1) E*x — f

egyenletrendszert. Knnek olyan megoldasat akarjuk meghatérozni, amelynek
bizonyos elore adott (&, &,, &y, &,, &5)* célkitlizéstdl valé eltérése a lehetd
legkisehb abban az értelemben, hogy egy

L g
> i (; C)*
i ,‘li!

alakia négyzetosszeget minimal.

Megfigyelve, hogy az [ vektor elGallithatd £* elsé harom oszlopanak lineiris
kombindcidjaként példaul a 0, 0.5 és 0,5 egyiitthatok segitségével — az i,
és Iy célkitlizések értékét valaszthatjuk zérusnak. a megfeleld silyok értékét
pedig 4 co-nek.

Tekintsitk példaul az

(®ys Bgo By, Ty %)% = (2,1, 1, 0/0)%
célkitiizések rendszerét, és legyen
2 0 0 0 0
O 1 0 00
¢ 0 0 1 0 0
0@ 050 ©
0o 0 0 0 0

b* = (1)1, 1,50} 0)x
Konnyen ellendrizhets. hogy
60 L2 335 50 95

(B*CE)" —10 12 4] = =~ |50 170 40
2 493 ‘ 95 40 45



MEGJEGYZES EGY KVADRATIKUS SZELSORRTEKFELADATHOZ 231

tovabha
L1013 My 1
E*CE(E*CE)*f=—| —1 10 3]l2 ol=7
0 3 3 2 1

A 2. téte]l alapjan az
1]
0
z, = Cb — CE (E*CE)* (E*Cb —f) = |1
0
0

vektor a

3 l . l
5.2 N (2, — )2 = —(x 2)2 + (x, — 1)2 x, — 1)*
(5.2) ?:1(5?,-!(’ i) 2(1 ) (T, ) (@4 )

kvadratikus fligevény (5.1) feltételt kielégitd minimumanak helye; a minimum
értéke 1,5.

Te kmtsuk most a célkitizéseknek egy olyan rendszerét, amelyben mindegyik
célkitlizés zérustol kiilonbozd. Legyen példaul

(&g, T, Ty, Ty, e)* (2,1, 1 : 2§
1y Lo,y Lg, Ly, g it e 2 2
Akkor a
(5.3) X (@B — (@ 2 @y 1) (o 1)
=1 | %] .

2(z, — 0,5)* 4- 2(z5 — 0,5)2
kvadratikus fiiggvény az (5.1) feltétellel egyiitt egy olvan feltételes szélsGérték-
feladatot alkot, amelyre az (1.3) képlet alkalmazhatd. A részletek mellGzésével
kozoljiik, hogy a minimum helyéiil az

|5 S |

6 6 33

vektor adodik, a hozzitartozd minimum értéke pedig 2. Most vizsgaljuk meg
hogy mi torténik akkor, ha ebben a feladatban egy vagy tobb, alkalnmbdn
vilasztott valtozoé értékét rogzitjiik, és a minimalast a nem rog/itetb vilto-
zOkra vonatkozdéan probiljuk elvégezni. Rogzitsiik példaul az x, és z; val-
tozokat

illetve
Ty == X ==0,5

értékkel. Kzt megtehetjiik, mert ekkor (5.1) az
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%, + 22, =1 - 0,6=10,5
(5.1a) -2y + Xy + 3, =2 —-2.056=1
Ty + a3 =1— 0,0 =05

egvenletrendszerre redukalédik, amely megoldhaté: egy megoldésa példaul
= 0,5, ®y = 0, 7y — 0,5. Vegviik észre, hogy (5.1a) jobb oldala azonos

1
- f-fel, tovabba x, — x, és x5 — »; miatt (5.3) egybeesik (5.2)-vel, és hogy
ily médon feladatunk visszavezethetd az el6z6 feladatra, amelyet a 2. tétel

alapjin oldottunk meg. Felhasznalva az ott kiszamitott (K*CE)* matrixot,
azt az eredményvt talaljuk, hogy az

1
-0,25
' = 0,75
0,5
| 05 |

vektor az (5.1) egyenletrendszernck olyan megoldasa, amelyre vonatkozdan
¥y = Xy, x5 = ¥y, 6s az (5.2) kvadratikus fiiggvény értéke minimdlis. Azonban

osszhangban az el6z6 pont TI. megjegyzésével ennek & minimumnak
az értéke :

tehat nagyobb, mint 2, mely érték a szokvanyos (1.3) eljards alkalmazisival
adodott.

( Beérkezett: 1970. aprilis 28.)
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COMMENT ON A QUADRATIC EXTREME VALUE PROBLEM

The paper extends the problem of minimizing the weighted sum of squares of the form

n
2,; si(@; — #)°
==

subject to linear equality constraints, so that certain s; weights are allowed to take the
value 4 co. Then it gives also an explicit solution to the generalized problem with the
aid of the Moore —Penrose generalized inverse of matrices. A weight §; = co cannot be
assigned but to such x; variables, to which a 0-valued #; (called target) belongs in which
case this assignement entails also the relations x; — 0. In other words, assignement of
an infinitely large s; weight to an x; variable means to fix the variable in question auto-
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matically at the value 0. The paper gives the necessary and sufficient conditions as to
which sub-systems of the a; variables may be fixed at 0 value. The formula (4.3) yielding
the explicit solution of the problem contains, as a special case, the formula which results
from the Lagrange multiplier method in the case of finite §; weights.

The theoretical results are illustrated by mumerical examples. The paper indicates
also the possibility of economic application.

3AMEUYAHHUE B CBA3U ¢ KBANPATHUUYECKOM 3KCTPEMAJILHOM 3ANAUEN

Pabora pacnpocrpaHser npodiemMy MHHHMAIH3AUHH B3BCUICHHBIX CYMM KBa/[DATOB
n J
2 s — )
i=1
NPH JIMHCHHOH CHCTEMbBI Ol DAHHYCHIH, TAKAM 00pa3oM, YT0dbl 15t HEKOTOPLIX BECGE §; ObLIO
JLOMYCTHMO 3HAYEHHE oo, Jajibuie ¢ MoMombio 0000mEnHoil oparHoil MaTpuisl THna Mop-
[Tenpoc, jaér siHoe perenne juist 0Go0mERHoH npobaembl. Tonsio K Toi nepemMeHHoi X; MOYKHO
NPHAABATBL BECHI 8; = ©0, KOTOPOIi COOTBETCTBYCT TaK HA3LIBAEMast HeJieBas YCTaHoBKA X; = 0,
H TOT/Id 9T0 NPHJ@HUe BJICUYET 3a Co00l CBs3b X; = 0, JIpyrimy CJI0BaMH, NPHJABaTh KaKOH-TO
nepeMeHHoii x; 6ecKoHeyHo GosblnoH Bee $;, BHAYHT 3APAHCE BAKPCIHTL JAHHYIO FICPEMEHHYIO
paBibiM Hy10. Pabota jlaér HeolXoMM0e H JI0CTATOUHOE YCJI0BHE TOr0, YTO KAKHEIOACHCTEMbI
MEPEMCHHLIX X; MOYKHO 3aKpenuTh co 3Hauenuem 0. dopmyia (4.3), nawomast siBHOE peuieHue
npobsiemsl, BKJ0YaeT B cede, Kax oco0eHHbIT cayyaii, Gopmyty, KOTOpasi MOJIYYACTCST H3 METO/iA
MYJBTHIUIHKATOPOB Jlarpama B ciyyae KOHCUHBIX BCCOB .
TeoperHueckne pesysibTatTil HATOCTPHPOBAHLI HYMEPHYCCKIM 3HAYCHHECM.
PadoTa nokaseisactT BO3MOMHOCTH HKOHOMHULCKOT0 HDUMEHCHMS (POGICMDL.



