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A team-elméletről
s6j Marschak és R. Radner sztochasztikus szervezetmodelljéról)

I. Bevezetés

Dolgozatom célja: .Iacob Marschak és Roy Radnor team-elméletének [12] 
ismertetése, bizonyos kiegészítése. A team - angol szó, magyarban is haszná­
•·! vNH magyar megfelelője: munkaközösség, csapat stb.

A szervezet - tagjaimtk együttese, egységeinek rendszere. Adott a sztochasz­
tikusan (véletlenszerűen) viselkedő Külvilág, amelyről a különböző tagok
különböző ·inforrncíáóival és döntési lehetőséggel rendelkeznek. A tagok a szervezet
által eleve meghatározott szabályok szerint tevékenykednek - közös cél
érdekéhen. A szerzők ezt · homogén, egy célnak alárendelt tagokból álló szer­
vezetet nevezik te:1111 ­ mbj 
A team-elmélet cólja.: a team jó ill. legjobb információs- és döntési strnktúrá­

jának vizsgálata. I{; vizsgálat részben összefüggó matematikai modellrendszerre
támaszkod ik .

l. A dolgozat forrásai

Nlár említettem, hogy ,t dolgoza.t fö célja 6j Marschak és R. Radner team­
elméletének rövid ismertetése. A szerzők az TJSA-ban, az ötvenes évek közepé­
től rendszeresen közölnek team-elméleti cikkeket folyóiratokban, könyvekben:
pl. Marscha,k [í)l, [10] és Radner [15], [16], [17], [181-

Nemrég készült el összefoglaló művük: ,,The Economic Theory of Teams"
(magyarul: ,,A team g,1.~~asá~i elmélete,O. röviden: ,,Team-Elmélet" [12].)
A könyv 1970 szeptcmhercig meg nem jelent meg; kéziratát olvastam. A könyv
többszáz oldalas, ezért ismertetésem csak bizonyos részeire szorítkozik. Nehéz­
séget okoz, hogy magyar nyelven nem jelent meg olyan munka, amely a szűk­
séges uiapokat ismertetné.

Dolgozatomban több helyen hivatkozom Radnor: ,,Team Decision Problems"
(,,Te1tm döntési problémák") e. [17] cikkre, amely matematikailag sokkal álta­
lánosabb és egzaktabb, mint a ,,'l'en.in-Elmélet".

Több ú ö gondolatot ad H. H ax: ,,Döntések koordinálása" c. [41 könvve, amely
eddig az egyetlen, magyarul megjelent team-elméleti munka. Általános mate­
matiku.i szintje alaoaonyahl, ,1, ,,'I'eam-1'JJmé1et" szintjénél, viszont sokkal több
gn,zdnságí, f6ként üzemgazdaságtaní ~;onclolatot tartalmaz. Ezért is megenged­
het őnck 1·.:1,riom, hogy e dnlgozitt föleg a matematikai kérdésekkel foglalkozzon.

2. /f}qy team-elméleti példa

A tearn-elmélct problémáit rögtön egy nagyon egyszerű példával illuextrálom.
l~gy (k ülkereskedelmi) cég valamilyen termékét . n (külföldi) ügynöknél

lehet megvásárolni, az ügynökök a cégtől rendelik az árut. Az ,i. ügynök egy
db-ot ,ai véletlen áron ad el. (A véletlen itt azt jelenti , hogy előre nem ismert
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az ár, de az i. ügynök minden terméket azonos áron ad el.) A cég összesen b db
terméket kell hogy eladjon. Az i. ügynök az árvektorról bizonyos információval
rendelkezik (pl. ismeri ,,szomszédai" árait). Jele: y; = 'Y);(µ),
µ = (µ1, · · ., flf, · · ., fln). 

Két kérdésre összpontosítunk:
- Adott információs rendszer esetén milyen általános szabályt írjon elő a

cég az i. ügynök információ-rendelés kapcsolatára? A kérdéses függvényt
a1 = a;(y;) jelöli.
- Milyen információkat kell a,,; i. ügynöknek ismornie ?
Mielőtt a cég megválasztja információs és döntési struktúráját, vá laeztási

kritériumra van szüksége. Tegyük fol, hogy adott információs struktúra esetén
maximális várható hozamú döntést választ; az információs struktúrák közül
maximális hozamú struktúrát.

n
Legyen az i. ügynök rendelése a; 2 0, okkor I,' a; = b; és /0 cég bruttó bevé­

t= I
n

tele W(11, a)= I; µ;a;. Azaz (17,rx) struktúra várható bevétele V['Y/, o::] =
i= I

= .ZvIW {,u, rx(1i)}.
Egyelőre csak a 1egcgyszerífüb információs struktúrákkal foglalkozunk:
1j Semmilyen információ sincs az árak pillanat.nyi értékéről. Ekkor

n
V['I'/, o::J = 2úá (M11;)a;. Feltehetjük, hogy ü S\ indexeltük a változókat, hogy

i i ' ti-,,.
Mµ1 2 .fl1,u2 2 2 M1i11 teljesül. Nyilván Ú= (á1, .•• , á1, ••• , á11) =
(b, O, ... , 0, , 0) - optimális döntés. Porszo, •~1 Mµ, = J1f11~, akkor
á = (á1, b - á 1, 0, ... , 0, ... , 0) ÍH vÖ!Cw­ á •C· k (0 < á1 _:;; b), stb.

2. Mindegyik ügynök ismeri mindegyik ár tényleges értékét. Ekkor mind­
egyik ügynök tudja, ki(k) a Iegmagasabb árfekvésű ügynökfök). Tegyük fel,
hogy ezek közül mindig a minimális indexű ügynök adja el az egészet. - Sok­
szor egyszerűbb egy Központot létrehozni, amely kiválasztja a legmagasabb
árakat és a megfelelő ügynököket utasítja, IL megfelelő mennyiség eladására.

3. Gyakran adódik olyan eset, mikor minden ügynök csak a, ,,saját" árát
isme:'i. Ez az eset bonyolultabb annál, hogy .illusztratív példaként tárgyaljuk.

3. A dolgozat f elépitésc

A dolgozat a Bevezetésen kívül további öt részből áll.
A II. rész: lnforrnáció és dön/és. Először a ,,döntés - bizonytalanság mellett"

klasszikus problémát érintjük; ismertetjük Marschak és Radnor felfogásának
al~pelem~it; I~rnertetjük az információs- és a clöntésfüggvény fogalmát és
szarnszeru értékét.

A III. rész: A tearn információs- és dimiési 1:Jtrnktúrája. All. rész általánof-:ítása
többtagú szervezetre. Néhány fontos információs struktúrát definiálunk.

A IV. rész: Optimális döntésfü{Jgvényelc. Ismcrtctom az optimalitás n,adner­
féle szükséges és elégséges feltételét, valamint új oljáráaornat., moly fokozatosan
javítja a döntésfüggvényekct és bizonyos feltétel mellett bebizonyítom, hogy
az optimális döntésfüggvény tetszőlegesen mogközclíthctö cljárúsornmn I.

Az V. rész: Kvadratikus team. A team nyereségfüggvényo kvadrat.ikus függ­
vénye a döntésnek. Ez a team-elmélet legjobban kidolgozott része - az álta­
lános tételek itt jól alkal mazhatók.

A VI. rész: A team-elmélet és a rokxmelméletek viszonya. Rövid áttekintés.
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II. Információ és döntés

A Bevezetésben már kiemeltem, hogy a team-elmélet a team információs­
és döntési struktúrájára összpontosít. Ezért kiinduló fogalmaink: az információ
és a döntés; szokás szerint e fogalmakat először az ,,egytagú team" esetében
ismertetjük.

1. Döntés bizonytalanság esetén

Legtöbb döntésünket bizonytalanság mellett hozzuk. Gondoljuk azt, hogy
meleg nyári reggel van, de estére 20%-os valószínűségű esőt jelzett a rádió.
Vigyünk-e esőkabátot a munkába vagy ne? ...

Döntésünket valamilyen kritérium szerint hozzuk. ,,Semmi esetre se akarok
megázni" - mondja a pesszimista. ,,Nagyon kényelmetlen az esőkabát" -
mondja az optimista ...

Nyilván a következő két tényező együttesét (az ún. kimenetelt) értékeljük:
- a döntésthozó számára adott tényezőt ( = a Külvilág állapota)
- a döntésthozó számára választható tényezőt(= a döntés)
Persze nem ért egyet ezzel a felosztással az az ember, aki esőben, esőkabát

nélkül - azt mondja: ,,Ha esőkabátot hoztam volna, biztosan nem esett volna".
Komolyra fordítva a szót: ha a döntés visszahat a Külvilág állapotára, akkor
modellünk nem alkalmazható.

Vagyis feltehetjük, hogy létezik a Külvilág, állapota véletlenszerűen válto­
zik, s ezt egy ismert (X, 9:,, P) - objektív vagy szubjektív - valószínűségi
mezővel reprezentáljuk (Rényi: [19], Savage: [20]). Általában nem vesszük
- nem is vehetjük - figyelembe az X eseménytér minden részhalmazát.
Legyen (Z, a megfigyelhető események családja, s Xe X, X Er;[, valamilyen meg­
figyelhető esemény. P(X) (0 :S: P(X) :S: 1) X esemény valószínűsége. x EX -
elemi esemény ( = állapot).

Megjegyzem, hogy a döntéselméletben gyakran megelégednek véges elem­
számú eseménytér vizsgálatával. A ,,Team-Elmélet" is csak a normális eloszlás
alkalmazása miatt tér át általánosabb, bonyolultabb eseményterek ,,izsgála­
tára. Már a legegyszerűbb esetben is szükséges viszont a megfigyelhető esemény
fogalma. PI. ,,fej vagy írás" -t játszunk két pénzdarabbal, melyeket nem
különböztetünk meg. Nyilván Ji', I és I, Ji' elemi események nem megfigyelhető
események, uniójuk viszont megfigyelhető.

~'

,,,..
''

2. Az egyén információs és döntési sll"lllclúrája

Kezdjük egy példával, mégpedig az előző példa módosításával! Képzeljük
azt, hogy két megkülönböztethető pénzdarabbal játszunk, csak a megfigyelő
nem tud különbséget tenni köztük. Ekkor két valószínűségi mezőt különböz­
tethetünk meg: a valóságost, az eredetit és aképzeltet, a másodlagost. Természe­
tesen egy távollevő személy számára egy harmadik valószínűségi mező létezik
- ti. a, triviális, amely két eseményből áll: a biztos és a lehetetlen eseményből.

Az előző példák után definiálhatjuk az információs struktúra fogalmát:
A megfigyelő számára a Külvilág valódi állapota nem ismert; csak az ismert,
hogy a valódi állapot milyen állapot-osztályhoz tartozik. Pl. nem ismert, hogy
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egy termék idei termelése hányszorosa lesz a tavalyinak; csak a;1, ismeretes.
hogy több lesz (vagy esetleg kevesebb).

Véges vagy megszámlálható elemű eseménytér esetén nincs különösebb
értelmezési nehézség. Tegyük fel, hogy úgy osztályozzuk az elemi eseményeket
( = állapotokat). hogy egy osztályba azok és csak azok az elemi események
kerülnek, amelyeket a megfigyelő nem tud egymástól megkülönböztetni. Így
minden elemi esemény pontosan egy ilyen escmónyhalmazba ( = állapot­
osztály) tartozik. A későbbiek miatt absztraktan indexszeljük ezeket az álla­
pot-osztályokat: {Xy}yEY ahol Xy «o. X = LJ Xy, Xyl n Xy2 = ff, (Y1 # Y2).

YEY 
y indexet elemi ·informáci6nalc, Y indexhalrnazf informáciás térnek, 6Jl halmaz-

családot információs strnktúrúnak nevezzük. Az információs struktúrának meg­
felelő információs függvényt ,, r1(x) = y ekvivalens x EX/ összefüggés adja.

Az általános definíció lényegesen bonyolultabb, ,1 ,,Team-Elmélet" éppen
csak érinti a kérdést ~ részletesen Radner [lrl foglalkozik e kérdéssel.

Most, először 1.1z információ teret dclinié.ljuk - - cgyszerüeu valamilyen abszt.rak t halmaz­
ként. Az elemi információ-· a.!. információ tér ubsz trakt eleme: yEY. 

A megfigyelhető esemény anulógiájaru be kell vozctn i.i n k a megJ,igyelhetó információ
fogalmát - ezen a'F. információ tér valarnilycn részhalmazát értjük. Nyilván több meg­
figyelhető információ létuz ik, családjut« jele "JJ, azaz YE':li. Informáci6s füy_qvényen
17: X-. Y. (6£, •JJ) mérhető Iüggvényt. (1rtünk.

ÁJta,lában ...tzért informálódunk, IJ0gy dönthcsaü nk. Pl. ha, piaci konjunktúm
van, akkor 11 vállalatok növelik oladása.ikat. 1£1.méleüinkbon ;t dön/rs ,dapfoga­
lom; jele 11,, a leketséoe» dorüésel: halmaza A, a EA.

Olyan döntéseket viz8gálunk, molyok m~ iuformúciótól .függ11nk. Azuz hu
két különböző elemi eseménynek azonos olcrni információ felel meg, akkor a két
döntés azonos. Ezeket ,L függvényeket nevezzük cLöntésfügyuényeknek. .Iolük :
:x: Y • A. A lehetséqes döntésfüggvénye/e halmaea of!.y Követve a, .Tca.m- rnlmélet" -
et, ebben a dolgozatban is minden Y , A függvény megengedett. (Célszerű
tehetne csak bizonyos típusú függvényeket szerepeltet.ni - pl. valós vektorok­
nál folytonos-, esetleg lineáris stb. függvényeket.) Viszont különböző informá­
ciós struktúrákhoz különböző döntésfüggvények tartozhatnak.

Két triv iália struktúra létezik:
l. a teljes informálat,lanság, a rutin. Aza,z az inf'onn.'tció1 függvény állandó.

(Persze a modell apriori adate.i ismertek a tearn-nek I) .Jele: ~J = (0, Y). A meg­
felelő döntésfüggvények a rutin dontések : cfl0 = A.

2. a teljes informáltsáu. Ekkor is111 rt a K.iil.világ ténylcgos, pillu.nat.nvi {dla­ 
pota: Y = X, 6J! = r,t;, {x} ez, idt0l {x} a;1, .r elo111héíl {dió ludmaz .

.3. A clöntésthozó /crilhiu1nárái

Tegyük föJ. hogy a team rnndelkezik vU,la,milyon proforencia-rendezéssel.
Bizonyos fe.ltevések rnolleLt Neumann és J\ll.orgenstorn bebizo.n_vitotlák

[ 14], [71, hogy a kimenetelek proforoncia-ronclozé8o ogyél'tolrnCíon reprezentál­
ható egy való8 értékíí foggvénnyol; s ,1 döntéseket o hasznosság-függvény vár­
lrn,tó értékével mérhet:j ük. A ,,Team-fürnóleL" uyomán mi. is ozt a, függvényt
használjuk a továbbiakban. Joie: W(x, ci). 

Félreértéshez vezet, ha a hasznosság- ( = nyereség) függvényt azonm1ítjuk
a döntésthozó valamilyen pénzbeli nyereségével. Ugyanis egy vállalat nem csu-



pán nyeresége várható értékét figyeli, hanem - többek között - a nyereség
ingadozását, minimumát stb. A Neurnann=-Morgenatern-Iéle -~ általában isme­
retlen - llyereségfüggvénynél viszont ez a probléma explicite nem is létezik,
bennfoglaltatik a hasznosságfüggvényben. (Részletesebben: Luce és Raiffa:
[7].) Tegyük fel, hogy minden cc Ecfl"l-ra W{x, o:['l)(x)]} várható értéke véges:
17['1), a]= MW{:r, o:['l)(x)J} - ez ('I), a) hozama . Mivel optimalizálunk, célszerű
V('I)) = sup V['I), a]-t nevezni 'I) információ8függvény hozamának. x'lJ - optimális

aE cfi'lJ
dönlésf-üggvény (17 információs függvény mellett), ha maximális hozamú:
Vf17, o:'lJ] = V('I)) 

4. Kieqészitések

Hasznosnak tartom itt megemlíteni, hogy Hax (l-1] - 46. o. stb.) jóval álta­
lánoaabban definiálja az információs struktúrát. Eredeti példánkon illusztrá­
lom ,sz ,íltalánosítást: két elemi információ legyen; Az érmék között {van F}
ill. { van 1}. Nyilván az elemi események közül a vegyes párok (F, 1 ill. I, F)
mindkét elemi információnak megfelelnek, tehát egy elemi eseményről több,
nem összeillő elemi információ is keletkezhet.

Hax gondolrttát még általánosabban, de szándékosan nem teljes általános­
ságban fogalmazom meg. Legyen mind az eseménytér, mind az információ tér
véges-dimenziós euklidesi tér. Azaz x és y valószínűségi változók (valamilyen
közös valósz ínűségi mező fölött). Legyen együttes sűrüségfüggvényük (ill.
diszkrét esetben valószínííségiik) /(x, y). Nyilván x sűrűségfüggvénye g(x) =
= Jf(x, y)dy, y-é h(y) = Jf(x. y)cl.x. (Diazkrét esetben az integrálok helyett

y X 

összeg szerepell) Hax a következő feltételes l:!Űrüségföggvényt (ill. -valószínű-

1
í(x, 1/) -1:r , IHégcl,) !J;tsználjn: /(:r, y) = ---;---( ·) ·. ( -ia n(y) = 0, akkor f(x y) is legyen 0

,i y
ennek U"YÍ8 nulla n, vulószfnűsége.)

.Kö11n_)~e11 megvilágíthatjuk a két definíció kapcsolatát: Tekintsük azon elemi
esemónvek halrnaz át., melyek y-foltételes valószínűsége (az általános változat­
ban) pozitív. Képletben: Xy = {x; f(xjy) > O}. Diszkrét esetben az a feltétel,
hogy .ti1 ,-,L. y~-b6l következik Xy1 n Xy2 = fl ekvivalens .tz információs struk-
1,6rn H./2.-beli dol'imciójával

Mivel :t döntésthozó nem az eseményt hanem annak információaképét ismeri
gyakntn át kell ill. ,\t lehet térni n, nyc1'.c8égföggvény [eitételes oárhaiá értékére.'.
[J(y, ri) = JW(:i:. n)/(,r, y)dx = M{ W(:1·. a)jy}. (Ha különböző struktúrákat

X 

hasonlít unk össze. akkor nem célszerű ez a t.ru.nszforrnúlásl ]
A nyereség fuliét..olos ,·{u·lrntó értéke nagyon fontos függvény. mert egy dön­

tésf'iig1.nré11_v ,skkor és cRak akkor optimális, ha (majdnem) minden elemi infor­
m{tcióni'd 1mtximalizálj;.i e függvényt: U(y, a) < U[y, &:(y) ], y EY, a EA.

,,/i mnjdnom minden 1;-r,1," azt jelenti, hogy cs~sk 0-összvalószíniíségíí y-okm
11em.

HaHznos fog::.dom ai informt'tció struktúrák finomság s,zerinti (részben) ren­
dezése. Ma.gyarul: Két st.rukiúra közül melyik 8trukLúra tagoltabb, melyik
mond többet~ Dis7;krét esetben a finomabL 8truktúra az eseménytér finomabb
feloszt:íst jelent. Altnlánosan azt mondhrttjuk, hogy ::.i durvább információs-

,_I
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függvény a finomabb információs-függvény függvénye -- összetett függvény.
Nyilván nem minden struktúra hasonlítható össze; viszont a rutin a legdurvább,
a teljes információ a legfinomabb struktúra. ·

Mivel minden Y , A függvény megengedett döntésfüggvény, finomabb
információs struktúrához tágabb <löntésfüggvény-osztály tartozik, tehát fino­
mabb struktúra nagyobb (esetleg egyenlő) hozamú. Természetesen a költsége
is nagyobb.

Célszerű kiegészítést tesznek ezen :1 helyen a ,,Team-Elmélet" szerzői: Mivel
a rutin nem igényel információt, az információ struktúra értékénél hozamából
kivonjuk a rutin hozumát : V(?)) = V(r/) - V/0). (Pl. a rutin információ értéke
nulla: V(fl) = 0.)

III. A team információs és döntési struktúrája

I. A team-probléma legfőbb 8ajátossá.gáróL

Eddig egytagú ,,szervczot"-et vizsgáltunk, ami tulajdonképpen nem is
szervezet. Most rátérünk az igazi ( = többtagú) szervezet vizsgálatára. A formá­
lis általánoaításon túl a következő tartalmi változással. kell szembenézni:

Bármely lag számára nemcsak a T(ülv-iláu sztochaeztikus, hanem a többi tag
döntése is ; de nem mondhatjuk, hogy ezek a ktg környezetéhez tartoznak, 1 ert
a döntések kölcsönösen összefüggnek az egyén döntésével.

E dolgozat a. Je.gcgyszcrííbb team-modellel foglalkozik: Feltesszük, ho"y
minden tag azonos irliíj;onlban doni. Ezzel kizártuk, hogy egyik tag dönté.c:i~~-a
másik big 1-;zá1rníra iníormár-ió legyen. I{ ieruclcndő. hogy foltovósünk a jelen­
legi team-elmélet oiryik lo,'..(szigorúhb feltevése," s rnigyon leszííkíti ,t modell
a11rnlrnazhatósH.gi körét. (R1ntilrns modell, keresztmetszeti modell.)

2. A I earn 8lrulctú.rcí.ja.

A team információs- éf-l döntési struktúrája, ;1, titgok információs- éti dönt ési
struktúráinak együttes rendszere. Az i. Lü.g I < i < n -- struktúrájára
ugyanaz vonatkozik, mint az előző rór;z eµ-:,·é11i st,ruktúráj1fra,. Csa.k ;~ jelölés
módosul - i indexszel. 'Index :10!kiili jel n.z egéHz í o.un-ro vonat lwzó mogfololő
fogalmat jelenti.

/)

Tehát a team információtere Y = X f ( X iLt :-;zorzöjel! Deseartes szonmt,ról
i I

van szó), elemi inforrnációju _I/--= (y, ..... //;, ... , y11). i11Í<irin1\ciór-; RLi-ukLrírá_ja
n

•;)J = X ':\-!1• információs fiigp-vényc
r'== I

Hasonlóan .1 learn döntése rt = (rt 1, ., a11), dii11L6srnp.;\'éllyO c.:(y) -·
II

., 1Y..1(y1) •••• , cxn(:~11)), és a mego11gcdoL1 halmazok A~ X A, ill.
í=I

II

af/:
77
S X o.R.·,;t· ,Jegyezzük meg, hogy a lchcl:-,égo:-; döritéei hfl,111111.zok értelmezés éné

1=1
arról az ogyszeríí dologról van szó, hogy lehetnek olya.n toa,n1-tagdöntések,

II

melyekből alkotott formális team-döntés n m megengedett: A ./ X A;.
i=I
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.Ett6l ,t megszorítástól a következőképp szabadulhatunk meg: Gondoljuk
azt, hogy a nyereségfüggvény értéke bármely 110m megengedett team-döntésen
annyira negatív, hogy nem jöhet szóba mint optimális döntés! Ez gyakorlati
és elméleti szempontból is gyakran kielégítő. (Gondoljunk a bírságoló függvé-

n n
nyekre, pl. :t Lagrange-szorzók módszerére.) Tehát A= XA; és Q'T/; = xarii· 

i=l i=I 
Itt a.:r,t, is felhasznáituk, hogy a tagok döntései formálisan függetlenek egymás­
tól - egyidejűek.

Formálisan azt mondhatjuk, hogy a team nyereségf'üggvényét minden t.a.g
elfogadja é.s döntésével maximalizálni akarja a team (várható) nyereségét. Nemso­
kára láthn,tjuk, hogy ez csak formálisan igaz, valójában a team tagjai egyszerű
végrehajtók. A modell egy teljesen bürokratikus szervezetet ír le, a tagok önálló­
sága mindössze az, hogy a konkrét információs állapotnak megfelelően ,,maguk
döntenek" - a Központ által teljesen meghatározott módon. Ezért általában
szükséges, hogy létezzék egy optimalizáló, koordináló Központ.

A közönséges team-tagokkal ellentétben, a, Központ nem hoz olyan ,,dönté­
sekct". amelyek közvetlenül tükrözóduek a nyereségfüggvényben. A termék
eladása az ügynökök dol,ci,s, nem a eégé. (Bevezető példa I. 3.)

Vegyük észre. hogy ,t Központ szerepeltetése implicite megszünteti model­
Hinh explicite kereszt.metszeti jellegét. Most, már elképzelhető, hogy egyik tag
dün1l~c egy másik tag számám információ. mert a mindentt udó Központ még
az ,,egyik" tag döntése elött közölheti o döntést a ,,másik" taggal, aki szintén
döntés előtt van még.

Az egyéni struktúra órt ókcléséról mondot.tn.k (.IJ.:3.) vált.ozta.tás nélkül á.í.vi­
hctők H, tearn-strukt úrára , m<'g a. jelölések is azonosak.

-'.i !Clfajult teamek

'l'11,m1l.-itLgos k ülö n mcgisrnel'kedni a legegyszerűbb team-ckkel.
/iJl/njnlt te.un olyan team. urnely közvetlenül visszavezethető egy v,1,gy több

e<ryéni sLruktúrára. 1£nfomcR a következő két elfajult esetet mosrnózni :
;-:,. ' t'}

1. Az egyéni döntések közötti ös1:1zefüggóseket ~, módosított nyereségfugg-
vény be építettük b0. (Lagra.nge-szorzókl] J~zért a team nyereségfüggvénvének
elfaj11ltságál10z kapcsolódik ,t lcgei.£yszcrííhh elfajult tcam :

"Ha, W(J·. a) = 2,' H';(:r, 11,1), akkor az egyes t!tgok dönt ssei közt nincs k,.tprHÖ- - ·
i~I ·

lat, mert ,L nycreségft'i;_;'c;vény 11cm Uikröz ilyen lrnp('solu,toL Nyilván n függet­
len egyéni problémá: kell megoldani.

2. rr'eljes lcomnucnikáciou. olyan tou.m-i nforrnáciús struktúrát ért a ,,Tca,m -
J£1mf.lct", a.mclvnél a ,,teljes" kommunikáció révén n team minden tagja azo­
nos információs-strnkLú1·áv:d rendelkezik: Yi= Y1• ·171 = r1i, (2 S: i S: n).
(KíH1-1é µaradox, de idetartozik a teljeR informáh1tlanság, a, rutin esete is.) Tel­
jcH kommunikáció esetén nzt rnondh,"tjuk, hogy a szervez() az egyéni döntés­
fügt\vénycket mini cr;y döntésfüggvény komponenseit határozza meg, 1:,zemben
R,z általánm; e1:,ettel, ahol ,LZ cg_ves tagok döntésfoggvényének független válto­
zója, iH külünLözó!

V,1g_vis ,1 tea111-clrnélet ((•gyik) legfontmiabb sajfttosság,L a hgok információR
stru lct.r'1rájának kii lön I lüzőségében vttn.

A továbbiakhan ezek ;1,z elfa_jult :-:;iruktúrák e:-nk 1:1zélRőséges péld~1,ként v,1µ:y
haJ:tn'setként kerülnek elő.

4*
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4. Néhány alapvető információs struktúráról

Eddig csak a legdurvább és a legfinomabb információs struktúráról ill. közös
általánosításukról beszéltünk explicite: a rutin, a teljes információ és a teljes
kommunikáció esetéről.

Új információs struktúrák vizsgálatát teszi lehetővé a következő speciális
alakú nycreségfüggvény: ..

W(x, a) = fi(x)a - S(a). Ht r,,(x) n-dimenziós valószínűségi változó, a n­ 
dimenziós vektor; S(a) valós értékű függvény. Első közelítésben azt mondhat­
juk, hogy a kisebbítendő a team bruttó bevétele (1. a bevezető példát - l.2.),
a kivonandó a team kiadása.

Célszerű a modellt a következőképpen elképzelni: Az· i. tag megfigyeli µ1 
tényleges értékét: rn;-t. Itt nincs szükség a Külvilág x állapotának ismeretére
(,u;(x) elégséges statisztika). Sőt, általánosabban: az ·i. tag nem magát a való­
színűségi változót, hanem annak valamilyen függvényét figyeli meg. (Pl. nem
a véletlen árat figyeli meg, hanem valamilyen átlagárhoz viszonyított nagyság­
rendjét: magas ár, alacsony ár.) S ez alapján diint: 'Y);(x) = C,[µ,1(x)]. - Ez ;;1
teljes decentralizáció. (A pontosság kedvéért megjegyzem, hogy a rutin ebbe ,1
kategóriába is belotartozik.)

A teljes kommunikáció viszont ,L telie« cerüralizácionalc felel meg. A két véglet
között több alapvető információs struktúrát találunk:
- Az ,,alközpontok rendszere": Soroljuk he a team fatgjait csoportokba. Két

különböző csoportnak nincs azonos Lagja. Egy csoporton belül teljes kommuni­
káció van, a csoportok toarn-jo viszont teljesen dcoentrulizúlt sLruktúrával
működnek - az n.lközpontok cgyrná1-,tól ,,fiíggetlonül" clolgozna«.
- Közelebb áll tt hosszn.nt! struktúr» ( vii. JI 1.2.) modellezéséhez az .. 'infor­

máció terieszu)" modell. Ez a stru kt.úra a következőképp modellezi ,LZ informá­
cióárarn lást: Az i. tag z; = (1(:I:) megfigycléR alapján l; = -r1(z,l jelentést küldi
a Központnak. A Központ e jelentések alupjún új jelentéseket küld a,, egyes
tagoknak: lf = t;(l1, ., lj, , 1,J Azaz ,1,, i. lag oredő információja.: ?J, =
= (z,, li)-

Ha a Központból mindenki twy,t11t1zt a jelentést kapja.: -r:; = -r; (2 < i ,,,.- n), 
akkor jól látható, hogy ez ,L strukt.úrn ,1, teljes kommunikáció (T') 01-1 a teljes
decentralizáció (Cl keveréke.
- Sok szempontból nagyon cl(í11yö1-, :1 ,,kivrleLel.· J.-iizlé8(,''-11 ,dapuJú rend-

szer: Különböztessük meg /1; s;;o/...:úsos és rendl.:ívüLi értékeit! 1-f,1, az 'Í. egység
szokásos értéket észlc], a.k kor csak a :mj:íL megfigyelésére aLq><>zz,L döntését.
Ha viszont rendkívüli értékcí észlel, akkor jelenti ,é megfigyelt órtékct a Köz>
pontnak. A Központ minden rcndk í vüli helyzetben levőnek jelon ti n többi
rendkívüli értéket, s ezek uiapjún dönthetnek n, ,,remlkíviiliek''.

Külön érdekessége e strukt.úrának , hogy sz toc-hasz.tiknsu.» vti.lt oz ik, - a szük­
ségletekkel összhangban. A Ki.ilvilúg adott ri llu.potába.n e 1-,t,ruktúrn az clííző két
struktúra szintőziso: megtulálb.ctó e rendszerben a ,,C80JJortositás" is és ,L ,,jelen­
tés" is. (Ez megfelel i.tnnak az elvnek, hogy az alae1-,onyr1blll'ond(í Lovékenysógok
inkább <lecentrnJizálhatók, mint a rnaga1,al>bro11d(íek.)

Az itt felsorolt struktúm-típui;ok if:! ré1-1zle/!ese11 fedik egyruúst. T('rméRzetet1en
sokféleképp tovább kombin{dh[üók egymúss1d.
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.;. A team kiadásai

Ha jobban utánagondolunk, nem teljesen jogos, hogy a rV(x, a) függvényt a
team nyereségfüggvényének nevezzük. Még akkor sem, ha eltekintünk attól
a körülménytől, hogy nem mindig lehet a nyereségfüggvényt bevétel- és kiadás­
függvény különbségére bontani. Ugyanis a következő lényeges különbség van
rt team bevételi és kiadási függvénye között: Míg tL bevétel jó közelítésben csak
a Külvilág állapotától és a döntéstől függ, a kiadás a döntésfüggvénytől is
függ, és méginkább függ az információs struktúrától. Tehát helyesebb volna

J.V(:i:, a, 17, o:.) függvényt vizsgálni! Sajnos, jelenleg ez az általánosítás csupán
formális, csak elvétve találunk ez iránvú tartalmi észrevételeket.

Néhány ilyen kivételt említek: ·
- T. A. Marschak [131 dolgozatában az ,,alkalnutzkodó team" minél több

javítás után hozza meg végső döntését, annál tovább marad érvényben a ked­
vezőtlenebb ideiglenes döntés.

-- A ,,Team-Elmélet" különböző struktúrák hozamának összevetésénél
bizonyos normálásokat alkalmaz.: pl. az előbb említett többféle blokk-rendszerű
struktúráknál az átlagos csoportnagyságot rögzíti - feltételezve, hogy az
átlagos csoport nagyságtól függ a kommunikáció és "" döntés költsége. (L. e
dolgozat V.2. pontjátl) ·

Itt jegyezzük meg, hogy Wald ,,.A i-iüttisíllikus döntésfüggvényck elméleté"­
hen [21] hasonló problémákat old meg - általánosan. Statiszfikábun az infor­
mációnk mintavételből származik, s Wald figyelembe veszi a miiüaoéiel költ­
ségeit il, nyereségfüggvény ellentételeként. Ez 11 komplex szemlélet sugallja,
az ún. szelccenciáli« döntés bevezetését, amelynél a statisztikus minden újabb
mintavétel után megvizsgálja, érdemes-e új mintát venni, vagy sem. Mi
ru~gyobh: az új minta költsége vagy az új információnak köszönhető többlet­
nyereség?

IV. Optimális döntésfüggvények

Ebben a részben optimális döntésfüggvények meghatározásával é8 jellemző­
;.;Ö, cl fogln.lko7,11nk - ri>gzíteLt információs struktúra mellett.

1. A.-: o /!I iinalüá« szükséges feltétele

A döutósfüggvóuv optimalitásara olyan szükséges feltételt keresünk, amely
bizonyos továbhi feltevések mellett elégséges feltétel.

}£uvtabrrú" team esetén már ismertettük a feltételt: Ezv döntésfüazvénv'' b.J b,J bb ,7 
akkor és csak akkor optimális, ha (majdnem) minden elemi információra maxi-
malizálju. a nyereség feltételes várható értékét. Ennek általánosítását keressük
n ~ l-re.

Szükségünk lesz ti Naeh-rnascimnoni fogalmára: Valamilyen n-változós, valós
értékű függvény Nash-maximuma olyan vektor, melyre a függvény értéke leg­
alább akkora, mint bármilyen olyan pontban, amely csak egy koordinátában
különbözik a tekintett ponttól. [Természetesen nem mindig létezik Nash­
maximum, de létezhet több is.)

Képletben: W(a1, ••• , ai, ... , a,,) függvény Nash-maximuma
ii= (a1•. a;, .... a.,), ha minden 'i-re és minden a; EA;-re
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W(a1, ... , a;, ... , an) < W(a1, ... , ai, ... , an)- Nyilván minden ubszolút ma.xi­
mum-hely Nash-optimum, de fordítva nem. - Elfüizör V[-17, a] a azerinti
Nash-optimumait vizsgáljuk. II.4.-beli egyríirnonziós eset általánosításaként.
vezessük be a, következő függvény n-est:

U,(Yi·a1, ···,a.i, ·· .,a11)-=

= Jlf(W{x, ?:tl('Y/1(x)J, ... , a;, ... , Cl,,[17,,(x)J} I y1) (1-S:i<n)

Blég egy tetszőleges, de rögzített kornponenst vizsgálni. Ez a függvény azt
fejezi ki, hogy mennyi a team nyereségének feltételes várható értéke, ha az -i.
tag a; döntést hoz Yi információ esetén, míg a többiek ai (j e,£= i) <löntésfüggvény
szerint cselekednek. Az; elmondottakból könnyen adódik a következő '

T'étei : ex Ecft,"l akkor és csak akkor Nush-optirné.ii«, lm majdnem minden
_1/; E Y,. és minden a, EAi esetén

(1 S:i<n)

Ismét kiemeljük, hogy a probléma érdekességéL az adja, hogy ,L különböző
tugok clöntésfüggvényének különböző R független vá.ltozóju, mert különböző
informrioiókkal rendelkeznek

~- !Cr;_y 0Lyoril?n·11s 

Persze, o tételben mo~aduit, feltétel elég bonyolult. !~:r.érL egy olyun algoriL­
must ismertetek, amely tetszőleges döntésfüggvényből lépésenként egyre job!,
tlöntésfüggvónyekct hoz létre. H miuden lépés ,,egytagú" toum-optima.lizálá«.

Elösz ör' az ,1,l!!;01·itmus általáno« L/,,pé8f.i iamcrtetcm: am rlöutésfüggvénybdl kell
Clm+t_et elöállítan: ..Jelöljem n-nol való oszt.lÍH{tnak ,,nrnrndékát," ·i, 1 < i::: n. 
'I'ekinteük azt az ,,egyLagt't" toum-problórnáí., a.hol a tühbi egyHég clöntéHfiigg­
vénve vá.Itozatlunul az el(íz{5 clönLéHfi.iggv<;ll.Y mogfolclf5 komponense, s nz ,:
trLg erre vonut.kozóan optimn.lizúl: l"elLcsRúik, hogy a;,, opti111n,liz:-U:'1,s végre
hujtható

Képletben: Minden _1;,EVi-l'' vn.n oly;tll ,;:7'f-'(!Ji)EA;, 1,ogv
U,(Yi• aí", ... , ai, .. , a;\').::< U,fy;, a'.{', aí'' 1 1(1/i)- , ?:;;1 I, r11 (Ai <~"
aT f-l = a7' (j /= i); ·1n ·i oszLh:tt6 n-nol.

lnduljunk ki v,Lhunilyo11 a1 dö11LéHI'üggvé11yból, H algoriL11111Ht111k egy dönLÖH­
függvény ;,oromlot állít olf5: fa111},-;;-1. Nyilvi'Ln a sorozui tagjai niivekv6 (pon­
tosabb1u1: nern e.sükkení\) homrnúak: Vl,17, a,,, I· VI ·17, a1111·1 1- J\,,, m.. ogye1dő­
ség akkor és <;;mk akkor {dl, l1n a;" = ,x?1+1, azaz ,;:'" = a"' I· 1. l~zért hn, n egy­ 
másutáni dö11t.él:;függvé11y lioza,111a ogyoz6. aklwr ,L dönlh;f'iiggvén:vek ÍH egye­
zők. Így a, kövctkez6 tagok so vú!Loz11~ll< nz :dgoritirrns ,6~ns lépé:-:ben elért
egy Nash-optimumot..

A továb bictkb,m foltoHHziik, hogy 111iiHJon Le,w1-LLg diilltéHe t.ctszi..ílogoi-; miús
szám. A konvergeneia kérdése tölib Nush-opti11111111 létezése esetén nagyon bo­
nyolult volna, ezért foJLe:-;Hziil<, hogy W(x, a) rnindon rügzíto1,i x-re mint a 
fiiggvénye szigorúan konkáv. l<;bbfíJ már következik, hogy U(y, n) és V['Y/, .al ÍR
szigorúan konkáv a-ban ill. a-ban ..f◄~zérL tcg/rljebb eqy Na,Hh-opLimurn lét·czhct
s ha létezih, akkor nhszol{1t optimum iH.
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Az algoritmrn; konvergenciáját és az optimális döntésfüggvény létezését
együtt bizonyítom - a kö , ctkező speciá.lis esetben.

Tegyük fel, hogy V(17) véges.
'!'étel: Legyen W(x, ct) szigorúan konkáv a-ban és felülről korlátos, s legyeu

az információtér véges elemezámiú, Ekkor létezik pontosan egy optimális döntés­
függvény és algoritmusunk konvergál az optimumhoz .

.Megjegyzés: A rutin triviális esetének módosításáról van szó!

Bizonyítás: W(x, a)-re tett feltevéseink átmennek U(y, a)-ra. Könnyen belábható, hogy
ekkor U(-, a,) ,,határértéke létezik fl, végtelenben" és e határérték --oo. Pontosabban:

"Legyen !a/2 = ~-la2j2• Tetszőleges (kicsiny) v számhoz van olyan r,, pozitív szám, hogy
t=l

jaj > rv•ből következik U(y, a) < u.
- Először belátjuk, hogy létezik optimális diintésfüggvény. Használjuk fel, hogy

információs terünk véges elemszámú, vagyis egy tag döntésfüggvénye véges (sok) döntés­
ből áll, s e döntésekből alkotott vektornak tekinthető. A továbbiakban a vektor-sorozat
konvergenciája mindig elemenkénti konvergenciát jelent. V(11) véges értékű supremum,
t<-hát vara olyan

n oo oo 
{(c,:~(Y;)) }-{(c,:fo1;))y,EY;.l_si~n}

1=1 k=l k=I 

sorova.t., melyre V(17) = Jim V[17, é]. Mivel nz információtér véges, V[17, :x] ~
k·-•00

::._,'l'(y)ULy, o:(y)] összefüggésből következően {U[y, c,;k(y)]r is korlátos minden YE-Yra.
yEY k=l

00

Előzö észrevételünk szerint, tehát. {(c,:1(y;))y E y 1,,.. i ,-- ,.} is korlátos, így Woieret.rese
., i i, .:::. _-::. k=l. 

tétcln ~wrint kiváluszthutó bel6lo ogy konvergens részso rozat., Ennek határértéke az opt.i­
máli« elöntés ( -íüggvóny).

- Jegyezzük meg, hogy az optimális függvény(ek) létezéséhez felesleges a konkavi­
t1isi feltétel. (elegendő, ha létezik V(17)-nál kisebb v, amelyre I a I > r, implikálja, hogy
U(y, a) < v); a továbbiakban viszont már nem.

-- Hánnilycn c,:1 (végeshozumú) döntésfüggvényből indulunk ki, algoritmusunk korlá-

tm1 dön téssorozato t Rzú.nna.ztat. l..:lcgc•ndó tehát belátni, hogy {1Xm}
00

bármilyen kon-
m=l

vurgo1rn rőazsorozuta c,:;:ioz tart. (U(-, y) szigorú konkavitása miatt (i: cgyért.olmű ')

Tekintsünk egy {c,:"'t \=
1

konvergens részsorozatot., s jelöljük haté.rértékét. ii'-gycl.

Szükségünk lcs,z arra az cgysz~r(í észrevétolro, hogy legalább egy i-re (1 :s;: i :s;: n) n1"-t
n-n~ I osztva végtelen sokszor i-t ~apJuk ,,maradékul". Hagyjuk el a részsorozat többi
ü1g,1át, A válasszunk olyun indexelést, melyre i: = 1.

-- Alkalmazzuk algoritmusunkat Ö:1-re, s kezdjük a ciklust a~. első változónál, s fejez­
~.ük he u.z utolF<ónál: a' --+ ci2 ---+ ••• -• ö:1 --.. ........ ri.11• Ha belátjuk, hogy mind a;, •,-i 
dönt.,\Rfíiggvény azonos, akkor fl.z előzőkből tudjuk, hogy ii1 Nash-optimum; azaz abszolút
optimum.

U( ., a) folyt,onossiigából és Y végcsségéból következik, hogy lirn c,;111k = ii1 okvivaltmA
/<-HX) ,

me,: rn, 1 1 '""~ ii2-vcl. A folyt,onosság miatt lim V[17, c,:ml) = V[17, ii:1) ill. lim V[11, 1Xm1+·1 J =
k-oo k-oo

= V[·11, ii2). Másrészt {V[q, c,:m]r monoton korlátos sornzat, tehát két részsorozatáuak
m=l .

határél'téke azonos: lim V[17, c,;mk] = lim V[17, c,:m,+1] Az előző összefüggések Sz(,rint
/{:c~oo k=oo

V[11, a1J = v[11, a!] · _ . 
Ertolemszcrííen teljosülnck a kövotlrnző egyenlőségek is: V[17, c,;1] = V[17, ci'+ 1), l :s;: is;:

:S: 11 I, azaz a' ii.2, ... , ii.1, ••• , a" hoza.ma azonos, vagyis azonosak a döntésfüggvény1•k.
li;zz,·1 hefiajoztük rt bizonyítást. _
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.'j. Radner optimalitási f eltétele

Visszatérünk az optimalitási feltétel kérdéséhez. I{ Radnor [l 7] alapvető
tételét ismertetem ebben a pontban.

'I'éiel: Tegyük fel, hogy V(rJ) véges, W(x, a) konkáv függvénye a-nak. Legyen
a olyan döntésfüggvény, melyre V[17, a] véges; továbbá ha V[r1, a+ o] véges,
akkor legyen olyan Xo pozitív szám, hog_v !hl< X,l esetén vr 17, IX+ (h)ó] is
véges. ((h) = (h;),-1 diagonális mátrix.)

B~kkor rrj M(W{X,eti[1J1(x)J, ... ,o,,, .. ,an[1J11(x)]}[_11;)ia,o";•i(Yi) (l<'i_:::::n)
. · da; 

létezik és 1 v,1iószínűséggel pontosan akkor nulla, ha íx optimális. (Stacionari­
tási feltétel.)

sr eujegyzések:
- l•:z a tétel szükséges és elég:-,égec; feltételt ad arra, hogy egy döntésfügg­

vény mikor optimális. Viszont nem biztosítja - mert nem is biztosíthatja
az opt i mum létezését ill. egyértel m fü;égét.

.--\ feltételben szereplő bonyolult végcsségi feltétel nélkül ,1 tél el nem iga,7.,
mint a7.t Radner ellenpéldájn bizonyítja.

A tétel ún. slacumaruási fellétele általában egy bouyolu It ( ú11. integrál-)
eg_v0i1letrenclszert jelent az optimáli» dönté:-,függvényro. Ha további feltevése­
ket teszünk pl. u. nyereséghiggvény ,t!,1kjún1 (ti. a düntéstől lineárisan vagy
kvndra.tikusan függjön), akkor ,1 stacioruu-itási feltételből érdekes következte­
téseket vonhatunk lo. Tovább cgyszcrűsü.hctjük a problémát, lm ,1. szereplő
vn lószfnűségi változóról kötünk ki vularnil.: pl. nzL, hogy véges {dlapoLú vu,gy
norruáli« eloszlású (1 ! a következő részben).

l.smét látható, hogy ,~z optimális döntésfüggvényt központilag határozzák
111l·g - csak így hn.tározható meg - s az i. tt1g a; szerint. köteles ,,di.inteni".

' Az öaszebasonlitás kedvéért említsük meg, hogy az általános információ
f"o!.!::t-lom na.k me.0:foleléí staeion.u-itési feltétel a kiivetkozlí:

a ~-U,-(.IJ;.rr..1,oa,

f
. ') 
_r_ U[y, a,ü/i), ..

• 8ct;
X Y1
j#i 

1,~ tétel. az 1. pont alaptételének ,,orfüi" valtozata.
/}izonyítás: A teljes bizonyíttí,B hmis7.Ú és bonyolult., itL csak a gondola.tmene­

tet vázoljuk. A tétel bonyolult, de tcrmószctes végcsHégi feltéloloi ti várható
értékképzést, és a difforenciáláflsa,l türLénő folcscrélhot{í:-,égét bizLcmítják. VégCF,
ese111énytér c,qetén ezel( a problémák tcl_jOf;on lcegyszorCíHiiilnck - oltiínnok.

A s:,;okáso8 variációs gondnl,1Lmonotot a,llml rna:,;:,;u k. ltögzítsü k cgyelf5re
o-t, s vezeBsük be <p(h) = M W(x, a['i)(X) \ + (h)o[17(:1;)l}-t. A feltételek miatt
qi h--ban konkáv és differenci{dh11Ló, f-J a, lwnlmvitás mia,Lt lokCdis optimum =

. , U;, ~,,(?/11)] h(y) I I dy/
Jli 

u

g.lobá,Jis optirnu1n. Azaz___'!_ cp(h) I 0. L•~gys:,;oríí r:;,1;{1rnol/tssal
ah h=o
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o = J?_ cp(O) =JV!~ W{x, a[ ri(x)] /h) 0[17(x)J} =
8h; 8h;

8
= M {a;[ 'Y/;(x) ,---:- H' { x, a[ 11(x) n.

ca, 
Legyen ö'/(y9) = 1, ahol Y? tetszőleqes, de fix. és ö9(y;) = 0 Int Y; 7~ y7. Tehát

a~ eltérést alkalmazva,~M(W {x, ~l ri(x)]} I y?) = 0 összefüggést nyerjük. Az
Ga; 

átalakítások ekvivalensek voltak, s 1.t lánc két végén a tétel szerinti két
ekvivalens állítás áJL Ezzel a bizonyítást befejeztük.

V. A kvadratikus team

A lineáris összefüggések után a kvadratikus összefüggések a legegyszerÜl)­
bek. a legalapvetőbbek a matematikában. Ezért nem meglepő, hogy a team­
elmélet is többnyire ezeket az eseteket tanulmányozta. A lineáris nyereség­
föggvényű team problémái a Iíneáris programozásra vezethetők vissza. Ez a
kapcsolat m{,r a bevezető példából ifJ scjthetö ; az általános problémával azon­
ban nem foglalkozunk. Lásd: [3], [4], [8], [15].

A kvadrn.tikus eset bouvolultabb, de megvan az az előnye, hogy a döntések
korlátozása már beleérthető. (vii. Ill. 2.)

K vadrat.ik us nvoreségfüugvénven W(x, a) = ,u(x) a --1:.aQ(x) a:1lakú füuu-2 bb

vényt értünk. W(.r. n) i-;zigorú konkavitása c-han ekvivalens Q(x) pozitív defi­
nitségével,

7. Általán 08 tt;I elek:

Az előzi') részekben olmondottakat alkalmazzuk most néhány problémára .
.Bővebben [lőj és r17 J íoglalkozik a következő három ponttal ~ ott találhatók
" bizonyítások i8.

Néhány alapvct<'.5 tételt sorolok fel:
Radncr [] 7)-hcn egyszerű és kezelhető végcsségi fol tételt .id, amely

szülrnégos és elégségm; az optimális dii11tésfüggvény iútezésóhcz.
· ·-~ LJgyallitt a stacionas-itáai feltétel végességi feltételeit egy erősebb, de
használlmt<>bh feltétellel helyettesíti, ;.,111oly állandó Q(x) = Q esetén t.rivié.lisa.n
LcljcRül.

f;taciollaritá;;i Ioltótelünk lrn11kr0t,izálható:

Most már feltehetjük, hogy a 8Ltciornt,1·itási feltételt egy dönt.ésfüggvény elégíti
ki ciz optimális dünlésfüggvény. ·

A HütcionarjUsi feltételből errvezcrűeu következik, hog:v :11,ud = MxQá, 
. l .

nzaz V(17) e - M fliX'
2

Ha, ,u norrn(dis ér:; 'Y) JincáriR függvénye ;1-nek, 11kkor á7l is lineáris függvénye
ri-rntk: rxJy;) = Ú;!J;, ahol Ó; a rnegfelcl/í állandó vektor. ·
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9 j_Vrhány tétel a:~ rdupst,rukt!Írcíkról

A legegyszerűbb struktúrák optimális uöntésfüggvéll)7ét és értékét elemez­
zük az előző pontra tá.maszkodva, (Ld. [16 ])

A teljes kommunikáció esetében ri(y) = ill {(J-1(x)p(:r) iY}
speciálisan a teljes információnál ri(:r) = q-1(x)1i(x) 
és a rutinnal ex = _A,fQ-1(:i:)µ(x) 

Ha ftrk függetlenek, akkor bármely blokkstruktúra döntésfüggvénye ,,egy­
szerű" blokk-döntésfüggvényekből áll. Pontosabban: legyen 11, valamilyen
blokk indexhalrnaza. Legyen -x1k = (a,-),u,, Qi~' = (q,J;A1k stb. Ekkor:
tih(Nk) = (J-jfp1,. A teljes decentralizáláa esetében l1r = {k}, azaz a."(111;) =
q,;/ µ1, (l < k ~ n).

Ezeknél a struktúráknál 'Y/ lineárisan függ µ-WI, és az optimális döntéHfogg­
vény lineáris bármilyen eloszlású valósz.ínűségi változó esetén.

A ,,kivételek közlésé"-nél iR érvényes ez az összefüggé8, azzal a kiegészttéssel,
hogy az indexhulrnazok is függnek a Külvilág véletlen állapotától,

Bonyolultabb a kép az ,,információ terjosztésé"-nél, do itt is érvényes a
szuperpozíció elve: a, döntésfi.iggvény első tagja a teljes kommunikáció optirná­
liR döntésfüggvénye, a második tag a teljes decentralizálás optimális döntés­
függvényéhez kapcsolódik.

A kombinált struktúrák értéke ii; az alapelemek értékének lineáris kombiná­
ciója,

Ha a struktúrák bruttó értékeit hasonlítjuk össze, nem jutunk túl messze:
nyilván a finomabb struktúra értéke nagyobb. Nagyobb viszont az itt elhanya,­
golt struktúra-költség is (I! l lI. :í,), Ezért 11onri::íló fel! evéseket teszüu], az
összehason Ii táso kn ál ,

Mennél kevesebb pa.ra.métcrt haHználunk, annál e~yHzudíbb az ösazehasnnlí­
tás. Tegyük fel, hogy (Jún. kcrcsz thatás-má.t.rix di:igon{dis elemeinek értéke I,
a, többi elem értéke q. Hasonlőun /• pozitív szemidefinit covariancia-rnúta-i xáru:
Mri, = 0, D21-i, = s > 0 (1 < i ~ n) és Mpi/-l'j = r (l < i / j ~ n), Q pozitív
definitsége - 1 + (n - l)q ÓR l - q sajátértékek pozitivitá8,t miatt,

1 l r ~ ,-- < q < l korlátozással ekvivalens. Nyilván - -- -_ ~ - - s. l. Assz imp-
n + I n I s

r
totikusan: 0 S-: q < I és OS: - ~ 1. 

s 
Illusztráoióképp a következő összofüóggaekct. említjük a struktúrák értékére

vonatkozóan:
• n(s - r)teljes információnál V ,..__, -- --· 

II 2(] · q) 
teljes decent.ra.lizációnál
ha fl normális elosztású és qr / 0,

. lakkor V ,,____,_·_ 
" 2qr

ha q = 0 v11gy ,11,--k fiiggeUcnek, akkor V,, ,..___, ns.
- 2

Célszerű olyan struktúrálrnL iiRHzehai,oniítani, nhol rl struktüra-költsógoket
ÍR figyelembe vesszük. A ,,Team-Elmélet" különböző blokk-struktúrákat
hasonlít ösHze, de úgy, hogy kiköti, hogy a t11gszámon kívül az átlagos 0soport­
nagyság is közös. Ezzo! utal a költr.;égek hozzáveWleges azonoi;ság1íra, Három
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xtruktúrát hasonlít össze:

1. azonos na,gyság(, csoportok
2. (egy va.gy) több egytagú csoport és egy többtagú csoport
:t a kivételek közlése

Kiemeljük, hogy a 3. struktúra csoportnagyságai függnek a Külvilág véletlen
állapotától. ltt az átlagos csoportnagyság várható értékét rögzítjük. Az össze­
hasonlítást az említett teljesen szimmetrikus esetben végezzük el. A számítások
szerint a struktúrák fenti sorrendje értékük szerint növekedő sorrend. Ez nem
meglepő, hiszen normák'> feltevésünk látnivalóan kedvez a centralizációnak.

3. A hibák szerepe

Mind elméletben, mind gyakorlatban fontos a hibák vizsgálata. Három esetet
különböztetünk meg - aszerint, hogy hol történt a hiba:

I . a megfigyelésnél
2. az utasításnál
:l. a végrehajtásnál
A hibavektor is sztochasztikus, komponensei függetlenek; a hibavektor füg­

getlen az által eltorzított valószínűségi vektor változótól. A hiba additív.
A számithatóság érdekében feltesszük, hogy a változók normális eloszlásúak.
Az l. és a :-i. eset nem túl érdekes - egyszerű kiegészítések szükségesek csak.
.F~rdekes viszont a 2. eset, amit célszerű úgy elképzelni, hogy a teljes információ
esete áll eredetileg - a hiba nélkül - , és a Központ nem a Külvilág tényleges
állapotát közli az egyes tagokkal, hanem a végrehajtandó optimális döntés
megfelelő komponensét. Amíg a Központtól az utasítás az egyes tagokhoz ér, 
hiba adódik hozzá. Ezt ellensúlyozandó, a, Központ nem az igazi optimális dön­
tést közli, hanem olyan korrigált utasítást, amely c1 torzulás után a lehető
,,legközelebb" kerül az optimális döntéshez. Érdemes kiemelni, hogy még akkor
is célszerű az ö.sszes utasítás-függvényt az optimális döntésfüggvénytéíl eltérően
válasz.tani, ha nem mindenkinél fordulhat elő hiba!

Teljes specializálás után most is elvégezhetjük e három eset, összehasonlítását.
A ,,Team-Elmélet" az eredeti valószínűségi változó és a hiba szórásána.k hánya­
dosát rögzítette. A számítások azt mutatják, hogy fentebb érték szerint csök­
kenő sorrendben írtuk le a struktúrákat. Szemléletesen azt mondhatjuk, hogy
mennél távolabb van a hiba a végrehajtástól, annál jobban korrigálható. Ennek
hangsi'.dyozásánt vontam be a vizsgálat körébe a 3. esetet, melyet a ,.Team-
Eimélet" nem említ. ·

4. Néhány további probléma

Eddig Marschuk és Radner könyvének első hat fejezetét isrnertet.tük -­
bizonyos kérdésekre összpontosítva. Az egyes részek címei nagyjából megfelel­
nek a könyv egyes fejezet-címeinek. M.ielőtt tovább mennénk, újra gondoljunk
arra, hogy az előző három pont tételei, gondolatai kvadratikus és konkáv esetre
szólnak, többségük nem is vihető át más esetre!

Most távirati stílusban még néhány sort a könyv további fejezeteiről.
A könyv VU. fejezete: Team ~ djnamilrns környezetben. Eddigi tételeink is

alkalmazhatók diszkrét idő esetén, mert egy valódi tag különböző idejű infor-



300 SL\IO.\IOVJTS A:\"DI\Áf-

mációit é8 döntéseit több formális t,.g ,,időtlen" információjának é,; döntésének
tekinthetjük. Képletben: n = NT; 1 S: i < N; 1 S: t ~ T; 17; = (11ulT~1;

7J = (17;)i1. stb. Uj eredményekhez azonban csak akkor jutunk, ha, érvényesít­
jük az idő sajátosságait: pl. feltesszük, hogy {µ1} valószínűségi változó-sorozat
valamilyen sztochasztikus folyamat. A ,,Tea,m-Elmélet" ún. Markov-Iánocal ill.
ún. autóregresszív folyamattal foglalkozik. (Az idevágó fogalmak magyarul
megtalálhatók [l J-ben.) Pl. Modellünkben most már az információ-tárolás
költsége is explicite megjelenik: ('i, t1) ,,tag" (i, t~) ,,tag"-hoz irányított közlé­
sének költsége mutatja, hogy az i. tagnak mennyibe kerül a t1-ben rendelke­
zésre álló információ megőrzése t2-ig: (1 < l1 < l2 S: T). A szerzők egyszerű
nyereségfüggvényekre szorítkoznak, de így is érdekes összefüggéseket bizonyí­
tanak az informáciá-késés hatásáról és az infonná1:i/;-teljess{r;gel való kapcsola­
táról. Gyakran teljesül, hogy mennél tovább dolgozzuk fel az információt,
annál többet tudunk meg, viszont a, késés miat.t reln.tive annál jobban elavul.
A szerzők ,,arnnysza,bilyt" adnak a komplex optimalizálásra.
A ,,Hálózatok"-lrnl foglalkozó VIII. fejezet általánoaítja a,7, eddig használt

modellt. Keresztmetszeten kívül hossz rnetszetet is vizsgál explicite is. Konkrét
eredményt azonban csak egészen speciális esetben érnek el, de azt is hosszas
számolássa]. (Pl. olyan hálózatot mutatnak be, ahol célszerűbb n, rutin. mint rt
hibákat rejtő teljes információ használa.ta.)

A7, utolsó három fejezettel itt nem foglalkozom.

VI. A team-elmélet és a rokon elméletek viszonya

'Dolgo:1,atom utolsó rós7,éhen a toaru-olmélet 6s n rokon elméletek viszonyáról
szólnék egészen röviden.

1. A kérdés formális, matemut.ikai vonutkozáaáru. Mu.rschak és Radnor azt
válaszolja, hogy a team-elmélet, rt, játékelinéletnél s'per:iálisa{1b. o, slati8zlikus dön­
tés/fl(J:JVf.nyelc elrnéleténél általánosabb. Ugy:wir-; :1, tcaru-elmólotbcn a team-tagok
teljes egységben játszanak ,t Kiilvil{Lg nevű. ,,jCtLékor-;" Olien, s n, r:;tatis:;,,tilrns
döntésfüggvények elméletében n, team egy tttgböl áll.

A pontosság kedvéért említem, hogy mind a statisztikának, mind u játék­
elméletnek többféle irányzata létezik jelenleg, melyek lényeg •sen különböznok .
.Mindenesetre Radnor fl7l n.iapvct.ő (!olgo7,n,tci11,1,I< team-modellje Lónyleg magá­
ban-foglalja a stat.iszt.ikát.,

2. A team-elméletnek t.u-tal mi vonatkozáaban elég sok rokona van. De elő­
szőr egy á.ltalános problémát tiHztázunk: ,,A team g:1,zdaHági elmélete" e. könyv
szerzői a ,,gazrlar-;ági" jelzővel arrn utalnak, ltogy cl mélotf kben n Learn korláto­
zoü lehcfőöé(Jef.,el opiinuilisum. használ ki. 'I'ohát allrnlmazCisi köre bővebb a szoká­
sos értelemben vett gaz(far-;ági életnél. ill. a kii:;,,g1.1,7,c[n,,,ágtn1lllál ha,ionl{mn a
statisztikus döntésfüggvények cl méletéhoz.

A team-el.mélet normatív elrnéleL, nem deskriptív. A szor7,(ík ezt nnnyiban
tekintik elún_yösnek, ame1111yilw11 elméloti"1k segít léte7,ő ,izervezctok munkájá­
nak jtwítár:,ában ill. új .swrvozetek iétroho;,;áHáhan. ViH;,;onL létező 87.ervczctok,
team-ok munkájának mcgértisénél hátrányoB az elmélet nornnitív felfogása és
gyakran közelítésként sem cngedhetfí meg.

fomertetett tea,m-modelli.inkhö:;,, elég közel állnak egye:, rendszerelmrleti vál­
lrdat-modellek. (Johnson-Kast-Rosenzweig: ,,A rondszerel.n1élet és a válla­
latvezetés" [5].) A komplex szemlélet, a,:;,, információs és a döntési struktúra
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együttes optimalizálása emeli a team-elméleti modellt a régebbi üzemgazdasági
~odellek fölé. (Hax i. m. ) ·

M:it nyújthat a. közgazdaságtannak a team-elmélet? Homogén gazdasági
szervezetek információs-döntési rendszerének közelítő matematikai vizsgála­
tát. Sőt, ha képesek lennénk annak tárgy2Já,1ára, hogy az egyes tagok érdekei
nem azonosak, akkor bármilyen gazdasági egységre kiterjeszthetnénk vizsgá­
latainkat.

Az információs-döntési rendszer gyakorlati fontosságát felesleges hangsú­
Ivozni. Viszont rá kell mutatnunk az elmélet, s különösen a matematikai köz­
~·r,zdaságtan mulasztáaaira Korna] ,János ,,Anti-Equilibrium" e. könyvében
[Ul az általános egyensi'.dyelmélet bírálatánál - többek között - a következő­
ket á]Ja,pítja, meg:

Az általános egyen,,úlyelmélet tú lzot.tan leegyszerűsíti az anyiigi folyamatok,
a reál-szfóra modelljét - többek között eltekint a, gazdaság sztochasztikus
természetétől. Ennek megfelelően a gazdasági szabályozó- (információs-, dön­
tési- stb. = irányítási) szféra. modellje fokozottan Ieegvszerűsödik - a valóság­
ual "yökeroi,en szembefordu Iva. A team-elmélet viszont a valóság sztochaszti­
kus

0

jellegóhő1 indul ki, s elsösorhan az irányítási szférát vizsgálja. Tegyük
hozzá mindjárt, hogy :. tearn-elznélet jelenleg fejletlenebb az általáno« egyen­
i-;úlyelméletnél; pl. a létező team-modellek túlnyomó többsége statikus, gazda­
ságilag rosszul interpretálható stb.

Mégis találunk olyan statikus modellt, umelyben a teum-elmélot rnegszün­
tctve-mogdrz: ,tz ú ltH.l:inm; egyensúl yelméletot - Radnor ,, Versenyzői
egyensúly hizo11ytn,Ja.11ság mellett." (H)(i8.) [18] dolgozatára gondolhatunk,
melyre Kornui l>íráln.Lri.lrn.n szintén hivatkozik. Radnor először team-elméleti
nyelven ált,1lá,10,sít.jr: a. ,,vonm11,Y:ú:5 cgyensú.ly" Arrow-Debreu modelljét és
;1,lapí..6telét [2l Aztá.u ogy póldán mutatja be, hogy a Külvilág sztochasztikus
vofra, ós iL gazda,:;á.gi egységek döntési képességének kodátozottságr1 ( = az
inforrnúeiós és dönt ési ráforditások létezése) miatt bizonyos lmnlmvitási felté­
telek érvényüket vesztik, s az egyes tagok döntési önállósága is megszűnik.
a pénz explicite 8 megjelenik, azaz a:;: álüdános egyensólyeJrnélet lényeges
részei ell ell l mondásba lrcrü lnek egy reálisabb, úl talánosahb modellel.

3. A tenm-olrnólet er~ís . feltevései (közüs cél, speciális függvények stb.)
miat.t is kevés alkalmuzás 1srncrctcf; az 1ro<.falcmLm1. Bcclummn 1958-ban írt
[ 2] dolgozata ,,A repiiJűgépjcgy eladfü,ánál fellép{í düntési és tcam-prohlém::í.k­
lnd" foglalkozik; :Mac Guire ,,Az eladási szervezetek néhálly team·-modelljét"
v iz.wgálta l !JG 1 -ben [8 ]. Az allrnlrnazús fojletlencb b az elméletnél.

Érdel,esnck és has,rnnsnak láü:zik hálózattal rendelkező gazdasági szerve­
zete], team-c1mé1oti vi,-:r-;gúl:ttn: pl. a vasúti helyjegY-rcndszer vaµ-y a lmnkrend­
szer háló,-:,ü elemzése.

( !Je/!'/.e;:efi. 1970. júli,ls /:J.)
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