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Kétszintű tervezés a villamosenergia-termelésben

I. Bevezetés

Mint a gazdaság valamennyi ágában, a villamosenergia-iparban is az az egyik
fő törekvés, hogy a fogyasztói igényeket az adott feltételek mellett az elérhető
legkisebb önköltséggel kielégítsék. Ennek a célnak elérését nemcsak műszaki
intézkedések segítik elő, hanem a korszerű termelésirányítás módszerei is.
A Magyar Villamos Művek CMVM) már évekkel ezelőtt ismertette azt a terve
zési módszert, amelynek alapján megszabják, hogy egy tervidőszakon belül
mennyi villamos energiát termeljen az együttműködő erőműrendszer egy-egy
erőműve és ennek az energiának előállításához milyen tüzelőanyagot használ
jon fel (G].

A modell arra a meggondolásra épült, hogy a jó közelítéssel előre felbecsül
hető villamosenergia-igényt a tervidőszakban egy már meglevő erőműrendszer
elégíti ki. Ez azt jelenti, hogy az állandó költségekre nincs hatással. melyik
erőmű mennyit termel, és az önköltséget a változó költségek csökkentésével
lehet javítani. Hazánkban - ahol oz idő szerint az energiaszolgáltatás szinte
kizárólag hőerőrnűvekre támaszkodik - a villamos energia változó költségeinek
domináns részét a tüzelőanyag-költség alkotja. Az önköltség tehát akkor lesz
a legkisebb, ha a tüzelőanyag-költséget leszorítják az elérhető minimumra.

A feladatot tehát a következőképpen fogalmazták meg: Mennyit termeljen
egy-egy erőmű és milyen tüzelőanyaggal fűtsék az illető erőműben a kazánokat,
hogy a felmerülő igényt a rendszer kielégítse és a ráfordítás a legkisebb legyen?
Mt,ként megfogalmazva, hogy kelJ elosztani az egyes erőművek között egy
adott összterhelést és a rendelkezésre álló tüzelőanyagokat ügy, hogy a tüzelő
anyag összköltsége minimális legyen.

A feladat megoldásához ismernünk kell azokat a műszaki és gazdasági muta
tókat, melyek a tüzelőanyag-költséget befolyásolják, Így tudni kell, egy-egy
erőműben milyen tüzelőanyagok tüzolhetők egyáltalén el és milyen hatásfok
kal. Tehát az illető erőműben mennyi hell az adott fűtőanyagból ahhoz, hogy
egységnyi villamos energiát fejlesszen. Egyszóval mennyi a fajlagos hőfogyasz
tás. A felhasznált mennyiségen kívül a tüzelőanyag egységára (loco bánya
telep) és szállítási költsége szabja meg a tüzelőanyag-költséget, így ezek a
mutatók is kellenek a számításhoz. Végezetül tudni kell, hogy a tervidőszakban
mekkora lesz az egyes erőművek termelési kapacitása, azaz milyen nagy lesz
az üzembiztosan igónybevehetö teljesítőképességük. Az említett mutatókon
kívül tudni kell azt, hogy mekkora, készletek fognak rendelkezésre állni az
egyes tüzelőanyagokból és - mint már említettük - az előző időszakok sta
tisztikai adatai alapján jó közelítéssel fel lehet becsülni mekkora lesz az ener
giaigény.

Ezeknek az adatoknak a birtokában állították fel a feladat feltételrendszerét,
mely két részre osztható: egyfelől a rendelkezésre álló tüzelőanyag-készletet
kell szétosztani az erőművek között, másfelől azt kell előírni, milyen fokig
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használják ki egy-egy erőmű kapacitását. A felső korlátot egyfeíól a tüzelő
anyag-készletek nagysága, másfelől az erőművek kapacitása :.tdjn meg. A cél
a költség minimalizálása, de másodlagos (műszakilag elsőrendű fontosságú)
célként ki kell elégíteni azt a feltételt, hogy az előállított villamos energia össz
mennyisége megegyezzék a fogyasztói igénnyel.

E gondolatmenet egyértelműen arra a megállapításra, vezetett, hogy az erő
művek közti tüzelőanyag- és teherelosztás feladatának megoldására 1egalkal
masabb módszer a lineáris programozás szimplex eljárása (lásd pl. [7]). A fel
tételrendszer - néhány kisebb módosítástól és kiegészítéstől eltekintve - a
szállítási feladat általánosított alakjának felel meg. A foladóállomások - tüze
lőanyag fajtánként bontva - az egyes bányák (vagy más tüzelőanyag-források),
a rendeltetési helyek az egyeö erőművek, a változók pedig az egy-egy erőműben
egy-egy tüzelőanyagból felhasznált mennyiséget adják meg. A célfüggvény
együtthatóit úgy kapjuk meg, hogy a tüzelőanyag egyRégárához hozzáadjuk
,t szállítási költséget.

A feladat sajátos je.llegéb6J adódó módosítások é8 ű iegószttések az alábbiak
ban foglalhatók össze: A tüzclőanyagkészletck nagyobbak, mint a kérdéaes
időszakban felhasználásra kerülő összmennyiség, így igaz, hogy az elszállított
ttizelőanyag-féleHég mennyisége kisebb vagy eg:venlő a rendelkezésre álló kész
letnél.
A rendeltetési helyekre - ,tz erőművekre - vonatkozó feltételrendszer az

együttműködő erőművek közti teherelosztás feladatával ka.posola.tos követel
ményeket fejezi ki. Ebből adódik az al{tbbi két módoxítás, mellyel eltér az álta
lánosítot.t sddlítási feladat fol tételreudszcrétól. .Eg_v-cgy erőin (ire vonatkozó
feltételnek itt azt kell ű•cá]áDü•ái hogy az oda HzállítoLL Liizclfíanyag mcllnyisége
kisebb vagy egyenlő, mint. amennyi ahhoz lenne Hzükségcs, hogy az illető erőmű
a kérdéses torvidószakbnn végig teljes kupacitáasa] termeljen. Ezór-t egyrészt
át kell számitani ".illamos energiám az illető erőműbe szállított tüzelőanyag
mennyiségét ( a fajlagos hőfogyaaztássa! osztva Úeü nak fűtöértékét.) így az együtt
ható má tri xban nem egységek, hanem a, cÚ]4Ú3P» h{ífogya8ziáHok reciprok értékei
állnak. Másrészt itt som egyenlőség szerepel, hiszen nem biztos, hogy az illető
erőmű teljes kapacitással lesz üzemben.

h feltételrendszer még egy egyenlé5Héggel egészül ki. Az ugyan ni üP megkötve,
hogyan log_von kihasználva egy-eg_v erőmű kapacitása - a szárn(tás egyik célja
éppen ennek a meghatározása a rendszer össztormclésénck azonban egyen
lőnek kell lennie az igénnyel.

Az eddigiekben leírt p Pí á44 ológ jól simul a v,Ll6sághoz, 9DPüZüeü f mint
minden modellnek 1',1 n néhány hiányosaága. Egyik legnagyobb hiánya
talán az, hogy nincs tekintettel a villamos energia á3Y•ű alapvctó sajátoH8ágíLra,
arrn ugyn,nis, hogy nem tárolfo1t6, 11kkor koli mcgLern1ol11i, nmikor it D igény
fellép. Az eddigiekben hnllw1tólagosan azt t6Lolcztük fol, hogy üi fogyai:;ziói
i~ény a vizsuált időszakón boliil nem viliozik, és erre :1z eHctre a fonti leírt
111odell érvényes is. A valóság1m11 azonb,111 ,tz igény az iilií függvényében pilla
natról pillan;.1tra változik, :,z::tz e hallgatólitgos kritérium r,s!tk elemi hosszúsigú
id6intervallumra igaz. Modclliinkben oz úgy jelentkezik, hogy annak ,1z egye!l
lotnek jobb oldalán, amely azt fojozi ű•i hogy a termelt energia ogyen]{5 a jelent
kező igénnyel, nem konstans áll, hanem az idő függvénye.

Az így átfogalmazott feladat már nem lineáris. A következőkben ennek a
megoldását kere1ssük.
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2. A kétszintű modell felépítése!

A feladat felállítása, 

A bevezetőben leírt modell továbbfejlesztésének ismertetését kezdjük azzal,
hogy az ott elmondottakat matematikai formába öntjük. Ehhez az alábbi jelö
lésrendszert vezetjük be:

q teljesítmény (indexben is)
e energia (indexben is)
t idő
s fajlagos érték (fűtőérték wtgy hőfogyasztás)
f költség
P tüzelőan~:ag, vagy más primer energiahordozó (index)
V villamos (index)

A skalár mennyiségeket va,gy mátrixelemeket kisbetű, a vektorokat fél
kövér kisbetű (a sorvektoroka.t még csillag), a mátrixokat nagybetű jelöli.
A mátrix- ill. vektorelemek indexei szögletes zárójelben állnak.

Kiindulóadatként ismerni kell a következőket: A kérdéses t tervidőszakban
rendelkezésre álló t.ítzelöanyag-készletet tüzelőanyag-féleségenkénti bontásban.
Legyen rnP a tüzelóanyag-féleségek száma, ekkor a tüzelöanyag-késeletet a követ
kezíí vektor jel lernzi:

( l)

ahol a tüzeJéfanyag-készletek mtgyságát a bennük rejlő fűtőértékkel fejezzük ki
Az erőművek üzem hiz tosa.n igénybevebető teljesítőképességét (általában

MW-han)

qt,= (qv[iJ, qv[2J, (/vf:d · · · qv[jJ · · · qvLmvJ),

ahol 'Ill. ,1, rendszethez tartozó erőművek száma.
J\ vii'1.tmosenergi11,-igény változását az idő függvényében:

1,-!-1

P\I -= "v(l) J q(r) dr,
I,

(2)

(:J)

ahol (;v(t) ,_1, (l0, /0 + l) időintervn.llu rnban fellépő fogyasztói igény, q(t) a pilla
natnyi teljesítményigény.

A müsza.,<i-gnzd,rnági mutatók közül kiindulóadatként ismernünk kell a
következőket:

A f:tjln,gos hófog_1·nszUts i;Lizelfüu1yagonként és erőm űvenként :

/,'\/[Iii Svrd 8v[1/I ... Svr1.111d
Svlal 8vr22l S V [2jl Svr2m..-l

8v 
ó\-1111 Svr121 Sv[,11 8vlimvl 

(+) 

81,rm,,il 8v[mp,l 
,,

Sv[mpm,·l 11v1m,,JJ

'Öszinl<l lröszőncteruot f.,jt'z<lm lei Cs,iki J•;ndnínek, aki a matome.tika.i ,·és7, kidolgozú
sárnU mélyr-eható s,·g[tsógel nyújtott.

2
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ahol 8v[ijl fajlagos hőfogyasztás a j-ik erőműben az i-ik tüzelőanyagból.
Az egyes tüzelőanyagok kalóriánkénti ára:

fp = (/p(1J,/p[2J,/p[3] · · · /p[;] · · · /p[mpj). (5)

A tüzeJéía.nyagok szállítási költsége az egyes erőművekbe:

/vt.n /vr12J f v[1jl f v[1mvl
/v121J /V[22] /vf2il /v[2mvl

fi'v =
/v[;1J /v[;zl I vr;iJ f V[imvl I

/v[mptl fv[mp2] /v[mv/l

. . . . . . . I
fv[n,vmv] I

(6)

ahol f v[ij] az i-ik tüzelőanyagnak a j-ik erőműbe történő szállítási költsége.
A tüzelőanyag egységárát loco erőmű megkapjuk, ha a kalória árhoz hozzá-

adjuk a szállítási költséget. Ezt a következő vektor összeg fejezi ki: ·

Í[JJ = fp + fv[J], (j = l, 2, ... ,m,v) (7)

ahol az fr11 vektor j-ik erőműre vonatkozik. (Az fv[Jl vektor az 1J'v mátrix
-edik oszlopa.)
A teljes költség-mátrix az fr11 oszlopvektorokból álló mátrix:

F = (fri1, fr21, f[31, ... tr/1 ... frmv1l , { s J

Legyen x* = (x1, a::2, ... , x,,) a meghatározandó vektor, amelynek n =
= mp • mv koordinátája van, x(i-l)m,+J (i = 1, 2, ... , 1·np, j = I, 2, ... , . m,;) 
jelenti az i-edik tüzelöanyagból a j-ecLk oróműbe szállítandó mennyiséget
fűtőértékben.

l. A tüzelőanyag-elosztás feltételrendszere azt fejezi ki, hogy ~1 kérdéses
tervidőszakban felhasználható tüzelőanyag-mennyiség nem haladhatja meg a
rendelkezésre áiló készleteket:

ahol
(H)

llp[;J] = J h,1 únv m,, f J < j < i-rn,, 

ap[;JJ = 0 külön lien

2. Az együttműködő erőművek küztj villamo« teherelosztás korlátait az
szabja meg, hogy egyetlen erőművei· sem. lehet maximáJir:; kapacitásán túl ter
helni, azaz egy erőmű legfeljohb annyi villumos-enorgiát fejleszthet, amennyi
üzembiztosan igénybevehet6 teljesítfíképesHégének és az ídóintervallnm hosszá
nak szorzata:

( LO)

ahol
l

avfi/l -= -- - ha j =- (h 
Sv[11il

l) m., + i (Ii 

( J l)

( l2)

av[ul = 0 különben.

3. A fogyasztói igények kielégítésének feltétele az, hogy a termelt energia-



KÉTSZINTŰ TEH,VEZJtS A VJLLAM(JSENERGL\ -'l'KlUfELÉSBEN

mennyiség egyenlő legyen az igénnyel:

at; x = ev, 

ahol

259 

(13) 

és itt

1
UE[(h-J)m,-il =S 

V[hi]

h = I, 2, __ . , nip, 
i = 1, 2, .. - '1nv . 

4_ Az energiafejlesztés összköltsége, amely c1 minimumra csökkentendő, az
alábbi:

e* x ---+ min , (14) 
ahol

e*= (C[i], C[2], . _. C[j] C[11]),

és itt

C[(h-l)m,+i] = /[1,i] h = I, 2, , mp 

i = l, 2, . __ , m.0• 

Összefoglalva a, teljes feltételrendszert:

ÁpX s; Cp 

Avx:S:qvt 

asx = ev 
e* x ---+ min ,

(15) 

(16)

A f eladat szétbontása 

Amint azt. a korábbiakban már hangsúlyoztuk, az előző pontban leírtak csak
arra az esetre érvényesek, lm a fogyasztói igény állandó. A valóságban azonban
ez az érték nem konstans, hanem valamilyen - általában grafikusan ábrázolva
megadott -- föggvónye az időnek. Jelölje az elemi hosszúságú clt időre jutó
de; energiaigényt - i:tza,:,, at időpontban fellépő fogyasztói teljesítményigényt
- q(l) akkor a tervezéshez ismerni kell a

devdt= q(t) (17)

függvényt. l~gyszerűség kedvéért az ún. igénytartóssági görbével is dolgozha
tunk, amely megadja, hogy a vizsgált időszakon belül mekkora időn át lesz az
igény p vagy annál nagyobb. (1. sz. ábra).

A tervezés egyik szintjén - a tehercloeztáenál - azt kell meghatározni,
mely crőműveket., milyen tüzelőanyaggal fűtve vonjanak be a változó fogyasz
tói teljeaít.ménvigénv kielégítésébe, a másik szinten - a tüzelőanyag-elosztás-

:Z*
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nál - pedig az a feladat, hogy gondoskodjanak róla, a tervezett teherelosztás
hoz szükséges tüzelőanyag-mennyiségek ne huladják meg a rendelkezésre álló
készleteket. A célkitűzés mindkét szinten: a legkisebb önköltséggel járó meg
oldás kiválasztása. Azonban, míg a tüzelőanyag elosztásnál a tényleges tüzelő
anyagárak felhasználásával folyik a számítás, addig a villamos toherolosztásnál
választott megoldást éppen azzal lehet befolyásolni, hogy a költségrnátrixból
alkotott célfüggvény-együtthatókat megfelelő módon módosítják és így a teher
elosztás azokra az erőművekre foe esni, melyek önköltsége e látszólagos árnyé-k
ál'a,k mellett a, legkisebb.

a) fenyleges vá!fozas b) igénytarfdssa'g, qorbe 

J. ábra, A fog_yoRzl.ói igény vúltm.ÚRu. ILZ id<'I l'iiggv<'>ny.íhnn

I. ~4 teherelosztás feltétele az, hogy :1,z adott I pilb1mtln1,11 jelentkezó q(t) 
teljesítményigényt az egyef-\ erőm íí vek muximáhs kapacit ásá nak k orlá tjú n
b elül úgy kell kiclégf tcni, hog~, az önköltség rni nimália Jegyen:

Av x -~ ({v

a; X =-- ({(/). 

( 18) 

Az optimális megoldásokat mint iamerctcs - :1,zokln.1,11 ,Lz csetokbcn lrnp-
juk , amikor az erőműveket kapaoitásuk Lelje1::1 lwrl(1,Ljáig igénylwvoAsziik . .Ezl'k
u, megoldások alkotják az erőművi kapacitások poliéderjónok Ck{wspontjait é::;
az optimália megoldás vektora ennek a poliódornok folülot ón fog :i. <•fn'.ic:Rµontrr'>I
csúcspontra vándorolni.
A teherelosztás szemszögéből nézve ez azt jelen Li, l10gy ;1, fogyasztói igény!

kielégítő bázison belül mindig van egy olyan erőmű, amelynek termelése a lef,!
gazdaságtn.lamthb ÓH a, teljcaitményigény csökkt-nósóvol ennek ,1 terhelését
koli- csökkenteni egéHz addig, a.1níg egy ponton ki nem korül a bázisból, azaz
üzemen kívül helyezik. B:Henk ,;,;[5 irányhun, az igény növckcdóeévcl ennek ;t
terhelési menetrendet ta.rtó erőműnek a lrn,p,tcitó.KáL koli ogyrn növekvő mér
tékben igénybevenni Ó8 uhban ,t pontban, n.m i kor má.r teljes ka.paeiLáHHld já,r,
egy újabb erőművet kell beindítitni, mégpedig nzL, rnelynok önkölL1::1égn ,t leg 
kisebb. (Ebben ,t m.odellben a, hoindítás ÓB le{dláH költHögóL nem vesszük figye
lembe).
A feltételrendszer jobb old,Llán áll6 q,0 kapacitá8lrnrlátok meghatáro:t,zák,

hqgy egy-eg_v billonésponthoz, ahol ln:í,ziRcserc iör1línilc n1ilyen q teljesítmény
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tartozik. Jelölje a teherelosztás csúcsponti megoldásait xq, a kérdéses ídősz akon
belül előforduló legkisebb teljesítményigényt qm1,,, a legnagyobb igényt q,,,ox· 

Az Xq csúcsponti megoldáshoz tartozó q teljesítmény

(19) 

de csak azoknál a báziamegoldásoknál lesznek billenéspontok, melyek kielögí
tik a.

(20

egyenlőséget.
A (17) összefüggésből kiolvasható, milyent időpontok tartoznak a (19) által

meghatározott lehetséges q értékekhez.
Legyenek ezek az időpontok rendre

Rho] e pontok száma n,, -- l és ekkor ezek a pontok n1c részintervallumra oszt
ják a, kérdéses torvidőszakot. A tervidőszak kezdőpontját t0-va1, végpontját
t,,>-val jelölve, ezeknek az intervallumoknak a hossza

Azoknak a CBÚCSJJonti megoldásoknak n száma, melyek kielégítik a

feltételt - az opt im.i lis megoldást ezek között keressük

N,, 2 nk, 

(22)

legyen Ncs és erre

(23)

azaz nz összes szóbajöhető csúcsponti megoldások száma nagyobb vagy egyenl6
a. billenéspontok számával.

,Jelöljük 11 teljes (azaz mind a, teherelosztást, mind a tüzelőanyag-elm;ztá8t
magában foglaló) feladat egy egy csúcsponti megoldásához tartozó árnyékárak
vektorait c';;[,J ... ahol az l index arra utal, hogy n teljes feladat l-ik x (il
csúcsponti megoldásához tartozó értékről van szó. A teherelosztás felada,(a,
hogy megkeresse azt a megoldást, melynél az igényeket a kapott árnyék
árakon számítva - a legolcsóbban tudják fedezni:

CV[/] Xq -~ D1Íl1. (21}

2. /\z 011ergiafogyasztás alakulását a tüzelőanya.gelosztásnál kell figyelem
rnel kísérni és irányítani. Itt kell felmérni a várható villamosenergia-igényt,
összegezni az igény kielégítésére ráfordítani kívánt készletek nagyságát, és
szükság esetén olyan ármódositást végrehajtani, hogy az egyik - kimenő -
tüzelőanvug-lrészlct helyett egy másik tüzelőanyagot vegyenek igénybe.
A (/1, __ 1, t,J mtervallurnba.n felmerülő ev[1<J energiaigény nagysága

t, 

evr,d = S q(t) dt. 
/k_, 

(25)

A teljes energiaigény 11 kérdéses időszakban:

Cv = cv111 + Cv[2l + · · • + ev[h] + • • ev[rrkl· (26)
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Vizsgáljuk meg, milyen tüzelőanyag-féleségekből mekkora mennyiségekre
van szükség ahhoz, hogy az Xq[il megoldásba bevont erőművek kielégítsék az
e,.rk] energiaigényt. A k-adik intervallum kezdetén jelentkező teljesítmény
nagysága q(lk-i)' az intervallum végén q(t,) nagyságú. A két teljesítmény közti
különbség

(27)

és a bázisba bevont erőművek közül annak teljesítményét kell változtatni az
igénynek megfelelően, amelyeknek legnagyobb az önköltsége. A bázisba bevont
többi erőmű az intervallumon belül végig teljes kapacitással fog termelni.
Az igényt nyomonkövető erőművet csúcseröműnek, a többit alaperőműnek
nevezzük. Legyen az xq csúcs egy olyan vektor, melynek a csúceerőrnűre vonat
kozó koordinátái megegyeznek az xq-nak a osúoseröműre vonatkozó koordiná
táival, a többi pedig 0.
Az alapterheléat vivő erőművek vektora

Xqatap[I] = Xq[I] XqcsúcsUI ·

A fejlesztett villamos energia is két részre oszlik:

(28)

(29) 

és

ev[1r.l ev atap[1d = ev cst'icslld ·

Mi , cl az xq csúcs fl] vektor azt reprezentálja, hogy a csúcserőrn ű (j-e(likcrőmű) tel
jes kapacitással működik, valójában azonban nyomon követi a;,, igény változá
Rát. módosítsuk az xq csúcs [11 vektort úgy, hogy egyetlen nem O eleme az átlagot
fejezze ki:

( 
ev csúcs[ld )Xqcsúcs[irl]--, 0, 0 ... 0, . , 0 ... 0 .
111, Cle[jJ 

Összeadva a (28) egyenletben szereplő alapteljcaítmény - és a (31) egyenlet
ben szereplő csúcsteljesítmény - vektort, megkapjuk, hogy a lc-ik interval
u m han mekkora lesz az l-ik megoldás közópértóko:

(31)

Xqalap[I] + X,;csúcs[1,,1] = Xq[lr,il •

Az egyes erőművekben elfogyasztott tüzclóanyagok mennyiségét :L7.

Xl[ir,I] = il,r·Xq[li/J

(32)

(33)

vektor szolgáltatja.
A tüzelőanyag-elosztás feltétele, hogy az összes intcrvullu m ban együttesen

eJf(ítött mennyiség nem haladhatja meg a készleteket:

AP Xe[l/] + ... + A p Xe[ld] (34)

A (18) és (28) feltételrendszert egybevonva és felhasználva a, (33) összefüg
gést, most már felírható a két szintre bontott és intervallumokra oszló teljes
táblázat:
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ÁpXe[l] + ÁpX,[2] + ... + ÁpXe[Jd +
Av Xe[1l

+ Áp Xe[nd S ep

<(1v·L'.l1

e= ev[1]

Sqv·l2

(35)

= ev[kl 

Av Xe[nd S qv il,,k 

a; Xe[,al = Cv[nkl 

e* Xe[ tl + e* X,[2J + . . . + e* Xe[id + . . . + e* Xe[nkl __,_ min.

A feladat megoldása 

A (:35) táblázat.ból kitűnik, hogy a részekre bontható - dekomponálható
feladatoknak egy speciális esetével állunk szemben. (1] Ez a felismerés rámutat
arra, hogy mi a, megoldás célszerű útja.

A megoldás menetének lényege - mint tudjuk - az, hogy a két szintet
(esetünkben a teherelosztást é8 t.üzelőanyag-elosztáat] egybekapcsoljuk egy
redukált feladatban. E redukált feladat azt fejezi ki, hogy az optimális megol
dás a teherelosztás lehetséges csúcsponti megoldásaiuak azon súlyozott kombi
uációjából fog kikerülni, amely megoldások a tüzelőa.nyag-elosztás fela,datába
bchelyettcsttve é8 súlyozva kielégítik ezt, a feltételrendszert is és a célfüggvény
egy ü t.tha.tóként szerepló t,i.izelőany~.gánddml szorzott majd súlyarányuk sze
rint összegezett költségük u minimum ['.l].

1. A redukált feladat felírásakor az imént elmondottakat kell megfogalmazni.
Utaljon a redukált feladatra az R index, legyen az említett súlyozóvektor
xR Ó8 1 olyan osz lop-vcktor. arnelynok mindegyik eleme iLZ egység, akkor

AN, x1~ s ep 

(36)

c,';,xR....., min,

ahol az Apr, mátrix oszlop vektorai aPR[1r 11, a k-ik intervallumhoz tartozó l-ik 
megoldás redukált alakja azaz

aPR[kl] = Áp Xe[U]. (37)

A reduká.lt feladat másik együttható-mátrixa, az AvR azt fejezi ki, hogy a
redukált feladat megoldását a redukált aPR[lc 11 vektorok intervallumonként
alkotott konvex lineáris kombinációja kell adja, azaz az egységnél kisebb súlyok
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összege intervallumonként l kel! legyen. Ezt ,.tz fejezi ki, hogy ha

/'.l8)

av R[11,n FI<

ahol

nvR = n,,. Ncs, 

a.v R[i,j] =--0 l, ha j = h n1c -1- i 
= 0 különben.

Végül a redukált feladat célfüggvényegyütt.hatója

Ck= (CR[1], C/?[2]· ... CT?IJ], ... C/?[11,,.J),

és az elemek képzésének szabúlya:

C[(l,-l)rrd·/] = e* Xc[l,,/J

i.-~1,2, ... ,n1,,

(40)

/41) 

l --= I, 2, ... , lVc.,. 

A konkrét esetben, amikor az együttműködő erőműveknek és n tüzelóanyu
goknak a száma több tucatnyi, ,1 teljes redukált feladat rnátri xá.t, ige11 sok
oszlop alkotja. Ezeket azonban nem kell mind. mcgliat:'11:0::rni, hanem a dekom
pozíciós eljárás algoritmu:-;ánnk megfolclóon a rcduká t lcladnt egy lehct:;,égcs
megoldásából kiindulvn osupán azoknak az oazlop-vcktorokuak értékét haLá
rozzuk meg, melyek b .vonásávul az in.Iulómcgoldús még javítható. A (:Hí)
táblázat speciális fölépítése lehetővé teszi :.1 föladat mego!clúH{ma,k lerövidftését
azzal is, hogy baa tohcrclosz tásnn k egy Xqt1. tl csúcsponti megoldása. több inter
vallumon kereszt.ü l érvényes, akkor ezek az i ntcrval I u mok összevonhatók.

2. A megoldás első lépése a7,, hogy olyan Xq[tc tl vektorokat keresünk, melyek
kielégítik a (36) foltétolrendsz ·r első sorát i,-1. A tcladut mcgoldhatóságúnak
egyik kritériuma, hogy létezzenek Hyon vektorok. A másik kritérium az, hogy
az erőművi teljesítmények összkapacitás» nagyobb vagy egyenlő Jegyen az
igénnyel. A keresett vektorok gyors megta,l{1J{1sr1 nehézségekbe irtkőz.hot, ezért
olyan utat választunk, n.mely azonnn.l biztosan oélravczot..

Feltételezzük, hogy van egy olyan encrginforrás, .uncly toti,7,{ílcgcs mennyi
ségben áll rendelkezésre, ÓH a tcljcaítrnónyigéuy t mindig ki tudja, elégíteni, ára
azonban sok nagyságrenddel nagyobb, mint a töbhi primer encrgiu.hordr-zóó.
A gyakorlati esetben ilyen forrás az importált v illn.moeonorgiu..

Legyen ez az l = () indexű megoldúH, melyre a ca eg_viitLhaLók jó val ria,gyob
bak, mint a. többi megoldásé.

Ez az L = 0 megoldás az összes intervallumra órvóuycs, azaz l ~ Jc ,e-- n1, 

esetre igaz. Említettük, hogy ha egy megoldás több inLervallumon kcrcs,,Lül
érvényes, akkor ezek az intervallumok fü,:-;zevonhatók.

A rerlukált felach1t induló alakjában egyetlen oszlopvektort fog ta,rtalma'Zni,
és ez a vektor teljes súllyal (azaz 1-gyol) súlyozva liokcrü! ,~ redukált fohtJat
bázisába. A redukált feladat bázisáho'Z tartozó ár-vektor - melyet jelöljünk
d~-gal -, fogja megmutatni, mi a7, a megfelelő á.rmódosítás, melyet a telwrel-
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osztás célfüggvé11y-együtthatóinál végre kell hajtani és ez a, di ár-vektor mutat
j;.1 meg azt. is, hogy az új árnyékárak mellett kapott Xq[k 11 teherelosztási meg
oldás bevonása a megoldásba javíthatja-e az önköltséget. Osszuk ennek a két
féle feladatnak megfelelően két részre az ár-vektort. Ha

dk = (dR[ll, dR[2], · · · dR[m,J, dR[mp·Hl, dR[mp+2], · · • dR[mp+nk]) , (42)
akkor legyen

(43)

d'(',R = (dR[mp+t],dR[mp+2]", · · · dR[mp+J,], · · · dR[mp+nkJ). (44)

A dekomponált feladatok megoldásmenetének algoritmusa, szerint a szektor
feladat célfüggvény-együtthatója az l-ik lépésnél:

ctr1J = e* - dpf<[IJ AP, (45)

és mivel esetünk bon a kezdölépésnél, amikor l = 0, akkor d;Rlol = íl,
így

ct-roJ = e*. (46)

.\ következő lépés a teherelosztás (18) aiatti feltételrendszerét úgy megol
dani, hogy a (24)-hen a célfüggvény helyébe a (45) összefüggés szerinti cél
ltiggvény-együLiliató kerül.

:~. A rnegoldáa ismétlődő lépései követik ezután egymást mindaddig, amíg
n kapott eredmény tovább már nem javítható. A soronkövetkező lépés a teher
elosztás adott tüzelőárak mellett, azaz az említett (18) és (211) feltótelrend
szer megoldása szektorról szektorra haladva.

Az első szektorra felírva:

Avx,::::qv 
a:x =q (47)

ct,[/] x-► min

megoldása Xqfi,iJ érvényes a jobb oldal változási tartományán belül a qr,,21
teljesítményhez tartozó t,,~ billenéspontig, és így tovább, a t,11_, billenéspont
hoz tartozó megoldás ,'q[lcj, l], végül az utolsó I, k_ 1 billcnéspouthoz tartozó
mogoI<lás xqln," ll

Most az következik, hogy megvizsgáljuk, javítható-e a redukált feladat
;1 tohcrclosz.í ás valamelyik Xq[l(.,/J, csúcsponti megoldásnak a bevonásával.
A javíthatóság kritériuma, hogy

2v[k,,IJ S:: dv ar1r,J, (48)
ahol

Zy[11,, /] = ct,[11, 'I] • Xq[//, 'I] (49)

,t ks-ik szek trn-fclnda.t optimális megoldása az l-ik lépésnél.
Abban az esetben, ha a (48) reláció teljesül, akkor a megoldást (37), (38) és

(41) összefüggést felhasználva bevonjuk a redukált feladatba. Ha egyik meg
oldAs sem elégíti kin (48) foltétclt, akkor a feladat tovább már nem javítható.
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Abban az esetben, ha bevontunk újabb szcktormegoldásL ;L redukált feladat
mátrixába, akkor meg kell vizsgálni, hogy a bővített redukált feladat optimali
zálásával jobb eredményt kapunk-e, mint az előző lépésnél. Ha igen, akkor
újra kezdjük az e pontban elmondott lépéseket, ha nem, akkor a feladat meg
oldása tovább nem javítható.

Abban az esetben, ha a feladat megoldása tovább nem javítható, úgy a szá
mítás lényegileg befejeződött és már csupán a kapott eredmények összegezésére
van szükség. Ezt az összegezést - mint ismeretes - úgy végezzük, hogy a
súlyozó vektorokkal rnegszorzott szektor-feladatmegoldásokat összeadjuk.

3. Példa a feladat megoldására

K iindiiló adatok 

'lnp = 3
e~ = (6000, 8000, 3000) [101~ kcai ]
rnv = 2
q! = (500, 500) [MWJ
q(t): lásd a 2. sz , ábra

mW 
(()00 

500 

''I
--i

r1 • ''•)OV 8700 ora 

:!. ábra 

('OOO 2500)
8,, = 2000 3200 [kcnJ~rWh]

4000 5000

n = (so, 60, 10) [ F't/ l06 kcal]

r 60]
C° 

24)P; = 60 30 [Ft/tonna] = 20 10 [Ft/106 kcal ]
70 14 20 4

('" 74)J!1 = 80 70 [:Ft/106 kcal],
90 74
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A,~ G l 0 0 0 fl0 1 1 0
0 0 0 1 

(5
0 5 0 2,5 OJ [105 kWh/1012 kcal]Av= 0 4 0 3,125 0 2

at;= (5, 4, 5, 3,125, 2, 5, 2) [ 105 kWh/1012 kcal

e* = (70, 74, 80, 70, 90, 74) [Ft/106 kcal]

Változók 

.Xl: I) tüz. -> 1 erőmű
X2: 1) tüz. -► 2 erőmű
X;l: 2) tüz. --·:,,. I erőmű
J: 4: 2) tüz. -+ 2 erőmű
X5: 3) tüz. -► 1 erőmű
Xo: :3) tüz. -► 2 erőmű

(16) felt. rendszer 

X5 + ./;6

l05(5xl + 5X3 + 2,5x5) S 500 · I · 10:i

105(4x~ + 3,125x1 + 2x0) ~ 500 • /. · l0J

105(5J;1 + 4x2 + 5x~ + 3,125x4 + 2,fo;5 + 2x6) = 5930 . l O''

100(70x1 + 74x~ + 80xa + 70.x i + \l0x5 + 74x0) ~ min

~ 6000

~ 8000

~ 3000

(I = 8700 óra)

Megoldás 

:;;l = 2050
x~ = 3950
Xa = 6650

(3-5) felt. rendszer 

n,, = 2, t1 = 7000, t2 = 8700
t.11 = 7000, L12 = 1700
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Xu -/- X12 -/- x?l + X22

X13 + Xz3 + X14 + X24 

< 6000
< 8000

l05(5xll + 5X13 + 2,5X15)
105(4x12 + 3,125xH + 2x16) 

:r15 + XJG + X25 + X20 S 3000
S 35 · 108

s 35 . 108

= 5250 · 106

l05(5x21 + 5x23 + 2,5x25) < 8,5 • 108

105(4x22 + 3,125x24 + 2x26) s 8,5 • ]08

105(5x21 + 4x22 + 5x23 + 3,125x24 + 2,.5x25 + 2x26) = 680 · 10"
106 70(x11 + x21) + 74(x12 + x22) + 80(x13 + xd + 70(r14 + i:21) + 90(x15+
+i:25) + 7.5(xlG + X2G) -► min

A két szektor feladat optimális megoldása

xl.l = 7000
X12 = 4375

X21 = 1360
ez azonban a központi feladatot nem elégíti ki.

Ezért az induló redukált feladatban felveszünk egy olyan fiktív megoldást,
amely semelyik energia, ill. teljesítmény kapacitást sem. veszi igénybe. A szö
vegben leírt módon lépésről lépésre változtatjuk az árakat és ilyen módon a
következő optimális mego.ld áshoz jutunk:
Xn = 162,5 1012 kcal
x12 = 4~l75 1012 kcal
x13 = 5375 1012 kcal
X23 = 1360 1oe kcal

4. Összefoglalás

A vilh1mosenergia-szolgáltatá8 együttműködő rendszerébe bekapcsolt erő
művek közti teherelosztás és tüzelőanyag-elosztás célja az, hogy az erőművek
kapacitásuk és a rendelkezésre álló tüzelőanyag-készletek korlátain belül mini
mális önköltséggel üzemeljenek. A feladat annak meghatározása, hogy a fajla
gos hőfogyasztások ismeretében, adott tüzelőanyag-árak és szállitási kült.ségek
mellett egy-egy erőmű mennyi villamos energiát fejlesszen és milyen tüzelő
anyag-föleségekbéíl mennyit használjon fel erre a célra.
A kitűzött feladatot leíró feltételrendszer az általánosított száJJítási feladat

módosított és kiegészített alakját ölti, két részre bontható: a tüzelőanyag-elosz
tás és a teherelosztás feladatára. A tüzelőanyag-elosztás feladata annak meg
határozása, hogy a rendelkezésre álló készletek korlátain belül milyen felhasz
nálás arányok mellett legkisebb a tüzeíöanyag-költség, a villamos teherelosztás
feladata pedig az, hogy előírja, hogy 1-1,z erőművek - kapacitásuk korlátain
belül - milyen részt vegyenek magukra a fogyasztói igény IúelégítéséMl.
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A fogyasztói igény nem állandó, hanem az idő függvényében változik.
Az igényváltozás görbéje olyan szakaszokra osztható, melyeken belül az ener
giaé1:olgáltatás egy meghatározott erőmű-bázisra épül; a tüzeWanyag-fogyasztás
a termelt villamos energiával, az önköltség pedig a kielégített teljesítmény
igénnyel arányosan változik. Ilyen szakaszokra bontva a feladat linearizálható,
és ezt a szektorokra bontott feladatot kell megoldani.

E szektorokra bontott feladat megoldásáru igen alknlmas a dekompozíciós
módszer, ahol a megold{u; menete - a feladott speciális adottságait felhasználva
-- többféle módon is meggyorsítható. Egyrészt a szektorfeladatok együttható
mátrixai azonosak és így a jobb oldal változásával a JHLrametrilrns programozás
módszereivel lehet egyik bázisról átlépni ,L másikba. A központi feladat mátri
xai csak egy skalár szorzóban térnek el egymástól, így - ezeket a skalárokat
kiemelve - több szektor is egybefoglalható, ha '-" kapott megoldás közös.
Harmadrészt a redukált feladat ár-vektorának és a központi feladat egy-egy
ol:ldOp-vektorának szorzata egy skalár (az ár-vektor egy-egy eleme) így ezt a
szorzást nem kell elvégezni, hanem csak a megfelelő elemet kell kivonni a cél
föggvény-együttrn1t6 megfelelő eleméből.

Az ísmertetett modell egy már haaznála.tba.n levő módszer továbbfejlesztése,
de ez :1z új modell is továbbfejlesztésre szorul. Hiányosságai közé tartozik,
hogy nem veszi tekintet be, a fajlagos hőfogvasztás (azaz a teherelosztás mátrixa
elemei) a terhelés Iüggvénvében változik, egy-egy berendezés indítása ill.
leálliübi (azaz ,1;1, áth,tlad{u,; egy-egy billenéapout.ou) külön többletköltséggel
jár, ,.t,z erőművek igény bevehető toljesítőképeRsöge váltoxik, stb. A ma.temu.tikai
programozás újabb és újabb módszerei bizonnyal lehetővé teszik olyan a
valósú.gho;1, még jobba.n simuló -- modellek kidolgozását, melyekre épülő
számí1:'Lsi eljárásokkal r's a. korszerű szá.m ítáatcchu iku eszközeinek felhasználá
sával ,t. g_yn,korJ:L1 IJ/1!1 cltiforduló íeludatok elfogad ha.í ó időráfordítássa.l rneg
oldhut ók

( flp/r!.:e;;elf: 19711. 11,Nfll/8.~lus :.>:i.) 
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TWO-LEVEL PLA.N'NING IN THE PRODUCTION OF ELECTRIC ENERGY

HÚD.l G'.1:"ÖHGY

For the more reliable planning of electric energy supply a linear programming problem
has been worked out in the Hungarian Electric Works. It gives a solution how to distri
bute a given total load among the power plants so that; the total cost of the utilized fuel
should be minimum. The prepared model, however, has not taken into consideration
that once electric energy is produced it cannot be stored. The article treats a possible way
to develop further the prepared model. When developing it, an important part is played
by the consideration o · the time factor, where e.g. the change of the demand for oloctrio
energy can be expressed by the following connection:

t,+t 
e,,= ev(t) = J q(r) dr 

t, 

where e.v(t) is the demand in the t0, t,, + t interval
q(t) is the momentary demand Ior output.

In the first part of the article a description of the gcnernl problem cu.n be Iou nd. ·
In fact, the problem involves calculations on two levels of planning and technology.

One is the level of load distribut.ion, the other is that of fuel. On both levels the aim is tho
minimization of costs. Thus tho problem itself has a block-diugonal co-efficient matrix. ln
its solution the way of thinking applied with doeomposition systems is followed.

The second part of the article deals with the steps of solution. When solving thoproblem,
an important, part is played by tho shadow pricos, their appficat.ion makes the approx i
mation of the optimal solution foster.

Tho third part of tho article demonstrates thu method l.,y an example.

,llBYXCTYnEHL!ATOE nJIAJ-lvlPOBAHl1E B !7POMJBO.[(CTl3E 3Jll::l{TPO:➔HEl'l '1,-[l,1

C 1\CJlblO Hatt6onee Ha).(C)l(IIOrü nnauuponauan c11afö1ce111151 :'!JICl(Tp031·1Cpl'HCH BCtffCpC!(OC
3ner<Tpoo6bC/.(HHeHHe paspaöorano 33/.(3'IY JJHHCH!lürü nporpaMMMJ)OB~IIIHH. 3TO /\<lJl(J OTBCT
Ha TO, KaK MO)l(HO pacnpeucmrri, 3a/(al-1HYIO uarpyaxy MC)l</W OT/(CJlbHblMH 3HCprCTH'lCCI01MH
CTaHL\ll51MH Tat<HM o6pa30M, YTOÚbl 33TJ)3Tbl 110 HCll()Jlb3083HIIOMY TOITJlHDY Úb!Jlli MHHHMaJlb
HblMH. Ü).(H<lf(O paspaöoranuaa MO/.(CJ!b HC y-uia TOl'O, '!TO 111,1pa601wmy10 3JICI(T(10:')l-)Cj)J'IIIO
HCJlb35I xpaium.. 3Ta CTaTb51 o6cy)J(l\3CT 0/.(HH H3 1303MO)l(HbIX 11yTCií naru.ucürner-o pa313HTH5I
pa3pa6oTaHHOH MO/.(CJlH. TT pn 1,am,HCHUJCM pa3BHTHl1 60J1bwy10 poJI1, urpacr yucr rlJawrop.1 ope
MCHtt, J"/.(C llallJ)HMCp 113MCHCHHC flOTpCÚIIOCTH n '.:JJICl(Tp0311epl'HH IJhlpi:l)l{ilCTC,l'I fl CJICJty10111e/.í
B3aHM0338HCHMOCTH:

e,. e.v(t) 
10-, I

\'q(r)dr:
t; 

l')IC: ev(l) - noTpCÚIIOCTb, IIO}IOJ1511011\i.151C}J O HIITCPBi.lJliJX (/,ti, 'o ! /,)

!J,(t) MOMCHTaJJbHa51 IIOTpCÚHOCTI, n uupaűoricu.

B nepeoü '!aCTH CTélTbH COJ,\ep)!(l1TC51 113Jl0)I(CIIHC :~a11a•I~I ll o6U\I-IX 'JCpTilX. B cyu,I·JOCT!l :511/\,l'Ja
03H3'-!iJCT l{aJlbl(YJ151l\HIO na neyx 11Jl3!101)0-TCXHOJ10J'l,f'ICCICMX yponnnx. Üf(HHM 113 HHX }lllJIHCTC}l
ypOBCllb pacnpeneneunn uarpy.nca, a l.(J)YnlM - p;ic11pC)\CJICIIJIC TOllJIHfl<I. Ha 06011x YPOBlI5IX
uensio 5]8Jl}'ICTC}l CHH)l{CIIHC ce6CCTOHMOC'TH 1-W MHIIHM,IJlbHOro paawcpa. Ta!(IIM 06pa30,11,
aanasa pacno.naraer csoeü MaTp11qef'I IC03QJlpmittc11ToB, xapaicrep pac110JI0)l<CHH>1, 1rnTOpb1~i
51BJ1HCTC,1 6J10t<·/.(Haro1-1aJ11,l1blM. Flpu eé J1ClUCIIHH npCCJIC/\YCM xon MblCJfC/.í, npIiMCll~ICMúMY 1IpII
/.(Cl<OMl103HUHOHHblX MCT0/.(3X.

8Topa51 '!aCTb CT3TbH oőcycxnaer nrarn f)ClUCHH5I. CTpH pCUICIIHl1 I)iJ)[(HYIO pO.'JJ, Hl'J)i!IOT
TCHeBb!C uensr, npn HCIT0Jlb30D3HHH l<OTOJ)blX MO)l(HQ 6hlCTpCC/.(OCTJffllYTb orrraaansuoc jlClllCIIHC.

8 TPCTbeií ,,acn1 crarsn aRTOJ) Ha npuwepe noicaaueaer 8bll!ICl13JIO)l(CH!lbll1 MCTO]\.


