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Algoritmus poliéderjátékok megoldására 

Bevezetés 

Az alábbiakban tárgyalandó algoritmus tulajdonképpen rendkívül kézen- -
fekvő módja poliéderjátékok megoldásának: noha a [Iü j-ben bevezetett lineáris
programozási feladat explicite általában nem ismert, megoldása - amennyi
ben egyáltalán létezik - többnyire lényegesen kisebb méretű lineáris progra
mozási feladatok egy sorozatának megoldásával meghatározható.

Az 1. fejezetben ezt az eljárást tárgyaljuk, 2-ben pedig két olyan speciális
poliéderjátékra történő alkalmazásával foglalkozunk röviden, amelyek ekvi
valensek a lineáris programozási feladat megoldásával: így különféle dekompo
zíciós eljáráshoz jutunk.

Az alkalmazott jelölésmód: félkövér kisbetűvel oszlopvektort, felül vesszővel
sorvektort, nagybetűvel mátrixot jelölünk. Az elemek valós számok, a mérete
ket, dimenziókat külön nem hangeúlyozzuk.

1. 

Az (ofl1, ofl2, C) hármast, ahol c>Z1 = {x'lx' A1~ a~}# fí és ofl2 = { y DJ 2 y Íx 
/ a2} # ) konvex poliéderek, poliéderjátélrnak nevezzük.
Legyen v1 = sup inf x' Cy és v2 = inf sup x' Oy. Mint az belátható ([10],

c!l., c!l.1 c!l.1 ell.,
[I l · , y: mindig fennáll a következő négy eset valamelyike:

(1.l.) - ex,< M\# V2 < + ex,
{,· V·y 0 ex, # M, # V2 
(1.3.) V1 = V2 = s )) 

{, ·=·y V1 = - #: V2 = s # 
(I.I.) esetén v1 és v2 definíciójában inf és sup helyett min és max írható és van
olyan K? EciZ1, y Ec>Z2 pár, amelyre minx' Cy = K? Cy = max x'Cy. (Egyébként

c!l., c!l.,
a következő algoritmus, illetve annak verifikálása is lényegében kiadja a fen-
tieket).

A továbbiakban definiáljuk az (l.5.)--(1.8.) eljárást, amely véges számú
lépésben eldönti, hogy egy adott poliéderjáték esetén ( 1.1. )-gyel vagy vala
melyik további ,,kivételes" esettel van-e dolgunk, illetve ( 1. l.) teljesülése esetén
megadja a fonti K? Ec>Z1 és y Ec>Z2 párt.

(1.5.) Legyen K1 tetszőleges oflfbeli extremális elem, ahol ofl1 kanonikus fel
bontásában ([4], [8]) oflf jelöli a korlátos, oflf pedig 8 kúp komponenst. Mint
hogy ofl1 A fí, ilyen van.

{, 2y t ·1 e] ~ : ~, / GJ ' :=:::, ::::;, / G< ?P· 7 z ? . . egyii { 1e , x1 ... xk-k• 31~ 1 es x1, ... xk, 31~ 1 extrema 1s e eme mar
ismertek.
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következő lineáris programozási fel 8O8 tot:

- x; a y s vs;- o D 
7=1,2, I: k' 

~ ~i ~ y ~ o_, l v 060 max.
J - J' ~, . k 

Aly:-:=: az. 

Ha ezen feladatnak nincs lehetséges megoldása, az eljárás végetér, az ( 1..2.)
vagy (1.4.) esettel van dolgunk.

Ha a feladat nem korlátos, legyen y1Jcfl{- olyan extremális elem, melyre
K[ y z > 0 és ~pyk :2: 0 minden P.1.-ben szereplő x.1 és 'i';-re és vt, = s c-o ,

Ha P .1. -nek létezik optimális megoldása, legyen Y« Ecflg egy extremális opti
mális megoldás és jelöljük v1",-val az optimumértéket.

(J ·- ·y Tekintsük it következő lineáris programozási feladatot:

• · 2. x' .Al~ a;} x' 0 y,,---+- min
Ha ezen feladat nem korlátos, legyen v&"1 = - oo és K': s 1 EcJt1 olyan ox t.re-

máliselem, hogy x~+PY,, -::::: 0. Ellenkező esetben legyen x;,+L Ecflf P.2. egy opti
mális extremális megoldása és vt' az optirnumérték.

(1.8.) Ha vt' = s oo és vk"' > 0, a,,; eljárás végetér, az (UL) vrtgy ( I ·=·y 
esettel van dolgunk.

Ha vi"'= vi"' véges érték, az eljárás végetér, Rí'. {D·S·y esettel van Jolg1111k.

Más esetben legyen Km·C:Y?sP· #00 Xk+J ha Xk+l Ecflf, \S:?s , = K'O 7• 7p ! K'·~ : 
Ecflf. Folytassuk az eljárást (l.G.)-tól le helyett le+ 1-gyel.

A fenti állítások a következőképpon láthatók be:
8O {,· ,i ·y Ha 8 P.l, feladat nem oldható meg, akkor tetszőleges y / vüV-re vala-

mely P ·0000x j :': k - k-'-vel i1Ay <"' ) · Minthogy \\ Ecf7,,<, inf x'Cy -
..tii'..,

= - oo minden y EcR'.V-re, tehát v, = -- 0u.

ad (1.8.) p U! vt' > 0, akkor tetazőleges x' EaR.,-re x'G'y" ,,.> ú · f \bD,, 5} y 
v1", = s oo folytán y1< Ecfl:; , azért sup x' Uy = 00B ex:, UéUp -·2Dv} ép 

o!I, 
x' Ecfl1-re, ·í } y i•~ = s oo ,
Av\"' = v~"> véges érték ) c éUDPé,, vczoasük be a kövotkező jelöioseket.

Legyen X' == t'X, ahol .A. az X;, X:C_,/ X{ ... ~, sorvektorokból 
alkotott mátrix, t' · P.l. föladat é} y duális optiműli» megoldásának
első k komponenséből alkotott vektor és y = y1,. füdwr K? Ecfl1 és
P.2. alapján min x' Cy= vi"'. Máarész! P.l .-re ,L kiegé;;útő eltérések

,Jt,

tételét ([81) alkulmazva, K0: Cy= v~"), éH Letsz(51eges y EcflV-re K? Cy~ . 
::: v\k), így max XI k y = vr·>. 'I'ehát a most definiált K? és y valóban

o!t,

szolgáltatja az ( 1.1. )-gyel kapcsolutbun említett. elempárt.
Minthogy P.2. extremális megoldésainak száma véges és egy extrernáliH meg

o.ldás újbóli megjelenése olyan esetre vezet, mikor az eljárás befejeződik. az
( 1.5.)-(1.8.) eljárás véges számú lépésben végotér.
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Ezzel kapcsolatban egyrészt azt kell meggondolnunk, hogy egy P.1.-ben

szerepelt}' EaR.{ nem adódhat újra P.2. mcgoldásakor.Iiiszen ekkori' Cy,, < 0-
nak kellene teljesülnie, míg P.1. szerint i"C'yk 2 0 . Másrészt, ha egy i>.1.-ben
már szerepelt K EaR.f adódna újra, akkor P.2. alapján vf'> = x'Cyk::;;: i_'pyk, 
j # I, 2, ... k-k'-ra. Amennyiben most Y« EaR.g akkor P.l. alapján ebből vt> # 

= i'Oyl< is adódik, azaz vf()= v~k) véges érték. Ha viszont Y« EaR.i, akkor
(1.6.) szerint v?> = s oo és x'Oy1< 6 0, azaz vtk) = s oo és vY'> 6 0 teljesül.
{,· +·y szerint mindkét esetben befejeződik az eljárás.

Ezen rész lezárásaként, a következőket jegyezzük meg:

{,· 4y Nyilván vY'> > v\"+1) ... = v1 = v~"l. 

(1.10.) A k. képésben szereplő P.1. feladatból elhagyhatók a k s I. lépésre
mindazon feltételek, amelyek nem egyenlőségként teljesültek a k. lépésbeli
optimális megoldásnál. (Ha a k. lépésben ilyen egyáltalán volt).

(1.11.) Ha megengedjük, hogyaR.1 = 0 vagyoR,2 = 0, akkor az üres számhal
maz supremumára., illetve infimumára vonatkozó szokásos definíció alapján
meg kell engednünk azt 8: lehetőséget is, hogy X1 # s oo és v2 # 0 oo , Ekkor
(1.5.)-ben egy lineáris programozási feladat megoldásával x1 meghatározható,
vagy az adódik, hogy aR.1 = ) : amivel a most bevezetett esettel az eljárás véget
\Í ér. Ez utóbbi eset állhat fenn akkor is, ha k = 1 esetén P.1.-nek nincs lehet
séges megoldása.

(1.12.) Az eljárással kapcsolatban elmondottakon nem változtat, ha vY'> <0x s oo esetén 1. 7. helyett xf,+1-t aR.1 olyan extremális elemeként definiáljuk,
urnolyre x;c+py[vl">. Ekkor v~") = x;,+PY,, szükséges a korábbi definíció he
lyett.

(l.13.) A k. lépésben szereplő P.l. feladat bővíthető a le+ ,· lépésre - az
x~+1-hoz tartozó feltételen kívül - tetszőleges x' EoR,cnek megfelelő -x'Oy s s v :;::..:, r feltétellel, illetve tetszőleges sok ilyen feltétellel.

( 1.14.) Ha aR,1 és aR.2 korlátos poliéderek, azaz cK{- = 0 és aR.f- = ff, akkor az
algoritmusból ezen utóbbi halmazokkal kapcsolatos lehetőségek elhagyhatók
é Í amennyiben béö iires poliéderekről van szó, mindig ::tz (1.1.) esettel van
dolgunk.

2. 

Tekintsük a sup] c'xJAx = h, x :.:::: O} lineáris programozási feladatot.
(2.1.) Ha A= [.A , • • • A,,], e'= [ci, ... e;,] a feladat paramétereinek egy

particiója és x = [Xi, ... xn] a változók megfelelő particiója, akkor a fenti fel
adat nyilván ekvivalens a következővel ([7]):

RUp { I.,' e; X; 7 I,' A,- X; = h, X; V o} =
I I 

= sup { P' sup {e; x,- JA; x, 0# h;, x; ~ O} JS h; = h} =
I I 

= sup { I,' inf {p; h,. Ip; A,:? cí} 7}·: ? h,. = b} = sup inf p' b 
i i ~ /J! 
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JJJ # {p' # { ··· p; ... ) IV;: p;A; # e;}. 

Hallgatólag feltettük, hogy s oo s {0 oo) = - oo .
vmü nyilván nem üres és mint egyszerűen belátható § * (1 teljesül, ha egyetlen

i-re sincs olyan x;, hogy A; x; = 0 és c;x; > 0, ami gyengébb, mintha az ere
deti lineáris programozási feladat korlátos voltát tennénk fel. (Egyébként lásd
az (J..11.) alatti megjegyzést).

Ha az ( l.5.)-( 1.8.) algoritmust alkalmazzuk ezen poliéderjáték megoldására,
akkor az (1.7.) lépésben a min {p;h,/p;A, =:>-e{} feladatokat, vagy max
{c;x;/A;x; = h;, X; > O} duál~saika,I, kell megoldanunk, míg az (1.6.) lépésben

szereplő P.2. fel:dat max{-v/p[b;::::: 'V, •. -1iib;::::: 0, ... , b Ecfü}. (A duálisra való
áttérés lohotőségét most és a következőkben mint egy konkrét esetben alkal
mazható eszközt tekintjük).

Ha az eredeti feladat a Dantzig--Wolfo-fó.le dekompozíciós eljárás ([3])
tárgyalásánál ,,szokásos" - de mindenképpen érdekes és fontos -- max

m ?í? c'.x-1 "'Ax-= b- D-x = cl- x---..-,_ Ol 1· J d é 1"1-1 · U? ·6 k ·ktf' , 1 i' · 1 1 '' '
1 t> 1

.:;;;;. J 5 8 at ) Í az é 5b 11 pttr-1c1 az x;- ne.
megfelelően történik, \U fenti v7I definíciójához nyilván elegendő csak a ,,közös"
feltételekhez tartozó jobboldalt felbontani. A ,,szektorfeladatok" mérete az
(1.5.)-(1.8.) algoritmusnál nagyobb, mint 8 Dantzig-Wolfo algoritmusnál,
8 kiilünbség a közös feltételek száma. A központi feladat is nagyobb ennél az
algoritmusnál és általában egy feltétellel még növekszik is minden lépésben
[Lásd még 8z (1.10.) és (l.12.) megjegyzéseket].

Ezzel kapcsolatban - azámítéetecb nikai tapasztalatok vagy további
elmélet híjján -- csak annyit, hogy ha a közös feltételek szá.ma nem túl nagy E~ 
szektorfeladat(ok) feltételei számához képest, a Dantzig- Wolfe algoritmueboz
képest nagyobb szektorfeladatok kezelése nem jelent lényeges különbségei é Í 
többnyire csak ilyen esetekben alkalmazták sikerrel a Da,ntzig-Wolfe algorit
must is ([l]). Ide kívánkozik még az is, hogy több esetben az Aí mátrixok egy
részében viszonylag alacsony 8 nemzérus sorok aránya.

Vegyük majd észre még, hogy a (2.2.) alatti megközclltéabcn a szektorfol
adatok méreteivel nincs ilyen ,,baj".

(2.2.) Gyakorlatban egy másmilyen visszavezetés után a,lkalmaztuk a7. 
tt!goritmust lineáris programozási feladat megoldására ([GJ). Az adódó algorit
ö  Í lényegében a Benders-fele eljárás ([2]) lineáris esetben.

Hasonló ,,mély8égben" végezve ezen algoritmusnak a, [7]-ben javasolt eljá
rással történő összevetését azt mondhatjuk, hogy a bonyolultabb központi fel
adat kezelése az a többletráfordítás. amellyel eljárásunk esetében a végességet
elérjük.

Ha a lineáris programozási feladat paramétereinek A= [A 1AV l, e' = [e~, ca
illetve x megfelelő [x1, x2 l pru-t.icióját tekintjük, akkor
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sup{c~x1 +c;x2\A1x1 +A2x2 =h,x1,x2:2;0} =

= sup {e~ x1 s Í  [ { e~ x2 7 A 2 x2 = b - A 1 x1 , x2 ~ 0} 7 x1 Vx 0} =
= sup {c{x1 s inf {p'(h - A1 x1) Ip' A2 > e;} 7 x1 :_::;; ü } #: 

=--= sup inf p' C x 
?DDx : 

a: =) {x = (x1, 0) S X1 V O}'
}P = {p = {[ ? P ) y 7[ ? A2 ~x ca
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és

0 
= D~ -1J ·

E:zen megközelítést nyilván akkor célszerű alkalmazni, ha a p'A2 > e; fel
tételrendszer vagy duálisa jól kezelhető (pl. [5] esetén ez egy szállítási feladat
volt), vagy

At = [,l"A,,Oj, 
() ·.

mikoris az (1.7.)-belí P.2. feladat megoldása több kisebb méretű febdat meg
oldását jelenti.

Könnyű megmutatni, hogy az igy adódó eljárás - és így a Benders algorit
mus is -- oJymódon is származtatható, hogy a sup{ c;:x1 + c;x2 !A1x1 + A2x2 == b; x1, x2 6 O} foladat helyett duálisát, az inf {p'hlp'A1 6 e{, p'A2 V e;} 
feladatot oldjuk meg az eredeti Dantzig-Wolfe algoritmus egy némileg módo
sított változutával, moly alkalmazásnál a p'A2 > e; feladat a szektorfeladat.

A módosítás abban áJJ, hogy a központi feladat helyett mindig annak duáli
sát tekintjük és a központi feladatban megőrizzük azon változókat is, melyek
elhagyták :t bázist. Ennek következtében a Dantzig-- Wolfe algoritmus köz
ponti feladatának egy búzisi ru.nszformációja helyett eny lineáris programozási
feladat, megoldása, szerepel.

(1] szerint a DanLzig-Wolfo cljárásná! a, központi föladat ,,régi" változóinak
megőrzése, illetve minél töbh változó figyolembevétolo a számoláshoz szükséges
id{5 csökkenéséhez vezet. Való,,zínííleg ebben van az [5] -beli számítár; .,sikeré
nek titka" is. Mindenesetre jó lenne ezt pontosan tudni.

( Beér kezet I : I 9 7 0. szeptember 7.) 
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AN ALGORITHM FOH THJ£ SOLUTION 01<' POLYHl~J)J~AL UAME::-i

The paper deals with the solution of th<.: so-called polylrr-rlru.l game being a sort. of
generalization of the notion of the two-person 0-sum matrix game. Tho algorithm suggest
ed in the first part of tho paper is a series or solucions of linear programming problems.
The second part is a certain inverse of tho foregoing: the upplicat.ion of the algoriLhin to
the solution of poly] iedral games which are oq uivalont to t.he Iineur programming problem
and some statements in connection with deoomposit.ion mnthor!s having dorived front tho
above algori thm.

AJffOPvlTM .Un5l PEllJEHJ.151 nOJ11,J3,U3PJ--lblX vlrP

CraTb51 ::!31Hl;\lilCTCil rel.UCHHC~l T31{ llél3hlfülC,\l\,IX IIOJIH3~(:-lplll,JX Hl'[), np011CXO/()llJ~IIX IG:11(
HC!<OC oűotuneaae rl01151TH51 Mi.lT[)HllHOH Hrpbl nuyx JHILl C HYJJCIJOi,i cyMMOÍi. TTpCt(JlH1'3CMbl~Í U
nepnoü 11aCTH crart.a anropara 511lJl,ICTC51 cepncil pemeuus 3a/(él'l JJHHCHJ-101"0 npurpaawapo
llél!IH51. BTopa51 'l3CTb 5113Jl5}eTC51 onpC/_\CJINIHWM TTOBOpil<il1Da1111eM ncpnoro: npHMCHCIIHC aJJJ'O
pHTMa .l.(Jl,1 perueunn T3l(HX nonaanapuux arp, l(()TOpi,IC 31(8Hfl3JICIITHbl :JaJ.(a<ICfÍ JIHIICHJIOIO
nporpílMMHpOB3HH51 H IICCl{OJlbl,O yCT3110BJlCHHH B CRHml C T31frlM ofípa30M II05lllJlfl!OlllHMHC,1
}iCKOMíl031,fL\HOHHblMH MCT0.[13Mll.


