STAHL JANOS

Algoritmus poliéderjatékok megoldasara

Bevezetés

Az alibbiakban targyalandé algoritmus tulajdonképpen rendkiviil kézen-
fekvé médja poliéderjitékok megolddsdnak: noha a [10]-ben bevezetett linedris
programozdsi feladat explicite dltaldban nem ismert, megolddsa — amennyi-
ben egyaltalan létezik — tobbnyire lényegesen kisebb méretii linedris progra-
mozisi feladatok egy sorozatdnak megolddsival meghatarozhaté.

Az 1. fejezetben ezt az eljardst targyaljuk, 2-ben pedig két olyan specidlis
poliéderjitékra torténd alkalmazasaval foglalkozunk réviden, amelyek ekvi-
valensek a linedris programozasi feladat megolddsaval: igy kiilsnféle dekompo-
zicids eljarashoz jutunk.

Az alkalmazott jelolésmaod: félkovér kisbetiivel oszlopvektort, feliil vessz8vel
sorvektort, nagybetiivel matrixot jelolink. Az elemek valds szdmok, a mérete-
ket, dimenzitkat kiillon nem hangstlyozzuk.

i [

(oﬂ o, €) hirmast, ahol A; = {x' ~aj} AP s, = {y|dy <
< a,} 5% # konvex p()]lcderek pohcderjatéknak nevez7uk

Logyen = qup inf x" Cy és8 v, mfsup x" Cy. Mint az belathaté ([10],
Hi o oA
[11}). mindig fenndll a kovetkezs né gy eset valamelvike:

(E151) o L Wy = vy < + oo
(1.2.) — oo =w; =,

(1:3,) vy = v, = + i<

(1) wy = 00, Uy - 0o

(1.1.) esctén v, 6s v, definiciéjaban inf (_,S sup hclvctt min és max irhaté és van
olyan X' €}, y Ec}l par, amelyre min x’ Cy = x’ Cy = max x'Cy. (Egyébként
ofl

q}l 2
a kovetkez6 algoritmus, illetve annak verifikdldsa is lényegében kiadja a fen-
tieket).

A toviabbiakban definidljuk az (1.5.)—(1.8.) eljardst, amely véges szdmi
lépésben eldonti, hogy egy adott poliéderjiték esetén (1.1.)-gyel vagy vala-
melyik tovabbi ,,kivétvles esettel van-e dolgunk, illetve (1.1.) teljesiilése esetén
megadja a fenti X’ €/, és y €ofl, pirt.

(1.5.) Legyen @, tetszGleges of{-beli extremdlis elem, ahol ofl; kanonikus fel-
bontéséban ( ([4], [8] ) A 3010]1 a korldtos, o pedig a kiap komponenst Mint-
hogy R, +< ¢, ilyen van.

(1.6.) Tegyiik fel, X| . .. X, €Rf és Xy, . .. Xy €R{extremdlis elemek mér
ismertek.
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Tekintsitk a kovetkezd linedris programozasi feladatot:
~ i
XjCy+v<0

j=1,2... k=K

P 1. :;?‘}Cy <0 P> max.
jam b, e B
Azy‘_"a._,,.

Ha ezen feladatnak nincs lehetséges megoldasa, az eljards végetér, az (1.2.)
vagy (1.4.) esettel van dolgunk.

Ha a feladat nem korlatos, legyen y,€ofl; olyan extremalis elem, melyre
X[Oy, >0 és %}C’yk — 0 minden P.1.-ben szereplé X; és ?}—re és v = 4 oo.

Ha P.1.-nek létezik optimilis megolddsa, legyen y, €fd egy extremélis opti-
malis megoldds és jeloljiik »{?-val az optimumértéket.

(1.7.) Tekintsiik a kovetkez§ linedris programozési feladatot:

E. 2. x4, > a} x’Cy,— min
Ha ezen feladat nem korldtos, legyen v = - oo és x;, |, €17 olyan oxtre-

malis elem, hogy x/. Uy, -7 0. Ellenkezé esetben legyen x; ,, €/ P.2. egy opti-
mélis extremdlis megolddsa és vf az optimumérték.

(1.8.) Ha o{® = + oo és o =~ 0, az eljards végetér, az (1.3.) vagy (1.4.)
esettel van dolgunk.

Ha »{® = o véges érték, az eljaras végetér, az (1.1.) esettel van dolgunk.

Mds esetben legyen X;_ -y, = X;, ha x/.; €4, Xpy; = X4y, ha x,,
€My . Folytassuk az eljarast (1.6.)-tél £ helyett £ 4 1-gyel.

A fenti dllitasok a kovetkezGképpen lathatok be:
ad (1.6.) Ha a P.1, feladat nem oldhaté meg, akkor tetszéleges y €ol,-re vala-

mely 1 < § < k — k'-vel ?}Ay < 0. Minthogy ¥, €Ay, ilI:f x'Cy

= — oo minden y €ofl,-re, tehdt v, = — .
ad (1.8.) Ha o -0, akkor tetszileges x' €ofl;-re x'Cy, 0. Minthogy
v = 4 oo folytdn v, €ofls, azért sup x'Cy = 4 oo tetszdleges
o,y

x’ €A -re, igy v, = - co.

A v = o véges érték esetben vezessiik be a kivetkezd jeloiéseket.

Legyen x" = t'X, ahol X az X7, ... X,_,» X| ... X/ sorvektorokbol

alkotott métrix, t" a P.1. feladat egy dudlis optimdlis megolddsanak

elsé k& komponenséhdl alkotott vektor és y = y,. Kkkor x' €, és

P.2. alapjan min x" Oy = »f. Mésrészt P.1.-re a kiegészits eltérések

A,y

tételét ([8]) alkalmazva, x' Cy = o9, és tetszbleges y €, re X' Cy

), igy max x' Oy — o0 Tehét o most definialt X’ és y valéban

szolgdltatja az (1.1.)-gyel kapesolathban emlitett elempért.

Minthogy P.2. extremdlis megolddsainak széma véges és egy extremdlis meg-

oldés ajbéli megjelenése olyan esetre vezet, mikor az eljiras befejezidik, az
(1.5.)—(1.8.) eljards véges szami lépésben végetér.
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Kzzel kapcsolatban egyrészt azt kell meggondolnunk, hogy egy P.1.-ben
szerepelt X' €7 nem ad6édhat ajra P.2. megoldasakor, hiszen ekkor X' Cy, < 0-

nak kellene teljesiilnie, mig P.1. szerint XCy, > 0. Misrésat, ha egy P.l.-ben
mér szerepelt X €off adédna tjra, akkor P.2. alapjén of = X'Oy, < X' ,Cy,,
j=1,2,...k—k-ra. Amennyiben most y, €ofl§ akkor P.1. alapjin ebbdl v{) =

= X'Cy, is adédik, azaz v{= o{) véges érték. Ha viszont y, €ofls, akkor
(1.6.) szerint {9 = 4 oo és X'Cy, >0, azaz v = 4 o és v§? > 0 teljesiil.
(1.8.) szerint mindkét esetben befejezidik az eljaras.

Kzen rész lezardsaként a kovetkeziket jegyezziitk meg:

(1.9) Nyilvan o > of+D | | = o = of9),

(1.10.) A k. képésben szereplé P.1. feladathél elhagyhatok a £ + 1. Iépésre
mindazon feltételek, amelyek nem egyenlségként teljesiiltek a k. lépésbeli
optimélis megoldésndl. (Ha a k. lépésben ilyen egyéiltalan volt).

(1.11.) Ha megengedjiik, hogy ofl; = 0 vagy ofl, = ¢, akkor az iires szdmhal-
maz supremumara, illetve infimuméra vonatkozé szokdsos definicié alapjan
meg kell engedniink azt a lehetdséget is, hogy v, = + oo és v, = — oo. Ekkor
(1.5.)-ben egy linedris programozasi feladat megoldasdval x, meghatérozhato,
vagy az adodik, hogy ofl; = 0, amivel a most bevezetett esettel az eljards véget
is ér. Kz utébbi eset dllhat fenn akkor is, ha & = 1 esetén P.1.-nek nincs lehet-
séges megolddsa.

(1.12.) Az eljardssal kapesolatban elmondottakon nem véltoztat, ha of <

+ oo esetén 1.7. helyett xj,-t off; olyan extremdlis elemeként definidljuk,
amelyre x/ , Cygzo{. Ekkor v{? = x;, ,Cy, sziikséges a kordbbi definicié he-
lyett.

(1.13.) A k. lépésben szerepl6 P.1. feladat bévithets a &k + 1. lépésre — az
X;41-hoz tartozé feltételen kiviil — tetszéleges x” €ofl-nek megfelel6 —x'Cy +

I » < 0 feltétellel, illetve tetszdleges sok ilyen feltétellel.

(1.14.) Ha o, és oA, korldtos poliéderek, azaz i = @ és My = 0, akkor az
algoritmusbél ezen utébbi halmazokkal kapesolatos lehetGségek elhagyhatdk
és amennyiben nem iires polié¢derekrdl van szd, mindig az (1.1.) esettel van
dolgunk.

2.

. . ’ . ) ) ~
Tekintsitk a sup{e’x|dx = b, x > 0} linedris programozdsi feladatot.

(21.) Ha A =[4,...4,], ¢ = [¢f, ... ¢,]|a feladat paramétereinek egy
particioja és x = [xy, . . . x,] a valtozok megfelels particidja, akkor a fenti fel-

adat nyilvan ekvivalens a kivetkezdvel ([7]):

sup{z e x| Az =b, x> ()} =
g l

- sup : 2 sup{eix;| A;x; = b;, x; > 0} !be = b} =

] i

~sup{ Y inf{p;b;[p; A, = ¢/} 3'b, — b} — sup inf p'h
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ahol
' |
H=1b =|b || Xb; =b
és
P={p =(...p...) | Viipi A, =¢}}.
Hallgat6lag feltettiik, hogy + oo 4 (— o) = — oo

B nyilvdn nem iires és mint egyszeriien belithaté § -~ ¢ teljesiil, ha egyetlen
i-re sines olyan x;, hogy A4; x; = 0 és ¢jx; > 0, ami gyengébb, mintha az ere-
deti linearis programozdisi feladat korlatos voltat tennénk fel. (Kgyébként 14sd
az (1.11.) alatti megjegyzést).

Ha az (1.5.)—(1.8.) algoritmust alkalmazzuk ezen poliéderjiték megolddsira,
akkor az (1.7.) lépésben a min {p/b;|piA; = > ¢{} feladatokat, vagy max
fejx; | Ax; = by, x; > 0} dudlisaikat kell megoldanunk, mig az (1.6.) 1épésben
LS ALk i e f ; 5 ’ §Y

szerepl P.2. feladat max{»|p/b > v, .. ?{b > 0,..., bed}. (A dudlisra valé
attérés lehetdségét most és a kiovetkez6kben mint egy konkrét esetben alkal-
mazhaté eszkozt tekintjiik).

Ha az eredeti feladat a Dantzig-— Wolfe-féle dekompoziciés eljaras ([3])
targyaldsandl | szokdsos” -~ de mindenképpen érdekes és fontos — max

v ’ o . @
x| Ax; = by, Dx; = d;, x; > . ; i -
{% ¢i "214 A x, DUty A 0} feladat és az elGbbi particié az x;-knek

megfelelden torténik, a fenti & definiciéjihoz nyilvin elegendd csak a ,,kozos”
feltételekhez tartozé jobboldalt felbontani. A |, szektorfeladatok™ mérete az
(1.5.) —(1.8.) algoritmusndl nagyobb, mint a Dantzig-— Wolfe algoritmusndl,
a kitllonbség a kozos feltételek szima. A kozponti feladat is nagyobb ennél az
algoritmusndl és dltaldban egy feltétellel még novekszik is minden lépésben.
[Lasd még az (1.10.) és (1.12.) megjegyzéseket |.

Ezzel kapcsolatban —  szdmitastechnikai tapasztalatok vagy tovabbi
elmélet hijjan — csak annyit, hogy ha a kozos feltételek szama nem tal nagy a
szektorfeladat(ok) feltételei szaméahoz képest, a Dantzig — Wolfe algoritmushoz
képest nagyobb szektorfeladatok kezelése nem jelent lényeges kiilonbséget és
tobbnyire csak ilyen esetekben alkalmaztik sikerrel a Dantzig — Wolfe algorit-
must is ([1]). Ide kivankozik még az is, hogy tobb esethen az A; matrixok egy
részében viszonylag alacsony a nemzérus sorok ardnya.

Vegyiik majd észre még, hogy a (2.2.) alatti megkozelitéshen a szektorfel-
adatok méreteivel nincs ilyen ,,baj”.

(2.2.) Gyakorlatban egy mésmilyen visszavezetés utdn alkalmaztuk az
algoritmust linedris programozdsi feladat megoldasara ([5]). Az ad6d6 algorit-
mus lényegében a Benders-féle eljaras ([2]) linedris esetben.

Hasonl6 ,,mélységhen” végezve ezen algoritmusnak a [7]-ben javasolt elji-
rassal torténd osszevetését azt mondhatjuk, hogy a bonyolultabb kézponti fel-
adat kezelése az a tobbletraforditas, amellyel eljardsunk esetében a végességet
elérjiik.

Ha a linedris programozdsi feladat paramétereinek 4 = [A4,4,], ¢’ = [e], €3],
illetve x megfelels [x,, x,] particidjat tekintjiik, akkor
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sup{e;x; + 3%,/ 4, x; + Ayx, = b, x;,x, >0} = |
= sup {e;x, + sup{e;x,| 4,x, =b — 4, x,,x, 2> 0} |x, >0} =
=Sup{clxl+mf{l’( - Ay %) [p Ay = e} xy :'i;o} E=

sup infp’ Cx
a s

ég
. i
O - 0 ¢
b 4,
lzen megkozelitést nyilvan akkor célszeri alkalmazni, ha a p’'4, = ¢} fel-

tételrendszer vagy dudlisa jol kezelhetd (pl. [5] esetén ez egy szdllitdsi feladat
volt), vagy

0

mikoris az (1.7.)-beli P.2. feladat megolddsa tébb kisebb méreti feladat meg-
olddsat jelenti.

Konny{i megmutatni, hogy az igy ad6do eljaras — és igy a Benders algorit-
mus is - olvméd()n is szdrmaztathatd, hogy a sup{ex, - C°X2]A1x1 + A‘,x, —
= b; x,, x, > 0} feladat helyett Llua,llqa,t az inf {p'blp’A, > ¢f, p'4, > ¢}
chulMot uldulk meg az eredeti Dantzig — Wolfe ngnutmus egy némileg médo-
sitott valtozataval, moly alkalmazésndl a p'A4, > ¢ feladat a szektorfeladat.

A m6dositas abban all, hogy a kiozponti feladat helyett mindig annak dudli-
sdt tekintjiik és a kozponti feladatban megérizziik azon véltozékat is, melvek
elhagytik a bazist. Ennek kisvetkeztéhen a Dantzig-— Wolfe algoritmus koz-
ponti feladatdnak egy bizistranszformacidja helyett ecy linedris programozési
feladat megolddsa s/u'('pci

[1]szerint a Dantzig— Wolfe eljardsnal a kizponti feladat ,.régi” valtozéinak
megdrzése, illetve minél tobb viltozo figyelembevétele a H/amolashn/, szitkséges
1d6 (H()](](bll(,H(‘h(’A vezet. V(lllh/l]lll](‘g ebben van az [5] -beli szamitas , chré—
nek titka' is. Mindenesetre j6 lenne ezt pontosan tudni.

( Beérkezell : 1970, szeptember 1.)
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AN ALGORITHM KFOR THE SOLUTION OF POLYHEDRAL GAMES

The paper deals with the solution of the so-called polyhedral game being a sort of
generalization of the notion of the two-person 0-sum matrix game. The algorithm suggest-
ed in the first part of the paper is a series of solutions of lincar programming problers.
The second part is a certain inverse of the foregoing: the application of the algorithm to
the solution of polyhedral games which are equivalent to the linear programming problem
and some statements in connection with decomposition methods having derived from the
above algorithm.

AJIT'OPHTM IUJlst PELIEHWS! TTIOJIMDIOPHBIX HI'P

CraThsl 3aHHMACTCH PEIICHHEM TAaK Ha3bIBACMLIX TOJMIOPHLIX HI'D, MPOHCXOJSIIHX KAK
Hexkoe 00001eHHe TOHATHSE MATPHUHOM MIPbl JIBYX JIMI{ ¢ HYyJiesoii cymmoii. Tlpejuiaraemolii B
NEePBOH YACTH CTATLH AJINOPHTM SIBJISICTCS CEpHEli peleHust 3ajay JHHEHHOr0 nporpamMmmupo-
BaHusi. Bropasi 4acTh sIBJISIETCSI ONPEJICJEHHBIM MOBOPAYMBAHHEM MEPBOIO: NPUMEHEHHE AJIro-
PHTMA JUIsl PEIeHHs] TAKHUX TOJIHJOPHLIX HI'P, KOTOPLIC SKBHBAJIEHTHBI 3ajiaueil JIMHCHHOI'0
NPOrPAMMHPOBAHHS H HECKOJILKO YCTAHOBJICHHH B CBSIBH € TaKHM 00PasoM TOSIBIISTIOU{HMHCSE
JIEKOMITO3HI[HOHHBIMH METONAMH.



