
SZÉKELY BÉLA

Mátrixok egy speciális diadikus felbontása és ennek 
néhány alkalmazása az összehasonlító elemzésben 

A cikkben Xy matrixok diadikus felbontásáról szóló általános ismertetés után
először bemutatjuk egy A matrix olyan speciális felbontását, ahol a keletkező
diádok sor, illetőleg oszloptényezői az AA' illetőleg az A'A matrixok saját
vektorai. ö második részben megpróbáljuk magyarázni ezen felbontásból
keletkezett diádok, mint segítőeszközök. használhatóságát az öaszehasonlit ó 

elemzésben.

Bevezetés 

Röviden ismertetjük a matiixok diadikus felbontását és a későbbi bizo nví­
tásokban használatos jelöléseket, fogalmakat, tételeket.

A bevezetésben mindvégig Bgerváry Jenő L2], illetőleg [6] munkáira támasz­
kodunk, ezért Xz egyes tételek, bizonyítások forrását külön nem adjuk meg.

Diadikus szorzaton értjük azt O[ D mat rixot , amely úgy áll elő, hogy eg_v sor­
vektort. szorzunk halról egy oszloppa] a következő szabály szerint:

8 = 1. 2. . ., [ 
u s g r-sctén d., e'm.8t n ; 

9 = l, 2, ... 0 E 

f űy A matrix diadikus felbontá,,á,n értjük ,1,z A matrix

"A · 2,' " =!~u 
O· S 

(l) 

alakú előállí.táflát, ahol A tctszólegca n X m-es ma.trix, u 1m ;" g~ g -- -g '=76 11 elemű
oszlop, v 8'm v gm EEE m v '1p m elemű sorvektorok. (1)-ben k-ra nem teszünk fel
k > O-n kívül más feltételt, í g y a felbontás nyilvánvalóan nem egyértelm ű.

Felfrható egy telszőlogcs A mn.trix minimális számú diád összegeként is.
Legyen A egy r ra,ngú matrix. Bontsuk ezen A mutri xot egy r rangú B és

Cí x r rangú C' matrix szorz:dár,t ú í xy üGí b 

A BC' 
r 

=V m 
y: 2 · q · t 'O· j 

teljesüljön, ahol ;" u vektorok .B oszlopai v V vektorok C' sorai i = 1, 2, ... , r.
n oszlopainak, illetve C' Rorainak száma tehát r.

Az előző felbontást, ulkulmas módszer segítségével elvégezve A matrix rangja
automatikusrm adódik, ezért sokszor éppen az ol6állító diádok minimális számát
tekintik a mng definíciójánnk.
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A minimális diadikus felbontásra bemutatunk ezv módszert:e,.,
Ha A rangja ,J (A) ÓÓlÓ l, akkor van legalább egy O-tól különböző Xn} eleme.

Képezzük az

,-au a13 aly alm 
-

[a/Jl a{Jn] aly afJ2 

mí ómm E 
a2y a2m a2r

ó E E {Jy . .

a/Jl ... apy a{Jm 
a,,t an~ any a/lm a"Y- 

. 1
ah 0 1 - ó77 ó1r mm 

ah ah v ó½ 0 

0 0 0 v =Át =l I 

a;,l a~2 v óVm0 

különbséget.
Az így nyert A1 matrix egy sora és egy oszlopa csupa O elemet tartalmaz,

a többi eleme pedig az A matrix elemeiből képzett másodrendű determinánsok.
Ha a fenti eljárást alkalmazzuk A1 majd 11 keletkezett A2, A3, stb. matrixokra
r lépés után, ahol r az A matrix rangja, 0 rnatrixhoz jutunk, s ezzel a felbon­
tásnak a végére értünk.

Egy adott A mátrixnak minimális számú diád összegére való felbontása az
előbbiek szerint, mivel a generáló elem tetszőleges, nem egyértelmű. Kimutat­
ható azonban, hogy ha egy A= UV' minimális olöállítá» már ismert, akkor
abból az összes minimális előállítások az

A = (UM) (M-1V') 
alakban adódnak, ahol M tetszőleges r-ed rendű nem szinguláris matrix.

A minimális diádfelbontás tehát feltételezi, hogy minden egyes leválasztott
diád az eredeti A matrix rangját eggyel csökkenti. Egerváry kidolgozott egy
olyan rangcsökkentő eljárást, amely a diadikus felbontás általánosításának
tekinthető.

Az eljárás a, következő 7%00 á0E alapul:
Ha valamely A rnatrixból levonunk egy eEw ' diádot, A rangja akkor, Ó 5 csak

akkor csökken eggyel, ha az u v ' diád

g ] x y ; A 
" Í : yyy 

y ; Ax 

alakban írható fel, ahol :t: és y tetszőleges, csupán az y 'wx U 0 feltételt kielégítő
vektorok. Ezek szerint, ha kiindulunk egy tetszőleges r rangú A mutrixból,
azt r lineárisan független diád ösazegére tudjuk bontani az

A _ A _ ] k x k y =g] k 
S>· a ú k g 

q! g] k x !i 
6 = I, 2, ... , r 
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rekurzív eljárással. Az eljárásban A1 = A és xk, q k tetszőleges, csupán az
y ;~ ] k x !g U 0 feltételt kielégítő vektorok.

Ekkor Xy minimális diadikus felbontást a következőképpen kapjuk:

A = ""5' ] k x k y { ] k 
t:, y ug] lí x k 

Az xk = e1" yfc = efc választás mellett éppen X (2) felbontást kapjuk.
Jelöljük a kvadratikus A matrix diagonális elemeinek összegét, nyomát,

sp A-val, az összes elemei négyzetösszegéhől vont négyzetgyököt, a mátrix
euklideszi norrnáját pedig I IAI I-val. További bizonyításainkban többször fel­
használjuk a következő két összefüggést: '
I.* SSöajl = sp AA' 
2: u sp AB = sp BA 
melyek megtalálhatók a [4] illetőleg [5] munkákban.

Egy speciális diadikus felbontás. 

Tekintsük az A matrix ö \ áz á\ 

A= u il ; g R 
alakú elöállitása.it.

Az előbbiek szerint az ilyen előállításokban

á=8 I = á=ö I ú 1 

akkor áll fenn, ha uv' felírható

, Awz'A 
;l l Í = ---

z'Aw

alakban, ahol w és z tetszőleges, csupán a

z'Awc/=O

=: I 

=2I 

=PI 

feltételt kielégítő vektorok.
Vizsgáljuk meg Xz A matrix olyan =: I alakú felbontását, amelyekre =2I és =PI 

is teljesül. Nevezzük az ilyen előállításokat rangcsökkentő diád-leválasztásnak.
Mivel (2)-Lől kitűnik, hogy az ilyen diádok meghatározása nem egyértelmű,
módunkban áll az u sl ; diád rangcsökkentö hatásán kívül még más feltételt is
előírnunk rá.

Be fogjuk bizonyítani a következő tételt:

Tétel: az A matríxnak

A" = u!! +1 vfc+1 g AH1; SS A"+i II = min (6.a)

A0 = A, alakú rekurzív diadikus felbontása esetén az u" az AA' av" pedig az
A' A matrix sajátvektora.
A tétel bizonyítása előtt bebizonyítunk két segédtételt.

I*
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1. segédtétel Az

/ é É ÉRK} 5 É Kö 

A= !! v ; g R 
felbontás uv'-ben egyértelmű.

Bizonsjitáe : Átrendezve (3)-at

IIRII = min (6 

.R = A - u v ;g 

mindkét oldal norrnanégyzetét véve

II R 11
2 = II A - u v ; 112 = sp [(A -- u v ;~ (A' - v u ;~ö (7)

az ismert 1 * összefüggés alapján.
Minimalizálnunk kell tehát a (7) jobboldalát. Feltételezve, hogy n rögzített

vektor, határozzuk meg v-t úgy, hogy (7) jobboldala a minimumát vegye fel.
Elvé}~ezve a kijelölt műveletet (7)--ben, majd egyszerűsítve:

.F =//A - uu' 112 = sp AA'+ sp u ;u v ;v y 2 sp 1-1,'Av,
Deriválva v szerint az

Fi= spAA' g u ;m =v y Au ;]- v 

k itcjezést:

aF ( AA' , , - = sp g u u v u av 
EOTO6 C6 hely keresés esetén

2 u ;] v ~. -= 2 · u ;u v ; 2u'A.

a]' / I- = 2 u ·uv 2 u'A ~ 0,
av 

ó, ez teljesül, ha

u'A ?,/ ··· úúú 
! g!g;u 

=( I 

Vizsgáljuk továbbá, hogy az így kapott v rögzítése mellett milyen u értéknél
veszi fel (7) jobboldala minimumát. Helyottesíteük vissza (8)-at (7)-bo:

SS R jol = sp [ (A - u~¼.) (A' -- A'~u') j ·ú 
" ! yl ;" ! ng 

(AA, ] ] ;u u ; ! u t; ] ] ; u u ;] ] ;u u ;~ = sp - S ú o -1- S • • 

! !gu u u. =CtCI l 

Képezve tagonként a nyomot és a negyedik tagrn, ,tllrnl muz va a, 2* összefüggést,
rnajd egyszerűsítve:
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] második tagra alkalmazva az előbb említett tételt, mivel az konstans

"R ,,,, AA' u'AA'u. SO SOú = sp - , ,
i t u 

AA' matrix pozitív szemidefinit lévén sp AA' ~ v és

u'AA'ii > v k 
u ;u y 

=) I 

='v I 

(9) akkor veszi fel minimumát, mikor X ='v I Rayleigh hányados felveszi a
maximumát. Ez pedig akkor következik be, ha u az AA' matrix legnagyobb
abszolút értékű sajátértékéhez tartozó sajátvektor. Felírható tehát v az előb­
biek alapján

AA'u = au

Regít"légével

1 A'AA'u 
Í : y yyy 

a u'u.

a lakban, amelyből kitűnik, hogy 1, visazahelyettesítésével

av= A'Av 

szerint, v saját.vektora az A'A matrixnak. [gy bebizonyítottuk, hogy a (ü)
felbontás uv'-ben egyértelmű.

ö teljes felbontás egyértelműsége érdekében belátjuk, } ' Tí xÓ 

2. seqédtéte! Az uo' diád az A= uv' g R felbontásban a JR S S = 6 OT esetén
ra ngcsökkentő.

Rizmiy·/l1is: Be kell látni, hogy a (6)-ban előállt uv' diád előállítható

, Awz'A
" ?n ·úúú 

y'Aw
alakban. Lássuk he. hogy

a) A r' vektor z'A n.ln.k ú •

(8)-hól v ; u'A 
u'u 

é űúH ebből

u' Iúú ·· z 
· u ;u 

helyettesítéssel a kívánt eredményt kapjuk.
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b) Másodszor be kell látnunk, hogy az u vektor Aw alakú. Segítségül véve.
hogy u (6) teljesülése esetén AA' legnagyobb abszolút értékű sajátértékéhez
tartozó sajátvektor,

AA'u = (XU.

AA' :?: 0 ; ol :?: 0 lévén

ahonnan

l A'y ;l l : s" 
(X

helyettesítésével i1, tényleg Aw alakú.

e) Meg kell még vizsgálni, hogy

z'Aw :?: v 
teljesül-e?

{ '' I 

I

z' = .:!_ é \ 
n ;u 

l w = -A',u 
(X 

esetén
·11,'AA'u

z'Aw = --­
u ;n 

l amiböl rögtön következik (11 ), mivel éppen (10) kvadratikus able - -szorosá-
ol 

ról van szó és ='' I nem lehet zérus, mivel ='v I éppen maximumát veszi fel.
Bebizonyítottuk tehát, hogy a (6) előállításban szereplő uv' diád rangcsök­

kentő.
Ha már most a (G) típusú felbontást alkalmazzuk az R mataixru, majd rtz

íg_y keletkezett R1 mutrixra., stb.:

A --. ;l-l ! Í n g R1 
R = il2V2 g R2 

R,,_1 = u,..v;, g R" 

SS8 1ll=min
SS8 l jj· 6 űT 

(12) 

SS8 yy' ' 6 OT 
A megfelelő visssahelyetesltésekkcl az A matrix

Á y: i l ! Í ~ g " A! gi u g hhh g '/1,"V;, g R" (13) 

alakú diadikus felbontását nyerjük, nrnoly előállítás éppen megfelel (f-i.a)-nak
és mivel X 2. seqédtéiel szerint

C=8 f I = C=8 ,k' I ú 1,

le = e(A) esetén R,, = 0.
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(IB) az A matrix egyértelmű minimális számú diádfelbontását adja.

Lássuk ezek után a főtétel bizonyítását.
A főtételben azt mondtuk fOy hogy a (12) felbontás esetén az u k g v k vektorok

az AA' illetőleg az A'A matrixok saját.vektorai. Az első segédtételből láthatjuk,
hogy a (6)-os felbontásban - mely a (12)-es felbontás első lépéseként tekint­
hető - keletkező u, v' vektorok az AA' illetőleg A'A mátrixok saját vektorai.
Ezek után azt kell belátnunk, hogy a további lépésekben - most már a mara­
dék matrixokból - keletkező U1c, v~ vektorok szintén AA' illetőleg A' A saját­
vektorai.

Tudjuk 1:1,z első segédtételből, hogy az első diád u1 vektora az AA' matrix
legnagyobb abszolút értékű sajátértékéhez tartozó sajátvektor. Be kell bizo­
nyítanunk, hogy Oy' sajátvektora R1Ri' matrixnak is, méghozzá a S1 = v saját­
értékhez tartozó sajátvektora. Ebben az esetben u1 ortogonális OO2-re, amely az
R1R/ • matrix legnagyobb abszolút értékéhez tartozó sajátvektor, mivel
R1R1' sajátvektorainak normáltjai ortonormált rendszert alkotnak. Tehát
bizonyítanunk kell, hogy AA'-ből R1Ri' defláció útján keletkezett, vagyis

AA' --yxy' =RR;, 
ahol x, illetve y az AA' jobb, illetve baloldali sajátvektorai [5].

RiR; =(A_ uu.'A) (A'_ A'uu') _
u~, u'u 

E.lvégezve a kijelölt műveletet és alkalmazva az AA'u = S1 u-t,

( 14)

XüGj 

xy' = uu',

S1 
y=-.

u'u 

Tehát X leválasztott diád tényezői tényleg AA' jobb, illetve baloldali saját­
vektorai (AA' szimmetrikus lévén ezek egyenlők), így az eljárás tényleg defláció.

Most azt lássuk be, hogy u' tényleg saját.vektora R' R/-nek is. (14) szerint:

u 1 u u -a~-
u ;u ! 

Elvégezve a szorzást és felhasználva, hogy

au1 = AA'u1,

, AA' " ! " ~ " ! 
8 ' 8 ' � ' = ;" ! y S1úúú· ct ;" ! yy· •l " ! = 0.

! ! g;i n ! 
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Mivel R1R{ # 0 és n1 # 0 vektor, ez csak ?e = 0 esetén lehet igaz, amiből
következik, hogy it1 R1 R~-nek a ?e = v sajátértékhez tartozó sajátvektora.

Ebből következik, ha AA' sajátértékei nagyság szerint rendre av a:l y h• • y 

?egg akkor R1Rí megfelelő sajátértékei 0, a:l y axg -• - g a,. Folytatva a deflációt,
az RkR~, k = 1, 2, ... , r megfelelő sajátértékeihez tartozó sajátvektorai meg­
egyeznek. Ezzel tételünket bebizonyítottuk.

A konkrét számítások esetén a sajátvektorok megkeresését az úgynevezett
Myses iterációval végezhetjük. Az AA' illetőleg az A' A matrixok szimmetriku­
sak lévén sajátértékeik valósak és így az említett iterációs eljárás mindenesét­
ben alkalmazható.

A módszer alkalmazása az összehasonlító elemzésben 

Fenti módszer többek között, alkalmazhatónak tűnik időbeli változások =~jh 
struktúrák időbeli alakulásának) vizsgálatára, valamint keresztmetszeti elem­
zésre is.

Az időbeli vizsgálat esetén valamely gazdaság vagy a gazdaság valu.rnelv
része időbeli változásának közös jellemzőit keressük. Keresztmetszeti elemzés
esetén különböző gazdasági egységek (pl. iparágak, országok, stb.) egy azonos
időpontra vonatkozó állapotait hasonlíthatjuk össze.

A diádok rendkívül egyszerű szerkezetéből - sorai illet61eg oszlopai egyrnás
konstansszorosai - adódik, hogy az előbb bemutatott felbontás matrixok
belső arányainak feltárásához nagy segítséget nyújthat. l~ppen ezért alkalmas
lehet pl. input-output táblák belső arányuinak elemzésére is.

Eddig a módszert gyakorlatilag két esetben alkalmuzí.uk. Az egyik esetben
input-output táblák időbeli összehaaonlitásúau., - ezzel 11,z esettel a továbbiak­
ban részletesebben foglalkozunk. A másik esetben a gazdasági fejlődésre ,iel­
lemző idősorok elemzésénél vettük segédeszközül. Erről az elemzésről Rimler
Judittal írott cikkünkben szeretnénk réazloteaon beszámolni X 8zig1rnt egy
későbbi számában .

Folyamatban van ezenkívül og_y nemzet.közi input-ouí.put elemzés, melynél
a, g,tzdaságiiag hasonló on,zág-m;oportok kiválasz tásáuri.l ugyanc·,nd, 1-mgéd­
eszközként alkalmazzuk a bemutatott módszort..

] következőkben egy mogokloí (, folad,1,t ,tlapjú11 111ogpníhálj11k ismertetni
a módszer - ezen Ioludatru von.u.kozó kiiz,!!/tzdaRági intcrpretációjá.t.

A feladat a következő:
Adott egy gaz<lai-;ág, jelen esetben IVlagy,tron,zú,g I " táblúinak egy idősora

1959-től 19G<!-ig, öt szekt orban. Keresünk egy olyan L (! [E ! j{ >yy molynck olté­
rése (egy-egy konstans számma] való c;zorzú,H után) ;iz creclcíi Gí xúáí x időpont­
hoz [Xű[Gz ó tábláktól 6 OTO6 á jO\ h 'I'crttsünk lú minden űú jdj' · >í [á ÓúHO Gí xü � üX[ó 
mátrixot egy oszlop-vektorba, t'1g_v hogy :tz o~yrn-: azck torokat, roprozontáló
oszlopok egymás alá kerüljenek. ] !=- í í x koletl<0,,ő m,zlopok a,, ogÓH1/. népga,1da­
ság ráfordítisi strnktú rríját írják lo egy adoLt é b üáTh l~zei<et az og_yeR táblákból
keletkező vektorokat helyo,,;,,iik el MyaaH} matrixlm, mint oszlopolmt (l{tRd I. táb­
lázat).
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I. táblázat

A kiterített ráfordüási cgyüU!wtók matrixa

19i)9 1960 1961 1962 1963 1964

ipar 4145,6 4152,4 4174,4 4195,9 4184,6 4188, 7
építőip. 160,3 157,1 157,8 145,9 130,0 155,2

i,pa,r mezőg. 1191,5 1063,8 1066,6 1054,4 1037,4 964,(j
közi. 175,7 172,2 l 64,1 170,2 174,5 180,6
egyéb 206,2 186,2 lö2,5 153,2 159,4 l!í7,'.l

S •r•• 4331,0 3981,9 4330,9 4301,5 4359,9 4438,0
épít~ip. 161,7 144,l 164,l 161,5 160,0 173,5

f")fÍűJvp. mezog, 135,6 90,7 80,2 58,3 68,0 83,5
közl. 823,8 836,9 784,4 819,0 787,7 743,7
egyi',b 243,2 257,9 218,6 180,5 185,8 160,5

ipar 699, l 877,9 945,3 916,4 1129,2 1363,3
építőip. 65,6 68,9 60,3 63,7 76,3 79,1

mezéo, mezőg. 3346,3 3366,7 3499,6 3469,7 3246,3 3055,9
közi. 5,0 llí,O 29,7 16,1 16,7 17,1

[ egyéb 200,2 25.5,3 225,l 217,9 213,3 189,8

a ipar 3104,2 2919, 7 2893,8 2994,7 2756,6 2814,1.
építőip. 97,3 86,4 114,0 120,9 101,4 102,6

lcozlelc ..mill. mezőg. 130,4 126,6 110,fl 123,6 114,6 162,:}
közl. 102,7 72,6 73,5 79,6 76,6 79,3
egyób 89,2 109,2 81).3 78,0 86,2 ~):~,3

ipar 2226,5 1487,3 .1907,5 1792,2 ]909,4 líH3,G
építűip. 104,5 94,0 119,1 126,6 ]20,8 122,(j

eqyél., mezőg. 121,2 86,9 78,0 99,0 96,9 90,8
közi. 1341í,0 ]469,t 1478,8 1709,4 1633,3 1807,7
egyób :HAS : ÓjaZh' 267,4 262,7 276,2 1ö8.5

Ennek a táblá.nak az oszlopai tehát, ráfordítási struktúrák egy adott évben,
sorai pedig az egym, ráfordítási együtthatók idősorai.

Az így keletkezett a.lapmátrixot vizsgáljuk. Az első di[id leválasztása során
kapunk egy <[ diádot generáló osalopvektort 6s sorvektort. (lásd 2. táblázat).
Az oszlop-vektor jelenti ebben ,LZ esetben 11 közös ráfordítási struktúrát. A sor­
vektor azon konstansokat (.nllyolcat) tartalmazza, melyekkel végig szorozva a
közös ráfordítási struktúrát, ;-1,z eredeti ráfordítási struktúrák legjobb közelíté­
Hét f X~JCf egy-egy időpontban.

l~z az elsó diád tehát olyan matrix (e/!ymás 111e1lé írvu it súlyozott közö» rá­
Jordítáai struktúrákat. mint oszlopokat), melynek ii ráfordítási struktúrák
idősorától (alapmatrix) való eltérése normában minimális.

Ha már most az eredeti mabrixból le onjuk az első diádot - melyet nevez­
zünk cl első közr>/ílésnP!c - megkapjuk az dsd maradék-mátrixot. A maradék­
matrix oszlopai azt mutatják, hogy milyen mértékben tér el a közös struktúra
az egyes évekhez tartozó ráfordltáei struktúrától. Soraiból leolvashatjuk, hogy
az egyes ráfordítási együtthatók idősorai hogy követik a közös ráfordítási
struktúra ugyanezen együtthatóinak időbeli változását. ö maradék matrix
vizsgálata rendkívül fontos és nagy alaposságot igényel. Többek között ezen
matrix elemeinek nagyságából és clhelyezkedéséböl dönthető el. hogy érdemes-e



250 SZÉKELY BÉLA

folytatni a felbontást, érdemes-e keresni a maradék matrix közös struktúráját
vagy sem.

2. táblázat

Az elsó közös struktúra és az első súlyrendszer

ipar

ép. ip,

rnezóg.

kozl..száll.

egyéb

1959 1960

0,971:i 0,9262

ipar 4357, 7
ép. O~y 157, 7
rnozőg. 1110;3
köz!. 180,fí

S egyéb 178,3
S 
S 
S 

ipar I 4481,G
ép. ip. 168,0
mezög. 89,9
közl. 834,4
egyéb 216,7

ipar 103L,4
ép. ip, 72,0 
mezőg, 3478,3
közi. 17,3
egyéb 226,3

ipar 3043,0
ép. ip. 108,5
mezög. )33,ü
közi. 84,4
egyéb 94,7

ipar [GGTy\ 
ép. ip. 119,7
mezőg. 99,8
közi. 1643,3
Agyób 825,5 

1901

0,9668

106~ 198:l

0,9710 O,!ViGG

1904

0.0531

Mivel a módszer éppen a maradék matrix normájának minimalizálásán alapul,
előfordulhat, hogy az első diád leválasztása után a maradék matrix elemei olyan
kicsik lesznek, hogy belülesnek a mérési hibahatáron. Ebben az esetben a fel­
bontást nem érdemes tovább folytatni. Ez azt jelenti, hogy a struktúrák
időbeli belső változása olyan kicsi, hogy egy közös struktúrával lohet jellemezni
az egész időszakot. Amennyiben a maradék matrix még tartalmaz értékes infor­
mációt, úgy folytathatjuk a felbontást, most már ezen maradók mátrixra. Az
így keletkező diád '' közös struktúrától való eltérések közös strukt.úráját é 5 
ennek súlyait adja. Az így keletkező maradók: matri x új bóli vizsgálata után
folytathatjuk a felbontást, 6s így tovább.

Látható, hogy a, bemutatott felbontás megkönnyítheti számunkra a vizsgálni
kívánt struktúrák együttes időbeli alakulásának áttekintését.

Amennyiben az egyes leválasztáaoknál ke1etkez6 súlyvektorokra (sorok)
valamilyen formában t.rendgörbők illeszt.hetők, feltehetjük a kérdést: milyen
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lenne vizsgált struktúráink időbeli alakulása a jövőben, ha a különböző levá­
lasztásokban kapott közös ráfordítási struktúrákhoz tartozó súlyvektorok
engedelmesen követnék az őket legjobban közelítő amditikus függvényeket az
extrapolációs szakaszon is?

Ebben az esetben, ha a keresett extrapolált struktúránkat e;-vel az egyes
lépésekben keletkezett súlyvektorokat srvel, közös struktúráinkat krvel jelöl­
jük akkor e struktúrák

J

e;= J;s1(m+i)k1
J· j 

alakban állíthatók elő, ahol m az eredeti idősor hossza, l a leválasztott diádok
száma sJm g i) a j-edik súlyvektor i-edik extrapolált értéke.

Visszatérve az említett példára: a bemutatott konkrét esetben az első diád
leválasztásával már egészen pontos közelítést értünk el. A harmadik táblázat­
ban közöljük az egyes szektorok évenkénti kibocsátásait abszolút számban és

'.l. táblázat

Az eredeti és az első közelítés szerinti kibocsátások abszolút számban és ezek %-as viszonya

J 9j9 ' ' IYv 

eredeti 

S 
számított e/s% eredet i ssámitott e/s% kibocs. k.ibocs. kíbocs. kibocs.

ÓÓSyh • I)_ e. a. SZh e.

ipar 103 230 S l 0.5 866 102,5 112 067 111299 99,3
ép. ip. 4 2,;7 4 198 98,6 4 sn 4 37.5 97,0
mezőg. 4.5 957 43 ()46 95,6 44 846 43 127 96,l
közi. ) 223 íl 833 ]06,(j 10 308 10 018 97,2
egyéb () SföJ 4 l l P 90,6 7 380 6 322 85,G
M{%) !l8,7 95,0

J !)62 

fl. b. l e.

ipur 
~ n ú ip.
mezőg.
közi.
egyób
M(%) 

124 ú54
5 002

48 018
10 708

4 0: v 

125 145
4 958

47 327
10 899
6 830

100,4
99,1
98.(i

101,8
101,4
100.2

b.

ipar
ép. ip.
.n,ezl>g. 
közi.
egyél,
M(%) 

14-3 259
.í 042

ÓHT 00: 
12 301;
7 232 

14J 593
P l vY 

Pl 078
12 14k

7 0( v 

132 448
P M4 4 

4\l 629
11 678

Y Yl ( 

J 34 215
i5 226 

49 670
11 479

7 380

e.

J!)fJ:1

:1. . 

S 

S 
1964

----- ---- -
b. S , · b. S ____._ __.__ ____.___~ 

S 
S 

08,8
]02,7
102,(í
98,7

107,5
102,5

I 56 979
6 247

!íl 210
' : YP0 

0 0( l 

153 207
5 939

55 742
' l ) : l 
8 347

101,:-i
103,l
100,l
98.2

111,3
103,0

e.

97,6
95,0

108,8
91,7

107,2
100,6
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a közelített ráfordítási együttható táblákból az eredeti termelésekkel vissza­
számított kibocsátásokat, valamint ezek %-os viszonyát, mely egyben ,t köze­
Jítés pontosságáról is felvilágosítást ad.

Látható, hogy a közelítés elég pontos. Az extrernálie közelítési mutatók:
85,6% és 111,3¾. Mindkét érték az egyéb szektorban található, amiből kitűnik,
hogy e szektor ráfordítási koefficiensei tudják legkevésbé követni a közös
struktúra időbeli lefutását. A legjobban közelített év az 1961-es volt. A 4-. táblá­
zaton az 1961-es évi eredeti abszolút számos táblát az 5. táblán az ugyanezen
évhez tartozó első közelítés a bszolút számos tábláját mutatjuk be.

l. ipar
2. ép. ip.
3. mezőjz.
4. közl.
5. egyéb

bt t ó term.

4. táblázat

A;:; eredeti l űtil-e« abszolút számos tábla

I I II J. ~- I :l, 4. íl.

r 93 !OD I .í ;3:1:; I, 3(i;l r; 155 -r 4 íi\)4
I

3 519 581 40G 203 :rn:i
23 789 284 23 /.í56 197

I
Ul2

:16fil 2 777 200 131 :; 93H
:11124 774 I -~l !i Ifi!) O!")R 

I -
223 046 :J5 404 fi7 3 I 0 17 R 14 -I '.14 fil)K

I

Az e/.~,5 lcüzelilr!8ból msszaszúmolt J 961-cs abnzolú: suí,mos tábla

I 1. 2. :1. ,I.

i
l. ipar íJ3 \!64 14 (j\)4 fi 711 :j 24] 4 G:H)
2. ép. ip. 3 40] (>[8 4[iH 18(1 ~BG 
:l. mezőz, 2'.l 9:,)2 ~H5 22 n:ri :.l:JO 237
4. köz!. :l 881 2 8."í(l !(JS 145 :1 ooo
,), ogy6h '.l f\82 742 I 47:l I íi4- 7fi\J

A bemutatott ícladaí. rncgoldái-;{di61 keletkezett eredmények olomzéséVíl
ezen cikkben eltekintünk. A bcmututás célja ('811,l< H'./, volt , hogy szcmléletea li­
bon magyarázható legyen, milyen módon lehet ,1 f-!JlO(·i{dii, diadikus felbont/is
egy bizonyos felhasználás.t esetén az nbprna1rix<,1 l'H a kiizolí1{í diidnL (di:'t.do­
kat) értelmezni.

Világos, hogy korosztrnotszet i elemzés esetén a,'./, ·g_y('S gazdaHágok, orszúgol<
bizonyos azonos mu tatószúmrondszcioit if-! t<-l<j 11thctj i. k ogy mat.rix m1zlopu.i­
nak és ebben az esetben az elsó diád éppen a legtöbb küí',iif:, részt tartulmnzó
közös mutatóazárm-ondazert adja, mint oszlopot; a közös mu tatószámrcndazcr
egyeR országokra, gazdaságokra vonatkozó súlva.i lesznek a sorvektor ,·l<'mci.

( Beérkezett, /.970. [úniu« 2.1).)
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A SPF.X:JAL DJAme DECOMPOSJTlON OF MATRJCES A.l\D SOME Afl'LIOATIONS
IN COMI'Al'tATTVE ANALYSIS

The art.icle is in t.wo separate parts. fn the first part. tbc author provrn; t.ho following
propoaition: If H mnt.rix A ÍH dccompoE<ed into the sum of diadic products by the formula

A0 = A 
so that. LJ,o J~uclidou11 norm of Ak+i should be minimum -·- (',Jie 'U1c vectors arc propor-

1 ionate Lo tho eigonv<'cLors of matrix AA', and the vk vectors arc proportionate to the
r•igcnvccLors of rnut.ri x A' A. Fur+herrnorc, in this part an iterative method being similar
10· the Mysos iteration is given !01· the calculution of these uk and v" vectors.

Jn tho second pari,, makiru; use of the foot that u.ítcr the deduction of the diadie prn­
duct, u,v; from A ncoonliJ,g to tho above recursion the sum of the squared entries of the
remainder rnat.rix is minimum among all the detachable diads - the author considers
some fields of ana.lyais (Lime srn·it,s, inpu t-out.put matrices, comparison of structures)
whcro the invost.iput.ion of tile inherent eonneot.ions of the analysed systems can be made
ospccially easy when app1·oxirnating the system by a macrix with such a simple atructurens a diad. Bosi.Io the foregoing possib il it.ies or analysis the moaning of the fin;!, detached
.Ji11.cl iR nxpl,.1,inerl by t.he help or n. numnricul ex ampl» as wr-Il.

cnEl\kl.L\nbHOE ,Uk!A,UH4ECl{OE PA3nO)t{EHklE MATPVIU H HECJ{Onbl{O
nPMMEHEHHE :noro nPkl AHAnkl3E conOCTABJlEHHr!

CTaTh51 no;,1·,aél)[CJJ;JCTCH 11,1 )1JlC 11:lOJ!l!poo:nrn1,1x l{aCTH. B ncpnoi1 t(aCTH 3DTOp )101{i13blHaCT
c11é1w1m1ly10 TcopcMy: ccm1 MaTpnqy A e noMOLllhJO peKypa11011Ho/,í ,jJOPMYJlbI A"= 1111+, v'k+t> +

; A1c+1, !'):JC Ao= A paafüLBilCM 11a cyMMY /l.Ha/i T3I(, 4T0Őbl 3m(Jll1)].0Bil lfOpMa A/i+J 61,1110
~llff!HMilJJI,llOil, TOK)lil llCKTOf1hl /),,, IIJ)0110pl\H0fli1Jlbllbl co6CTl3CHHbJM BCl<TOpaM MaTpHL\bl AA' H 
JJCl(TfliJhl .,,k COÍJTJJCTCTUCHHO .1•13TJ)lll~bl A' A. TTOMHMO 3TOl'O n 3TOi1 tJaCT11 CTi1Tb51 )].aeT MTCf1,iUMOH­
l!bll:I c11oco6 )lJIH piiC'ICTa nc1nopo!l /I" II v,,, 1,0TOphii'i llOXO)J{ Ha wrep31\HIO Myscs.

Bo 1;TOpofi '1.tCTII, IICl!OJll,:J)'}l TO'!' lj)éll-:T, 'ITO cyMMa l(i33il,pi1.TOll, IIOCTpOCHHilH .in 3J!CMCHTOB
OCT:ITO'lllOií il1i1Tj1Hl~bl, OCTa1 u.1eiic51 nocnc Bbl'ICTa 113 Á /l.Hilj(a u,1:i' nOJIY4CHHOrn 113 npCí\bl/l.Y-
11.1,cro 11prJ11:JBC)1C!IIJ51 - MJIHl!,,~;1J1bll:lfl H3 BCCX OTí(CJlbHhlX /l.Hél/\OB, aBTOP noT(il3b1Uc\(:T HCCl(OJ!bl(O
T;11mx oG;;aCTcii 3H::1JH!3a (no )51)].l(OUblC J)5l/.1bl, M,1Tp111lbl input-output, conOCT3BJlCHHe CTpywryp),
l'J.l,C 11p11ÓJlll)l{CIIMC élH;lJIH31·1PYCMblX CHCTCM C llOMOlllblO MilTJ)lfü,bl Ta1zori npOCTOli CTpy1nypbl,
1(31( í\ll:'l/l, MO)!(CT tJpc:JBJ,ltJ3Hll0 06JICl'LJMTb 1!3Y'!CHHC BHyTpCHHm: Cll513ei'I CHCTCMbl. 1-lapmw C
ynoMmryTblMH B03MO)l(HOCTHMH <1Hi1Jnl33 C llOMOU{blO 'IHCJIOIJOl'O ll!)HMep;:i 3llTOp ocneuiaeT H
3H3'1Clll1C npenol'O OT/l_CJ111BIIICl'OC5l J(H3Aé1.


