BAGER GUSZTAV

Marginalis értékek a linedris programordsi feladatban

Az drnyékirat altalaban a linedris programozasi modellben szerepld korlat
értékelésének tekintjitk. Egy korlatozd feltétel arnyékara a korlatvektor egy
kompononsénok kismértékii valtoztatasahoz tartozo célfiiggvényérték-valtozas
nagysagat és iranyat mutatja meg.

Hasonlé értelemben olyan ar nyekarak&t is értelmezhetiink, amelyek jelzik
azt, hogy az egyiitthatéomatrix és a célfiiggvénykoefficiensek kismértékii vil-
toztatdsanak hatasara — a tobbi paraméter valtozatlansaga mellett — milyen
mértékben véltozik meg a célfiiggvény értéke. A linedris programozasi feladat
margindlis értékeinek ily médon valé értelmezése egy altalanosabb drnyékar-
fogalomhoz vezet.

Jelen cikkben a linedris programozasi feladat margindlis értckeivel foglalko-
zunk és A, C. Williams egy matematikai dolgozata,nak eredményei alapjan
[1]  olyan tételeket és formuldkat tekintiink at, amelyek a marginalis érté-
kek létezésével és kiszdmitasaval fiiggnek ossze.

gy cikkiink nemesak az drnyékar fogalma altaldnositasinak egy lehetGsé-
gét mutatja be, hanem a linedris programozasi feladat ewekenv%oéouok altala-
nosabb dld])()k()l] valé elemzésére alkalmas mddszert is leir. Az optimalasi ered-
mények elemzésében felhaszndlhaté eszkoztar gazdagitasara sarkall az a
gyakorlati vizsgilatainkbol ad6dé tapasztalat, hoov a hazai népgazdasiagi
programozasi szamitasok arnyékarainak lmtalnlltasa nagy.

1. A probléma felvetése

Adott egy linedris programozasi probléma a dualjaval:
I. max c*z, ha x>0, Az < b,
II. min y*b, ha y* > o*, y*4 > c*
Kérdés: adott H, j és ¢ esetén mit mondhatunk az
I.” max (c* + aé*)a, haw =0, (A+aH)x b+ ah
I1.” miny*(b + o b), ha y* > o*, y*(4 + a« H) > c* + aé*

linearis programozasi problémé,k célfiiggvényértékérdl (roviden: értékérdl), ha
« 0-hoz kozeli pozitiv szam.

Egy jelolést vezetiink be: legyen 4 az el6bbi m x n-es matrix, b m-dimenziés
oszlop, ¢* n-dimenzids sorvektor, és
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(1) 4=

4*



52 BAGER GUSZTAV

Legyenek tovabba:

S(A) az 1. primil probléma megengedett megolddsainak halmaza,

T(4) a IL. dudl probléma megengedett megolddsainak halmaza,

Sy(4) az 1. primal probléma optimélis @, vektorainak halmaza,

Ty(A) a I1. dudl probléma optimélis y, vektorainak halmaza.

A linedris programozas ismert alaptétele szerint, ha S,(A4) vagy Ty(4) egyike
nem iires, akkor a masik sem és y*b — c*x,. ibben az esetben azt mondhat-
iuk, hogy 4 megoldhaté ésa program értéke c*w, — y¥b. Kzt az értéket jelol-
jik ¢(4)-val. p

Legyen most H egy m ¥ n-es matrix, 5/ m-dimenzids oszlop, é* n-dimenziés
sorvektor, és )

1 )
(2) H = [ I .

é* o

A H matrixot perturbdcids matriznak fogjuk nevezni.

Legyen o — 0. Az (4 + afl) matrixhoz tartozé linedris programozdsi fel-
adatot vizsgdljuk. Amennyiben a feladatnak van megolddsa, definidlhatjuk a
kovetkezs f(o) fliggvényt:

(3) f(a) = ¢(A + « H),

ahol a ¢ fiiggvény, mint a fentickben bevezettiik, a linedris programozési fel-
adat értékét jelenti.

A fiiggvény értelmezési tartomédnya az olyan «-k halmaza, melyekre a meg-
felel6 So(A + «H) és To(A + «H) halmaz nem iires: azaz, melyekre (4 +
+ aH) megoldhato.

Mivel benniinket az érdekel, hogyan viselkedik az f(x) akkor, ha az « , kizel”’
nulla, megvizsgilhatjuk, hogy az /(x) fiiggvény o — 0-nal milyen feltételele
esetén derivilhaté jobbrol. A fiiggvényt jobbrél derivalhaténak mondjuk,
ha a kovetkezs feltételek teljesiilnel:

(I) & 0 egy jobboldali kirnyezete beletartozik az f(x) fiiggvény értelme-
zési tartoméanydba,
(L) legyen a fiiggvény 0-ban jobbrdl folytonos,
(LTT) 1étezzék tovabbi a kivetkezs hatérérték:

&) #(0) — tim WA 2 H) — p(4)
| o

a0

Az ['(0)-t az A program [T perturbéciés matrixra vonatkozo margindlis
értékének nevezziik. Mint késGbb latni fogjuk, a [ perturbdciés matrix specia-
lis valasztdsdval a szokisos értelemben arnyékdrnak nevezett értékeket kap-
juk meg margindlis értékként. Vagyis a margindlis érték az drnyékar dltaldno-
sitdsdnak tekinthets. '

Alapvetd egzisztenciatétel, hogy A programnak minden H-ra vonatkozéan
akkor és csakis akkor létezik a margindlis értéke, ha S,(.4) és Ty(4) halmazok
korlatosak.!

. l'ﬁt a tételt A. C. Williams bizonyitotta be, aki Mills eredményeit [2] fojlesztette
ovabb.
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2. A perturbacié specialis valasztasinal jelentkezg arnyékar tipusok

A H perturbaciés matrix alkalmas megvélasztdsival olyan margindlis
értékekhez juthatunk, amelyek a kozgazdasigi elemzés szempontjabél nagv
jelentdséggel birnak. A tovédbbiakban feltételezziik, hogy a feladat nem degene-
ralt és a primalis optimdlis és dualis optiméalis halmazok korlatosak.

Harom alapvetd (tiszta) margindlis értéket vezetiink be. Ezek a kovetkezdk :

Korlatarnyékar
Ha a H perturbéciés matrixot Ggy vélasztjuk, hogy
-0
Ho =0, tF =0t Ch= 1 1 (G
0

akkor az f'(0) marginalis érték azt mutatja meg, hogy a korlatvektor i-edik
komponensének vialtozasaval a célfiiggvény értéke milyen aranyban viltozik.
Véltozason természetesen egy eléggé | kicsi” véltozést értiink, amelyet az
egyséenek megfeleld megvalasztisiaval egységnyinek fogunk monda,nl

Mint latjuk, a korlatdarnyékar azt mutatja, hogy a korltérték e gységnyivel
torténé novelése mennyivel véltoztatja a program értékét, vagyis a szokdsos

drnyékar fogalommal azonos. Hasonlé megallapités teheté akkor is, ha az
i-edik komponensben 1 helyett —1-et frunk.

Tevékenyséy-drnyékdr

Ha a H perturbéciés matrixot Ggy vélasztjuk, hogy

000

MR

ekkor az f'(0) marginalis érték arrél tajékoztat, hogy az A matrix «;; elemének
egységnyi valtozdsa miként hat a linedris programozési feladat értékére. Ily
maédon a tevékenyséy-drnyékar a szélesebb értelemben vett — a redl és a szabé-
lyozdsi szférat felolels — termelési technolégidban jelentkezs valtozasok hatéa-
sainak elemzésére szolgdlhat.

Hozam-darnyékdr

Ha a H perturbdciés matrixot ugy valasztjuk, hogy:
(1)
H=o0, ¢*=[o...1...0], h=o,

akkor a hozam-arnyékdr az i-edik tevékenység hatékonysiga egységnyi val-
tozdsinak hatdsit mutatja meg a program értékére. Mivel a hatékonysag-val-
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tozas elvileg arvaltozisban nyilvanul meg, a hozam-arnyékar az arvaltozasok
hatasainak elemzéséhez nyuajthat segitséget.

Ezek mellett természetesen vizsgalhaték olyan esetek is, amikor a f per-
turbdciés matrix nemesak egy nem-nulla elemet tartalmaz. Példaként megem-
litjiik a kovetkezs esetet. Ha a H perturbédciés matrixot ugy valasztjuk, hogy

{31

Bm

akkor az a hatds elemezhetd, amelyet a korlitvektor egyiittes mddositasa okoz,
ha a j irdnydba mozdulunk el. A gyakorlati alkalmazisok szempontjiabdl ter-
mészetesen jelentdsebbek azok az esetek, amikor nem a korlitvektor egészé-
nek, hanem néhany — egymassal szoros kapesolatban all6  komponensének
a maodositasara keriil sor.

Ha a H, b, ¢* matrixok nemesak egy nem-nulla elemet tartalmaznak, akkor
nem tiszta, hanem kevert korlat-, tevékenység és hozam-arnyékarrdl beszéliink.

3. Eljarasok a kiilonb6z6 tipusa arnyékarak kiszamitasara

Az elézé pontban bevezetett dltalinositott arnyékarak kiszamitasara az [1]
dolgozat kovetkezs tétele ad lehetdséget.

TETEL (Williams): Ha az 4-hoz tartozé linearis programozasi feladatra az
So(4) és Ty(A4) halmazok nem iiresek, korlitosak és H tetszileges perturbacios
matrix, akkor az f/(0) marginalis értékre

(5) ['(0) max min Y(I, x,y),
X€Sy(A) YET A)
ahol ]
Y(H,xy) =&c+y*bh — yrHua.

Mint a tételbdl lithatd, nagyon egyszeriien szamolhaté az /7(0) margindlis
érték abban az esethben, ha egyetlen primal és dual optimdilis megoldas van.
llkkor ngyanis

(6) ['(0) = W(H, @y o) = ¢* @ + yu b — y*iH 2.

lizen formula alapjan az el6zé pontban targyalt arnyékartipusokra a kovet -
kezik adédnak:

Korlatarnyélkar

A (6) egyenlet alapjan
7) f(o) =y*b.
Az ['(0) jelentése miatt ez azt jelenti, hogy ha , kicsi” o mellett ap-pal nivel-
jik a korlatvektort, akkor a program értéke ayfb-pal ni. Specialisabban:

tiszta korlatarnyékar esetében /'(0) = #,, vagyis a szokdsos drnyékar fogalom-
mal van dolgunk. (y; az y, vektor i-edik komponense.)
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Tevékenység-darnyéldr
A (6) egyenlet és az el6zé pontban mondottak alapjan
(J) ;
(8) f(0) =5 (0,...,0,h,0,...0) %, = (y§ A) §,
ahol &; az x, vektor j-edik komponense.

Ha ‘tehat a j-edik tevekcnvscg raforditési egyiitthatoit ah-val néveljiik,
akkor a célfiiggvény értéke a(ysh)é;-vel né. Vagyis a tevékenység egyiitthato-
valtozdsat arnyékaron értékelve meg kell szoroznunk a tevékenységnek az
optimdlis megoldasban valé ter]edelmevel ahhoz, hogy a margindlis értéket
megkapjuk.?

A tiszta koefficiens-arnyékar esetében viszont

(”) fl(o) 7}1'51

Ekkor, ha 7, = 0, a sz6ban forgé feltételben torténd koefficiens-valtozasra a
célfiigevény értéke érzéketlen. Ugyanez a helyzet akkor is, ha egy tevékeny-
ség nulla szinten van és az oszlopaba tartozé egyiitthatok valtozasanak hata-
sat vizsgaljuk. Ez azt jelenti tehat, hogy a program értéke azokra a koefficiens-
valtozasokra érzékeny, amelyek az optimadlis bazisban levd tevékenységekhez
és az aktiv feltételekhez tartoznak.

Hozam-arnyékar
Ismét a (6) egyenlet és az el6zé pont alapjan

(10) Cf(0) = éx g,

Kz azt jelenti, hogy aé* valtozas hatdsira a linearis programozisi feladat
értéke al*a-val nG. Tehat | kiesi” valtozas esetén a célfiiggvény értékének
modosulasa csak olyan tevékenységekhez tartozo célfiiggvény-koefficienseknek
a valtozasara érzékeny, a,mdyek benne vannak az optimalis bazisban.

Ha a primil- vagy dualfeladatnak t6bb optimalis megoldasa is van, akkor az
arnyékarak Williams tétele alapjan ugyancsak klszalmthatok de ebben az
esethen egy - esetleg két linearis programozasi feladat megoldasira van
szitkség.

Korlatarnyékar
A (5) képlet alapjan

(11) f(0) — min y*h.
VET (A)

.
Tehat az f'(0) margindlis érték a kovetkezs linedris programozdsi feladat
értékével azonos.

yhd >0
yr ="
yrb = g(A)

A .
y*h— min,

* Hasonl6 eljirdast kovethetnénk akkor is, amikor a H matrixban nem egy oszlop,
hanem egy sor nem-nulla.
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Amint a (11) formulabdl latszik, a célfiiggvény értékének novekedését ugy
kapjuk meg, hogy kiszamoljuk azokat az arnyékarakat, amelyeken a korlat-
valtozast értékelve a legkisebb értéket kapjuk.
Terékenység-drnyékar
A (5) egyenletbdl kiindulva

f(0) = max min y* H 2 = max min (y* k) §; =

x€8° yeET, XES, YET,
12 min (y* A)-max &, ha min (y*h) >0
Y j Y ==
yer® xes® Ve
min (y* k)-min &;, ha  min (y* ) < 0.
yeT® x€S° YET®

A szébanforgé max., ill. min. értékeket a kovetkezd linearis programozisi
feladatok megoldasdval kapjuk meg.

yrd >c Az b
Y == OF 68 r=0
y*b = g(d) ¢+ = g(d)
y*h - min £, > max, (min).

Mint lathatd, a formuldbdl a marginalis értéket tgy nyerjiik, hogy a koeffi-
ciens-valtozdst legalacsonyabban értékels arnyékdrrendszert keressiik meg és
ezt szorozzuk a tevékenység bekeriilési szintjének leheté legnagyobb (leg-
kisebb) értékével.

Hozam-arnyékdr
Az (5) formula alapjan

(13) f(0) = max é*z
X€S(A)

Kbb6l kévetkezden az f'(0) margindlis érték az alibbi linedris programozasi
feladat megoldasabdl adédik.

Azx S b
T -0
o*z = ¢(A)

¥ 1 max

Az f'(0) margindlis értéket tehat gy kapjuk meg, hogy megkeressiik a cél-
fliggvénykoefficienst médosité vektor és az optimalis tevékenységek vektorai
szorzatdnak legnagyobb értékét.

Megjegyezziik, hogy a fenti lineris programozésok mindegyike az eredeti
(I) és (II) linedris programozasi feladatpértél csak egyetlen feltételben kiilon-
bézik, ezért szimitdstechnikailag nagyon egyszertien tovabb lehet lépni az (I)
és (II) feladat megolddséardl a fenti feladatok megoldasira.
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4. A numerikus vizsgalatok jelentéségér6l

Az 4ltalanos drnyékar fogalom bevezetése, a kiillonbozé margindlis értékek
ismerete nemesak az drnyékdrvizsgalatok elvont mdédszertana, hanem a gya-
korlati alkalmazasok szempontjabdl is fontos. A margindlis értékek ismerete
lehetdséget teremt arra, hogy a népgazdasigi programozisi modellek para-
méterei valtozdsinak a program értékére gyakorolt hatésit teljeskortien
elemezziik.

Az ilyen elemzések hasznossigit - gy véljik — nem kell kiillsnosképpen
bizonygatnunk. A 6§ érvet maga a népgazdasdgi programozési gyakorlat adja,
az a koriilmény, hogy a tervezési folyamat egyes lépéseit leiré-kovets modellek
paraméterei rendkiviili gyorsasiggal valtoznak. Itt mindenekel§tt a beruhdzési
programok adatainak és a kiilkereskedelmi 4draknak a valtozésa emlithetd
meg példaként.

Ha viszont az elvi-kozgazdasagi modellszerkesztés oldalardl nézzik a margi-
nalis érték-vizsgilatok jelentGségét, megallapithatjuk, hogy szerepiik itt is
nagy: jelezhetik a modell stabil vagy instabil voltat, tdjékoztatdst nydjthat-
nak arrél, hogy a modell szerkezetét és paramétereit érint6 bizonyos valtoz-
tatdsok indokoltak-e, a program értékének megvaltozasa redlis vagy irredlis-e.
Annak a gyakorlati tapasztalatnak alapjén, miszerint a modellekben nagyobh
vélasztdsi lehetGséget és helyettesithetdséget kell megengedni, kiilondsen
kitlinik az ilyen jellegli vizsgdlatok jelentésége.

( Beérkezelt: 197 1. februdr 16.)
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MARGINAL VALUES IN LINEAR PROGRAMS

By means of utilization and economic interpretation of A. . Williams’ mathematical
results, the paper surveys theorems and formulae related to the existence and calculation
of marginal values.

Depending on the special choice of perturbation three bagic (pure) marginal values
emerge which can be considered as a generalization of the notion of shadow price. These
are as follows:

— Bound shadow price: it shows the rate of change in the value of the objective func-
tion when changing the i-th component of the bounding vector.

— Activity shadow price: it indicates how an individual change affecting a single
element of matrix 4 influences the value of the linear program.

— Objective shadow price: it shows the effect of a unit change in efficiency of the i-th
activity on the value of the program.

The notion of generalized shadow price can also be defined in case the perturbation
matrix containg more than one non-zero element. In this case we have mixed bound,
activity and objective shadow prices and not pure ones.
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The paper then surveys the formulae of different types of shadow prices. The calcula-
tion processes are divided into two groups taking into account whether the primal or
(lual problem has one or more optimal solutions.

The notion of generalized shadow prices finds important practical application in the
cconomy-wide programming, by showing whether a model is stable or unstable under the
assumption that the parameters are subject to abrupt changes.

MAPI'MHAJIBHBIE 3HAUEHWS B 3AJIAUE JIMHEMHOTO [TPOIPAMMUPOBAHMSI

Crarbst, HCHOJB3YST H OKOHOMHUECKH HHTEPIPETHPYSI MAaTeMATHUCCKHE PE3YJILTATLl PadOThI
AL L1 Brutnamea, pacemMarTpHBaet Taiue Teopembl H (JOPMYJIBI, KOTOPLIE CBSI3AHDI CO CYIECTBOBA-
HHEM H PacyeToM MaprHHAJIbHLIX 3HAYeHHIL.

B 3aBHCHMOCTH 0T CHEIMAIBLHOT0 BLIDOPA HEPTYPOALMI, 10JIYUAI0TCsT TPH 0CHOBHBIX (YHCTHIX)
MAPTHHATLHBIX 3HAUEHHIT, KOTOPHIE MOYCHO CHHTATL 0000IMICHHEM TOHSITHST TCHEBOI HeHbl. JTH
cliejtyiomme:

Teuenast LeHa OrpPAHHUEHHST: [T0KASLIBALT, JI0 KAKOI MEPbI H3MEHSIETCsT 3HAUYCHHE 1eIeBOT
(PYHKIHN ¢ B3MEHEHHEeM i-I'0 KOMIIOHEeHTA BEKTOPa OrpaHnyerus.

— Texesast HCHA JESITEALHOCTH: MOKASLIBACT BJISIHUC YACTHOIO H3MeHenust (Kacalouerocst
OT1eJIBHBIX 9JIEMEHTOB MATPHILI A) HA 3HAYCHHE 34/1a4H JIMHCITHOrO TIPOrpaMMHpOBaHsI.

— ‘TeneBast HeHa BHIPYUIKH: TIOKASLIBACT BJISIHHE €HHHYHOIO U3MEHEHHST B OD(DerTiBuocti
1-0i 1esITeIbHOCTH Ha 3HAYCHHE [IPOrPAMMBI.

[losiTie 00uiell TeHeBOI HEHbl MOYKHO TOJKOBATL H B TAKHX CJIYUasiX, KOIJIA MATPHIA T1ep-
rypOalMH COIEPIKUT He OJIHH HEHYJIeBOI djement. B orom cityuae Mbl TOBOPHM He 0 uHCTOl, a
0 CMEIIEHHOH TeHeBOil 1eHe OrpanHueHist, JIesTeLEOCTH H BRIPYYUICH.

B janbueiimem crarthst nokassiBaet (OpMyibl pasiuMuibX tHHOB TeHenoil 1ennl. Crocoonl
pacueToB pasessiioTCs HA J\Be UPYHILL B 3aBHCHMOCTH OT TOI0O, WTO TIPSIMast HIIH JIBOHCTBEHHA
Za/laua UMEeeT 0JIHO MK G0JibUIe ONTHMAILHBIX PEeUIeHII.

[onsrrue o0uell TeHeBoil MeHbl BOKHO € TOUKH 3PCHHs MPAKTHYECKOr0 HCNOAL30BAHHs B
HAPOAHOXOBAMCTBEHHOM TIPOIPAMMHPOBAHHM JUIST TIOKA3AHIST TOTO, SIBJISICTCS JI MOJIelh CTa-
OHIIBHOI HUIH HECTAOIITLHOI NP yCH0BHSX YPESBLIYAIHOI0 CKOPOIro HIMEHEHHS! TapaMeTpoB.



