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V¶ELEM¶ENYRANGSOROK ALKALMAZ¶ASA P¶ENZÄUGYI
SZITU¶ACI¶OKBAN1

BAYER P¶ETER
EÄotvÄos Lor¶and Tudom¶anyegyetem

A Bayesi{Nash-Egyens¶uly egy kellemetlen tulajdons¶ag¶at vizsg¶aljuk. Egy
bankp¶anikot modellez}o j¶at¶ek fel¶³r¶asa sor¶an k¶et lehets¶eges megold¶ast muta-
tunk be, az els}o a j¶at¶ek Bayesi{Nash-Egyens¶ulya, melyhez ismertetjÄuk az
elm¶eleti h¶atteret els}osorban Hars¶anyi (1967-68) alapj¶an, a m¶asodik pedig
egy optimista feltev¶esen alapul¶o dÄont¶es. A m¶asodik esetben v¶elem¶enyrang-
sorokat haszn¶altunk arra, hogy az ¶altalunk haszn¶alt optimizmusnak racion¶alis
korl¶atokat szabjunk. Eredm¶enyÄul azt kaptuk, hogy a Bayesi{Nash-Egyens¶uly
nagyon ¶ovatos, a kÄozgazdas¶agi feltev¶eseknek ellentmond¶o strat¶egi¶at kÄovet,
m¶³g az optimista strat¶egia teljes¶³ti az el}ozetesen elv¶art tulajdons¶agokat. Azt
gondoljuk, hogy a gyakorlati ¶eletben mutatott viselked¶es kÄozelebb van ehhez
az optimista strat¶egi¶ahoz mint a Bayesi{Nash-Egyens¶ulyban mutatott t¶ulzott
¶ovatoss¶aghoz.

Kulcsszavak : Bayesi-j¶at¶ekok, Bayesi{Nash-Egyens¶uly, v¶elem¶enyrangsorok,
interim norm¶al forma, ex-ante norm¶al forma.

1 Bevezet¶es

A cikk a Bayesi-j¶at¶ekokon ¶ertelmezett Nash-Egyens¶uly fogalmak egy negat¶³v
tulajdons¶ag¶aval foglalkozik. A j¶at¶ekelm¶elet kÄozgazdas¶agi alkalmaz¶asa szem-
pontj¶ab¶ol l¶enyeges, hogy a gyakran haszn¶alt fogalmak intu¶³ci¶oinknak megfele-
l}oen m}ukÄodjenek a fontos kÄozgazdas¶agi jelens¶egeken. N¶alunk ez a jelens¶eg egy
¯kt¶³v v¶allalat bankbet¶etj¶enek kezel¶ese lesz a kÄulÄonbÄoz}o p¶enzÄugyi helyzetek-
ben, a j¶at¶ekelm¶eleti fogalom pedig a nem tÄok¶eletes inform¶aci¶os helyzetek mo-
dellez¶es¶en¶el haszn¶alt legalapvet}obb egyens¶ulyfogalom, a Bayesi{Nash-Egyen-
s¶uly.

A p¶enzÄugyi szitu¶aci¶ok j¶at¶ekelm¶eleti megkÄozel¶³t¶ese bej¶aratott terÄulet. Erre
j¶o hazai p¶elda Cs¶oka (2003) ¶es Balog et al. (2011), akik kooperat¶³v j¶at¶ekelm¶e-
leti eszkÄozÄoket mutatnak be kock¶azatkezel¶esi szitu¶aci¶okban, vagy Sz}ucs et
al. (2010), akik a kÄulÄonbÄoz}o gazdas¶agi szerz}od¶eseket vizsg¶alj¶ak episztemol¶ogiai
szempontb¶ol. A p¶enzÄugyi piac szerepl}oi kÄozÄott fell¶ep}o interakci¶okb¶ol sz¶armaz¶o
kock¶azat egyik megjelen¶ese a bankp¶anik. A bankp¶anikoknak szint¶en komoly
irodalma l¶etezik, ezek kÄozÄul a legismertebb Diamond ¶es Dybvig (1983), akik

1Ez¶uton szeretn¶em megkÄoszÄonni Pint¶er Mikl¶osnak seg¶³t}ok¶eszs¶eg¶et, ¶es hogy idej¶et nem
k¶³m¶elve t¶amogatott szakmai ¶es formai tan¶acsaival. KÄoszÄonÄom sz¶epen T¶oth M¶anuelnek,
hogy gondolkodott velem ¶es megosztotta velem v¶elem¶eny¶et. Be¶erkezett: 2013. febru¶ar 20.
E-mail: bayerpet@cs.elte.hu
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tÄobbid}oszakos modellj¶et Green ¶es Lin (2000) ¶es Green ¶es Lin (2003) gondolt¶ak
tov¶abb. Ugyanennek a modellnek az egyid}oszakos vari¶ansa jÄon el}o Allen ¶es
Morris (1998)-ban is, n¶emileg ford¶³tott gondolatmenettel: }ok egy absztrakt
episztemol¶ogiai strukt¶ura, a v¶elem¶enyrangsor fontoss¶ag¶at hangs¶ulyozt¶ak p¶enz-
Äugyi kÄornyezetben. CikkÄunk az ¶altaluk bevezetett j¶at¶ek, a szarvasvad¶aszat
(ld. 1. t¶abl¶azat) egy nem tÄok¶eletes inform¶aci¶os ¶atirat¶at haszn¶alja szeml¶eltet¶esÄul.
Az ¶atirat l¶enyege, hogy bevezetÄunk egy kock¶azatparam¶etert mindk¶et j¶at¶ekos-
ra, mely egy kÄuls}o adotts¶ag, tov¶abb¶a mindk¶et j¶at¶ekost ell¶atjuk v¶eleked¶esekkel
a m¶asik kock¶azati param¶eter¶er}ol. Az ¶³gy kapott ¶uj j¶at¶ekban a kock¶azatos ak-
ci¶ot (szarvas) a bankbet¶et megtart¶asa helyettes¶³ti, a kisebb ki¯zet¶est ny¶ujt¶o
biztons¶agos akci¶ot (ny¶ul) a bet¶et felold¶asa. Itt az fogja jelenteni a vesz¶elyt, (a
szarvas elijeszt¶es¶et) hogy ha valaki kock¶azatmentes strat¶egi¶at v¶alaszt, azzal
bankcs}odÄot id¶ez el}o, ¶es a nagyobb ki¯zet¶es el¶erhetetlenn¶e v¶alik. L¶atni fogjuk,
hogy az ¶uj j¶at¶eknak egyetlen Bayesi{Nash-Egyens¶ulypontja van, ez pedig az,
ami a szarvasvad¶aszatban a kock¶azatdomin¶ans Nash-Egyens¶ulynak felel meg
(ny¶ul, ny¶ul), teh¶at elvesz¶³tjÄuk a Pareto-optim¶alis Nash-Egyens¶ulyt (szarvas,
szarvas).

M¶asik vad¶asz
Szarvas Ny¶ul

Egyik vad¶asz Szarvas (2,2) (0,1)
Ny¶ul (1,0) (1,1)

1. t¶abl¶azat. A szarvasvad¶aszat

Ez a megold¶as a p¶enzÄugyi vil¶agb¶ol vett tapasztalatnak ellentmond, a ban-
kokat alacsony kock¶azat mellett nem rohanj¶ak meg a bet¶etesek ¶es nem kÄovet-
kezik be a bankcs}od. ¶Igy a kÄozgazdas¶agi alkalmaz¶asok szempontj¶ab¶ol l¶enye-
ges, hogy magyar¶azatot tudjunk tal¶alni arra, hogy mik¶ent jÄohet l¶etre m¶egis
viszonylag alacsony kock¶azat eset¶en a Pareto optim¶alis egyens¶uly, amikor a
bankbet¶eteket nem oldj¶ak fel, illetve megmondjuk, hogy milyen kock¶azati pa-
ram¶eter¶ert¶ekre ¶eri meg a nagyobb ki¯zet¶esre utazni, ¶es mikor ¶eri meg ink¶abb
a biztons¶agos akci¶o. Ehhez a j¶at¶ekosok episztemol¶ogiai tulajdons¶agait ¶³rjuk
fel, a t¶³pusokat a lehets¶eges kock¶azati param¶eter¶ert¶ekekhez igaz¶³tva. Az egyes
t¶³pusokban levezetjÄuk a j¶at¶ekosok v¶elem¶enyrangsorait Aumann (1999b) alap-
j¶an, majd ennek megfelel}oen de¯ni¶alunk dÄont¶eseket a j¶at¶ekosoknak. L¶atni
fogjuk, hogy az ¶³gy kapott dÄont¶esek megfelelnek az elv¶art logikus kÄovetelm¶e-
nyeknek, teh¶at kapunk olyan t¶³pusokat, amiben a Pareto-optim¶alis egyens¶ulyt
j¶atssz¶ak a j¶at¶ekosok ¶es alacsonyabb kock¶azat eset¶en alacsonyabb a bankcs}od
bekÄovetkez¶es¶enek val¶osz¶³n}us¶ege.

A kÄovetkez}o r¶eszben bevezetjÄuk a fogalmakat, amikkel dolgozunk, els}o-
sorban Forg¶o et al. (2005) ¶es Pint¶er (2011) alapj¶an. A Bayesi-j¶at¶ek fogalma
¶es a kÄozÄos prior felt¶etelez¶ese Hars¶anyi (1967-68)-t¶ol ered. A Bayesi{Nash-
Egyens¶ulyhoz Nguyen (2011) ¶es Battigalli et al. (2011) volt seg¶³ts¶egÄunkre.
A Bayesi{Nash-Egyens¶uly episztemol¶ogiai felt¶eteleihez l¶asd m¶eg Aumann ¶es
Brandenburger (1995). A harmadik r¶eszben bemutatjuk az Allen ¶es Morris
(1998)-ban szerepl}o, Bayer ¶es T¶oth (2011) ¶altal ¶at¶³rt j¶at¶ekot, ¶es fel¶³rjuk a
Bayesi{Nash-Egyens¶ulyt. Ezut¶an a j¶at¶ekosok v¶eleked¶ese ¶es az intu¶³ci¶oink
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alapj¶an konstru¶alunk a j¶at¶ekra egy alternat¶³v megold¶ast. A negyedik r¶eszben
az itt kapott megold¶as gyakorlati felt¶eteleit mutatjuk be.

2 Alapfogalmak

Egy bevett j¶at¶ekelm¶eleti jelÄol¶essel a tanulm¶any sor¶an i 2 N eset¶en ¡i-vel
jelÄoljÄuk az N n fig halmazt. A halmaz eset¶en P(A)-val jelÄoljÄuk A hatv¶any-
halmaz¶at.

2.1 Bayesi-j¶at¶ek ¶es Bayesi{Nash-Egyens¶uly

Az itt haszn¶alt fogalmakhoz l¶asd m¶eg p¶eld¶aul Pinter (2011).

2.1. De¯n¶³ci¶o. Egy G = (N; fAigi2N ; fuigi2N) list¶at norm¶al form¶aban meg-
adott j¶at¶eknak nevezÄunk, ahol

{ N a j¶at¶ekosok v¶eges, nemÄures halmaza,

{ Ai az i j¶at¶ekos v¶eges, nemÄures akci¶ohalmaza, tov¶abb¶a a £i2NAi szorza-
tot A-val jelÄoljÄuk,

{ ui : A ! IR a j¶at¶ekosok ki¯zet¶esfÄuggv¶enye.

2.2. De¯n¶³ci¶o. Egy a¤ 2 A akci¶opro¯l G = (N; fAigi2N ; fuigi2N) j¶at¶ek
Nash-Egyens¶ulya, ha minden i 2 N-re ¶es minden ai 2 Ai-re ui(ai; a¤

¡i) ·
ui(a¤).

A kÄozgazdas¶agi probl¶em¶ak t¶ulnyom¶o tÄobbs¶eg¶ehez a j¶at¶ek norm¶al form¶aban
tÄort¶en}o fel¶³r¶asa kev¶es, ugyanis nem szerepelnek benne a j¶at¶ekra hat¶ast gya-
korl¶o bels}o (j¶at¶ekosokhoz rendelhet}o) ¶es kÄuls}o (j¶at¶ekosokhoz nem rendelhet}o,
¶ugynevezett term¶eszeti) param¶eterek. A Bayesi-j¶at¶ek ¶es a t¶³pust¶er fogalma
ezt hivatott megoldani. Mivel a p¶eld¶ank minden param¶etere csak v¶eges hal-
mazb¶ol kerÄul ki, didaktikai okokb¶ol Osborne ¶es Rubinstein (1994)-hez hason-
l¶oan v¶eges t¶³pusteret felt¶etelezÄunk. Mag¶at¶ol ¶ertet}od}o, hogy amit ¶all¶³tunk,
¶altal¶anosabb de¯n¶³ci¶okkal is m}ukÄodik.

2.3. De¯n¶³ci¶o. A T = (P; fTigi2N ; ¦) list¶at t¶³pust¶ernek nevezzÄuk, ahol

{ P a v¶eges, nemÄures param¶etert¶er,

{ Ti az i j¶at¶ekos v¶eges, nemÄures t¶³pushalmaza,

{ ¦ a kÄozÄos prior, mely egy val¶osz¶³n}us¶egeloszl¶as P £ T = fÄolÄott, ahol
T = £i2NTi.

A fenti fel¶³r¶asban a P param¶eterteret a term¶eszet ¶allapotainak is szok¶as
nevezni, ¶es a vil¶ag a j¶at¶ek azon inform¶aci¶oit gy}ujti Äossze, amelyek relev¶ansak

� 



112 Bayer P¶eter

a j¶at¶ek szempontj¶ab¶ol, de nem az egyes j¶at¶ekosokra vonatkoznak. Ezzel szem-
ben a Ti t¶³pushalmazok tartalmazz¶ak azokat a param¶etereket, amik kifejezet-
ten a j¶at¶ekosokhoz kapcsolhat¶o inform¶aci¶ok. A P £T halmazt -val jelÄoljÄuk,
¶es vil¶ag¶allapotok halmaz¶anak nevezzÄuk.

2.4. P¶elda. A r¶eszv¶enypiacon k¶et ¶allapot jÄohet l¶etre, nÄoveked¶es (p1) vagy
csÄokken¶es (p2). Van k¶et befektet}o (1; 2), akik kÄulÄonbÄoz}o inform¶aci¶okkal ren-
delkeznek a piac alakul¶as¶ar¶ol. Az els}o v¶arhat stagn¶al¶ast (t11) vagy nÄoveked¶est
(t21). Ha stagn¶al¶ast v¶ar, akkor a piac k¶etszer akkora val¶osz¶³n}us¶eggel csÄokken,
mint n}o, m¶³g ha nÄoveked¶est v¶ar, akkor 1 val¶osz¶³n}us¶eggel nÄovekszik. A m¶asodik
befektet}o semmit nem tud a piacr¶ol. A r¶eszv¶enypiac 1/2 { 1/2 prior val¶osz¶³-
n}us¶eggel n}o vagy csÄokken. Ezen episztemol¶ogiai szitu¶aci¶ohoz tartoz¶o t¶³pust¶er
a kÄovetkez}ok¶epp ¶³rhat¶o fel: P = fp1; p2g, T1 = ft11; t

2
1g, T2 = ft2g ¶es ¦ olyan,

hogy

¦(fp1g £ ft11g £ ft2g) = ¦(fp1g £ ft21g £ ft2g) =
1

4
;

¦(fp2g £ ft11g £ ft2g) =
1

2
¶es ¦(fp2g £ ft21g £ ft2g) = 0 :

Ekkor a felt¶eteles val¶osz¶³n}us¶egekre teljesÄulnek a szÄovegben fel¶³rt ÄosszefÄugg¶e-
sek:

{ ¦(fp1g) = 1
2 , ¦(fp2g) = 1

2 ,

{ ¦(fp1gjft11g) = 1
3
, ¦(fp2gjft11g) = 2

3
,

{ ¦(fp1gjft21g) = 1, ¦(fp2gjft21g) = 0.

2.5. De¯n¶³ci¶o. Egy GB = (N; fAigi2N ; fuigi2N ; T ) list¶at Bayesi-j¶at¶eknak
nevezÄunk, ahol

{ N ¶es Ai a 2.1. de¯n¶³ci¶ob¶ol val¶oak,

{ si : Ti ! Ai, i j¶at¶ekos strat¶egi¶aja, Si az i 2 N j¶at¶ekos strat¶egiahalmaza,

{ ui : P £ A ! IR az i 2 N j¶at¶ekos ki¯zet¶esfÄuggv¶enye,

{ T a 2.3. de¯n¶³ci¶oban megadott t¶³pust¶er.

Ahhoz, hogy Bayesi{Nash-Egyens¶ulyr¶ol tudjunk besz¶elni, a 2.5. de¯n¶³-
ci¶oban megadott j¶at¶ekot Hars¶anyi (1967-68)-t kÄovetve ¶at kell ¶³rnunk norm¶al
form¶aba. Ehhez Battigalli et al. (2011) k¶etf¶ele ¶at¶³r¶ast eml¶³t, az interim ¶es az
ex-ante form¶at. A k¶et ¶at¶³r¶as nagyban kÄulÄonbÄozik megkÄozel¶³t¶es szempontj¶ab¶ol,
¶es ¶altal¶aban a rajtuk ¶ertelmezett Nash-Egyens¶uly is elt¶er}o eredm¶enyeket ad.

2.6. De¯n¶³ci¶o. A GB = (N; fAigi2N ; fuigi2N ; T ) Bayesi-j¶at¶ek interim
norm¶al form¶aj¶anak nevezzÄuk azt a Gint = (N̂; fÂjgj2N̂ ; fûjgj2N̂) norm¶al
form¶aban megadott j¶at¶ekot, ahol

{ N̂ = [i2NTi ,

� 
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{ Âj = Ai, ahol j 2 Ti, i 2 N ,

{ û : Â ! IR, hogy minden â 2 Â-ra: ûj(â) =
R

P£A
uj ± (idP ; ŝ) d¦j ,

ahol Â = £j2N̂ Âj , ŝi : Ti ! Ai, hogy minden k 2 Ti : ŝi(k) = âk, i 2 N ,

ŝ : T ! A az fŝigi2N lek¶epez¶esek szorzata, (idP ; ŝ) lek¶epez¶es az idP ¶es s
lek¶epez¶esek szorzata, ¦j pedig a j¶at¶ekosok egyes t¶³pusaiban l¶ev}o els}orend}u
v¶eleked¶ese, mely val¶osz¶³n}us¶egi eloszl¶ast a kÄozÄos priorb¶ol sz¶armaztatjuk a fel-
t¶eteles val¶osz¶³n}us¶eg naiv de¯n¶³ci¶oja alapj¶an j = ti-re:

¦j(ft1g£. . .£ftig£. . .£ftng) =
¦(ft1g £ . . . £ ftig £ . . . £ ftng)

¦(T1 £ . . . £ Ti¡1 £ ftig £ Ti+1 £ . . . £ Tn)
:

Az interim megkÄozel¶³t¶esben az eredeti j¶at¶ek t¶³pusai lesznek az ¶uj j¶at¶ekosok,
akci¶ohalmazaik nem v¶altoznak (a r¶egi j¶at¶ekosok akci¶ohalmazai lesznek az ¶uj
j¶at¶ekosok akci¶ohalmazai), az ¶uj ki¯zet}ofÄuggv¶enyben pedig nincsenek egym¶asra
hat¶assal azok a t¶³pusok, akik egyazon j¶at¶ekoshoz tartoztak. Az interim forma
¶ertelmezhet}o ¶ugy is, hogy el}oszÄor a term¶eszet l¶ep, ¶es minden j¶at¶ekosnak kisor-
sol egy t¶³pust, majd ennek megfelel}oen a t¶³pusok ismeret¶eben a j¶at¶ekosok v¶a-
lasztanak egy akci¶ot. A j¶at¶ekosoknak ¶uj v¶eleked¶esÄuk lesz a vil¶ag¶allapotokr¶ol,
ezt a v¶eleked¶est nevezzÄuk els}orend}u v¶eleked¶esnek.

2.7. P¶elda. TekintsÄuk a kÄovetkez}o (N; fAigi2N ; fuigi2N ; T ) Bayesi-j¶at¶ekot:

{ N = f1; 2g ; A1 = A2 = fLong; Shortg,

{ fuigi2N ki¯zet¶eseket a 2. ¶es 3. t¶abl¶azatban adjuk meg,

{ T a 2.4. p¶eld¶ab¶ol sz¶armazik.

2-es j¶at¶ekos
Long Short

1-es j¶at¶ekos Long (60,60) (0,0)
Short (0,0) (0,0)

2. t¶abl¶azat. A ki¯zet¶esek p1 term¶eszet¶allapot eset¶en

2-es j¶at¶ekos
Long Short

1-es j¶at¶ekos Long (0,0) (0,120)
Short (120,0) (0,0)

3. t¶abl¶azat. A ki¯zet¶esek p2 term¶eszet¶allapot eset¶en

Ekkor a Bayesi-j¶at¶ek interim norm¶al form¶aj¶at a 4. t¶abl¶azat tartalmazza, a
ki¯zet¶esek sorrendje: t11, t21, t2.

t11 t2
Long-ot j¶atszik Long Short
t21 Long (20,60,30) (0,0,60)

Short (20,0,15) (0,0,60)

t11 t2
Short-ot j¶atszik Long Short

t21 Long (40,60,15) (0,0,0)
Short (80,0,0) (0,0,0)

4. t¶abl¶azat. Az interim norm¶al form¶aban megadott j¶at¶ek
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2.8. De¯n¶³ci¶o. A GB = (N; fAigi2N ; fuigi2N ;T ) Bayesi-j¶at¶ek ex-ante
norm¶al form¶aj¶anak nevezzÄuk azt a Gex = (N; fSigi2N ; f¹uigi2N ) norm¶al for-
m¶aban megadott j¶at¶ekot, ahol

{ Az fSigi2N strat¶egiahalmazok a 2.5. de¯n¶³ci¶ob¶ol val¶ok,

{ ¹ui : S ! IR, hogy minden s 2 S-re: ¹ui(s) =
R
P £T ui ± (idP ; s) d¦ ,

ahol S = £j2NSj, ¦ pedig a kÄozÄos prior.

Az ex-ante megkÄozel¶³t¶es abban kÄulÄonbÄozik az interimt}ol, hogy itt a j¶at¶eko-
sok a t¶³pusuk k¶ezhez kap¶asa el}ott v¶alasztanak maguknak egy strat¶egi¶at, azaz
minden t¶³pusra megmondj¶ak, mit fognak j¶atszani. Ehhez a kÄozÄos priorjukat
fogj¶ak felhaszn¶alni, ugyanis a dÄont¶es el}ott azt felt¶etelezzÄuk, hogy a j¶at¶ekosok
nem tudj¶ak, milyen t¶³pust kapnak.

2.9. P¶elda. TekintsÄuk 2.7. p¶eld¶aban megadott Bayesi-j¶at¶ekot. Ennek az ex-
ante norm¶al form¶aj¶at az 5. t¶abl¶azatban adtuk meg. A sorj¶at¶ekos strat¶egi¶aiban
elÄol a t11-ben, h¶atul pedig a t21-ben v¶alasztott akci¶o kezd}obet}uje szerepel.

2-es j¶at¶ekos
Long Short

LL (30,30) (0,60)
1-es j¶at¶ekos LS (15,15) (0,60)

SL (45,15) (0,0)
SS (60,0) (0,0)

5. t¶abl¶azat. Az ex-ante norm¶al form¶aban megadott j¶at¶ek

2.10. De¯n¶³ci¶o. Egy s¤ 2 S strat¶egiapro¯l GB = (N; fAigi2N ; fuigi2N ; T )
Bayesi-j¶at¶ek interim Bayesi{Nash-Egyens¶ulya, ha l¶etezik olyan â 2 Â ak-
ci¶opro¯l, ami Nash-Egyens¶uly az (N̂; fÂigi2N̂ ; fûigi2N̂ ) j¶at¶ekban, ez a j¶at¶ek
GB interim norm¶al form¶aja, ¶es minden i 2 N j¶at¶ekosra ¶es k 2 Ti t¶³pusra
s¤

i (k) = âk.

2.11. P¶elda. TekintsÄuk a 2.7. p¶eld¶aban megadott Bayesi-j¶at¶ekot. Ekkor
a 3. ¶es 4. t¶abl¶azatb¶ol kiolvashat¶o, hogy ((Short, Long), Long) a j¶at¶ek egy
interim Bayesi{Nash-Egyens¶ulya.

2.12. De¯n¶³ci¶o. Egy s¤ 2 S strat¶egiapro¯l GB = (N; fAigi2N ; fuigi2N ; T )
Bayesi-j¶at¶ek ex-ante Bayesi{Nash-Egyens¶ulya, ha s¤ Nash-Egyens¶uly az
(N; fSigi2N ; f¹uigi2N) j¶at¶ekban, ¶es ez a j¶at¶ek GB ex-ante norm¶al form¶aja.

2.13. P¶elda. TekintsÄuk a 2.7. p¶eld¶aban megadott Bayesi-j¶at¶ekot. Ekkor a
2.9. p¶eld¶aban fel¶³rt form¶ab¶ol l¶atszik, hogy ((Short, Long), Long) a j¶at¶ek egy
ex-ante Bayesi{Nash-Egyens¶ulya (5. t¶abl¶azat).

2.14. Felvet¶es. GB = (N; fAigi2N ; fuigi2N ; T ) v¶eges t¶³puster}u Bayesi-
j¶at¶ekra feltesszÄuk, hogy minden t¶³pus prior val¶osz¶³n}us¶ege pozit¶³v, azaz:

¦(P £ T1 £ . . .Ti¡1 £ ftig £ Ti+1 £ . . . £ Tn) > 0

tetsz}oleges i 2 N-re ¶es ti 2 Ti-re.
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2.15. ¶All¶³t¶as. Ha GB = (N; fAigi2N ; fuigi2N ; T ) Bayesi-j¶at¶ekban a 2.14.
felvet¶es teljesÄul, akkor s 2 S = £i2NSi strat¶egiapro¯l pontosan akkor interim
Bayesi{Nash-Egyens¶ulya GB j¶at¶eknak, ha ex-ante Bayesi|Nash-Egyens¶uly
is.

Bizony¶³t¶as. L¶asd p¶eld¶aul Nguyen (2011), vagy Mas-Colell et al. (1995) 255.
oldal 8.E.1. ezzel ekvivalens ¶all¶³t¶as¶at. 2

Mivel a 2.14. felvet¶es tanulm¶anyunk sor¶an v¶egig teljesÄul, az interim ¶es
az ex-ante Bayesi{Nash-Egyens¶uly fogalma a 2.15. ¶all¶³t¶as miatt esetÄunkben
egybeesik, ez¶ert csak Bayesi{Nash-Egyens¶ulyk¶ent hivatkozunk r¶a.

2.2 V¶elem¶enyrangsorok

¶Altal¶anosan a v¶elem¶enyrangsorok megkonstru¶al¶asa el¶eg technikai, ¶³gy az ¶alta-
lunk haszn¶alt speci¶alis esetben didaktikai okokb¶ol nem ¶³rjuk fel }oket. Ennek
r¶eszben az is az oka, hogy m¶³g az els}orend}u v¶eleked¶es viszonylag k¶ezzelfoghat¶o
a val¶os ¶eletben is, a v¶eleked¶esekr}ol alkotott v¶eleked¶esek fogalma, ¶es a j¶at¶ekra
val¶o hat¶asuk m¶ar kev¶esb¶e.

2.16. P¶elda. Anna ¶es B¶ela a kÄovetkez}o j¶at¶ekot j¶atssz¶ak: Adott egy n¶egy
¯¶okos szekr¶eny, melynek mindegyik ¯¶okj¶aban van k¶et-k¶et Äosszehajtogatott
pap¶³rlap. A pap¶³rlapokon sz¶amok szerepelnek ¶ugy, hogy mindegyik ¯¶okban
van egy lap, amin 1-es szerepel, egy ¯¶okba kerÄult 0- ¶as sz¶am, a marad¶ek h¶arom
¯¶okba pedig egy-egy 2-es sz¶am. A j¶at¶ek elej¶en Anna ¶es B¶ela megegyeznek,
hogy melyik ¯¶okot v¶alasztj¶ak (egyikÄuk sem tudja, melyik ¯¶okban van a 0),
majd azon belÄul mindketten v¶alasztanak egy-egy pap¶³rlapot ¶es megn¶ezik a
saj¶atjukat. Ezut¶an Anna dÄonthet, hogy besz¶all-e a licitbe vagy nem. Ha nem
sz¶all be, B¶ela nyer egy forintot Ann¶at¶ol. Ha besz¶all, B¶ela is dÄonthet, hogy
besz¶all, vagy nem. Ha B¶ela nem sz¶all be, Anna kap egy forintot B¶el¶at¶ol. Ha
B¶ela is besz¶all, akkor mindketten megn¶ezik egym¶as lapj¶at is, ¶es amelyikÄuk¶en
nagyobb sz¶am szerepel, az n¶egy forintot nyer a m¶asikt¶ol.

Ez a j¶at¶ek megmutatja, hogy a m¶asodrend}u v¶eleked¶esek is szerepet kap-
nak a j¶at¶ek megold¶as¶aban. Vizsg¶aljuk meg, mi tÄort¶enik ebben a p¶eld¶aban
akkor, ha Anna a null¶as sz¶amot h¶uzza. Ekkor }o term¶eszetesen pontosan tudja,
hogy B¶ela kez¶eben egyes van, ahogyan azt is, hogy B¶ela szerint Ann¶an¶al 1

4
val¶osz¶³n}us¶eggel van null¶as ¶es 3

4 val¶osz¶³n}us¶eggel kettes. Azaz Anna v¶eleked¶ese
B¶el¶ar¶ol az, hogy B¶ela nyerne, ha mindketten besz¶alln¶anak, de Anna v¶eleked¶ese
B¶ela v¶eleked¶es¶er}ol megmondja, hogy B¶ela be sem sz¶allna a j¶at¶ekba, ugyanis
B¶ela v¶arhat¶o ki¯zet¶ese ekkor a saj¶at els}orend}u v¶eleked¶ese szerint ¡4¢ 3

4
+4¢ 1

4
=

¡2, m¶³g ha nem sz¶all be, akkor a v¶arhat¶o ki¯zet¶ese ¡1.

A p¶eld¶aban l¶athat¶o, hogy a j¶at¶ekosok a vil¶ag¶allapotokr¶ol val¶o inform¶aci¶oi-
kat hogyan tudj¶ak felhaszn¶alni a tÄobbi j¶at¶ekos akci¶oira val¶o kÄovetkezt¶eshez. A
kÄovetkeztet¶es eszkÄozei a v¶elem¶enyek, a szakirodalomban haszn¶alt v¶elem¶eny-
rangsor fogalom pedig ezeket formaliz¶alja. Ahhoz, hogy Anna tudjon B¶ela
dÄont¶es¶er}ol kÄovetkeztetni, szÄuks¶eg van arra, hogy Anna tudja, hogy B¶ela (els}o
rendben) racion¶alis. A racionalit¶as ¶es a tud¶as fogalm¶anak sz¶eles j¶at¶ekelm¶eleti
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irodalma van (Aumann, 1999a), amivel itt nem foglalkozunk kiterjedten. A
tud¶ast a sz¶o kÄoznapi ¶ertelm¶eben haszn¶aljuk, a kÄoztudott azt jelenti, hogy
minden j¶at¶ekos tudja, hogy minden j¶at¶ekos tudja . . . ¶es ¶³gy tov¶abb a v¶eg-
telens¶egig, m¶³g a racionalit¶as azt fogja jelenteni, hogy a j¶at¶ekosok v¶arhat¶o
ki¯zet¶est maximaliz¶alnak.

Mivel minden j¶at¶ekosnak minden j¶at¶ekos v¶eleked¶es¶er}ol lehet v¶eleked¶ese, a
magasabb rend}u v¶elem¶enyeket k¶et j¶at¶ekos eset¶en a legegyszer}ubb vizsg¶alni.
A p¶eld¶aban is l¶athatjuk, hogy a m¶asodrend}u v¶eleked¶es a v¶eges esetben, min-
den t¶³pusra egy val¶osz¶³n}us¶egeloszl¶as lesz a vil¶ag¶allapotok ter¶en. Az els}orend}u
v¶eleked¶esek kÄoztudottak, hiszen a kÄozÄos priorb¶ol sz¶amoljuk }oket. Intuit¶³ve, a
v¶elem¶enyekr}ol alkotott v¶elem¶enyek csak az els}orend}u v¶eleked¶esekt}ol fÄuggenek,
¶es ¶³gy a m¶asodrend}u v¶elem¶enyek is kisz¶amolhat¶ok a kÄozÄos priorb¶ol ¶es kÄoztu-
dottak. Ez l¶ep¶esenk¶ent minden v¶elem¶enyszintre elmondhat¶o, teh¶at a j¶at¶ekosok
v¶elem¶enyrangsora { a kÄulÄonbÄoz}o rend}u v¶eleked¶esek Äosszess¶ege { kÄoztudott.

3 A vizsg¶alt szitu¶aci¶o

Ebben a r¶eszben az Allen ¶es Morris (1998) ¶altal t¶argyalt j¶at¶ek egy v¶altozat¶at
vizsg¶aljuk. A j¶at¶ek mÄogÄotti tÄort¶enet a kÄovetkez}o: K¶et v¶allalat a f}o bet¶ete-
sei egy banknak. Mindk¶et v¶allalat el}ott k¶et lehet}os¶eg ¶all, vagy kiveszik a
bet¶etjÄuket (W=Withdraw) vagy bennhagyj¶ak minden p¶enzÄuket a bankban
(R=Remain). Legyen a v¶allalatok bet¶etje 100$ { 100$. Amennyiben mindk¶et
v¶allalat ¶ugy dÄont, hogy a bankban hagyj¶ak a p¶enzÄuket, az id}oszak v¶eg¶en a
bank mindkettejÄuknek ¯zet kamatot, ennek m¶ert¶eke 35% (a pontos ¶ert¶ek kÄoz-
gazdas¶agilag nem relev¶ans, az¶ert haszn¶alunk ilyen magas kamatl¶abat, hogy
kev¶es j¶at¶ekos ¶es kev¶es t¶³pus eset¶en is tudjunk kÄovetkeztetni). Amennyiben
b¶armelyik vagy mindk¶et v¶allalat kiveszi a p¶enz¶et, akkor hozz¶ajut a 100$-
j¶ahoz, azonban ha az egyik v¶allalat bent hagyja a p¶enz¶et, m¶³g a m¶asik kiveszi,
akkor a tÄort¶enet szerint a bank cs}odbe megy, ¶es az els}o v¶allalat elbukja a
100$-j¶at.

A ¡ = (N; fA1;A2g; fu1; u2g) j¶at¶ek a kÄovetkez}o:

{ N = f1; 2g a j¶at¶ekosok halmaza,

{ A1 = A2 = fR;Wg a j¶at¶ekosok akci¶ohalmazai,

{ A j¶at¶ekosok u1, u2 ki¯zet¶eseit a 6. t¶abl¶azat mutatja.

2-es j¶at¶ekos
R W

1-es j¶at¶ekos R (135,135) (0,100)
W (100,0) (100,100)

6. t¶abl¶azat. A ¡ j¶at¶ek ki¯zet}o-bim¶atrixa

TegyÄuk fel tov¶abb¶a, hogy a vizsg¶alt szitu¶aci¶o nem tÄok¶eletes inform¶aci¶os,
a j¶at¶ekosok kÄulÄonbÄoz}o t¶³pus¶uak lehetnek Hars¶anyi (1967-68), ¶es a t¶³pusok
hat¶assal lehetnek a j¶at¶ekos strat¶egi¶aira. A j¶at¶ekosok t¶³pusai a likvidit¶asi mu-
tat¶ojuk, feltesszÄuk, hogy mindk¶et v¶allalat likvidit¶asi mutat¶oja egy-egy eg¶esz
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sz¶am 0 ¶es 7 kÄozÄott. A 0 ,,jelent¶ese", hogy az adott v¶allalat cs}odben van,
az 1-¶e az, hogy egy v¶allalat cs}odkÄozeli, a 7-es jelenti a p¶enzÄugyileg legjobb
¶allapotot, m¶³g a kÄoztes ¶ert¶ekek kÄoztes likvidit¶ast jeleznek. FeltesszÄuk, hogy
ha egy v¶allalat cs}odben van, vagy cs}odkÄozeli, akkor ki kell vennie a p¶enz¶et.
A j¶at¶ekosok t¶³pusai nem fÄuggetlenek, korrel¶altak, ami n¶alunk azt fogja je-
lenteni, hogy a likvidit¶asi mutat¶ojuk nem t¶erhet el egyn¶el jobban egym¶ast¶ol,
azaz, ha 1-es j¶at¶ekos t¶³pusa 3, akkor 2-es j¶at¶ekos¶e 2, 3 vagy 4 lehet. En-
nek magyar¶azata az ¶altalunk vizsg¶alt helyzetben annyi, hogy a k¶et v¶allalat
ugyanabban az ipar¶agban dolgozik, ¶³gy ugyanazok a hat¶asok hatnak r¶ajuk,
¶es b¶ar lehetnek kÄozÄottÄuk kÄulÄonbs¶egek, likvidit¶asuk nagyban ÄosszefÄugg.

A ¡B = (N; fA1;A2g; fu1; u2g; T ), T = (P; fT1; T2g;¦) Bayesi-j¶at¶ek ¶es a
hozz¶a tartoz¶o t¶³pust¶er a kÄovetkez}o:

{ N , fA1; A2g, fu1; u2g a ¡ j¶at¶ekb¶ol val¶o, teh¶at az u1 ¶es u2 ki¯zet}o-
fÄuggv¶enyek nem fÄuggenek a t¶³pusokt¶ol,

{ T1 = T2 = f0; 1; 2; 3; 4; 5; 6; 7g a j¶at¶ekosok t¶³pushalmazai, P egyelem}u,

{ si : Ti ! fR; Wg az i j¶at¶ekos egy strat¶egi¶aja olyan, hogy si(t) 2
fR;Wg, ha t 2 f2; 3; 4; 5; 6; 7g, ¶es W kÄulÄonben, Si az i j¶at¶ekos strat¶egia-
halmaza, i 2 f1; 2g, teh¶at 0 ¶es 1 t¶³pusban egy v¶allalat mindenk¶epp
kiveszi a p¶enz¶et,

{ ¦ a kÄozÄos prior a 7. t¶abl¶azatban l¶athat¶o.

T2
0 1 2 3 4 5 6 7

T1

0
1
2
3
4
5
6
7

1
12
1
24
0
0
0
0
0
0

1
24
1
24
1
24
0
0
0
0
0

0
1
24
1
24
1
24
0
0
0
0

0
0
1
24
1
24
1
24
0
0
0

0
0
0
1
24
1
24
1
24
0
0

0
0
0
0
1
24
1
24
1
24
0

0
0
0
0
0
1
24
1
24
1
24

0
0
0
0
0
0
1
24
1
12

7. t¶abl¶azat. A ¡B Bayesi-j¶at¶ek kÄozÄos priorja

A 7. t¶abl¶azatban az is l¶atszik, hogy a kÄozÄos priort ¶ugy konstru¶altuk, hogy
ha egy j¶at¶ekos ismeri a t¶³pus¶at ¶es az nem extrem¶alis p¶enzÄugyi helyzetet mutat
(nem 0 vagy 7), akkor egyenl}o val¶osz¶³n}us¶eget rendel a m¶asik j¶at¶ekos lehets¶eges
t¶³pusaihoz. Egy¶ebk¶ent minden t¶³pus el}ofordul¶as¶anak prior val¶osz¶³n}us¶ege 1

8 .

3.1 A j¶at¶ek Bayesi{Nash-Egyens¶ulya

Ebben a r¶eszben megn¶ezzÄuk, mi tÄort¶enik az ¶altalunk vizsg¶alt j¶at¶ek Bayesi{
Nash-Egyens¶uly¶aban.

3.1. ¶All¶³t¶as. ¡B-nek pontosan egy Bayesi{Nash-Egyens¶ulya l¶etezik ¶es az az
a strat¶egia, amiben mindk¶et j¶at¶ekos minden t¶³pusra W -t j¶atszik.
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Bizony¶³t¶as. A bizony¶³t¶as sor¶an az interim megkÄozel¶³t¶est fogjuk haszn¶alni.
Azt fogjuk megmutatni, hogy amennyiben s strat¶egiapro¯l Bayesi{ Nash-
Egyens¶uly, ¶es van egy olyan (t¤1; t

¤
2) 2 vil¶ag¶allapot, amire ¦(t¤1; t

¤
2) 6= 0 ¶es

s(t¤1; t
¤
2) = (W; W ), akkor minden vil¶ag¶allapotra s(!) = (W;W ).

Tudjuk, hogy (t1; t2) = (0; 0)-ra ¶es (t1; t2) = (1; 1)-re a j¶at¶ekosok csak
(W;W )-t j¶atszhatnak. Ezen felÄul tudjuk, hogy ¡B interim norm¶al form¶aj¶u
¶at¶³r¶as¶anak l¶etezik Nash-Egyens¶ulya (kÄonny}u meggondolni, hogy mindk¶et j¶a-
t¶ekosra mindig W p¶eld¶aul az). Ebb}ol kÄovetkezik, hogy s Bayesi{Nash-Egyen-
s¶ulyra is s(1; 1) = (W;W ), tov¶abb¶a a kÄozÄos priorb¶ol ¦(1; 1) = 1

24 6= 0.
N¶ezzÄuk, mit j¶atszik az 1-es j¶at¶ekos a 2-es t¶³pusban (jelÄol¶ese az interim j¶at¶ek-
ban 12-es j¶at¶ekos lesz). A kÄovetkez}ot fogjuk v¶egiggondolni:

û12(s)

½
= 100 ; ha ha s-ben 12 W -t j¶atszik ,
· 90 ; ha s-ben 12 R-t j¶atszik .

Ezek kÄozÄul a fels}o ¶ag vil¶agos, ha egy j¶at¶ekos W -t j¶atszik, akkor 100-at kap. Ha
azonban R-t, akkor a v¶arhat¶o ki¯zet¶es h¶arom t¶enyez}o Äosszege lesz: û12(s) ·
1
3
0 + 1

3
135 + 1

3
135 = 90 , a kÄozÄos prior ¶es az eredeti j¶at¶ek ki¯zet}ofÄuggv¶enye

alapj¶an. A 0-t onnan kaptuk, hogy tudtuk, hogy a 21-es j¶at¶ekos W -t j¶atszik,
hiszen m¶ast nem tud, 135 pedig az el¶erhet}o legnagyobb ki¯zet¶es, ¶³gy alkalmas
fels}o becsl¶esre.

Ett}ol meg¶eri elt¶erni, ugyanis a W biztosan 100 ki¯zet¶est hoz, ¶³gy a 12-es
j¶at¶ekos s-ben W -t j¶atszik. Hasonl¶oan meg¶allap¶³that¶o, hogy a 22-es j¶at¶ekos
is W -t fog j¶atszani. Innen a t¶³pusokat v¶egigl¶eptetve eg¶eszen 17-ig ¶es 27-ig
megkapjuk, hogy s-ben mindk¶et j¶at¶ekos mindig W -t j¶atszik. 2

L¶athatjuk, hogy az eredeti ¡ j¶at¶ek k¶et Nash-Egyens¶ulya, a (W;W ) ¶es az
(R; R) kÄozÄul csak az maradt meg, amiben a j¶at¶ekosok kiveszik a p¶enzÄuket. Ez
az¶ert nem szerencs¶es, mert azt v¶arjuk, hogy nagyon biztons¶agos t¶³pusp¶arokra
(t1 = t2 = 7) m¶ar R-t j¶atszanak a j¶at¶ekosok. Ahhoz, hogy megmagyar¶azzuk,
hogyan is jÄohet ki a val¶o ¶eletben a Pareto-optim¶alis Nash-Egyens¶uly ¶es mikor
jÄohet ki ebben a p¶eld¶aban, a j¶at¶ekosok v¶elem¶enyrangsorait fogjuk haszn¶alni.

3.2 V¶elem¶enyrangsorok k¶et j¶at¶ekos eset¶en

Ebben a r¶eszben fel¶³rjuk a j¶at¶ekosok kÄozÄos priorb¶ol sz¶armaztatott v¶eleked¶eseit,
ezzel a c¶elunk az, hogy valamilyen m¶as dÄont¶esi strat¶egi¶at tudjunk velÄuk
de¯ni¶alni. A 2.2. alfejezetben eml¶³tettÄuk a v¶elem¶enyrangsorok intu¶³ci¶oj¶at,
a kisz¶amol¶asukr¶ol viszont m¶eg nem esett sz¶o.

¼k
i (¢; ¢) : P( )£ ! IR jelÄoli i j¶at¶ekos k-adrend}u v¶eleked¶es¶et, melyre tel-

jesÄul, hogy tetsz}olegesen rÄogz¶³tett !¤ 2 -ra ¼k
i (¢; !¤) egy val¶osz¶³n}us¶egeloszl¶as

az ( ;P( )) t¶eren, i 2 f1; 2g illetve k 2 IN. A v¶eleked¶eseket a kÄovetkez}o
rekurzi¶o alapj¶an de¯ni¶aljuk:

{ ¼1
i (E; (ftig; ft¡ig)) = ¦j(E), ahol E 2 P( ), j = ti, ¦j pedig 2.6. de-

¯n¶³ci¶ob¶ol val¶o (¡B j¶at¶ekra alkalmazva),

{ ¼k
i (E;!¤) =

P
!2 ¼k¡1

¡i (E; !)¼1
i (f!g; !¤), ahol E 2 P( ) ¶es k > 1.

� 

� � 
� 

� � 

� 

� 
� 
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A k = 1 eset a m¶ar megismert els}orend}u v¶eleked¶es, ez az ¶at¶³r¶as az¶ert
k¶enyelmes, mert eddig az els}orend}u v¶eleked¶esek t¶³pusokra vonatkoztak, mi
azonban az egyes j¶at¶ekosokhoz szeretn¶enk rendelni }oket. A k > 1-hez el¶egs¶eges
magyar¶azat annyi, hogy i j¶at¶ekos ismeri ¡i minden k ¡ 1-n¶el alacsonyabb
rend}u v¶eleked¶es¶et, teh¶at tudja, mire gondolhat ¡i, tudja a saj¶at t¶³pus¶at, de
nem tudja, hogy a j¶at¶ek mely vil¶ag¶allapotban van, ¶³gy fel kell haszn¶alnia az
els}orend}u v¶eleked¶es¶et. A strukt¶ura hasonl¶³t az ¶atmenetval¶osz¶³n}us¶eg fogalm¶a-
hoz.

A gondolkod¶asm¶od pontosan ugyanaz, mint Markov-l¶ancok eset¶en: ahhoz,
hogy eljussunk !¤-b¶ol E-be, el}oszÄor eljutunk egy tetsz}oleges !-ba, majd innen
E-be, mert ezeket az ¶atmeneteket m¶ar ismerjÄuk, ha pedig a val¶osz¶³n}us¶egeket
Äosszeadjuk, megkapjuk az !¤-b¶ol E-be jut¶as val¶osz¶³n}us¶eg¶et.

3.3 KÄovetkeztet¶es a v¶elem¶enyrangsorok alapj¶an

Vil¶agos, hogy az 1-es j¶at¶ekos R akci¶ot j¶atszik egy t¤1 2 f2; 3; 4; 5; 6; 7g t¶³pusban,
ha

pu1(R;R) + (1 ¡ p)u1(R; W ) > pu1(W;R) + (1 ¡ p)u1(W;W ) ;

ahol p annak a val¶osz¶³n}us¶ege hogy a 2-es j¶at¶ekos (1-es j¶at¶ekos szerint) R-t
j¶atszik. Ekkor a fenti egyenletbe val¶o behelyettes¶³t¶es ut¶an

135p > 100 :

Teh¶at, ha lenne ilyen p ¶ert¶ekÄunk az egyes t¶³pusokra, akkor az 1-es j¶at¶ekos
azonnal tudna dÄonteni. Ahhoz, hogy p-t meg tudjuk becsÄulni, az 1-es j¶at¶ekos
v¶elem¶enyrangsor¶at fogjuk felhaszn¶alni.

Legyen K 2 P( ) esem¶eny azon vil¶ag¶allapotok Äosszess¶ege, amiben valame-
lyik j¶at¶ekos t¶³pusa vagy 0 vagy 1. Ekkor vil¶agos, hogy p · p1 = 1¡
¼1

1(K; !), hiszen, ha a 2-es j¶at¶ekos 0 vagy 1 t¶³pus¶u, akkor biztosan W -t j¶at-
szik. Ugyan¶ugy tudjuk azt is, hogy p · p2 = 1 ¡ ¼2

1(K; !), hiszen a 2-es
j¶at¶ekos valamilyen val¶osz¶³n}us¶eggel azt fogja hinni, hogy az 1-es j¶at¶ekos 0-¶as
vagy 1-es t¶³pus¶u, ¶es ha ez t¶ul nagy, akkor nem fog R-t j¶atszani. Ez igaz lesz
b¶armilyen rend}u v¶eleked¶esre, teh¶at minden m 2 IN -re p · pm, ahol

pm = 1 ¡ ¼m
1 (K;!) :

3.2 P¶elda. Legyen ! = (3; 3), m = 4. Ekkor ¼4
1(ti = 0; !) = 0; 0617 ¶es

¼4
1(ti = 1; !) = 0; 1235; i 2 f1; 2g, teh¶at az 1-es (¶es persze a 2-es) j¶at¶ekos 3-as

t¶³pus¶aban p4 = 0; 8148. Teh¶at a negyedrend}u v¶eleked¶esb}ol tudjuk, hogy ha
az 1-es j¶at¶ekos likvidit¶asa 3, akkor a 2-es j¶at¶ekos maximum 0; 8148 val¶osz¶³-
n}us¶eggel j¶atszik R-t.

A fent de¯ni¶alt pm sorozat alapj¶an hat¶arozzuk meg, hogy egy i j¶at¶ekos
egy ti t¶³pusban mit fog dÄonteni. JelÄoljÄuk a sorozat legnagyobb als¶o korl¶atj¶at
pinf-fel. A dÄont¶eshez a kÄovetkez}oket haszn¶aljuk:

� 
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3.3 ¶All¶³t¶as. Ha 135pinf < 100, akkor legyen k = finf l : 135pl < 100; l 2 INg.
KÄoztudott k-adrend}u kÄolcsÄonÄos racionalit¶as mellett (k hosszan i tudja, hogy
¡i tudja, hogy i tudja. . . v¶arhat¶o ki¯zet¶est maximaliz¶al) i j¶at¶ekos az adott
t¶³pusban csak W -t j¶atszhat.

Bizony¶³t¶as. A k-adrend}u v¶eleked¶esb}ol az kÄovetkezik, hogy ¡i j¶at¶ekos legal¶abb
1¡pk val¶osz¶³n}us¶eggel W -t j¶atszik. Ekkor a v¶arhat¶o ki¯zet¶esek: 135pk < 100,
teh¶at ha R-t j¶atszan¶ank, ellentmondan¶ank a k-adrend}u racionalit¶asnak. 2

3.4. De¯n¶³ci¶o. Azokat a strat¶egi¶akat, melyben 135pinf < 100 eset¶en W -t,
135pinf > 100 eset¶en R-t j¶atszunk, optimista strat¶egi¶aknak nevezzÄuk.

A 3.4. de¯n¶³ci¶o az¶ert szÄuks¶eges, mert intu¶³ci¶onk szerint nagyon biztons¶agos
t¶³pusp¶arokra (t1; t2 2 f6; 7g-re) m¶ar l¶etrejÄon ¡ j¶at¶ek Pareto-optim¶alis Nash-
Egyens¶ulya, az (R;R) (ld. 6. t¶abl¶azatot). A val¶os kÄozgazdas¶agi szitu¶aci¶okban
is azt l¶atjuk, hogy ha minden j¶ol megy a gazdas¶agban, akkor az emberek
nem f¶elnek a bankcs}odt}ol ¶es nem oldj¶ak fel bankbet¶etjeiket. Az itt felmerÄul}o
k¶erd¶es az, hogy hol h¶uzzuk meg a hat¶art, azaz mi az a t¶³pus, amire m¶ar
optimista esetben sem mondhatjuk, hogy j¶atszhatunk R-t. Erre ad v¶alaszt
3.3. ¶all¶³t¶as, ami egy als¶o becsl¶est ad arra, hogy milyen esetekben biztosan
nem ¶eri meg a kock¶azatos akci¶o.

Az optimista dÄont¶es azt a ki nem mondott feltev¶est haszn¶alja, hogy egy
szerepl}o pontosan akkor veszi ki a p¶enz¶et, amikor cs}odÄos vagy cs}odkÄozeli
¶allapotban van, vagy azt hiszi, hogy a m¶asik j¶at¶ekos cs}odÄos vagy cs}odkÄozeli,
vagy azt hiszi, hogy a m¶asik j¶at¶ekos azt hiszi. . . ¶es ¶³gy tov¶abb addig, am¶³g a
kock¶azat t¶ul nagy nem lesz, ha pedig nem lesz t¶ul nagy, akkor benntart.
Ekkor az ¶altalunk haszn¶alt pm sorozat in¯muma nem csak fels}o becsl¶es,
hanem pontos ¶ert¶ek p-re.

A sorozat t¶³pusonk¶enti meghat¶aroz¶asa egy numerikus feladat. A 3.2. al-
fejezetben l¶attuk, hogy minden szint}u v¶eleked¶es kisz¶amolhat¶o az els}orend}u
v¶eleked¶esekb}ol. Egy i j¶at¶ekos dÄont¶esei az itt bevezetett szab¶aly alapj¶an a
lehets¶eges ti t¶³pusokban 8. t¶abl¶azatban l¶athat¶ok. A dÄont¶esekhez tartoz¶o kri-
tikus ¶ert¶ek 100

135
= 0; 7407.

L¶atszik, hogy ha van k¶et kÄulÄonbÄoz}o t¶³pusunk, ¶es a nagyobb kock¶azat¶uban
R a dÄont¶es, akkor a kisebb kock¶azat¶uban is az lesz, fÄuggetlenÄul a kritikus
¶ert¶ekt}ol, amit a kamatszint hat¶aroz meg.

Az optimista dÄont¶esben l¶athat¶o, hogy biztons¶agos (t1; t2 2 f4; 5; 6; 7g)
vil¶ag¶allapotokra l¶etrejÄon a szarvasvad¶aszat Pareto optim¶alis Nash-Egyens¶ulya,
kock¶azatos (ti 2 f2; 3g, i 2 f1; 2g) t¶³pusokra pedig a j¶at¶ekosok azt az akci¶ot
v¶alasztj¶ak, ahol a ki¯zet¶esÄuk nem fÄugg a m¶asik dÄont¶es¶et}ol (ezt a fajta akci¶ot
a szakirodalom id}onk¶ent kock¶azatdomin¶ans akci¶onak nevezi).

ti 0 1 2 3 4 5 6 7
pinf 0 0 0; 6063 0; 7209 0; 75 0; 75 0; 75 0; 75

Optimista W W W W R R R R
Bayesi-Nash W W W W W W W W

8. t¶abl¶azat. Az egyes t¶³pusokhoz tartoz¶o dÄont¶esek
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A 8. t¶abl¶azat tanuls¶aga az, hogy b¶ar mindk¶et dÄont¶esi strat¶egi¶ahoz ugyan-
¶ugy a kÄozÄos priort haszn¶altuk, a dÄont¶es m¶odja ¶es a kÄozÄos prior szerepe a dÄon-
t¶esben elt¶er}o. Az optimista dÄont¶eshoz¶o minden v¶elem¶enyszintet megvizsg¶alt,
¶es a v¶eleked¶eseit (mely n¶alunk egy eloszl¶as volt a vil¶ag¶allapotok ter¶en) arra
haszn¶alta, hogy a m¶asik j¶at¶ekos t¶³pus¶ara kÄovetkeztessen, nem pedig a m¶asik
j¶at¶ekos ¶altal j¶atszott akci¶ora. Csak azokat az eseteket vette ¯gyelembe,
amikor biztosan tudta, hogy az ellenf¶el W -t j¶atszik ¶es ¯gyelmen k¶³vÄul hagyta
a tÄobbi esetet.

Ezzel szemben a Bayesi{Nash-Egyens¶uly csak az els}orend}u v¶eleked¶essel
sz¶amolt, m¶egpedig ¶ugy, hogy azonnal kÄovetkeztetett az ellenf¶el ¶altal j¶atszott
akci¶okra. A probl¶ema vele az, hogy ha nem nyolc t¶³pust ¶all¶³tunk be, hanem
l¶enyegesen tÄobbet, akkor is W marad az egyetlen egyens¶ulypont, ami nem j¶o
eredm¶eny alkalmaz¶as szempontj¶ab¶ol.

4 Konkl¶uzi¶o

A Bayesi-j¶at¶ekok norm¶al form¶ara val¶o ¶at¶³r¶asakor ¶ohatatlanul elvesz¶³tjÄuk a
kÄozÄos prior eloszl¶as¶anak n¶eh¶any tulajdons¶ag¶at, esetÄunkben azt, hogy a cs}od-
val¶osz¶³n}us¶eg sokkal kisebb, mint a biztons¶agos ¶allapotok¶e. ¶Igy azt¶an a Bayesi{
Nash-Egyens¶uly f}o probl¶em¶aja, hogy t¶ul moh¶o m¶odon pr¶ob¶alja optimaliz¶alni
a j¶at¶ekosok dÄont¶eseit, ¯gyelmen k¶³vÄul hagyva a kÄozÄos prior glob¶alis tulaj-
dons¶agait. Ebben a p¶eld¶aban ez ¶ugy nyilv¶anul meg, hogy mindk¶et j¶at¶ekos
¶epp csak egy kicsit akar biztons¶agosabban j¶atszani, mint a m¶asik ¶es ,,alul-
licit¶alj¶ak" egym¶ast abban, hogy ki mikor veszi ki a p¶enzt eg¶eszen addig,
am¶³g mindig ki nem veszik. Ha ez a val¶os gazdas¶agi ¶eletben is ¶³gy lenne, nem
jÄonn¶enek l¶etre bankbet¶etek.

K¶etf¶ele gyakorlati magyar¶azatot l¶atunk arra, hogy ez mi¶ert nem ¶³gy tÄor-
t¶enik. Az egyik a m¶ar eml¶³tett optimizmus, mely azt jelenti alkalmaz¶as szem-
pontj¶ab¶ol, hogy csak azokkal az esetekkel sz¶amolunk, amikor eg¶eszen biztos,
hogy a biztons¶agos akci¶ot kell v¶alasztani, minden m¶as esetben a kock¶azatos,
de magasabb ki¯zet¶eshez vezet}o akci¶ot v¶alasztjuk, ¶es azt v¶arjuk, hogy a tÄobbi
szerepl}o is ¶³gy dÄont. Ezzel l¶etrejÄohet az ¶altalunk felv¶azolt dÄont¶esi strat¶egia.

A m¶asik magyar¶azat azt felt¶etelezi, hogy a szerepl}oknek Äonmag¶aban k¶e-
nyelmesebb a status quo fenntart¶asa, mint visszaford¶³thatatlan dÄont¶esek meg-
hozatala. Ez azt eredm¶enyezi, hogy bankbet¶etek k¶epz¶ese ¶es felold¶asa nem
ugyanolyan s¶uly¶u dÄont¶es lesz a szerepl}ok ¶elet¶eben. Ha m¶ar l¶etezik egy szig-
ni¯k¶ans bet¶etÄunk, aminek a felold¶asa vesztes¶eget okoz, akkor csak t¶enyleg
kock¶azatos esetekben tesszÄuk azt meg ¶es ugyanezt v¶arjuk a tÄobbi szerepl}ot}ol
is. Ezzel szint¶en l¶etrejÄohet a 8. t¶abl¶azatban szerepl}o optimista strat¶egia, de
csak akkor, ha a bet¶et m¶ar a j¶at¶ek el}ott l¶etrejÄott. Ford¶³tott esetben, ha egy
m¶eg nem l¶etez}o bet¶et megk¶epz¶es¶er}ol kell dÄont¶est hozni, ez a megkÄozel¶³t¶es
nem alkalmazhat¶o az ¶altalunk konstru¶alt dÄont¶es magyar¶azat¶ahoz.
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AN APPLICATION OF HIERARCHY OF BELIEFS IN FINANCIAL

SITUATIONS

The paper examines an unpleasant attribute of the Bayesian Nash Equilibria. As
we consider a bank run game of imperfect information, we present two possible so-
lutions: The ¯rst is the game's Bayesian Nash Equilibrium, for which the necessary
theoretical background is given, following [14]. The second is a solution based on
an optimistic assumption about the players. In this second case we use the players'
hiearchy of beliefs in order to create a rational bound to their optimism. As a result,
we observe that the Bayesian Nash Equilibrium yields an overly careful strategy
that is contradictory to general observations in everyday economic life, while the
second, optimistic strategy satis¯es our empirical and theoretical expectations.




