
VIRÁG ILDIKÓ

Gazdasági rendszerek vegetatív működése
sztochasztikus külső fogyasztással

Dolgozatunk tárgya a következő:

Adva van egy absztrakt gazdasági rendszer, amelynek működését kizárólag
készletjelzések szabályozzák. A rendszerben végbemenő fogyasztást szto­
chasztikus folyamatnak tekintjük, ebben a fogyasztásra vonatkozó informá­
ciók bizonytalansága fejeződik ki. Kérdés: milyen feltételek mellett képes a
rendszer működni?

A jelen cikk előzménye Kornai János és Martos Béla ,,Gazdasági rendszerek
vegetatív működése" [I] című tanulmánya. A cikk először egy általános mo­
dellt ismertetett, amely keretül szolgál konkrét vizsgálatok sorozatához, majd
a 4. szakaszban specifikálta az általános modellt, s egy konkrét modellen vég­
zett elemzést.

Rz a dolgozat is e vizsgálatsorozathoz tartozik. A szerzők az általános modell
tárgyalásakor nyitva hagyták a kérdést, hogy sztochasztikus vagy determi­
nisztikus változókat szerepeltetnek-e. A 4. szakaszban szereplő specifikus mo­
delljük deterrninisztikns volt. A mi jelen modellünk tulajdonképpen e specifikus
modell sztochasztikus változata. Sztochasztikus folyamatnak tekintjük a g(ú>, t) 
külső fogyasztást. Ez m,1ga után vonja, hogy az összes változót sztochasztikus
folyamatként kell kezelnünk. Meg kell változtatnunk ennek következtében
;, rendszer ,,működőképességének" definícióját is. Dolgozatunkban definiáljuk
a p vulószínűséggel való rnííködőképességet. Majd megfogalmazzuk azokat a
feltételeket, amelyek mellett a, modell p valószínűséggel működik és végül
egy alsó becslést adunk p-re.

Mivel modellünk a külső fogyasztásra vonatkozó feltételektől eltekintve
azonos Kornai= Maros speciális modelljével, ezért a leírást csak ott részle­
tezzük, ahol a determinisztikus esethez képest eltérés van. A jelöléseket csak
annyiban változtatjuk meg, hogy az argumentumba mindenhova w-t írtunk
a, véletlentől való függés jelölésére.

Feltevések

·1. A modell változói mind sztochasz.tikus folyamatok, melyeket az alábbi
valószínűségi téren értelmezhetünk. Legyen (Q, m, P) valószínűségi tér és a
[O, =] idő intervallum paraméterhalmaz [2]. Legyenek u;(w, t), V1;(w, t), 
w1(w, t), x1(w, t), Y;i(w, t) és z;(w, t)_ (i,j. 1, 2, ... , n) sztochasztikus folya­
matok az Q X [O, = ]-ben. gz azt Jelenti, hogy adott t* E [O, 6o] és w* E D-ra
u1(w*, t*), V,j(w*, t*), w;(w*, t*), x1(w*, t*), Yu(w*, t*) és z;(w*, t*) (i,j =

1, 2, ... , n) valós szám minden rögzített t* {[O, =] pontban u;(w, t*) stb.
(i, j = ,I 2, ... , n) valószínűségi változó a (Q, m, P) valószínűségi mérték-
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téren és minden rögzített w'' E Q pontban it;(w*, t) stb. (i,j = 1, 2, .. , n) 
közönséges függvénye az időnek. Ez utóbbiak a folyamatok egyes realizációi.

Tegyük fel, hogy a folyamatok Lebesgue integrálhatók.1
2. Egyetlen fogyasztó van.
3. A gazdasági rendszer reálszférája Leontiof-típusú, azaz:
Nincsenek külső erőforrások.
~!\z i-ik terméket egyetlen termelő állítja eló, -- ,1z i-ik ágrtzn.t - , mégpedig

egyetlen technológiával.
A ráfordítási fl'lggvények lineárisak.
4. Az F(t) input-koefficiens mátr'ix nem negatív, folytonosan differenciál­

ható és a spektrális rádiusra l-nél kisebb minden l ::.2: O-ra,
5. Az ::r(u;, 0) =- x0 (véletlentől nem függő) induló termelés folytatható, azaz

x0 - P(t)x0 > 0 

ti. Az induló kész lctck (nern véletlenek) pozitívak.

n(uJ, 0)-=- 11° > 0, V(u>, O) = V0 > 0, 1/)(w, O) = w0 > O
7. Ebben "pontban a g(w, t) kulső fogyasztáHm vonatkozó feltevéseket. kö­

zöljük.

Legyen g(w, t) = rn(t) f- O(w, l), 

ahol m(t) adott vektor m;(t) (l = l, 2, ... , n) komponensekkel.és G(w, t) adott
sztochasztikus vcktorfolyamat, melynek komponenseit C'{co, t)-vel (1, 2, ... , n) 
jelöljük. G;(w, t) (i = l, 2, ... , n)-k legyenek értelmezve az Q x [O, =] téren.

Legyen g(w, O) = g0 = m(O) = m0 adott konstans (tehát nem véletlen),
melyre fennáll, hogy m? >Ix? - E F?jx0 - m? I (i = 1, 2, .. , ) ~~z mi(t)-k
pedig alulról korlátosak m.? korláttal, azaz m1(t) > m?. 

a) Legyenek G;(úl, t)-k (i = 1, 2, ... , n) szeparábilisek.2 
b) Legyenek G1(w, t) (i = 1, 2,. ., n) folyamatok Wiener-folyamatok."

1 A Lobosquo intog1·álhat6súgot ronl izációként. értjük. A Lebesquo-intcgrrílhatóság itt
matematikai technikai feltevés, közguadusági szempontból nem lényeges. Pl. minden
szakaszosan folytonos függvény Lobosquo integrálható. lit különben ia enyhítettünk [l]
Ieltovésén, ott ugyan is folytonos differcncial hatóság volt Ielt.évo.

2 A szeparábiJi.tás dcI'iníciójét itt nem közöljük, 111egialálhnl6 pl. l2J-ben. A szepará­
hilitás föltételezése azért fl,.ükséges, mert legtöbb matemat.ikai eredmény azeparűbilis
sztochasztikus folyarnaiokrn vonatkozik. Foltétclozéso kiizgazdasó.gi szempontból. nem
jelent megkötést. Cyakorlu.Lilag In inr I ig szeparé.hi I iR Hztoehas·1.ti lens folyuruutokkul
dolgozhatunk, mere igen áltul,rnmi foltótc-k-k mollot.L iguz uz az {dlíLAfl, hogy egy tctszőlogos
szt.ochusvt.ikus folyamathoz t alálhr.1.Ló vole s,.LochusztikuRan «k vivalone szeparábilis
szbochuszt.ik us folya.1i11.1t [2), ahol 1t szt.ochuaz.tiku» ekvivaloncia houriszLilrnsan azt;
jelen ti, hogy bán11í'ly rögzí.LoU t* E [O, "-• l osotén a totszfílngoR és it szopani.lis sztoohosz­
tikus folyamat legfeljebb O mérLékű h11h11nwn kül/inbözhoL. /\ pnnt.os fogulmo.k és Léiokk
pl. [2]-bon találh11tók.

3 Egy 01,(w, t) sztochaszt.ikus folyo.rnatot, \Vioner-foly11mutnak nevezünk, ha függr•Ucm
növekrnónyű Cn1Jss-fo.lyarnat. (31 Fi.iggoLlon növokrnény('mek nevezünk egy G;(w, t) 
sztoohasztiku. folyamatot, ha tetsz61oges 1.0 < t1 < ... < tm értékekre a G;(w, t0,)

G;(w, t,) - 01(lv, t0), ... , Gi(w, lm) - 01(w, lm_,) valószfn(íségi válto,.ók függetlenek [:l].
Gauss-folyamatnak nevezünk egy G;(w, t) sztocho.sztikus folyamatot, ha tetszőkges

t,, t~, ... , tm szám m-esre G1(w, t1), G1(úJ, t2) ••. G,(w, tm) m-dimonziós valószÚlűségi
változó m-dimenziós normális elosdású [4].

Wiener-folyamat esetén elegendő ismerni a G;(w, t) eloszlást minden tE[O, c,o}re (ez
normális eloszlás) és G1(w, t1,) -- G;(ü.J, t1r_1) eloszlást minden,t,,_1 < /k•ra, amely a követ-
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e) Legyenek a Gi(w, t)-k nulla várható értékűek. (1W[Gi(w, t)] = 0, (i =
= 1, 2, ... , n)) és szórásuk legyen D2[G;(w, t)] = ab (t) (i = 1, 2, ... , n). 
Megjegyezzük, hogy ez nem túl szigorú megkötés g(w, t)-re vonatkozólag
mivel M(g(w, t)) = m(t) ettől még akármi lehet. (Mivel gJ = m? a G;(w, O) =
= G? = O ( i = 1, 2, ... , n ) ) 
dj Legyen ab•(t) (i = 1, 2, ... , n) folytonos függvény. (Ez a feltevés bizto­

sítja, hogy G;(w, t)-k egy valószínűséggel folytonosak, 'ugyanis Wiener folya­
mat esetén a folyamat folytonosságának szükséges és elégséges feltétele a szó­
rásnégyzet és a várható érték függvény folytonossága (2]).

Nem szükséges feltennünk, hogy g(w, t) Lebesque integrálható, mivel eddigi
feltételeink ezt is biztosítják, hiszen m(t) folytonos G(w, t) pedig egy valószf­
nüséggel folytonos, így összegük is egy valószínűséggel folytonos, amely elég­
séges feltétele a Lebesgue integrálhatóságnak.

Végül megjegyezzük G;(w, t)-k összefüggéséről nincs semmi feltéve, lehetnek
függetlenek vagy akár azonosak is.

().c;szefoglalva,: g(w, t)-re vonatkozó feltételeink azt jelentik, hogy a fogyasz­
tás egy monoton növekvő várható értékű sztochasztikus folyamat, azon ban
pozitív valószínűséggel fordulhatnak elő nemcsak nem monoton növekvő, de
még csak nem is korlátos realizációi.

Természetesen akármilyen függvények nem jöhetnek realizációként szóba.
Erre teszünk megszorításokat a G(w, t)-re vonatkozó feltételekkel. Ezzel
együtt (1 j-hez képest itt kissé enyhítettünk a fogyasztásra vonatkozó felté­
teleken.

A modell

Az alábbiak ban [ 1] speciális modelljében leírt összefüggésekkel analóg össze­
függéseket adunk meg.

A különbség egyrészt az, hogy itt minden változó sztochasztikus folyamat,
másrészt minden egyenletet integrálegyenlet alakban írjunk fel.' Ez a techni­
kai változtatás azonban az egyenleteken és azok értelmezésén nem változtat.

Az egyenletek sztochasztikus integrálegyenletek, amelyeket realizáoíóként
értelmezünk. Rögzített w mellett mindenegyes sztochasztikus integrálegyenlet
egy realizációját kapjuk, amely közönséges függvényekre vonatkozó integrál­
egyenlet és majdnem minden «i-ra teljesül.

kező (4)

X 

l f [u - (mG,(t,,) - moi{t1,_1))]2d--:e;-=======-- exp 2 , . u 
V2:rr.(ab,(t") - abi(t1<-J _:,., 2(aa;(tk) - aa,U1,-1)) 

ahol M[G;(w, t)] = ma,(t) a folyamat várható értéke és D2[G;(w, t)] = ai;,(t) a folyamat
szórásnégyzete.·

4 Ezt a technikai változtatást azért kellett végrehajtanunk, mivel g(w, t)-ről nem
tehetjük fel a differenciálhatóságot. Ugyanis g(w, t) = m(t) + G(w, t) ahol G(ro, t) nem
differenciálható egy valószínűséggel, mivel feltételünk értelmében Wiener-folyamat és
egy Wiener-folyamat nem differenciálható egy valószínűséggel [3].
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Mérlegegyenletek:
t l 

uio», t) = J x(w, t)dt - J Y(w, t) e dt - J z(w, t)dt + u0 (1) 
0 0 0

t t 

V (w, t) ei = JV (w, t) e/it - J F(t) Eix(w, t) dt + V0ei (2) 
0 0 

t t 

w(w, t) = J z(w, t) dt - J g(w, t) dt+ w0 (3) 
0 0 

i, .i = 1, 2, ... , n 

Magatartási szabályok

A következő konsbansok a szabályozó rendszer beállítását végzik[ lj:
1i *, V '~, w* a megfelelő változókra vonatkozó normálkészletek (nem vélet­

lenek)
C = a szabályozó paraméterek diagonális mátrixa (C; az i-edik ága­

zat szabályozó p.uamőtere)
t 

x(w, t) = Y(w, t) e + z(w, t) + .f ci(u* - uio», t)) dt x0 - Y0e - 2° (4) 
0 

I

Y(w, t) ei = F(t) fl)ix(w, t) + J c2(v,:, - V(ca, t)) eid/, \ Y0ei - F0Eix0 (5) 
0 

t 

z(w, t) -= y(w, t) + J c2(w* - w(w, t)) clt + z0 - u0 
0 

(6) 

(i,j - I, 2, ... , n) 

A modell megoldása

A fenti (1)-(6) sztochasztikus lineáris egyenletrendszer rögzített w E Q 
mellett közönséges lineáris integrálegyenlotrendszer. 1,; lineáris integrá.legyen­
letrendszer rögzített w-hoz tartozó rnogoldása it aztochasztiku« integrálegyen­
let w-hoz tartozó realizációja.

Az integrálegyenletek elméletéből ismeretes, hogy a lineáris intográlegyeu­
Ietrendszcrnek egyetlen megoldása van. Ezt a megoldást úgy nyerhet] ük, hogy
a rendszert formálisan differenciáljuk, és Iorrnálisao megoldjuk (u.i, g(w, t) 
nem deriválható). Hogy az igy kapott megoldás tényleg 111 ·goldúsa ~1z integ­
rálegyonlet rendszernek, helyettesítéssel ellenőrizhető.

it(w, t) = il* (008 Ct) (1l0 - u*) + (0-1 sin Ct) (x0 - Y0e - z0) (7) 

V (w, t)ei = V*e1 + (cos Ct) (V0 -- V*)ei + (0-1 sin 01) ( Y0ei - fí'0.Eix0) (8)

w(w, t) = w* + (cos Ct) (w0 - w':') + (C-1 Hin Ct) (z0 - g0) (9) 

x(w, t) = (E - lí'(t))-1 [g(w, t) - (C sin Ct) (ii0 - 'U* + V0e1 - V*e1 + 
+ w0 - w*) + (cos Ct) (x0 - F0x0 - g0)1 (10) 
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Y(w, t) ej = F(t) E1x(w, t) - (C sin Ct) (V0 - V*) ej -t-- (cos Ct) 

(Y0ej - F0Eix0) (11) 

z(w, t) = g(w, t) - (C sin (t) (w0 - w*) + (cos Ct) (z0 - g0) (12)

A megoldást vizsgálva láthatjuk, hogy u, V, w egyike sem függ a véletlentől.
Ezek egyike sem függ g(w, t)-től, márpedig a modell változói tulajdonképpen
g(w, t)-n keresztül sztochasztikus folyamatok.

Az (I)- ( 6) sztochasztikus integrálegyenlet rendszer megoldásrendszere
tehát közönséges időfüggvényekből és sztochasztikus folyamatokból áll.

A rendszer működőképessége

A rendszer működőképességének feltételeit az [1]-ben található feltételek­
hez képest némileg megváltoztatjuk. A determinisztikus esetben bizonyos
működési változók pozitív volta jelentette a működőképességet. Továbbra is
megtartjuk ezt a követelményt nem véletlen változók esetében. A véletlentől
függő változók esetén a pozitivitást csak p valószínűséggel és adott T időtar­
tamra kötjük ki. A rendszerről tehát akkor mondjuk, hogy p valószínűséggel
működőképes a [O, T] intervallumban, ha mindenegyes változóra és minden
koordinátára egyszerre p valószínűséggel teljesülnek az alábbi feltételek:

xi(w, t) > 0 0 _:S: t ~ T (i = I, 2, , n) (13) 

it;(t) > 0 0 _:S: t ~ T (i = 1, 2, , n) (14)

V;p) > 0 0 ~ t ~ T (i,) = 1,2, , n) (15)

w;(t) > 0 0 ~ t ~ T (i = 1, 2, , n) (16)

1£z a ,,túiélési" feltétel a túlélés [l]-ben definiált fogalmánál enyhébb fogalom.
Csak azt biztosítja, hogy ha egy t időpontban érvényesek (1)-(12) feltételei
és összefüggései, akkor az ilyen rendszerrel jellemzett gazdaság még T ideig p 
valószfnűséggel működik. Természetesen konkrét esetekben mindig meg kell
mondanunk, hogv mekkora Tés p értékek mellett nevezhetjük ezt a feltételt
még ,.túlélési" feltételnek és mikor kell már inkább ,,elhalási" feltételnek ne­
veznünk. Nyilvánvalóan kis T érték esetén csak nagy p mellett értelmes a fel­
tételt túlélési kritériumnak tekinteni, nagyon n::i,gy T esetén azonban meg­
elégedhetünk kisebb biztonság, tehát kisebb p garantálásával is.
Allitás: Sztochasz tikus rendszerünkben van a G, szabályozó paraméterek­

nek és az ur, VfJ, w't normálkészleteknek olyan pozitív értékrendszerük, hogy
A,Z (1)-(6) egyenletrendszer megoldása eleget tesz a (13)-(16) feltételeknek,
n,zn.z a rendszer a (0, T] intervallumban p valószínűséggel működőképes, ahol

ahol
V 2 <f G (T) ! a /2p > 1 - - '' --'- · exp - -'---'-1-'--- n ;;;;1 /a;/ 2 a'f;/T) 

a. _ ! xo _ 1.; po xo _ go I _ m 9
/ - l . lj j l l 

.I
(i = 1, 2, ... , n). 

Bizonyítás: A Lizonyításnak az a része, amely a nem véletlen változók po­
zitivitásra vonatkozik azonos a [l]-ben található bizonyítással.

2 Szigma
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Ha n. normúlkészleteket most is úgy választjuk meg, hogy

u7 = ii.? 
{J 8) V(i = Vt 

w/ = w~ 

és a, C, szabályozó paramétereket. pedig úgy, hogy

(Hl) {lx,n . ,,_yo __ -,9[
' I "-'} I) "I C,>max -~- - - --;

·u? 
I y. max _ _:______!}_ 

j 

FQ-x9 f I) J . ----, 
vY1 

a,]( kor :L (]4), ( 15), (] 6) egyen l(5tlenségek tcljesü lnck az [ 1 J-ben található hizo­
nvítás alapján.

Eltérés csuk (l::l) Ienná.llásána.k bizonyltáaánál van.
A (rn)-a8 feltétel teljesüléséhez [l] analógiájára itt elégséges belátni, hogy

annak valószínűsége, hogy az alábbi egyenléítlenség egyszerre minden i-re
teljesül p. 

inf[o, 7J u,(ro, f) - I (U sin Ut) ('u? - ·11,'(' -\ l' Vf; - E Vt,- 
.1 .I 

wo - 1/l*) -

- (e:01, Ct) (x? - E F?p.:? - r/?)] ::,,.. O 
J 

Ha. az [ lj-ben talfdh1Lt<í meggondolásokat realizációnként elvégczúik (20)
fennállásához elegernl6, hu, annak valószfnűsóge, hogy

inf[o, '/'I :1,(0>, t) __, r<mu? - 117 + ~·v1: - 2,'V(J w? - -wY I 
J J 

(20) 

(21) 
4- (:i:? - 1.'F5xJ - u?)2J1;2

j 

eg_venlőtlenség egyc;í',ene minden i-re fennáll p. 
Ez a normálkészlotek (18) ulatti vá lnxz t.ásn esetén tetsz6logcR O,-k mellett

akkor teljesül JJ vn,lóc;:dn(íséggel, ha,

(i= 1.2, ... ,n) 

i11f10, :r] (!,(w, t) ? I x;1
- 2:..,'/l'~xJ - v? f) 

j 

Ü; teljesül p valószínűséggel egyszerre minden i-re.
Jelöljük ,1z ulábhi vulóazínűséget. p7'gal ,

(2:l) P(infro, 'fl 01(rl), t) _ a1) =-= P(infro, rl Ú;(<.u, t) >-Ix? - I'l1'~-.x:J - g? J - 

J 
- ·111,?) = Pi ('i = 1, 2, .... 11)

(22) 

ahonnan

(24) P(infr0, 71 G,(<u, t) + '111? e:::.. I x0 - L'P~xJ - u? I ) - /Ji 
J 

0 :S: t <;, 'l.'
infro, T] G,(<1J, t) /-- m? i11f10, T] G,(w, t) + infro, Tl 111,(/,) -~

;--:;: ü1f10, rJ JG,(oJ, l) + m;(t)]

mert jnfro, rl m1(t) = m?, hiszen m;(t) > m?. 
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Tehát

(25) P(inf[o,1J G,(w, t) + m; (t)) > Ix? - J;fi75x0 - g? I) > pf 
J 

mivel azonban G1(w, t) + rrti(t) = g(w, t) adódik, hogy

(26) J?7° ;;: P (inf[o, I] :Ji(W, t) >Ix? - .E F~-:r?i - g? I) 
j \ ' 

A t = O-ra pedig ~L 7-es feltétel miatt teljesül (22), hiszen g? = in? > I x7 - 
- .EF5x1 - 1.1? I- Íg,v (22) teljesülésének valószínűsége JJ?. 

J 
A továbbiakban bebizonyítjuk, hogy az állításban szereplő becslés valóban

igaz.
A fentiek szerint elég :t becslést (22) teljesülésének valószfnűségére elvégezni

JJ1 = P (infr0, Tl G,(w, t) ~ a;) 
Ismeretes ü, következó tétel [3]: 

Egy folytonos realizációjú zéró várhatóértékű és ab,(Tl szórásnégyzetű Wie11er
folyamatra, melyre teljesül, hogy G(ú!, 0) = 0 a[O T] intervallumban fennáll a
következő egyen lőtlenség

V 2.. I 12 .e> • G ( ) ) aa,cn a; 1 (in/ lo, rJ ; I, w ~ a, / l - --- -exp - --2~.- a, n 2ao,(T) 

Mivel 7a, 7b, 7c, 7d G1(a>, t)-re vonatkozó feltételeink biztosítják e tétel felté­
teleinek teljesülését, minden 7J'!-rn, igaz, hogy

(27) 

P,* > 1 - ao;.('!]___ If 2T exp - I~; 12
a.1 n 2aci(T) 

Annak vulószínűségéről, hogy minden koordinátára egyszerre teljesül (22),
cgyi,zerü vnlóaztnűségazámítási meggondolásokkal látható, hogy

(28) 

(29) 

Ha (28)-t é."

11

p > 1 - J; (1 - p7) 
i=I 

(29)-t összevetjük láthatjuk, hogy állításunk bizonyítást nyert

·v2 " aa(T) ia-12 p ? 1 - - 2: --'- exp - -2-'- n i=l I a; I aa,(T) 

(30)-iLs forrnulánkkal tetszőleges rögzített T-hez becslést adunk a rendszer p 
valószínüségge] való mi'.íködőképességére. A formula jobb oldalán szereplő
paraméterek :L g(w, t) paraméterei és a rendszer kezdeti értékeitől függő para­
méterek, amelyek konkrét folyamat esetén ismertek. Formulánkkal tehát
mindig meg tudjuk mondani, hogy ha a rendszer egy bizonyos időpontban
működött, akk or adott 71 ideig mekkora valószínúséggel működik legalább.
Mint már megjegyeztük. a.nnak a kérdésnek az eldöntése, hogy milyen idő­
szakra mekkora, valószínűséggel való működőképességet tekintünk biztonsá­
gosnak konkrét esetekben kívülről kell eldöntenünk.

(29) pont alatti becslésünk, - mivel a p1 - k összefüggéséről nem teszünk
fel semmit, - nem javítható. Ha azonban konkrét esetekben feltevéseinket

2* 
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specifikáljuk, természetesen itt erősebb becsléseket alkalmazhatunk, így
(30)-as becslésünket i:; erősíthetjük. A G(w, t)-re vonatkozó feltételeink elég
erősek, kevésbé speciális folyamatokra azonban nem sikerült (27) jellegű ered­
ményt találnunk az irodalomban.

Ennek ellenére, mint ahogy már korábban is megjegyeztük, a külső fogyasz­
tásra tett megszorításokon enyhítettünk [l]-hez képest. Dolgozatunk végső
következtetése: valamivel kevésbé megszorító feltevések mellett is sikerült
bemutatni, hogy (meghatározott valószínűséggel, meghatározott ideig) mű­
ködőképes a k i,,;árólag késsletjelzésekkel szabályozott absztrakt gazdasági
rendszer.

( f]r,hkezetl: 1.97 I. _júl'i11s 26.) 
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