Bop PETER

Az indifferens programozasi feladatokrdl

Az elméleti operdciokutatasi irodalom hosszi idén 4t viszonylag kevés
figyelmet forditott a gazdasigi dontési feladatok modellezésénél jelentkezd
érdek ¢és célkonfliktusok elemzésére. Altalinosan elter jedett, hogy kézi-
konyvekben és tananyagokban dontési problémakat egyszerfien mint mate-
matikai programozdsi feladatokat targyalnak.

Az utébbi években fokozdédott az érdeklédés az olyan matematikai progra-
mozasi modellek és eljarasok irant, amelyekben egyidejlileg tobb célt lehet
figyelembe venni. A kérdés aktualitdsit mutatja, hogy a 7-ik nemzetkozi
matematikai programozasi symposium (1970, Haga) kiilon szekcidt szentelt
e téma vizsgdlatanak. B. Roy attekintést nyajté bevezetd eldadésa a kozel-
multhan nyomtatdsban is megjelent [1]. Jellemz6, hogy a cikkben hivatkozott
66 tudomanyos dolgozat koziil esak 16 jelent meg 1966 elstt.

A tobb, egyidejileg haté érdek alapjan valé optimalizalas altaldban vala-
milyen kompromisszumos dontésre kell hogy vezessen. Az itt alkalmazhato
operaciokutatisi eszkozok éppen ,,0kos” kompromisszumok megkeresését kell,
hogy szolgaljak. Ahol kompromisszumra van sziikség, mert ellentétes érdekek
itkoznek, ott rendszerint nines lehetGség arra, hogy a megengedett dontések
halmazén teljes rendezést vezessiink be. Meg kell elégedni részleges rendezéssel
és igy az un. egzakt médszerek nem adnak egyér rtelmfi muroldas’c hanem
elvezetnek a megengedett dontések egy olyan halnmzahoz, amelvnek elemei
az alkalmazott rendezési reldcié alapjan nem osszehasonlithatok.

Kézenfekvi ezek utan az a kérdés, hogy léteznek-e olyan programozasi fel-
adatok, amelyekben egyértelmii megoldasokat nyeriink annak ellenére, hogy
nem teljes rendezési relaciokkal dolgozunk; vagy masként fogalmazva: meg-
adhatdk-e olyan programozasi feladatok, amelyekben az optimalis megoldds
messzemenden fiiggetlen a célfiiggvény konkrét megvalasztasatol.

A tovabbiakban ennek a kérdésnek a megvdlaszolasara szolgdlé néhany
eredményt foglalunk Ossze.

1963-ban megjelent cikkemben [2] megmutattam, hogy az

L= {x|Ax<b; x>0}

rcf‘x—

¢y x

Z = g = Cx — max!




138 BOD PETER
A A b
A = 11 12 : A—-—‘T,A ')X,b: 1 ;C:C.C
o [ A A ] o(A) 1t (rxr) [b‘z ] (€ Gl

line4ris vektormaximum probléma efficiens (tehdt egy nem teljes rendezési
relicié alapjan optimdlis) megolddsainak a halmaza (a valtozok célszer(i atin-
dexelése utan) az aldbbi egyetlen elembdl all:

o]
Xy — 0

£e [ A, 0 J
Azl Em-—r
olyan megengedett bazis, hogy
€=[—CA;'; C— CAG'A,] < O

Konnyen beldthat6, hogy ha adva van egy fenti tulajdonsigi vektor-
maximum feladat, akkor a

Z = {e* | c* = p*C; p* = 0*}

ha a

halmazhdl tetszblegesen vilasztott paramétervektorral rendelkezd linedris fiigg-
vény maximuma az L halmazon mindig felvétetik az x, pontban. Vagyis olyan
linedris programozasi feladattal van d()lg,unk amelynek optimdlis megoldasa
jelentGsen fiiggetlen a célfiiggvény megvilasztasatol.

G. Wintgen 1964-ben konkrét szdmitdsok tapasztalatai alapjin észrevette,
hogy a statikus nyilt input-output modell alapjan felirt

(E—Ax>b>0
x>0
¢*x — min!
A>0; 1*4 < 1*

minimalizalési feladat mindig ugyanazt az optimélis programot szolgaltatja,
barmilyen nem negativ vektor is szerepel a célfiiggvényben.

E jelenség alapjin Wintgen bevezette a kivetkezd definiciot:
(3):

Legyen 3 a célfiiggvények egy osztéilya és g(x) egy leképezés R"-bol R™-be.
Tekintsiik az

L = {x|g(x) = 0}
megengedett megolddshalmazt és a
2(x) > max! z(x)€ 3

alakd optimalizalasi feladatot: F.
F. indifferens programozisi feladat a 3 fuggvényosztzilym nézve, ha

Ix,€ L hogy z(x) << 2(x,): Vx€ L és Yz(x)€ -re.
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Wintgen fogalomalkotdsénak jogossagit éppen az a koriilmény adta, hogy
sikeriilt el6zetesen nem trivialis indifferens feladatokat taldlni. Trividlisan
indifferens feladatok ugyanis konnyen definidlhatok:

Pl. — Ha egy programozisi feladatban a megengedett megoldasok halmaza
egyetlen elembdl 4ll, akkor az minden célfiiggvényre nézve indifferens.

— Minden véges optimummal rendelkezd feladat indifferens a célfiiggvény
monoton transzformaltjai altal alkotott fiiggvényosztalyra.

Az aldbbi elégséges feltételeket kimondd tételek Wintgentsl szdrmaznak:

Wintgen 1. tétele: Legyen L = {x(g(x) = 0} a megengedett megoldasok
halmaza és

z,‘.tx)

komponensenként folytonos, az I, halmazon feliilrGl (alulrdl) korlatos £ elemii
vektor-vektor fiiggvény, amelynek komponensei L-en a végesben felveszik
maximumukat (minimumukat).

A feladat indifferens a z(x) vektor minden

c*z(x)  (c* > o¥)
alaki nem negativ sulyokkal vett kombindcidjara, ha x€ L; Je L =)

z(x) U z(y)€=z(L) (max. feladat esetén)
illetve
z(x) N z(y)€ z(L) (min. feladat esetén)
ahol:
x Uy = [max (z;, )]

X Ny= [min (z; ¥;)]

Wintgen 2. tétele: Ha a B matrix minden sordban egy nem negativ elemet
tartalmaz és az osszes tobbi elem nem pozitiv, akkor a

Bx > b
x >0
c¢*x — min! (e* > 0%)

linearis programozési feladat indifferens a nem negativ egyiitthatojia linedris
fiiggvények osztilydra nézve.
Wintgen eredményeihez kapesolédva, 1966-ban bebizonyitottam [4], hogy a

c¢*x — min! (c* == 0)
x€EL
L = {x|Ax= by x 200
A (mxn); po(A) = m
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feladat akkor és (degeneraciémentes esetben) csak akkor indifferens a nem
negativ linearis fiiggvények osztalyara nézve, ha az egyiitthatométrix oszlop-
vektorterének van olyan megengedett bazisa, amelyben valamennyi nem bazis-
vektor koordinatai nem pozitivak.

Az utébb emlitett két tétel nem-linearis fiiggvények osztalyara nézve mondja
ki bizonyos tipust feltételrendszerek esetében az indifferenciit. Az aldbbi
lemma figyelembevétele alapjin azonban megallapithaté, hogy az ilyen indif-
ferencia egyenértékii azzal a ténnyel, hogy a megfelels feladatok megengedett
megolddshalmazaiban létezik ,legkisebb” elem. Az R" egy H halmaziban
,,Jlegkisebbnek’ neveziink egy x,€ H elemet, ha

Xy X X; vxe H
Lemma: Ha x; ye R", akkor
x <y o etx < oty

tetszbleges ¢* > 0 mellett.

Bizonyttds: Ha x <y é8 e* = 0* = e*x < ety.

Ha e¢*x = ¢*y tetszileges ¢* > 0% mellett, akkor valasszuk ¢* helyébe

= [,

az egységvektorokat (e;). Vagyis:

efx < ely (D= 0 R
T =Y (i=12...,n)=
x<y

Ha tehat egy programozisi feladatban a megengedett megolddsok halma-
zanak van legkisebb eleme, akkor az indifferens a nem negativ linearis fiigg-
vények osztalyara nézve; s6t, az indifferencia ebben az esetben fennall a min-
den valtozéjaban azonos iranyban monoton fiiggvények osztalydra nézve is.

Vagyis a fenti tételt tigy is lehet tekinteni, mint amely megadja a sziikséges
és elégséges feltételeket ahhoz, hogy egy olyan konvex poliéderben legyen
legkisebb elem, amely kifejezhets, mint véges sok hipersik és a nem-negativ
ortans kozis része.

A kozelmultban Cottle és Veinott [5] azt vizsgaltik, hogy miként jellemez-
heték altaliban az olyan poliéderek, amelyeknek van legkisebb elemiik. Isme-
retes, hogy minden konvex poliéder felfoghatd, mint véges sok zart féltér
ko6zos része, vagyis felirhatok

L=z a2} A (mXn)

alakban.

Cottle és Veinott 1. tétele: Egyenértékiiek a kivetkezs allitasok:

1. x legkisebb eleme L-nek;

2. x¢ L és 1étezik olyan nem negativ (nxm) méreti A* > 0 méatrix, hogy
AtA =E és A*tb = x.

3. Létezik olyan (nxXm) méretli AT métrix, hogy az

y(e) = ¢*A+
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vektor minden e¢* = 0* mellett megengedett megoldédsa az

YA — g¥
y\ \é 0

b - max!

y

linedris programozasi feladatnak és optimdlis megoldds valamilyen pozitiv
c¢* > 0% esetén; és ezen feliill ATh = x. )

A fenti egymadssal egyvenértéki allitdsok igazak akkor és — feltéve, hogy
az Ax — b vektornak legfeljebb n zérus eleme van — csak akkor, ha az aldbbi
feltételek egyike teljesiil:

4. x€ L és x-t egy nem negativ inverz{i bazis hatdrozza meg;

5. x-t nem negativ inverzii bazis hatdrozza meg és ez a bdzis optimélis
a (3) alatti feltételben definialt linedris programozési feladatban — valamilyen
c* = 0% mellett.

A fenti tétel valamilyen adott poliéder esetében mutatja meg annak a fel-
tételeit, hogy legyen benne legkisebb elem. Azonban tekinthets az

Ly = {x| Ax > b}

halmazesalad is. Hogyan jellemezhetSk mar most azok az A : (m x n) matrixok,
amelyekre minden nem iires Ly halmaznak van legkisebb eleme. Erre a kér-
désre valaszol

Coltle és Veinott 2. tétele: Egyenértékiiek a kovetkezd allitasok:

1. Minden b-hez, amelyre Iy 5= @3 létezik leglisebb elem ZLy-ben:

2. A-ban van olyan B bdzis, hogy a ¢*B~1 > 0* egyenlGtlenségnek van
pozitiv megolddsa (¢* > 0*) és minden ilyen bazis inverze nem negativ:

Ha a mondott feltételeken til az A métrix tartalmaz teljesen n-edrendi
egymasmatrixot, akkor

3. A* Leontief tipusi matrix.

Egy matrixot szokds pre-Leontief tipusinak mondani, ha minden oszlopé-
ban legfeljebb egy pozitiv elem van. Kgy pre-Leontief méatrix ILeontief
tipust, ha

Ix -0 hogy Ax >0

Fenti tételek dltalinositjak az eddigi eredményeket és lezdrjik a problémat
konvex poliéderek legkisebb elemére vonatkozoan, illetve azzal a kérdéssel
osszefiiggésben, hogy linedris programozdsi feladatok mikor indifferensek
valamennyi nem negativ linearis figgvényre.

A tovébbiakban megmutatjuk, hogy a nem negativan invertalhatd bézisok
létezése indifferenciat eredményez bizonyos tipust programozasi feladatoknal
— bar e feladatok megengedett megoldasainak halmazdban nines legkisebb
elem. Nyilvanvalé azonban, hogy ilyen esetekben az indifferencia nem vonat-
kozik & nem negativ linedris fiiggvények teljes osztalyara, hanem annak csak
bizonyos alosztalyara. lzek a vizsgilataink az Gn. intervallum programozési
feladatokhoz kapesolddnal.

Az Gn. intervallumprogramozas Charnestdl és Ben-Israeltol szarmazik [6].
Ok nevezték el intervallumprogramozasi feladatnak az aldbbi formdban meg-
fogalmazott linedris programozési problémdit:

c*x — max !
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x¢ L
L ={x|a< Ax < b} A (mXn)
Az intervallumprogramozas legegyszeriibb feladata az, ha A = K, vagyis
¢*x — max !
x¢€ L
L={x|aLx<h}
Ennek a feladatnak az optimilis megoldésait konny{i megtalalni a cél-

fiiggvény egyiitthatéinak kozvetlen kidrtékelése alapjin. Minden olyan x,
vektor, amelyre
a; ha ¢; <0
(x0)i =1 b; ha ¢; >0
i+ (1 —2)b,(0 =4 < 1) ha ¢, =0

nyilvanvaléan optimélis megoldésa a feladatnak.
Rendeljiink minden linedris fiiggvényhez két indexhalmazt:

J: —r {1:6.]: {1,2,...,"1»} I('i)(’}
Jo = {é€.oJ = 11, % « a0} | 6 < 0}

J¢ és Jg alapjdn adddik: Je=J —JEUJSE

Legyen 3. azoknak a linedris fiiggvényeknek az osztdlya, amelyekhez tar-
toz6 J* és J~ halmazok rendre megegyeznek Ji-vel és Jg-vel. Kimondhaté
a kovetkez6 nyilvanvalé megallapitas: a feladat indifferens Be-re.

Tekintsiik ezek utian azokat az intervallumprogramozasi feladatokat, ame-
lyekben az egyiitthatémétrix teljes sorranggal rendelkezik:

A (mXn); o(A) = m

Charnes és Ben-Israel hivatkozott cikkiikben megmutattik, hogy amennyi-
ben az ilyen tipusi feladat megengedett megoldasainak halmaza nem iires és
a célfiiggvény e halmazon korldtos, Ggy az optimilis megolddsok halmaza
explicit médon megadhats. A részleteket illetGen az olvasé Gabor Gy6z6
ebben a foly6iratban megjelent ismertets cikke [7] alapjin is tdjékozodhat.

Hasznéljuk majd az alabbi jeloléseket:

Az A : (mXn) tipusi matrix képtere:

R(A) = {y€ B™|y = Ax; x¢ R"}
Az A : (mxn) tipusd matrix magtere:
N(A) = {x€ R"| Ax = 0}
Olyan tetszéleges T : (n X m) méretli métrix, amely eleget tesz az
ATA = A

matrixegyenletnek (minthogy e métrixegyenlet megolddsa dltalaban nem egy-
értelmi) a megolddsok halmazat A{1}-gyel jelsljiik és a halmaz minden eleme
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az A métrix igynevezett {1} tulajdonsdgu dltaldnositott inverze. 1: leképezés,
amely az R x R™X R™ teret R™-be képezi le.

n(a; v; w) = (n;) (8= 1,2 b vnm8)
v; ha w;<0
ni=4v; ha w;>0
Ai+ (1 —A)v; ha w,=00<14<1

Tgaz a kovetkezd allitds: A
c¢*x — max! (min!)

x€ L
L={x|la<Ax<b} =@
A:(mxn); p(A)=m

feladat indifferens az A* métrix képterében fekvd, nem negativ egyiitthato-
vektorral bir linedris fiiggvények osztalyara (3) nézve, ha létezik az A méatrix
oszlopvektorterének nem negativan invertalhaté bézisa.

Minthogy a feladat megengedett megolddsainak a halmaza nem iires és
a célfiiggvény egyiitthatévektora

ce R(A*) vagyis ¢ L N(A)

ezért minden széba johets célfiiggvény korlatos az L halmazon. Az optimélis
megolddsok halmaza igy:

xo=T(a; b; ¢*T) + y
Te A{1}; ye N(A)

Feltevésiink szerint az A méatrix oszlopvektorterének van nem negativan
invertalhat6 bazisa. Legyen ez — az egyszer(iség kedvéért — az elsé m oszlop.
Vagyis

A =[Ap,Ay] é8 Ag'>0
A=l
Ebben az esethen T = [ > J olyan (nXm) méret{i matrix, amelyre

n—m, m
-1
Az

n—m,n

ATA = [Ap; Anl| 07 |Api A1 = B LA Av] = A
Vagyis Te A{1}. Vilasszuk yc N(A)-ként a zérus vektort. fgy tetszdleges
c*x¢c 3 célfiiggvény alapjan az

x, = T na; b; ¢*T]

vektor optimalis megoldast jelent.

=1
B = o ’
Minthogy a ¢*T = c*[ ] szorzatban minden tényezé nem negativ,

n—m, n

maximum feladat esetén
XO = T * h
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minimum feladat esetén
K= T ¢ a

optimalis megolddsok: barmelyik e*xe 8 célfiiggvény is forduljon eld.

Zlobec és Ben-lIsrael a kozelmuiltban altalanositotta az intervallumprogra-
mozast olyan feltételrendszerek esetére is, amelyekben a rang kisebb mint
a sorok szama [8]. Az ilyen feladatok explicit megoldasa is lehetséges bizonyos
koriilmények kozott, de a megoldds soran a T mdtrix korabbi szerepét egy

TAAT
ala

laki matrix veszi at, amelyben A" a matrix in. Moore— Penrose-féle alta-
linositott inverze [9]. Ha tudnank: milyen matrixok rendelkeznek nem negativ
Moore— Penrose-{éle altalanositott inverzzel, tovabbi indifferens programozdisi
feladatokat tudndnk értelmezni.

( Beérkezett: 1972. februdr 8.)
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o

ON THE INDIFFERENT PROGRAMMING PROBLEMS

Long the professionals of operations research have paid little attention to the analysis
of conflicts of interests and purposes at the modelling of economic decisions. In the last
vears the interest has increased for mathematical programming models and procedures
where more objectives can be considered at the same time [1].

Optimization taking more interests into account simultancously, in general, leads to
decisions of compromise. With these problems, because of the contradicting interests,
there is usually no possibility to the introduction of some kind of ,,complete’ ordering
on the set of admissible decisions. One must rest satisfied with the application of a
s»partial” ordering relation. Owing to this, however, the optimization procedures fail
to yield a unique solution, but they lead to a subset of the feasible decisions,
the elements of which cannot be compared any morve by the applied ordering relation.
Therefore the question arises, if there are programiving problems in which one can receive
unique solutions in spite of the fact that one does not work with complete ordering
relations. Or to put it another way: can programming problems be given such that the
optimal solution is considerably independent on the seiection of the objective function
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In the article we review some old and recent contributions to answer this question. They
come from Wintgen [3], Cottle and Veinott [5], as well as from the author [2, 4]. |

Finally, it is shown that the interval programming problem [6] which has a full row
rank is indifferent for a well determined class of linear functions if the column vector
space of the coefficient matrix has a basis that can be non-negatively inverted.

OB MHIMO®OEPEHTHBIX 3AOAYAX INNPOI'PAMMHUPOBAHMSA

Josroe Bpemsi paCOTHHKM HCCIIe0BaHMsI onepanuii o0pamaiy CpPaBHHTENLHO Majlo BHH-
MaHHsI Ha aHaJH3 KOH(UIMKTA HHTEPECOB M 1eJeil, BOSHUKAIOUIEro MPH MOJIeJIHPOBAHNH 9KOHO-
MHUYECKHX pe LEeHHH.

B nmocaejHue rojipl BO3pacTas HHTEPEC K TAKUM MOJICJISAM H METOJaM MaTeMaTH4eCKoro mpor-
PAMMHPOBAHHSI, K KOTOPBIX MOYKHO NPHHUMAThL BO BHUMaHHE OIHOBpeMeHHO Oousbiue ueseii [1].

OnNTHMH3aUMs1 Ha OCHOBE HECKOJILKHMX, OJHOBPEMEHHO BIIMSIIOLHX HHTEPECOB BOOOLIE BEJIET
K KOMIIPOMHCCHBIM peuleHHsiM. TIpu Takux 3ajayax, H3-3a IPOTHBOIOJIOXKHBIX APYT APYry
HHTEPECOB BOOOLIE HET BOSMOYKHOCTH COBEPIUMTL KAKYIO-TO «KOMIUIEKCHYIO) CHCTEMATH3ALHIO
Ha MHOYKECTBE JI0NYCTHMbBIX PeUIeHHi. MBI I0JDKHBI COTJIACHTBLCST HA TIPHMEHEHHE «4aCTHYHBIXY
penaumii cucrematHsauud. OJHAKO, M3-32 STOr0 NPOLECCHI ONTHMAIM3ALUHHM HE JIAI0T €AHMHO-
BHAYHOI'0 PEUIeHHsl, a BEYT K TAKOMY IOJMHOMECTBY J0IYCTHMbBIX PEIICHHH, 3JIEMEHTbl KOTO=
pOro y)ke HeE CONMOCTABHMBIC HA OCHOBE NPHUMEHEHHOH PeJIALIHH CHCTEMATH3AIMH.

IToaTomy BOIPOC OYEBHJIEH: CYIIECTBYIOT JIH TaKHe 3ajlayd NMPOrpPaMMHPOBAHHSI, B KOTOPHIX
MBI 110JIyUdemM €JJMHO3HAYHBIE PEHIeHHs, HECMOTPsT HA TO, YTO Mbl pafoTaem C HEKOMIJIEKCHBIX
pesaumii cucremaTudauui. M ro-apyromy: MO>KHO JIM CO3/1aTh TaKHE 3aJayd NPOrpaMMHpO-
BAHHSI, B KOTOPLIX ONTHMAJILHOE PCLICHHE SIBJSIETCST CYIECTBEHHO HE3ABHCHMBIM OT BBIOOPKH
1eaeBoi (PYHKIMH.

B cratbe paccMaTpHBAKTCH HECKOJIBKO JABHUX M HOBEHIIHX pPe3yJIbTaTOB OTBETA HAa 3TOT
Bornpoc. Oun oTHocsiTest K Bunrtreny [3], k Koty n Beitnorry [5], a Taroxe K aBropy [2, 4].
B KoHLe NoKasbBaeTCs, YTO Ka)<1asi 3ajlaud NpOrpPaAMMHPOBAHHSI HA HHTEPBAJIAX, HMEILIAst
HOJIHYI0 1iOCJICI0BATENILHOCTL paHros [6] sisyisercst muuddepenTHoii K Xopouo onpeiessieMomy
KJACCy JIMHEHHBIX (YHIIHH, eClH NPOCTPAHCTBO BEKTOPOB-CTOJIOLOB MAaTPHKCA KO3QPHLIHEH-
TOB HMEET HE OTpHuaTesbHo o0paTHmbiil Oasuc.
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