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Az indifferens programozási feladatokról

Az elméleti operációkutatási irodalom hosszú időn át viszonylag kevés
figyelmet fordított a gazdasági döntési Jeladatok modellezésénél jelentkező
érdek és célkonfliktusok elemzésére. Általánosan elterjedett, hogy kézi
könyvekben és tananyagokban döntési problémákat egyszerűen mint mate
matikai programozási feladatokat tárgyalnak.
Az utóbbi években fokozódott az érdeklődés az olyan matematikai progra

mozási modellek és eljárások iránt, amelyekben egyidejűleg több célt lehet
figyelembe venni. A kérdés aktualitását mutatja, hogy a 7-ik nemzetközi
matematikai programozási symposium (1970, Hága) külön szekciót szentelt
e téma vizsgálatának. B. Roy áttekintést nyújtó bevezető előadása a közel
múltban nyomtatásban is megjelent [l]. Jellemző, hogy a cikkben hivatkozott
66 tudományos dolgozat közül csak 16 jelent meg 1966 előtt.

A több, egyidejűleg ható érdek alapján való optimalizálás általában vala
milyen kompromisszumos döntésre kell hogy vezessen. Az itt alkalmazható
operációkutatési eszközök éppen ,,okos" kompromisszumok megkeresését kell,
hogy szolgálják. Ahol kompromisszumra van szükség, mert ellentétes érdekek
ütköznek, ott rendszerint nincs lehetőség arra, hogy a megengedett döntések
halmazán teljes rendezést vezessünk be. Meg kell elégedni részleges rendezéssel
és így az ú j E egzakt módszerek nem adnak egyértelmű megoldást, hanem
elvezetnek 6 megengedett döntések egy olyan halmazához, amelynek elemei
az a.lkalmazotf rendezési reláció alapján nem összehasonlíthatók.

Kézenfekvő ezek után az a kérdés, hogy léteznek-e olyan programozási fel
adatok, amelyekben egyértelmű megoldásokat nyerünk annak ellenére, hogy
nem teljes rendezési relációkkal dolgozunk; vagy másként fogalmazva: meg
adhatók-e olyan programozási feladatok, amelyekben az optimális megoldás
messzemenően független a célfüggvény konkrét megválasztásától.

A továbbiakban ennek a kérdésnek a megválaszolására szolgáló néhány
eredményt foglalunk össze.

1963-ban megjelent cikkemben [2] megmutattam, hogy az
J = {x I Ax< h; x :2: 0} 

Z= 

Ci X 
ct X 

= Cx-+max!
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lineáris vektormaximum probléma efficiens (tehát egy nem teljes rendezési
reláció alapján optimális) megoldásainak a halmaza (a változók célszerű átin
dexelése után) az alábbi egyetlen elemből áll:

_ [ Á.u.1 h1] Xo -- 
0 

ha 6 

B -[A110 .J 
A21 Em-r

olyan megengedett bázis, hogy

e= [ -C1Au\ C2 - C1Ai:t1A12J:::;: 0 
Könnyen belátható, hogy ha adva van egy fenti tulajdonságú vektor

maximum feladat, akkor a

Z = {e* A e*= p*C; p* 2 O*} 
halmazból tetszőlegesen választott paramétervektorral rendelkező lineáris függ
vény maximuma az L halmazon mindig felvétetik az x0 pontban. Vagyis olyan
lineáris programozási feladattal van dolgunk, amelynek optimális megoldása
jelentősen független a célfüggvény megválasztásától.

{ E Wintgen 1964-ben konkrét számítások tapasztalatai alapján észrevette,
hogy a statikus nyílt input-output modell alapján felírt

(E - A)x 2 h 2 0 
X 2; 0 

c"x mini

A20; l*A<I* 
minimalizálási feladat mindig ugyanazt az optimális programot szolgáltatja,
bármilyen nem negatív vektor is szerepel 6 célfüggvényben.
E jelenség alapján Wintgen bevezette a következő definíciót:

( 3):
Legyen ,8 a célfüggvények egy osztálya és g(x) egy leképezés Rn-bői R111-be.

Tekintsük az
L = { x A g(x) J O} 

megengedett, megolcláshalmazt és a

z zx ( +) max! z zx ( 4 , 
alakú optimatizálási feladatot: F.

XE indifferens programozási feladat a , függvényosztályra nézve, ha

íűx 04 L hogy z zx (í-íyy z zx 0): wy3x 4 L és wy3z zx (4 3-re.
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Wintgen fogalomalkotásának jogosságát éppen az a körülmény adta, hogy
sikerült előzetesen nem triviális indifferens feladatokat találni. Triviálisan
indifferens feladatok ugyanis könnyen definiálhatók:

Pl. - Ha egy programozási feladatban a megengedett megoldások halmaza
egyetlen elemből áll, akkor az minden célfüggvényre nézve indifferens.
- Minden véges optimummal rendelkező feladat indifferens a célfüggvény

monoton transzformáltjai által alkotott függvényosztályra.
Az alábbi elégséges feltételeket kimondó tételek Wintgentől származnak:
Wintgen l. tétele: Legyen L = {x(g(x) > 0} a megengedett megoldások

halmaza és

z(x) =

z: ,(x) _

komponensenként folytonos, az L halmazon felülről (alulról) korlátos 1.- elemű
vektor-vektor függvény, amelynek komponensei L-en a végesben felveszik
maximumukat (minimumukat).
A feladat indifferens a z(x) vektor minden

c*z(x) (e*~ o*) 

alakú nem negatív sulyokkal vett kombinációjára, ha x 4 L; J 4 L L( 

illetve

ahol:

z(x) P z(y)Ez(L) 

z(x) íw z zy (4 z(L) 

x Py L [max (xi, Y;)] 

X íw y = [min (X;, yJ] 

(max. feladat esetén)

(min. feladat esetén)

Wintgen 2. tétele: Ha a B mátrix minden sorában egy nem negatív elemet
tartalmaz és az összes többi elem nem pozitív, akkor hr 

Bx :2; b 
X J 0 

c*x-+ min! (e* ííJíí 0*) 
lineáris programozási feladat indifferens a nem negatív együtthr1tójú lineáris
függvények osztályára nézve.

Wintgen eredményeihez kapcsolódva, 1966-ban bebizonyítottam [4], hogy a

c*x--+ min! (e*> 0) 

xEL

L = {x/Ax = b; x > O} ¥= F 

A:(rnxn); e(A)=rn 
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feladat akkor és (degenerációmentes esetben) csak akkor indifferens a nem
negatív lineáris függvények osztályára nézve, ha az együtthatómátrix oszlop
vektorterének van olyan megengedett bázisa, amelyben valamennyi nem bázis
vektor koordinátái nem pozitívak.

Az utóbb említett két tétel nem-lineáris függvények osztályára nézve mondja
ki bizonyos típusú feltételrendszerek esetében az indifferenciát. Az alábbi
lemma figyelembevétele alapján azonban megállapítható, hogy az ilyen indif
ferencia egyenértékű azzal a ténnyel, hogy a megfelelő feladatok megengedett
megoldáshalmazaiban létezik ,,legkisebb" elem. Az Rn egy H halmazában
,,legkisebbnek" nevezünk egy xF4 JI elemet, ha

\:/XE JI 
Lernma: Ha x; y 4 Rn, akkor

x :s;: y [L0 c*x ~ c*y 

tetszőleges e* :2:; 0 mellett.

Bizonyítás: Ha x < y és e*~ O* = c*x ,:S: c*y. 

Ha c*x < c*y tetszőleges e* ~ 0* mellett, akkor válasszuk e* helyébe
az egységvektorokat (e;)- Vagyis:

efx ~ e;y zL 1,2, ,n)⇒

(i = I, 2, , n) ⇒

x_ y 

Ha tehát egy programozási feladatban a megengedett megoldások halma
zának van legkisebb eleme, akkor az indifferens a nem negatív lineáris függ
vények osztályára nézve; sőt, az indifferencia ebben az e ietben fennáll a min
den változójában azonos irányban monoton függvények osztályára nézve is.

Vagyis a fenti tételt úgy is lehet tekinteni, mint amely megadja a szükséges
és elégséges feltételeket ahhoz, hogy egy olyan konvex poliéderben legyen
legkisebb elem, amely kifejezhető, mint véges sok hipersík és a nem-negatív
ortáns közös része.
A közelmúltban Cottle és Veinott [5] azt vizsgálták, hogy miként jellemez

hetők általában az olyan poliéderek, amelyeknek van legkisebb elemük. Isme
retes, hogy minden konvex poliéder felfogható, mint véges sok zárt féltér
közös része, vagyis felírhatók

L = {x A Ax~ b} A : (rnxn) 

alakban.
Cottle és Veinott I. tétele: Egyenértékűek a következő állítások:
1. i legkisebb eleme L-nek;
2. iE L és létezik olyan nem negatív (n x m) méretű A+ ~ 0 mátrix, hogy

A+ A = E és A+ b = x. 
3. Létezik olyan (n X rn) méretű A+ mátrix, hogy az

y(c) LL c*A+ 
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vektor minden e* < O* mellett megengedett megoldása az

y*A = e* 

y* >O* 
y*b-, ◊ 6x u 

lineáris prograrnozasi feladatnak és optimális megoldás valamilyen pozitív
e* > O* esetén; és ezen felül A +h = i.

A fenti egymással egyenértékű állítások igazak akkor és - feltéve, hogy
az Ax - b vektornak legfeljebb n zérus eleme van - csak akkor, ha az alábbi
feltételek egyike teljesül:

; E x 4 L és x-t egy nem negatív inverzű bázis határozza meg;
5. x-t nem nega.tív inverzű bázis határozza meg és ez a bázis optimális

a z, ( alatti feltételben definiált lineáris programozási feladatban - valamilyen
e* > 0* mellett.
A fenti tétel valamilyen adott poliéder esetében mutatja meg annak a fel

tételeit, hogy legyen benne legkisebb elem. Azonban tekinthető az

Lb = {x A Ax > b} 

ha.lmazcsalád is. Hogyan jellemezhetők már most azok az A: (m f n) mátrixok,
amelyekre minden nem üres Lh halmaznak van legkisebb eleme. Erre a kér
désre válaszol

Cottle és V einott JE tétele: Egyenértékűek a következő állítások:
l. Minden b-hez, amelyre Lb# F létezik legkisebb elem Lb-ben: 
JE A-ban van olyan B bázis, hogy a c*B-1 > 0* egyenlőtlenségnek van

pozitiv megoldása (e* > o*) és minden ilyen bázis inverze nem negatív:
Ha a mondott feltételeken túl az A mátrix tartalmaz teljesen n-edrendű

egymásmátrixot, akkor
3. A'1' Leontief típusú mátrix.
Egy mátrixot szokás pre-Leontief típusúnak mondani, ha minden oszlopá

ban legfeljebb egy pozitív elem van. Egy pre-Leontief mátrix Leontief
típusú, ha

:ix ::?; 0 hogy Ax > 0 

Fenti tételek általánosítják az eddigi eredményeket és lezárják a problémát
konvex poliéderek legkisebb elemére vonatkozóan, illetve azzal a kérdéssel
összefüggésben, hogy lineáris programozási feladatok mikor indifferensek
valamennyi nem negatív lineáris függvényre.

A továbbiakban megmutatjuk, hogy a nem negatívan invertálható bázisok
létezése indifferenciát eredményez bizonyos típusú programozási feladatoknál
- bár e feladatok megengedett megoldásainak halmazában nincs legkisebb
elem, Nyilvánvaló azonban, hogy ilyen esetekben az indifferencia nem vonat
kozik a nem negatív lineáris függvények teljes osztályára, hanem annak csak
bizonyos alosztályára. Ezek a vizsgálataink az ún. intervallum programozási
feladatokhoz kapcsolódnak.

Az ún. intervallumprogramozás Charnestől és Ben-Israeltől származik [6].
Ők nevezték el intervallumprogramozási feladatnak az alábbi formában meg
fogalmazott lineáris programozási problémát:

c*x-,. max!
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xE: L
A: (mxn)

Az intervallumprogramozás legegyszerűbb feladata az, ha, A= En, vagyis

c*x--+ max!

xE L
L= {xla,Sx<h} 

Ennek a feladatnak az optimális megoldásait könnyű megtalálni a cél
függvény együtthatóinak közvetlen kiértékelése alapján. Minden olyan x0 
vektor, amelyre

la; ha e;< 0
(x0); = b; ha C; > 0

A;a;+(I-A;)b;(O~)-;~l) ha c;=O

nyilvánvalóan optimális megoldása a feladatnak
Rendeljünk minden lineáris függvényhez két indexhalmazt:

r: = { iE J = { 1, 2, , n} I C; > 0}

J-; = {iE J = {l, 2, , n} I e;< O}

J; és J-; alapján adódik: J~ = J - J; U J~ 
Legyen ,Se azoknak a lineáris függvényeknek az osztálya, amelyekhez tar

tozó J+ és J- halmazok rendre megegyeznek J;-vel és J-;-vel. Kimondható
a következő nyilvánvaló megállapítás: a feladat indifferens .8e-re.

Tekintsük ezek után azokat az intervallumprogramozási feladatokat, ame
lyekben az együtthatómátrix teljes sorranggal rendelkezik:

A: (rnxn); e(A) =m
Charnes és Ben-Israel hivatkozott cikkükben megmutatták, hogy amennyi

ben az ilyen típusú feladat megengedett megoldásainak halmaza nem üres és
a célfüggvény e halmazon korlátos, úgy az optimális megoldások halmaza
explicit módon megadható. A részleteket i lletöen az olvasó Gábor Győző
ebben a folyóiratban megjelent ismertető cikke [7] alapján is tájékozódhat.

Használjuk majd az alábbi jelöléseket:
Az A : (m X n) típusú műtrix képtere:

R(A) = {yE Rm I y = Ax; XE R"}
Az A : (m Xn) típusú mátrix magtere:

N(A) = {xE R11 I Ax= O} 
Olyan tetszőleges T : (n X m) méretű mátrix, amely eleget tesz az

ATA=A 

mátrixegyenletnek (minthogy e mátrixegyenlet megoldása általában nem egy
értelmű) a megoldások halmazát A{l}-gyel jelöljük és a halmaz minden eleme
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az A mátrix úgynevezett {I} tulajdonságú általánosított inverze. n: leképezés,
amely az Rm X Rm X Rm teret Rm-be képezi le.

rJ(u; v; w) = (r1;) (i=l,2, ... ,m)

!vi ha wi < 0
1'/i = vi ha wi > 0

. ),;u;+(I-A)v; ha W;=00<}.i:S::I

Igaz a következő állítás: A
c*x ~ max! (min!)

xE L
L = {x [ a < Ax < b} =fa 0
A:(mxn); e(A) = rn 

feladat indifferens az A* mátrix képterében fekvő, nem negatív együttható
vektorral bíró lineáris függvények osztályára (.8) nézve, ha létezik az A mátrix
oszlopvektorterének nem negatívan invertálható bázisa.

Minthogy a feladat megengedett megoldásainak a halmaza nem üres és
a célfüggvény együ tthatóvektora

cE R(A*) vagyis e ..L N(A) 

ezért minden szóba jöhető célfüggvény korlátos az L halmazon. Az optimális
megoldások halmaza így:

x0 = T r1(a; h; c*T) + y 

TE A{l}; yE N(A) 

Feltevésünk szerint az A mátrix oszlopvektorterének van nem negatívan
invertálható bázisa. Legyen ez - az egyszerűség kedvéért - az első rn oszlop.
Vagyis

és A:fi1:2:0

Ebben az esetben T = [ A
81 

] olyan (n X m) méretű mátrix, amelyre
on-m,m

[
A-1 ] ATA=[An;AN] 8 

. [An;AN]=E111[An;AN]=A
on-m, n

Vagyis TE A{I}. Válasszuk yE N(A)-ként a zérus vektort. Így tetszőleges
c*xE .8 célfüggvény alapján az

x0 = T r/[a; h; c*TJ 

vektor optimális megoldást jelent.

[
A-l ] Minthogy a e *T = e* 
0
8 szorzatban minden tényező nem negatív,
n-m, n 

maximum feladat esetén
x0 = T · h 
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minimum feladat esetén

BOD Pl!:T]m

x0 = T · a 

optimális megoldások: bármelyik c*xE 8 célfüggvény is forduljon elő.
Zlobec és Ben-Israel a közelmúltban általánosította az intervallumprogrn

mozást olyan feltételrendszerek esetére is, amelyekben a rang kisebb mint
a sorok száma [8]. Az ilyen feladatok explicit megoldása is lehetséges bizonyos
körülmények között, de a megoldás során ,1, T mátrix korábbi szerepét egy

TAA+ 
alakú mátrix veszi át, amelyben A+ a mátrix ún. Moore=-Penrose-féle álta
lánosított inverze [9]. Ha tudnánk: milyen mátrixok rendelkeznek nem negatív
Moore-Penrose-füle általánosított inverzzel, további indifferens programozási
feladatokat tudnánk értelmezni.

(Tieérkezett : 1972. /ebruár 8.)
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ON TJ-{l,; JNDJFF1£1tl£NT Pl::,O(;ltAMMlNO PROIJLEl\lL'

Long tho professionals of opcrutions research havo paid lit.Llr- ul,Lcnt,ion to tho anolysis
of conflicts of interests and pul'posos ut, I ho moduli ing of oeonornic dnoisi,>118. la í.ho lust
yearn tho interest, has increasc.l for mu.thoma.í.icul j)l'Ogru.mrning models und procedures
where _more objoctivos cun be «onsidcrod al, Uit" ;.;an1u l,in10 I_L].

Opturnzat,on taking n101·1· inLorn;.;L;; into ac:<HJunL Himull.a11oow-dy, in gcnernl, loads Lo
dec1s1ons of e;ompromise. \.ViLI, Lliosc problcn>H, hom:u1Ro of i,l,n uunLradicLi11g i11tornsl8,
them is usu,1Jly no possihiliLy Lo tlie i11trodu0Lion of so111(; ki11rl of ,,eo,npleLo" ordering
on tho set of admissible dociHions. Ono must rnsL sttLisficrl wiLh the applic11l,ion of a
,,partial" ordering rehition. Owing to tliis, how,,vor, Lho optirnizo.tion pror·c<lurns fail
to yield a unique solution, but Lhoy lead to u subRot of Lhe fousiblo decisions,
the clements of which oa1rnot bo comparod ,:my morc by tlio appli<'d ordering relation.
Thornforc the question arises, if thorn arc prngl'o.'inn'ing problnmR in wliieli one oan rr•eoive
unique solutions in spite of th fact thf1t ono dow; not, work with oornpleto ordering
relat,ions. Or to put it another wo.y: eo.n programn,ing problomf't ho givPn such that Lhe
optimal solui:;ion is considerably i ndopcndont; on t,ho solee;tion of tho ohjocLi vc l'uncLion
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In the article we review some old and recent contributions to answer this question. They
come from Wintgen [3], Cottle and Veinott [5], as well as from the author [2, 4]. \

Finally, it is shown that the interval programming problem [6] which has a full row
rank is indifferent for a well determined class of linear functions if the column vector
space of the coefficient matrix has a basis that can be non-negatively inverted.

OE 11H,[(11<1>¢EPEHTHbIX 3A,[(AYAX nPOf'PAMM11POBAH11r!

)lonroe Bpe~rn pa60THHKH HCCJI8,'IOBJHl·151 onepaunü 06pau.1aJ1H cpaBHHTeJ1bHO l\lJJJO BHH
MilHJ-151 HJ axanns KOHQJJJHJ(Ta mrrepecoa 11 ueneü, B03HHKaIOmero npn MOJ.(eJJttp'oBaHHH 3KOHO
MJ-ILJ8Cl(HX pe weHHH.

B ITOCJle),IHHC fO/,lbl B03pacTaJJ mrrepec I( TaKHM MO,[(eJI5lM l1 M8TO,[(aM MaTeMaTH'l8CKOr◊ npor
paMMHjJOBaHH5l, I( KOTOpb!X MO)l(HO ITJ)HHHM3Tb BO BHHMJHHe 0/.(HOBpeMeHHO 60JJbWe ueneű [I].

ÜITTHMH33!..(H5l Ha OCHOBe HCC!(OJlbl(HX, 0,'IHOBJ)8M8HHO BJJH5l!Oll1HX urrrepecon B006U1e BC,'181'
I( KOMITj)OMHCCHblM peweHH5lM. Flpu Tal(HX 33),la'l3X, H3-3a flj)OTHBOHOJIO)!(Hb]X npyr npyry
nurepecoa soo6me HCT B03MO)KHOCTH conepunrn, KaKyIO-TO ((((OMfJJJCKCHYIO>) CHCTeMaTH3al..(HIO
Ha MHO)KCCTBe ;:i;onyCTHMblX pcureunü. Mbt )],0Jl)l(Hbl corJJaCHTbC5l Ha npHMCHeHHe (<'laCTH'!Hb!X>)
J)CJl3l..(HIÍ CHCT8~\aTf,f3éll..(HH. Ü,'IHaKO, H3-3a aroro ITJ)Ol..(8CCbl OITTHMaJlH3éll..(1111 HC naior C)],HH0-
3HaL(J-IOro petuennn, a BCAYT I( Téll(OMY f!O)],MH0)[(8CTBY AOITYCTHMblX peiuenaü, 3JJeMeHTbl l(QTO
poro y)I(e He COITOCTJBHMbte 1-13 OCHOBe ITj)HMeHeHHOH pe.nauan CHCTeM3TH3aL\11H,

no::iTOMY BOllj)OC 0'1CBH,[\8H: cyu.1ecTBYIOT JIH T3i(Me aanaun nporpaMMHpOB3HH51, B rcoropux
Mb[ ITOJJyLJaeM e/,HH03Hél'IHbJe peurenns. [•JeCMOTp5l Ha TO, 'ITO Mb! paöoraea C HeKOMITJJeKCHblX
pemll.lHH CHCTCMélTl13al,\HH. v!J111 no-npyrowy: MO)HHO JlH C03/WTb TaJ(He aana-ur nporpaaaapo
B31-ll15l, B 1(0Túpb1X onrnaam.noe petuenne 5lBJl51CTC5l cy1!..(eCTBeHHO He3aBHCHMb!M OT BbI60pKH
l..(CJJeBOM cjiy1-11<l..(HH.

B CTaTbC paCCMaTpHB3IOTC5l necuo.m.rco /\élBHHX 11 HOBeHmHX pe3yJ1bTaTOB OTBeTa Ha 3TOT
nonpoc. Oun OTHOC5!TC51 I{ BmITre1-1y [3], K Kor'rny H Be/.lHOTTY [5], a Ta!OI{e I( asropy [2, 4].
8 J(OH!..(e fl01{a3blBJeTC51, 'ITO l(a)l{,'1351 aanaua nporpaasorpoaaunn Ha HHTepaanax, HMe10ma51
ITOJJHYIO IIOCJICtWBaTCJlbHOCTb panron [6] 5lBJl5leTC5l HH/.(H(jl(jlepel•ITHOH I( xopomo onpene.meaoay
icnaccy JIMH8HHbIX (j1y111(l..(HH, eCJIH npoCTpaHCTBO Bel<TO))OB-CTOJ16L\OB MaTp1mca KO::lQJQJHL\HeH
TOB HMCCT He OTj}Hl..(aTeJibHO o6paTHMblH 6a3HC.

4 8zigrna 


