FOGALMAK ES MODSZEREK

SIvAK JOZSEFW

Nagyméretii feladatok megoldisi mddszerei

Az elmilt évek soran rendkiviil gazdag irodalmi anyag halmozddott fol
a nagyméretli programozasi feladatok megoldasi mddszereirl. G. Dantzig
és P. Wolfe 1960-ban publikaltik gondolatébreszté tanulményukat a linearis
programozasi feladatok megoldamndl\ dekompozmlo.s elvérsi [56]. Az azdta
eltelt években sok 1j javaslat latott napviligot. Az j megoldasx lehetoscgek
keresését a rendelkezésre allo szamitogépek kis kapauta,sabol szadrmazo nehéz-
ségek athidalasa tette sziikségessé. Felvetédott ugyanis az egyre nagyobb
méretii feladatok mc(roldasanal\ igénye. Tgy sziilettek meg a kiilonbhozs dekom-
pozicids al;,r(mtmu.solx.

A sn’unit(')géptenhnilm gyors fejlédése — a harmadik genericios gépek meg-
jelenése — révén lehetGvé valt, hogy mar tobb ezer feltételes programozasi
feladatokat is felbontas nélkiil megoldjanak. Az u] megoldési lehetéségek
keresésének inditékat ezuttal a szamitisok idd- és k()ltseglgulycnel\ csok-
kentése adta.

Meg kell mondanunk, hogy az eredeti varakozdsok teljesiilését nem mond-
hatjuk egyértelmiien jonak, az uj médszerek nem mindig hoztdk meg a remélt
sikert.

A felhalmozddott ismeretanyag, a koriilbeliil 60-féle Gj eljaras harom szem-
ponthdl valt hasznossd. ElGszor hozzdjéarult a szamitdstechnikai fogdsok
eszkoztaranak bévitéséhez, masrészt olyan megoldasi fogasok klfe]levteschw
amelyek gyiimolesizéek az eddig nehezen kezelheté feladatok megoldasaban
(pl. nemlinearis feladatok megoldasa). Harmadsorban a javasolt eljarasok
egy részének olyan kozgazdasigi mt(,rprctd(m adhatd, amivel lehetévé valik
bizonyos kozg: u(la.ségjl — elsGsorban tervezési — folyamatok absztrakt model-
lezése, elemzése is.

Ebben a cikkben kisérletet tesziink arra, hogy a rendelkezésre allo irodalom
alapjian attekintést adjunk a nagyméretli feladatok megolddsi mddszereinek
kutatasiban eddig elért eredményekrol, valamint utaljunk a tovabbi kutatési
iranyokra. A cikk célja egyrészt az, hogy a témakorben kevésbé jartas érdek-
16déknek 1j ismereteket adjon, méasfeldl az irodalmi anyag bizonyos foku
egységesitésével az avatottabbaknak rendszerezési szempontokat alakitsunk ki.
Valamely témakor egységesitése sok esetben erdszakolt egyszeriisitésekhez
vezet, amit ebben az esetben sem keriilhettiink el.

Az bsszefoglalis szempontjainak kialakitasdban a témakor klasszikusdnak
szémité (3. Dantzig néhény tanulménya mellett elsGsorban A. Geoffrion tssze-
foglal6 cikkére tamaszkodtunk [6], [Ta] és [11].

A cikk harom részbél all. Az elsé részben a nagyméret(i feladatok néhany
jellegzetes tipusardl frunk. A mésodik részben tdrgvd]]ul\ a megoldési maod-

4*



148 SIVAK JOZSEF

szereket. A targyalasban kitériink a szimplex maédszer tovabbfejleszté-ét fel-
hasznalé mdédszerekre, majd az Gj megolddsi algoritmusok f6bb kozos tulaj-
donsdgaira. A harmadik rész a dekompoziciés algoritmusok egy lehetséges
kozgazdasigi interpretacidjaval foglalkozik. Az Attekintésben el akartuk
keriilni a tilzott részletezettséget. AlapvetGen azt tekintettiik célunknak, hogy
arra hivjuk fel a figyelmet, milyen médon kezelheték az egyes algoritmusok.
A részletek mellett felhivjuk a figyelmet az eredeti pulikdciokra

1. A nagyméretii feladatokrol

Ha valamilyen definiciot akarndnk adni arra, hogy milyen mérettil kezdve
neveziink egy programozisi feladatot nagyméretiinek, akkor bizonyara nehéz-
ségeink lennének. A nagy méret onmagaban viszonylagos fogalom. A ¢vakor-
latban a nagy méretet sokszor a feladat méretének és a rendelkezésre allo
szamologép k(Lpacmasanal\ viszonyéval fejezziik ki.

A nagyméreti feladatok me;_»;()l(lasa a tett torekvések alapvets célja az,
hogy olyan lehetGségeket kerehsunk és taldljunk, amelyek mellett a feladat
méretei nem ]elentlk a megoldéds akaddlyat. Teljesen érthetd, hogy ilyen cél
mellett nem lehet csupdn a felndnt méretére korlatozni figyelmiinket. Sziik-
séges, hogy alaposan elemezziik a feladat szerkezetét is.

A kovetkezdkben néhdny jellegzetes, a programozasi feladatokban gyakran
el6fordulé specidlis szerkezet alapjan tipizaljuk a nagyméreti feladatokat.
A struktiira ebben az dsszefiiggéshen a feladat korlatozo feltételeire vonatkozo
egyiitthatomatrix szerkezetére utal. Természetesen a felsoroltakon kiviil még
szamos egyéb tipus is lehet, de figyelmiinket azokra irdnyitjuk, amelyek gya-
koriak, fontosak és foképp ismert eljardsokkal szamitastechnikai célokra fel-
hasznalhatok.

A nagyméreti feladatok az egyiitthatomatrix specialis szerkezete szem-
pontjabol két nagy csoportba sorolhaték. Kgyik csoportba tartoznak azok
a feladatok, amelyek specidlis szerkezettel rendelkeznek, a misik csoportha
azok, amelyek nem rendelkeznek ilyen szerkezettel. A teljesség igénye nélkiil
néhany speciilis tipust ismertetiink. Kzek a kovetkezik:

— dinamikus szerkezet,

— tiébbszektoros szerkezet,

— blokkharomszogii szerkezet,

— hatarolt blokkdiagonalis szerkezet.

A dinamikus szerkezet a tobbperiodusi optimalizalasi feladatok egyiitthato-
métrixdnak jellegzetes formdja. Az egyes évekre vonatkozd viltozok és fel-
tételek elrendezése alapjan Iépesis szerkezetnek is szoktdk nevezni. A szem-
léltetés megkonnyitésére a kivetkezi abrat adjuk:

1. dbra
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Tlyen tipusu modell pl. [6]-ban talalhaté. A tobbszektoros szerkezetet mas-
képpen blokkdiagondlisnak is nevezik. Abraja a kovetkezd:

(1.2) I

2. abra

A tobbszektoros elnevezés onnan ad6dik, hogy a diagondlishoz tartozo blok-
kokat tekinthetjiik vigy, mint egy gazdasdg szektorait reprezentalé blokkokat,
amelyek a feltételek egv részén keresztiil egymassal Osszekapesolodnak
(kozponti blokk). '

A blokkdiagonalis szerkezet egy specialis esete lehet az az eset, amelynél
az Osszekapesolodd, un. interszektordlis kapesolatok hianyoznak.

A blokkhdromszog(i és hatérolt blokkdiagondlis szerkezetet abrdval szem-
léltetjiik:

(1.3)

3. abra

Mint emlitettiik a fenti szerkezettipusok a feladatok megolddsa szempont-
jabol fontos specialitasok. A feladatok nagy esoportja nem rendelkezik ilyen
szerkezettel. Elofordul, hogy az adott feladatot 4t tudjuk alakitani valamelyik
specidlis szerkezet mintajara, s ezzel valamelyik specidlis szerkezetre kidolgo-
zott algoritmust alkalmazni tudunk.

A linedris programozési feladatok megolddsaban alapvetd jelentGségil blokk-
diagondlis szerkezetet példaul konnyen elérhetjiik a kovetkezd egyszerli meg-
fontoléssal. Adott a kovetkezd linearis programozdsi feladat:

x
(1.4) [A‘]xs:[bl
A, b, |

f = cx — max
X

=0
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A feladatot a kovetkezd formaban is megadhatjuk:

xl’ xz :;—)= 0

(1.5) 4,0 ]xl;\:[l)l
0 Ayl 2, by

Kz, — Bz, =o0
cx; + cx, = 2f — max
X

Ugyanez az otlet alkalmazhat6 a feladat dudlisira. A feladat egyiitthato-
matrixa igy blokkdiagonalissa valt. A fenti felbontdst didadikus felbontisnak
nevezzilk [23].

Az alkalmazéas szempontjabdl sziikséges lenne olyan eljarisokat ismerni,
amelyek o feladat specialis struktardjat felderitik. Kbben a kérddéshen, vala-
mint az ilyen struktirik elGallitdsdra vonatkozé eljardsok tekintetében a gya-
korlati készségiinkre vagyunk utalva, mivel ilyen algoritmusok nem dllnak
rendelkezésre.

2. Megoldasi médszerek

A nagyméretii feladatok megoldasara tett kisérletek eredményeit targyvald
irodalom rendkiviil gazdag. A javasolt megolddsi eljardsok két részre tavol-
hatok:

1. Olyan eljarasokra, amelyek az ismert és hatékony eljardsnak nevezhetd

szimplex modszer tovabbi finomitasdra iranyulnak és céljuk a nagy-

méreti feladatok specidlis szerkezetéhdl ad6do lehetGséeek felhasznaldsa

a szamitdstechnikai hatékonysdg fokozasdra. Az e csoportba tartozd

eljarasokat a tovibbiakban bazismanipuldcids eljarisoknak nevezziik.

2. Olyan eljarasokra, amelyek célja az adott feladathoz tartozdé 1j megzoldasi
algoritmusok kidolgozasa. Ilyenek pl. a dekompozicids algoritmusol:.

2.1, Bazismanipulicics eljardsolk

Az e csoportba tartozo eljardsok lényege olyan lehetdségek keresése, ame-
lyek felhasznaldsaval a szimplex eljards iterdcioi kisebb iddigénnyel és ugyan-
akkor kisebb memoria-igénybevétellel elvégezhetSk. Ennek a célnak az elérése
azaltal vilik lehetségessé, hogy a feladatok nagy tobbsége sajatsdgos szerke-
zettel rendelkezik. Az egyik adottsdg, amit itt kihaszndlhatunk az, hogy
a nagyobb feladatok egyiitthatémdtrixanak telitettsége alacsony. Nem szeren-
esés ezzel kapesolatban szdmszer(i megdllapitdst tenni, de szemléltetésre
Dantzigot idézziik. , Példdul egy 200 egyenletet tartalmazé feladatnal az
5%-0s telitettség a tipikus; nagyobb feladatokndl a telitettség 0,5%,-ra vagy
az ald esik.” [6]. A masik adottsig pedig a feladatoknak az 1. ponthan emlitett
szerkezettipusokkal valé rokonsdga.

Mivel a bdzismanipuldciés eljirisok szama rendkiviil nagy, arra tesziink
kisérletet, hogy csoportositist készitsiink, majd az eljirdsok felhasznilhato-
sdgdnak lehetGségeire hivjuk fel a figyelmet. A problémakir attekintésére
szolgdlé tanulményok Balinski [3], Gomory [12] munkéi (magvar nvelven:
Prékopa-Majthay [21]).
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A hazismanipulicios eljardasoknalz két csoportja van:
(1) oszlopgeneralasi eljarasok,
(2) bazisdekompoziciés modszerek.

2.1.1. Oszlopgenerdlo eljdrdsok

A szimplex moddszernél minden egyes iteracioban donteni kell arrdl, melyik
nembdzis valtozét vonjuk be a bd?l%b&. Ez megkoveteli az Gn. ,,redukalt
kiltség” tényez6k kiszamitdsat és azok vizsgilatat. Amennyiben a valtozdk
srimd nagy, ¢ vizsgalat elvégzése nagy idG- és memoriafelhaszndlist igényel.

Ennek kikiiszobilése céljihol sziiletett meg a szimplex algoritmus olyan
modositasa, amelynél a direkt szamitas hclyett a feladat specmhs szerkezetéhez
igazodé algoritmus szabdlyozza a bézisba keriils oszlopok sorrendjét. Innen
az oszlopgeneralas elnevezés. Az e teriileten sziiletett elsé eredmény Ford és
Fulkerson nevéhez fiiz6dik, akik 1958-ban pub]ik[ﬂték madszeriiket [10].
Bizonyos kozelitéshen a Dantzig— Wolfe-eljaras is tgy interpretdlhatdé, mint
oszlopgeneralé mdodszer, hiszen itt is a bazisba keriils j valtozok ,,sorsdrol”
dontiink az alfeladatok felhaszndlasaval. (Kgyéb felhaszndlasukrsl 1. pl.

[107, [12].)
2.1.2. Bdzisdelompozicios eljdrdasok

Az 1. pontban vézolt szerkezettipusok figyelembevételével a programozasi
feladatok szimplex médszerrel valé megoldasat ugy is megszervezhetjiik, hogy
mind a szdmolasi idGigényt, mind a kapacitasigénybevételt csokkentjiik.
Az aktudlis béazis szerkezetének kihasznalasara iranyuls fogdsokat egyiittesen
bazisdekompozicionak nevezziik.

A szimplex algoritmus alkalmazisa esetén az aktudlis béazis fontos sze-
r(,pet jatszik. Jeloljik B-vel az aktudlis bazisvektorokbdl képzett matrixot.

Ennek felhaszndlisival a kivetkez6 vizsgalatokat kell elvégezni:

— meg kell hatarozni a bazismegoldast, azaz meg kell oldani a

BxB:b

egyenletrendszert, ahol xp a bézismegoldés,
— meg kell hatérozni a bazisba éps vektornak a pillanatnyi bazisra vonat-
kozé koordindit, azaz meg kell oldani a

Bd) = ay

egyenletrendszert, ahol ¢, a beléps vektor,

— meg kell hatdrozni a bevonandé véltozot.

A fenti munkaknél az aktudlis bazis inverzét kell megadnunk. A bézisinverz
memorialekotése igen nagy lehet, mivel a ritka matrixok inverze altalaban
a 1009,-0s tomottséghez vezet. Nézziink egy egyszerii példat! Legyen a bazis
adott

o 1 (8 |
1100
101 1.0
1:0.01
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Ennek inverze:

—1 —1 —1
=1 2 1.1

-1 _—
s -1 1 2 1
-1 1 1 2

Az ilyen tipust matrixok sajatsigos szerkezetét feltétleniil ki kell haszndlni
az inverz meghatirozasanal. K torekvések eredménye az inverz szorzatformds
tarolasa, az an. szorzatformds inverz. A szorzatformdban vald tarolds azt
jelenti, hogy az inverz matrixok elemi matrixok szorzataként dbrazoljuk.
Az elemi matrix olyan matrix, amely csak egy sordaban vagy oszlopdban kiilon-
bozik az egységmatrixtol. A fenti példara alkalmazva:

1000 1 -1 -1 -1
pi_ | 1100 o 1 0 o0
1010 0 0 1 0
1001 0 0 0 1

A szamitogépben elegends csupian az egységmitrixtol eltérs vektorokat
tarolni. Természetesen sok iterdicié utin az elemi maitrixok szima nagy lehet
¢s ez még stabilitisi problémakkal is pdrosulhat, azonban ezek elkeriilésére
alkalmas fogasok dllnak rendelkezésre. A szorzatformds inverz alkalmazisanak
alapos tar«walmw Dantzig konyvében talilhaté [8].

A tulajdonképpeni bazisdekompozicio fogalmanak azok az eljardsok felelnek
meg, amelyeknél a bazist bontjuk fel kisebb részekre. A bazis specidlis szer-
kezete ugyanis megengedi, hogy kisebb részének és annak inverzének, vala-
mint potlolagos informdcioknak a felhasznilasival tulajdonképpen a teljes
inverzet meghatarozhassuk. A bazisnak ezt a részét munkabdzisnak (,,working
basis”) nevezziik, amely rendelkezik azzal az elényos tulajdonsiggal, hogy
egyszerlibben kezelheté mint a tényleges bazis. A munkabdzissal kapesolatos
atfog tanulmany kidolgozasa l)lnt/ur nevéhez filizodik [8].

A bézisdekompozicié jol alkalmazhato:

— dinamikus struktarara. Dantzig 1955-ben publikialt cikkében mar fog-
lalkozik ezzel a kérdéssel [9], majd 1963-ban irott cikke ujabb modszert
ad arra vonatkozdlag, hogyan lehet az inverzet meghatirozni és az egyik
iteraciordl a masikra vald attérésnél ezt a tulajdonsigot megtartani [8].
Az ilyen struktirira vezetnek a dinamikus Leontief-modell és a Markov
folyamatok specidlis esetei,

— blokkdiagondlis szerkezetre [6], [8],
hatérolt I)l()l\l\(lhl”()lld'lh szerkezetre [6].

l\ l>a/.1~del\mnpn/1< i6 megvalositisa sordn a kovetkezs koriitlményeket kell

figyelembe venni:

a) Fel kell ismerni a bazis specidlis szerkezetét.

b) A szimplex itericichoz sziikséges feladatokat el kell végezni.

¢) Az iterdcioval biztositani kell, hmry a bizis szerkezete ne valtozzék.

A bazisdekompozicios eljardsok le wegyszeriibb alkalmazasi teriiletei az Gn.
felsSkorldtos technikik [97],[25]. A felsékorlat technikdk alkalmazaséinak
tapasztalatairl beszimol6 cikkek szerint ¢ manipuldciéval a szamitdsi idst
esetenként lényegesen csokkenteni lehet.
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2.2. Dekompozicics algoritmusol

A dekompoziciés algoritmusok definicidjat széles értelemben hasznaljuk.
Nem csupan az eredeti feladat felbontdas atjan valé megolddsi modszereit
soroljuk a modszerek e csoportjdba, hanem az azokkal rokon eljardsokat is.
Ez lehet$vé teszi, hogy a megoldési lehetGségek targyaldsaban kitérjiink mind
a linedris, mind a nemlineéris programozasi feladatokra. Azt azonban kikotjiik,
hogy csak véges szamu valtozot és feltételt tartalmazé feladatokat vizsgdlunk.
Az Gjabb kutatdsok kitérnek a nem véges szamu valtozés feladatok keze-
lésére is [4].

A kivetkezGkben elGszor altalinos keretben szemléltetjitk a dekompozicids
elv lényegét, majd az ennek alapjan kialakitott optimalizélasi modszerek
alapelemeit tekintjilk 4t. Az alapelemek feldolgozisaval az a célunk, hogy
a nagyszamu eljards lényeges jegyeinek kiemelésével rendszerezési szemponto-
kat alakitsunk ki.

Tekintsiik a kovetkezd feladatot:

(a) x>0
Ax = b

cxr — min
ahol o n elemf vektor,
A mxn méretli matrix,
B [xn méretii matrix,
¢, b és d megfelel mdéretli vektorok.
Definialjuk az n dimenziés térnek egy zart, konvex, poliedrikus halmazdt
a kovetkezdképp: K = {x|Bx = d; x > 0}. Mivel 2 > o, ezért K =C + H,

ahol €' poliedrikus konus, amelyet véges szamu ¢, ¢?, . . . ¢ extremélis irdny
general, azaz

.
C={z| 3 uc;p =0}
JEl

Hasonloképpen H az el, e2, . . . e véges szima extremalis pont konvex burka,
azaz

h h

\ ' [ - . v —

H={z|z=23Ae; 1,=0; 3 4=1}
i=1 i<

A fenti jelolések felhaszndlisival transzformdljuk az (a) feladatot:
| el TR
1,2

e

A po; 2 0

Il

)
J ,

h . r .
(b) %71 Aipt+ éyjrf b
22“: 1

h
2 Ao+ Z‘u,jﬁj-—>r§1m
= J o

i=1



154 SIVAK JOZSEF

ahol

et s B o gpd
oy =, ¢¢"; p; = cc!

P = deé; ri = AcJ

A transzformalt feladatot master feladatnak nevezziik. Mivel a & és » altaldban
nagy, a feladat nagyon sok viltozét tartalmaz. A dekompozicids elv kialakité-
sanal abbdl indulunk ki, hogy e nagyszimu csucspontbol és iranybol esak
annyit vegyiink figyelembe, amennyire sziikségiink van.
Tegyiik fol, hogy ismerjikk az I' ¢ I = {1,2,...h}ésJ' < J = {1, 2,...r}
indexhalmazokat, amelyekre adott a kovetkezd feladat:
A, >0 ic I

u; =0 je J?

(c) > hp'+ X pir =b
ielt JjeJt
> A
lﬁl !
Y = 0 .=
_2,12,«05,- + 2 #;f;—min
i€l jeJt

Ezt a feladatot redukalt master feladatnak fogjuk nevezni, mivel formailag
a master feladathoz hasonlit, de oszlopainak csak egy részét tartalmazza.
A redukdlt master feladatrol feltessziik, hogy rendelkezik lehetséges bazis-
megoldéssal (azaz, m -+ 1 linedrisan fiiggetlen oszlopa van, valamint a meg-
felel 1; és pu; értékek nem-negativok). Feladatunk most mér az, hogy e redu-
kalt master feladat megoldéséinak felhaszndlisival eljussunk az eredeti feladat
megoldasdhoz. Ennek érdekében a kovetkezd megfontoldsokat tessziik:

Jeloljiik 160 < I' és J"° < J' szimbélumokkal a redukalt feladat optimdlis
bézisindexeit, (a!, &,)-vel a dudl megolddsokat. Ekkor

ap 46, = 1€ 1"
ntrl = B, jeJt

A (#', 6;) szimplex egyiitthatokat felhaszndljuk az egész feladat optimalitési-
nak vizsgdlatara. Keresiink olyan pi-ket (i€ I — I'), amelyekre a'p' 4 o, > o;
vagy olyan r/-ket (j€ J — J'), amelyekre n'r/ > f,. A K definiciéja alapjan
tehit olyan e'-ket keresiink, amelyekre (7'd) e’ + 8, > ce! vagy ¢/-ket, ahol
(n'4) ¢/ > ccl. Ehhez a kovetkezs kisebb méret(i in. alfeladatot oldjuk meg:

2= 0
Be=d
(d) (¢ — a'd)x + & — min
X
A szimplex algoritmus ismert tulajdonsdga alapjan tudjuk, hogy a (d) meg-
oldésa sordn az alabbi esetek fordulnak eld:
1. A (d)-nek van optimélis megolddsa. Az optimilis megoldés e lesz. Ebben

az esetben kiszdmitjuk az Ae’ vektort, amellyel mint tj oszloppal a (c) feladatot
bévitjiik és azt ismételten megoldjuk.
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2. A (d) célfiiggvénye alulrél nem korlatos x¢ K-ra. Ismeretes, hogy ekkor
létezik olyan ¢! > o, amelyre Be! = 0 és [¢ — (nd)] ¢! << 0. Ebben az esetben
az ' = Ac' oszloppal bévitjiik a (c) feladatot és megoldjuk.

3. A (d) feladatnak nincs lehetséges megoldasa. Ebben az esetben az eredeti
feladatnak sincs lehetséges megoldasa.

A fenti gondolatmenet szerint az (a) megoldashoz egy iterativ folyamat
segitségével jutunk. Az iterativ folyamatban a redukalt master feladat és
az alfeladat kozotti informaciéaramlasnak van dontG szerepe. Az alfeladattal
elérhetjiik, hogy az extremalis csucsok és iranyok koziil csak egyeseknek a meg-
hatdarozasat kell elvégezniink, mig eljutunk az (a) megolddsahoz.

Az eljards kiilonosen akkor hatékony, ha az A-nak kevés sora van, az B
pedig speciilis szerkezetii. Ilyen egyszerii eset az, amikor az B blokkdiagonalis
szerkezetii.

A gondolatmenet kiterjeszthetd olyan esetekre is, amelyeknél a K extre-
mélis pontjainak szama nem véges. Kzekkel itt nem foglalkozunk.

Az irodalomban fellelheté modszerek nagy részében felismerhetk a fenti,
altalanosabban vazolt megoldasi elemek. A kovetkezékben szeretnénk a mod-
szerek legfontosabb elemeit Gsszefoglaini. Ehhez a médszerekben rejlé {6 kozos
tulajdonsigok ismeretébdl kell kiindulni.

A dekompozicids algoritmusok legfontosabb kozos jellemzii a kovetkezdk:

— az adott feladat alkalmas atalakitassal konnyebben kezelheté formaba
irhaté és ezaltal kisebb feladatok megoldasara vezethetd vissza. A fel-
bontds eredményeképp kapjuk az in. master feladatot, és az in. alfelada-
tokat. Ez a felbontds a tulajdonképpeni dekompozicid,

— az atalakitott feladathoz kereshetd olyan megoldasi fogis vagy stratégia,
amely az alfeladatok és a master feladat kozotti kapesolatot teremti meg

— az alfeladatok és a master feladat kozott meghatéirozott infor méci6-
aramlas van,

— az algoritmusok legtobbszor iteraciok sorozatdbdl dllnak.

A fenti jellemzGk keziinkbe adjak a dekompozicids eljardsok csoportositasi
lehetdségének kulesdt. Az algoritmusok ugyanis jellemezhetdk egyrészt az
atalakitasi fogdsokkal (gyakran dekompozicios szabalynak nevezik), amelyeket
feladatorientalt manipulicidknak fogunk nevezni. Valamely manipuldcié egy
megolddasi stratégiaval parositva egy-egy algoritmust reprezental. Az irodalom-
ban ismert eljardsok legtobbje négy manipuldciot alkalmaz. Ezeket tekintjiik
at a kovetkezGkben, majd utédna kitériink a megoldési stratégidkra. A mani-
pulaciok célja

— a feladat felbontdsa kisebb feladatokra (felbontés),

— a feladat 4talakitdsa olyan szerkezet(ivé, amelyre konnyen kezelhetd
algoritmus van (péladul vegyes nem linedris feladatokndl a nem lineéris
rész kikiiszobolése) (izolalas),

— a nem linedris feltételek linearis kozelitése (kozelités).

2.2.1. Dualizdlds

A legegyszer(ibb fogés, amellyel valamely feladat egyszer(ibb alakra bonthaté.
A szimplex algoritmus alkalmazdsdndl akkor hasznaljuk, ha a sorok szdma
az oszlopok szdméhoz viszonyitva nagy. A dekompoziciés médszerek irodal-
méban  Rosen-féle particiés mddszer példézza ezt a manipuldciét, ahol
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a Dantzig—Wolfe-eljardsnal megismert blokkdiagondlis szerkezet dudlisdébol
indulunk ki [22].

A dualizalasnil a {6 problémat a nem linedris esetek kezelhetisége jelenti.
Az elmult években tobb cikk foglalkozik a nem linedris problémik dudlisinak
kérdéseivel [11].

2.2.2. Belst linearizdlas

Gyakorta hasznalt manipulacio, amely elsGsorban a nem linedris programo-
zasban lehet eredményes. Valéjaban a Dantzig— Wolfe-eljiras alapgondolata
ennek egy specidlis esete, ezért részletesebben foglalkozunk vele.

Tekintsiik a kovetkezd feladatot:
(2.1) 9i(x)

[(x) — max

~

0 = (S e /)

ahol g; és [ folytonos fiiggvények. Az egyszer(iség kedvéért feltessziik, hogy

S =N {xr:gr) <o}

t
konvexhalmaz. (Ha minden ¢, kvizikonvex, akkor S konvex.)
A 2.1 feladatot masképpen is felirjuk:
(2.2) G(x) <o

f(x) — max

A (2.1) feladat ecv nem linedris programozisi feladat. Specialis esetben
v e
& f; fuggvcn_vok linearisak:

(2.3) gi(x) = Y ayx;— b r=1,2,.. ., m
j
azaz
Gx) = Az — b

A tovabbiakban megfontolasainkat az dltalanosabb esetre tessziik.

Legyenek x,, »,, . . . @ n-elemii vektorok. Kzen vektorok konvex burkénak
valamely x pontja igy

”

9 - ' P
(2.4) @ = ,'2,1 o0, X

ahol Y o, =1 és o, > 0 V t esetre.
{
T . ’, ’ . . . 242
Valamely g(x) fiiggvény e pontok konvex burkan a kovetkezo kozelitéssel
lineraizalhato

T
(2.5) g(x) - ’24' oy g(ay)

Ha a fenti problémdban x és annak minden fiiggvénye helyett a fenti (2.4)
€s (2.5) reprezenticiot haszniljuk, akkor a (2.1) feladat a kivetkezs alaka
lesz:

(2.6) tZ'oz, gi(@) <0 (e2=1,...m)
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2“[:].
i

= 0(y?)

> oy flxe,) > max
[

A (2.6) o, valtozokkal adott linedris programozasi feladat. Legyenek oy, d,, . . .
, o0 értékek a megoldisai. Kkkor .
o " L ~
(')' I) _ Z xt x,
t
az eredeti (2.1) feladat kozelité megoldasa. Az, hogy ez a kozelités mennyire jo
flige egyrészt az a, pontoktol, de fugg az [ és g; fiiggvények természetétdl,

valamint a (2.6) feladat kezelési modjatol.
Ha a g; fuggvénvek konvexek, akkor a konvexitis miatt

(2.8) ( ) =9 24“1 @) tvxt.}z(l‘t):ﬁo

=>

azaz &€ S.
Ha az [ konkav, akkor

Al // "‘
2 oy flxy) < f(2)
1
azaz a (2.6) feladat célfiiggvénye az @-hez tartozd érték alsé korlatja. Vilagitsuk
meg egy példaval a £2*-ben a fenti gondolatmenetet. Tekintsiik a kovetkezo

dbrat (1. 4bra):

X2

1. abra

Az S halmazt az x,, 2, @y, ¥, pontok konvex burkaval kozelitjiikz. A belsG
linearizailas azt jelenti, hogy az S-et kozelitd halmaz konvex poliéder, amelyet
véges szami linedris egyenlGtlenség ir le. Az xy, xy, x,;, x; pontokat bhézisnak
nevezziik.
A konvex halmaz mintdjara a konvex (konkav) fiiggvény is linearizélhato !
A linearizalds jelentGségét noveli az a korillmény, hogy rugalmasan alkal-
mazhaté mind a bazis megvilasztdsat, mind a linearizalandé halmazt illetGen.
A fenti kétdimenzios &bra viszonylag konnytinek tiinteti fel a dolgot, és ez
kevés valtozo esetén talan megfelel a valdsiagnak, de sok valtozo esetén kompli-
kéltabb. Nagy elénye abban 4all, hogy a mampulauot csak implicite kell elvé-
gezni, azaz a bézis pontjainak csak egy kis részét kell meghatdroznunk. Vals-
jdban a Dantzig— Wolfe-eljaras mogott huzédo gondolat 1l) en természeti, ami
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lehetGséget ad a DW-eljarias nem linedris verzidjanak kifejlesztésére. Abban
az esetben, ha maga az S halmaz konvex poliéder, akkor a belsé linearizalas
elegdnsan elvégezhetd. Csupan az a teendd, hogy a széban forgé bazis elemeit
a pohedel extremdlis pontjaival tessziik egyenlnw Az extremalis pontokat
csupan a kivant mértékben kell meghatérozni.

2.2.3. Kiilss linearizalds

A belsé linearizalis azon az alapgondolaton épiilt {61, hogy az S halmazt
bizonyos pontjai konvex burkaként :'Lbrei/oljuk A kiilsé linearizalds pedig
figy tekinthets, mint egy olyan kozelit eljards, amely az S halmazt félterek
halmazinak kozis részeként abrazolja. Tartsuk meg tovabbra is az S-re adott
definiciénkat. Szemléltetésre tekintsiik az R2-ben adott konvex halmaz kiilsé
linearizélasat (2. dbra):

% A

5

2. dbra

Az S halmazt tehat a F, ... H, hipersikok alkotta félterek kozos része altal
definialt konvex halmazzal (konvex poliéder) kozelitettiitk meg, ahol is a poli-
éder tartalmazza S-et.

Az S halmaz kozelitéséhez hasonléan valamely [ fiiggvény is kozelithetd
szakaszonként linearis fiiggvénnyel (3. abra).

fix)
J

52(%)

1
1
1
e i
i : : S5(%)
1 1 1
Sy(x), E E E frx)
i ] H L
xl xz X 3 7

3. dabra

Az s fiiggvényeket gy definialjuk, hogy adott z,-nél rendelkezzenek azzal
a tulajdonsdggal, hogy értékiik sehol sem kisebb az f-nél (ha f konkav) és
x; pontban s(z;) = f(x;). Ha az f fiiggvény differencidlhato, akkor egy Z-hez
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tartozo s fiiggvény az elsérendii Taylor-sorral adhaté meg, azaz
s(z) = fiz) + V@) - (x — &)

ahol y f(&) az f(x)@-beli gradiense, v f(x) = (ﬁﬂf(;v), Sl ﬁﬁf(x)
Q.l 17”

Az elmondottakat alkalmazzuk most programozasi feladatra! Tekintsiik
az eredeti (2.1) feladatot és tegyviik fel, hogy adottak az x,, x,, .\ . z pontok,
amelyekhez ¢; indexet rendeliink 1 és m kozott. Minden ¢-re a g;(x) > o fel-
tételt a Taylor-sorral kozelitsiik, s ekkor a nem linedris feladat a kovetkezd
feladatba megy at:

(2.7) gil@y) + V gie) (€ —2,) <0 t=1...T

f(x) — max
X

Feltessziik, hogy minden ¢; konvex. Ebben az esetben minden S halmazbeli
pont kielégiti a (2.7) feltételt is, mivel a (2.7) baloldala sohasem nagyobb
gi(x)nél. A (2.7) altal definialt halmaz nagvobb S-nél.

A feladat megoldasara gondolva lithaté, hogy a megoldds akkor lehet
hatékony, amennyiben a (2.7) az eredeti feladat megolddsat anélkiil adja,
hogy sok x, meghatarozdsa vélna sziikségessé. A megoldds egy hatékony
modszerét Kelley dolgozta ki [14].

A fenti manipuldcio hatékonysaga a kizelité pontok gazdasigos generalasatol
fiigg. A belsG linearizalas alapgondolatihoz hasonléan Kelley mdédszere olyan,
amelyben nem kell elére megadni explicite az x; pontokat, csupan a kivant
mértékben.

A kiilsé linearizalis felvet egy természetesen adodo kérdést: vajon létezik-e
adott ponthoz tartozé ,,érinté”. Az mér bizonyitott, hogy az R"-ben adott
ziart konvex halmaz valamely hatarpontja legaldbb egy rajta dthaladd tdmasz-
sikkal rendelkezik [11]. Ebbél kovetkezik, hogy minden zart konvex halmaz
a hatdrold félterek kozos részeként reprezentalhato.

2.2.4. Vetités
Tekintsiik a kiovetkezs egyszerii feladatot:
ye Y
(2.8) x—gly) =0
h(z) >0

max f(x, ¥)
x,y
ahol a 2 és g vektorfiiggvények. A feladat y véltozora valdé vetitésén a kovet-
kezG feladatot értjik:
sup f(z, )
(2.9) max | *
YEY lh(z) = 0,2 = g(y)
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A kapesos zardjelben levs supremumot v(y)-nal jelolve

,v(y):{/[y(y),y)] ha /l[s/(?/)]Z”}

(2.10)
—oo ha  Afg(y)] = 0

Bevezetve a V = {y|k[g(y)] = 0} jelolést, a (2.8) feladat a kovetkezSképp
irhato

(2.11) yevny
v(y) — max.

A fenti példa szemlélteti a vetités vagy masképpen a particiondlds lényegét-
Lathato, hogy a vetitéssel az eredetinél egyszer(ibb feladathoz jutottunk
azaltal, hotr\, a valtozok egy részét (‘1/ Y valt(vol\.tt) atmenetileg rogzitettiik.

A médszer dltalanositasat most mér konnyen elvégezhetjiik. Tekintsiik most
az alabbi feladatot:

(2.12) xe X
ye Y

g, y) =0

max f(x, y)

ahol X © A", Y C E™ és g egy vektorfiiggvény. A (2.12)-nek az y valtozok
terére e<o \etulo tét a kivetkezGk szerint (iehnmljuk

g(x,y) =0
2.13 ax ;
( ) f;}){l;]\ Sl;[)j((r, ?/)

A (2.13) mér csak y-ban valtozé feladat. Ha a kapesos zirdjelben levd kifeje-
zést v(y)-nal jeloljiik, akkor a feladatot atirhatjuk. Ha valamely » esetén v(z/)
nem megengedett, akkor v-t — co értékiinek tekintjiik. Legyen V — {y|y(x, y) >
=0, x¢ X}. A (2.13) feladat tehat

(2.14) ye vV

max v(y)
yey
A Vhalmazt azac X ésg(a, y) - 0 feltételek y terére esi vetiiletének nevezziik.
A (2.12) és (2.14) lm/()ttl nagyon fontos oOsszefiigeést a kovetkezi tétel
irja le:
TETEL: A (2.12) akkor és csak akkor nem megengedett vagy nem-korlatos,
ha a (2.14) is az. Ha (y,y,) @ (2.12) uptnnwlm megolddsa, akkor o
a (2.14) optimdlis megoldasa. Ha v, optimalis nw(r()l(las(t A (2.14)-nek
¢s x, eléri az f(x, y,) supremumot az xc X és y(:r Yo) — 0 mellett,
akkor z, az yu-ul egyiitt optimalis megoldisa a (2.12)-nek.
A vetités manipuldcijat alkalmazhatjuk példdul a kovetkezé feladat
esetén:

(2.15) ae€ X, Bt . K
ye 'Y
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G y) -+ gilx) < 0 k=1,..., K)
K
max {F(y) + ¥ fila,)}
Xy k=1

ahol a; n;, dimenzids vektor és @, valamint ¢, ugyanazon méreti vektor-
fiiggvények. A feladat egy K szektoros modellként interpretélhaté, ahol az v
valtozok a kdézpontilag ellenérzott tevékenységeket szimbolizaljak, mig az w,
a szektorok valtozéinak vektora. Ha az y valtozokat dtmenetileg rogzitjiik,
akkor K fiiggetlen feladatot kapunk, amely az y-ra val4 vetitésnek felel meg:

max [ F(y) + 2 vy

yevy
(2.16) ahol
sup fi(;)
Oply) = X

I(xr) = — Gily)

A vetités tovabhi alkalmazisit a Benders-féle particiés modszer kapesan
mutatjuk be [2.2.6 pont].

A fent bemutatott atalakitasi fogésok felhasznaldsi korét a kivetkezd tabla
szemlélteti:

' Felbontas Izolalis ! Kozelités
1. Dualizdlis - |
2. Belg6 linearizdlds }
3. Kiilsé linearizalds -4
4. Vetitds -+

Brdekes annak osszefoglaldsa is, hogy az ismertebb algoritmusok milyen
manipulaciokat alkalmaznak.

Dualizdlds Belsé [ Kiilsé | yegités
linearizilds | linearizalds |
Abadie — Williams [1] 1 !
Benders [26] <l f ol
Dantzig — Wolfe [5] AL i
Rosen [22] + 2 |
Weitzman [24] -+ | -
ten Kate [13] + !
|

2.2.5. Megoldadst stralégidak

Attekintettik a legfontosabb atalakitasi fogasokat, amelyekkel elértiik,
hogy az adott feladatot konnyebben kezelhetd alakra hoztuk. Khhez mindig
vélaszthat6 olvan megoldési stratégia, amelynek felhasznalasdval a feladatokat
egyszer(ibh optimalizalasi feladatok — tn. alfeladatok — megoldasanak soro-
zataval allitjuk el6. Amennyiben a feladat szerkezete valamllven specidlis

5 Szigma
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szerkezet-tipusba tartozik, gy az alfeladatok kialakitisa sordn ezt a tulaj-
donsagot kihasznaljuk.

A metroldml stratégiak szédma rendkiviil nagy, s ezek nagy része kiviléan
alkalmazhaté a nagymmetu feladatok megoldasaban. Tekintsiink &t roviden
néhany fontosabb megoldasi stratégiat:

a) Relaxdcios stratégia

A relaxdcio olyan konvex feladatok esetén célravezetd eljards, amelyek sok
ecvenlStlenséget tartalmaznak. A maddszer alapgondolata a kovetke/okoppen
foulalhat6 dssze. Megoldjuk az adott feladat egy olyan véltozatat, amelyet ugy
I“Lpunk, hogy az egyvenlGtlenségek egy részét (lehetGleg minél tobbet) nem
vesszitk figyelembe. Ha az igy kapott megoldds nem elégiti ki az elhagyott
feltételeket, akkor generdlunk és a vizsgalati koriinkbe vonunk egy ilyen
feltételt és az lgy kapott feladatot oldjuk meg. A bévitett feladat megoldasat
hehelvettesnjuk az ignoralt feltételekbe. Ha a megoldaq kielégiti a feltételeket,
akkor az eljarast befqeu,uk, ha viszont nem ez az eset all fenn, akkor az el6bbi
bévitést alkalmazva Gjra megoldjuk a feladatot. A linedris programozisi
feladatok megolddsiaban is ismert Lemke-féle dudl mddszer a relaxicids stra-
tégiaval ekvivalens.

A stratégiat a Kelley altal kidolgozott metszisik modszeren szemléltetjiik.

A megoldandé feladat:

Ax ‘ 1)
g(x) <0
cr —» min

ahol a ¢g-r6l feltessziik, hogy konvex és differencidlhaté az X = {x|x > 0,
Ax < b} halmazon.
A kulsn linearizalist alkalmazva a feladat a kovetkezo feladattd alakithato:

x€e X
g9(&) +vyg(x) <0 vEeX
cx - min
A relaxdcids stratégia lehetGvé teszi, hogy kezdethen keriiljiik a ¢ valamennyi
érintGjének mechatirozasit. Minden iterdcioban e feladat egy csokkentett
valtozatat ()ldjuk meg. A csokkentett feladat egy a* optimdlis megoldasa
akkor és csak akkor megengedett az dtalakitott feladatban, ha g(x*) < 0.
Ha g(x*) £ 0, akkor a yg(a*) felhasznaldsaval elGallithaté egy megsértett
feltétel, amelyet a csokkentett feladathoz csatolunk. A stratégia alkalmazésit
megkonnyiti az a koriilmény, hogy a esokkentett linedris programozdsi feladat
médositasa utin nem kell & szémitasokat elélsl kezdeni, hanem postoptimali-
zdcios technikaval dllapithatjuk meg az Gj megoldisokat.

b) Lépcsizetes kozelités [117, [22]

A megolddsi stratégia nagyméretli feladatok megoldésdiban eldszor J. B.
Rosen particios médszeréndl fordult els [22]- Altaliban olyan feladatok meg-
oldasanal elonyos, amelyek lényegesen egyszerfibbé valnak akkor, ha a benniik
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szerepl valtozok egy részét dtmenetileg rogzitjiik. Ilyen dtmeneti rogzitést
tudunk elérni az értelmezési tartoményok valamely valtozéra vald veitétésével.
A kés6bb bemutatandé Benders-mddszer erre is j6 példa. Altaldnossigban is
igaz, hogy ez a stratégia a vetitéssel parosithaté elényosen. Eltekintiink a
tovabbi részletezéstdl, a fenti irodalmi utaldsokban részletes leirds taldlhatd.

¢) Restrikcids stratégia [5], [10], [11]

Olyan feladatok esetén, amelyeknél sok nem-negativ valtozéval kell dolgoz-
nunk, hatékonyan alkalmazhatjuk. Val6jdéban a linearis programozés szimplex
médszere képviseli ezt a stratégiat. Most egy kicsit 4ltaldnosabban értel-
mezziik a lényegét: a valtozok egy részhalmazat dtmenetileg 0-val tessziik
egyenlévé és a csokkentett feladatot megoldjuk. Ha a kapott megoldds nem
elégiti ki az adott feladat optimumkovetelményét, akkor az el6bb megko-
tott vdaltozok koziil egyet vagy tobbet ,felszabaditunk” — azaz megenged-
jiik a pozitivitdst — és a most mér kisebb kotottséggel bir6 feladatot meg-
oldjuk. Az eljarast addig folytatjuk, mig az optimumkritérium teljesiil. A meg-
oldési stratégia alapgondolata a Dantzig— Wolfe-eljardsban megtaldlhat, ahol
a master feladat felirdsa sordn az extremélis pontok nagy szdéma miatt nagyon
sok valtozés feladatot kapunk. A restrikciés stratégia kival6 targyaldsa taldl-
haté a [11]-ben.

A bemutatott manipuléciék, valamint a megoldasi stratégidk pérositdsa
megteremti a kb. 60—70 ismertetett eljaris osztdlyokba sorolasdnak keretét.
Valamely stratégia altalaban tobb manipulacidval is parosithaté. Ez magya-
rézza a jelenleg meglevd nagyszamu algoritmust. Az osztalyozési szemponton
tul az 0j algoritmusok kidolgozdsanak médjat is megkapjuk ezzel a péro-
sitdssal.

Nem célunk itt valamennyi eljardst osztélyokba sorolni. Inkdbb néhany
kozismert eljarast jellemziink a manipuldcidk és stratégidk pérositésa szerint.
A Dantzig—Wolfe-eljards igy a belsé linearizdlds és a restrikcios stratégia
péarositasanak felel meg. Benders médszere a vetités és fokozatos kozelités
parositésat reprezentdlja, ugyanigy Weitzman madszere is.

Vannak azonban olyan eljardsok, amelyek nem feleltethetk meg valamely
pérosftdsnak, mert nem a fenti dtalakitési fogdsokat alkalmazzdk. Ilyen eset-
ben a mdédszerek jellemzését gy tehetjiik teljessé, hogy az egyéb tulajdon-
sdgaikat is megadjuk. A master és az alfeladatok kozotti iterdcids kapesolat-
ban dramlé informéciék alapjan torténd csoportositdsrél a 3. pontban irunk.

Osszefoglalasképpen legszogezhetjiik, hogy a dekompoziciés eljardsok jel-
lemzését a kovetkezs ismérvek alapjan végezhetjiik:

1. a master feladat kialakitdsandl haszndlt manipulaciok jellege,

2. az alfeladatok megolddsdaban haszndlt megoldasi stratégidk

3. a master és az alfeladatok kozotti informéaciéaramlés jellege.

2.2.6. Két példa
1. Benders mddszere [26]

Megoldandé a kivetkezd feladat:
(2.17) x>0

ye Y
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Az + F(y) < b

cx + f(y) — max
Xy

A feladat valéjaban egy szemi-linedris programozasi feladat. J6 lenne
ha az y valtozokat dtmenetileg rogzitenénk, mert gy egyszeriibb feladathoz
jutnank. Alakitsuk &t ezért a (2.17) feladatot Ggy, hogy az y-ra vald vetitést
alkalmazzuk. Ekkor

(2.18) max {f(y) + sup [cz, Az = b — F(y)]}
yeY x=0
A kapcsos zardjelben levG supremum a kovetkezd linedris programozési
feladatnak felel meg:
(2.19) & =10
Az < b — F(y)
cx — max

A feladat y valtozasatol fiiggGen jobboldalban paraméteres feladat. Feltessziil,

hogy legalabb egy olyan  létezik, ahol véges optimuma van, ekkor a dualitési
ogy le Fogy ofyanyf ote g

tétel értelmében igaz tovabbd, hogy az

(2.20) >0
ud >c
ulb — F(y)] — min
megengedett minden y-ra. Jeloljiik (u'. .. u”)-vel a (2.20) extremdlis pontjait
és (uPtl. . wPt9-val az extremdlis irdnyait. A dualitasi tétel értelmében

igaz tovabba, hogy a (2.19) akkor és csak akkor megengedett, ha a (2.20)-nak
van véges optimuma, azaz, ha y kielégiti az

(2.21) wlb — F(y)] =0 ji=p+1,...,p4+¢q

feltételeket. Mivel a (2.18)-ban mindazon y-ok esetén — oo értéket tekintiink,
amelyre (2.19) nem megengedett, ezért a (2.21) feltételeket a (2.18)-hoz
tehetjiik. A (2.18) helyett a dualitdsi tételen alapulé megfontolasok alapjin
a kovetkezst irhatjuk:

(2.22) max {f(y) + min [u/(b — F(y))]}
yex l<j<p
wWb—Fy) =0 (G=@+1,...(p+9
Mivel a minimum a legnagyobb als6 korlat, a feladat a kiovetkezd lesz:

maximum f(y) + y,

YEYiy,
(2.23) Yo Wb — F (y)) Fi=l iy 5 0
0= w(b — Fly)) J=p+1L...,p+gq

Nézziik most meg a fenti megfontoldsok alapjén kialakitott feladat megold4si
algoritmusét. Az algoritmus lényege az, hogy a feladatot felbontjuk kisebb
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feladatok megoldasdra, s ezdltal elkeriiljiik, hogy kezdetben minden u/-t

ismerjink.

1. 1épés: meghatirozunk egy (7, ) értékpart, ahol y¢ Y.

2. 1épés: megoldjuk a (2.20) feladatot, amelynek eredményeképp kapjuk az
megoldasokat. (A 2.20)-ban y helyére ¥ irunk.)

3. 1épés: Vizsgaljuk a kovetkezd relaciot (optimumszabaly)

yo < wilb — F(y)]
Két eset van:
(a) 7, = Wb — F(y)]
Ebben az esetben (7, 7) optimélis megoldisa az indulé feladatnak.
(b) Ha az (a) relacié nem teljesiil, akkor eldallitjuk a (2.23) egy meg-
sértett feltételét, amellyel bovitjiik a feladatot.!

2. Dantzig— Wolfe dekompozicios eljaras [5]

A szerzk egy specidlis struktaraju linearis programozasi feladatra alkal-
maztik a dekompozicié elvét.
A feladat a kovetkezo:
z =0
(2.24) Az = a
Beri—=b
cx — max

A Bxr = b feltételek tartalmazzik az an. kozos feltételeket, az Ax — a fel-
tételek az un. specialis feltételeket akkor, ha az egyiitthatéméatrixot blokk-
diagondlisnak tételezziik fel. A kovetkezé megfontolasokon keresztiil meg-
viligitjuk a dekompoziciés elv lényegét.

Definidljuk a P — {x|Ax — a, x > 0} poliédert. A kiindul6 feladat ekkor
atirhato:

(2.25) xe P
Bx=b»b
X — Max

A feladatot atalakitottuk. Foltessziik, hogy a P nem iires és korlitos, s extre-
malis pontjait y, ...z, halmaz reprezentalja. A (2.24) a bels6 linearizilas
felhasznalasaval dtfogalmazhato

(2.26) B axj=2>

1A kifejtésben szdndékosan nem irtunk a halmaz természetérél. Szeretném ugyanis
kiemelni az eljardsnak azt a jellemzG6jét, hogy az Y definidldsatol fiiggen a mddszer mds
és mds tipusu feladatok megolddsit teszi lehetévé. Ha az Y egy konvex poliéder integer
pontjaibdl dll és f, I linedris, akkor a (2.23) integer linedris feladat. Ha rendelkeziink
ilyen feladat megolddsdra alkalmas gépi algoritmussal, akkor a Benders-mddszer haté-
konyan alkalmazhato.
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(G
o
l

®; %) — max

e
i

A (2.24) feladat ekvivalens a (2.26)-tal. A feladat felirdsdéhoz ismerniink
kellene valamennyi extremdalis megoldast. A belsG linearizalis gondolatat
felhasznalva elérhetjiik, hogy nem kell valamennyi extremalis pontot explicite
megadni. Krre szolgdl egy olyan iteracios eljaras, amelyben a (2.26) tolti be
a master feladat funkcidjat, mig az alfeladathoz a kovetkezé megfontolasok
atjan jutunk. Jeloljikk a (2.26) feladat dudl valtozéit (u, u,)-val, ahol u,
a normalizalé feltételhez tartozé duél valtoz6. A programozasi feladat opti-
malitasi kritériuma szerint a redukalt koltségnek nem negativnak kell lenni,
azaz

1l

My .

(2.27) uy + uBxl — cxi >0 (f==1,8.:-D)
amely ekvivalens az
(2.28) uy + min (uB —c¢)al >0

1=j=p

vagy, mivel egy linearis fiiggvény a P halmazon cstcspontban veszi fel a
minimumat,

(2.29) oy + min (wB —c¢)xz >0
x€EP
relacioval.
A (2.29)-b6l az
=0
(2.30) Az = b

min (B — ¢)

feladatot nevezziik alfeladatnak, amelynek alapvets szerepe van az algorit-
mushan.
Az algoritmus igy a kovetkezd:
1. lépés: meghatirozzuk a (2.26) egy lehetséges bazismegoldasat és a kap-
csolodo (u, u,) értékeket.
2. 1épés: Megoldjuk a (2.30) feladatot.
3. lépés: Vizsgaljuk a kovetkezs relaciot
Uy + min (uB —c¢)x >0
xeP
Két eset van:
a) az egyenlGtlenség teljesiil, ekkor elértiik a kiinduld feladat opti-
mumét
b) nem teljesiil az egyenlGtlenség, ekkor bévitjiik a feladatot a
kovetkezG oszloppal:
Ax JoN
1

cal?

Az iterdciot a 4. 1épésnél folytatjuk.
4. lépés: A bévitett feladatot megoldjuk és a 2. 16pésnél folytatjuk az iteraciét.
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3. A dekompoziciés eljarasok felhasznalasa

Ha dsszefoglaljuk a dekompoziciés moédszerek {6 jellemzdit, akkor a madd-
szerek érdekes kozgazdasigi interpretdaciéjahoz juthatunk. A nagyméretii fel-
adatot alfeladatokra bontottuk, valamint egy un. master feladatra. A meg-
oldasi algoritmus egy iterativ folyamat a master és alfeladatok kozott,
amely ben meghatarozott infor macick dramlanak az egyes ieladdttlpusok
kozott. Az iterdcios folyamatnak akkor van vége, amikor elértiik a kiindulé
feladat ¢lobalis optimumét. A dekompozicios ‘médszereknek ezt a leirAsat
mkon.saﬂlm hozhatjuk a tervezési folyamatok egyszerisitett leirasaval. A gaz-
dasagx 6l feltételezziik, hogy egy koapontra és tobb szektorra tagozdédik. A ter-
vezési folyamat célja a gazdasig egészére vonatkozd op’mmahzalésl feladat
megoldésa. A kozpont nem képes egyediil megoldani a teljes feladatot. A szi-
mitdsokat megszervezheti ugy, hogy a nagy feladatot felbontja (dekomponélja)
kisebb feladatokra, méghozzd a gazdasig szervezeti tagozddasinak megfelels
szektorfeladatokra. A tervezési f()lyanntban a kozpont probléméaja ekkor az,
hogy gy szervezze meg a szektorok és kozpont kozotti informéciéesere folya-
matdt, hogy a szektorfeladatok optimalis megolddsai az egész gazdasigra
vonatkozd optimumhoz konvergaljanak.

A fenti rokonsdg szemléltetésére tekintsiik a kovetkezd feladatot:

(3.1) > gl < b (=1 ...m)
i=1

X

> ci(x;) > max
i=1

ahol az x; az egyes szektorok n, méretii vektorai, K a szektorok szdma.

Tételezziik fel, hogy a tervezési folyamat kezdetén a szektorok csak a sajit
gi(x;) és c,(x;) fiiggvényeit ismerik, de nem ismerik més szektorok ugyanezen
informacioit, valamint a b)-t. A kizpont viszont a bj-t ismeri, de nem ismeri
a szektorok tec lmoluglélt repreaent{’mlo i fugjgjvcnycl\et. (Egyeldre ne tegyiink
semmi kikotést a g; és ¢; tulajdonsagairdl.)

A tervezési f()]v(un(ttb‘m a kozpont feladata a bj eréforrdsok olyan felosztasa
amely felosztas a legnagyobb Ossznyereséget hon,.. (Ha a célfiiggvény nye-
reségmaximalds.) A kozpont ezt a felosztast kétféleképpen szervezheti:

1. kozvetlen korlatfelosztassal,

kozvetett korlatfelosztassal.

Tekintsiik a két esetet. )

A kozvetlen korlatfelosztas esetén a kozpont a bl egy lehetséges allo-
kaciojat késziti el:

AR

(3.2)

A bl értékek ismeretében a kovetkezd feladat fogalmazhaté meg szektor-
szinten:

(3.3) gila;) < b il #0)

ci(x;) — max
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A szektor tehdt csupan sajat nyereségének maximélasara torekszik az adott
lehetGségek mellett. A (3.3) feladatok megoldasaval megkapjuk az ;(b;

- ’ ’C A ’ ’ © &k . = 2 ’ /l/ t
primal és 4,(b;) duil megolddsokat. A (3.1) globalis optimuma akkor érhetd el,
ha b felosztisa optimélis. Ennek az a feltétele, hogy az erGforrasok arnyék-
’ 20 r1 4 A , ’ 7 DI =
Arait reprezentald 7i,(b;) értékek egyenlSk legyenek minden szektorban, azaz

(3.4) dy(b;) = tiglb)) = ... =1hye(b)).

Ellenekz§ esetben a kozpont G felosztast csinal. A fenti egyszer(isitett itera-
cids folyamat tehat olyan tervezési rendszert képvisel, ahol a kdzpont utasita-
sok forméjaban kozli a szektorokkal, hogy milyen keretek mellett maximaljak
nyereségiiket, a szektorok pedig hatékonysiagi mutatokat jelentenek vissza
a kozpontnak. (Feltételezziik torzitdsmentesen.)

A kérdés most mar az, hogyan algoritmizalhaté egy ilyen iterativ folyamat.
Itt kapesolédunk a dekompozicios eljardsok irodalmahoz. Az informdcio-
adramlis szempontjibodl ilyen folyamat megvaldsitdsihoz szolgald algoritmusok
a ten Kate [13], a Kornai— Liptédk [16] és a Weitzman [24] dltal kidolgozott
eljarasok.

A mésik felvetGdd kérdés arra vonatkozik, vajon az drnyékarak egalizaléddse
esetén tényleg elértiik-e a globdlis optimumot. Sajnos ez csak szigortibb kiko-
tések mellett igaz (konvexitds), mig egyéb esetben csak a globdlis optimum
szitkséges feltételeit teljecitettiik (1. Kuhn—Tucker-tétel).

2. A kozvetett korlatfelosztas vagy arnyékarmegdllapito eljaras esetén
a kozpont hatdrozza meg az erlforrasokért fizetendd drat 4/ és megkiildi
a szektoroknak. A szektorok most a kivetkezd feladatot oldjik meg:

(3.5) max v; = ¢{x;) — 3 4/ gi(x;)
J

A ¢;(x;) szektornyereség és az igénybevett erGforrasokért fizetett koltség
kiilonbsége a maximalizdland6 fiiggvény. A feladat megoldasaval az a (/)
megolddsokat kapjuk. A kozponti feladat globalis optimumét akkor érjiik el,
ha a kozpont olyan arakat hatiroz meg, hogy az alibbi két feltétel teljesiil:

(3.6) megengedettség: ' gi[&(u)] < b}

: i

(3.7) optimalités: w/{b} — 3 gi[&(uwf)]} = 0
i

A kozvetlen felosztashoz hasonléan itt is rokonsagot taldlunk a dekompo-
zicids algoritmusokkal. A klasszikus Dantzig-— Wolfe-algoritmuson kiviil egyéb
algoritmusok is ilyen folyamatként interpretilhatok (pl. Rosen [22] és az
Abadie—Williams [1]).

Sajnos ezuttal is ugyanazok a kérdések problematikusak, amelyek az el6zd
pontban is problematikusak voltak. Csak linedris esetben igaz, hogy a (3.6)
és (3.7) feltételeket kielégitG szektoroptimumok egyidttal a kiindulé feladat
globélis optimumat adjdk.

Bevezeténkben méar emlitettiik, hogy a dekompoziciés modszereket alap-
vetden a nagyméretii feladatok megoldisanak igényébdl kiindulva dolgoz-
tak ki. Az elmult években egyre tobb cikk foglalkozott a kiillonbozé médszerek
kozgazdasigi interpretacidjaval is, a médszereknek a decentralizilt tervezési
folyamatok elméletével vald osszekapesolasival [19]. B két felhaszndldsi irdny
sajatsdgos fejlodési utat tett meg. A harmadik generdcids gépek megijelenése
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a szamitastechnikai nehézségek nagyfoka mérsékiéséhez vezetett. EbbdSl kovet-
kezbleg a szamitastechnikai felhasznalas igénye is csokkent. Ezen tulmendGen
az is bebizonyosodott, hogy a nagyméretl feladatok dekompoziciés algorit-
mussal valé megoldas tobb, elére nem vart nehézséget tamaszt. Gyumo]mozo—
nek latszanak viszont az algoritmusokban felismerhetd megfontolasok ~ nem
linearis és egvéb nehezebben kezelhets feladatok xregolda.,l lehet&ségeinek
bévitésében [25].

Egy mésik felhasznélési teriilet az elmilt egy-két évben egyre jobban kiraj-
zolédik. A tovébbi kutatésok szempontjabdl érdekesnek latszik dekompozi-
cids eljarasok kedvezd, elényos tulajdonsigainak a kontrollelméletben vald
felhasznélasa. Az elmult években megjelent cikkek koziil kiemeljiik Dantzig [7]
és Dantzig—Van Slyke [7a] munkait. Ugyancsak tovabbi kutatdsokra ser-
kenté gondolat a dekompoziciés médszereknek a gazdasigi rendszerelmélettel
valé osszekapesolasa [15].
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