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Nagyméretű feladatok megoldási módszerei

Az elmúlt évek során rendkívül gazdag irodalmi anyag halmozódott föl
a nagyméretű programozási feladatok megoldási módszereiről. G. Dantzig
és üp Wolfe 1960-ban publikálták gondolatébresztő tanulmányukat a lineáris
programozási feladatok megoldásának dekompozíciós elvéről [5]. Az azóta
eltelt években sok új javaslat látott napvilágot. Az új megoldási lehetőségek
keresését a rendelkezésre álló számítógépek kis kapacitásából származó nehéz
ségek áthidalása tette szükségessé. Felvetődött ugyanis az egyre nagyobb
méretű feladatok megoldásának igénye. Így születtek meg a különböző dekorn
pozíciós algoritmusok.

A számítógéptechnika gyors fejlődése - a harmadik generációs gépek meg
jelenése - révén lehetővé vált, hogy már több ezer feltételes programozási
feladatokat is felbontás nélkül megoldjanak. Az új megoldási lehetőségek
keresésének indítékát ezúttal a számítások idő- és költségigényének csök-
k entése adta. ·

Meg kell mondanunk, hogy az eredeti várakozások teljesülését nem mond
hatjuk egyértelműen jónak, az új módszerek nem mindig hozták meg a remélt
sikert.

A felhalmozódott Ismeretanyag, a körülbelül 60-féle új eljárás három szem
pontból vált hasznossá. l~lőször hozzájárult a számítástechnikai fogások
eszköztárának bővítéséhez, másrészt olyan megoldási fogások kifejlesztéséhez,
amelyek gyümölcsözőek az eddig nehezen kezelhető feladatok megoldásában
(pl. nemlineáris feladatok megoldása). Harmadsorban a javasolt eljárások
egy részének olyan közgazdasági interpretáció adható, amivel lehetővé válik
bizonyos közgazdasági - elsősorban tervezési - folyamatok absztrakt model
lezése, elemzése is.

Ebben a ikkben kísérletet teszünk arra, hogy a rendelkezésre álló irodalom
alapján áttekintést adju nk cm nagyméretű feladatok megoldási módszereinek
kutatásában eddig elért eredményekről, valamint utaljunk a további kutatási
irányokra. A cikk célja egyrészt az, hogy a témakörben kevésbé jártas érdek
lödöknek új ismereteket adjon, másfelől az irodalmi anyag bizonyos fokú
egyaégesítésével az avatottabbaknak rendszerezési szempontokat alakítsunk ki.
Valamely témakör egységesítése sok esetben erőszakolt egyszerűsitésekhez
vezet, amit ebben az esetben sem kerülhettünk el.

Az összefoglalás szempontjainak kiala.kításában a témakör klasszikusának
számító G. Dantzig néhány tanulmánya mellett elsősorban A. Geoffrion össze
foglaló cikkére támaszkodtunk [6], [7a] és [ll].

A cikk három részből áll. Az első részben a nagyméretű feladatok néhány
jellegzetes típusáról írunk. A második részben tárgyaljuk a megoldási mód-
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szereket. A tárgyalásban kitérünk a szimplex módszer továbbfojleszté-ét fel
használó módszerekre, majd az új megoldási algoritmusok főbb közös tulaj
donságaira. A harmadik rész a dekompozíciós algoritmusok egy lehetséges
közgazdasági interpretációjával foglalkozik. Az áttekintésben el akartuk
kerülni a túlzott részletezettséget. Alapvetően azt tekintettük célunknak, hogy
arra hívjuk fel a figyelmet, milyen módon kezelhetők az egyes algoritmusok.
A részletek mellett felhívjuk a figyelmet az eredeti pulikációkra.

1. A nagyméretű feladatokról

Ha valamilyen definíciót akarnánk adni arra, hogy milyen mérettől kezdve
nevezünk egy programozási. feladatot nagyméretünek, akkor bizonyára nehéz
ségeink lennének. A nagy méret önmagában viszonylagos fogalom. A uyakol'
latban É: nagy méretet sokszor tm feladat méretének és a rendelkezésre [d ló
számológép kapacitásának viszonyával fejezzük ki.

A nagyméretű feladatok megoldására tett törekvések alapvető célja ~1z,
hogy olyan lehetöségeket keressünk és találjunk, amelyek mellett a feladat
méretei nem jelentik a megoldás akadályát. Teljesen ért.hető, hogy ilyen <.;é[
mellett nem lehet csupán a feladat méretére korlátozni figyelmi.inket. Sziik
séges, hogy alaposan elemezzük a feladat szerkezetét is.

A következőkben néhány jellegzetes, a programozási feladatokban gyakrnn
előforduló speciális szerkezet alapján tipizáljuk 11 nagyméretű Ieladatokat.
A struktúra ebben az összefüggésben a feladat korlátozó feltételeire vorurtkozó
együttlmtórnátrix szerkezetére utal. Természetesen a, felsornltukon kíviil még
számos egyéb típus is lehet, de figyelmünket azokra irányítjuk, amelyek gya
koriak, fontosak és főképp ismert. eljárásokkal számítástochmkai célokra. fel
használhatók.

A 1mgyméretű feladatok az együtthntómátrix speciális szerkezete szem
pontjából két nagy csoportba sorolhatók. Egyik csoportba. tartoznak azok
a feladatok, amelyek speciális szerkezettel renclelkoznok, ..~ másik csoportbu
azok, amelyek nem rendelkeznek ilyen szerkezettel. A teljesség igénye nólkü l
néhány speciális típust ismertetünk. Ezek a köveLkez{ík:

dinamikus szerkezet,
többszektoros szerkezet,
blokkháromszögü szerkezet,
határolt blokkdiagoná.lis szerkezet,

A dina.m ikus szerkezet a többperiódusú 09RC7 8p"CUú "á OS felada.tok együtt / Éípó  
mátrixának jellegzetes formája. Az egyes évekre vonatkozó változók é.· fel
tételek elrendezése alapján lépcsős szerkezetnek is szok t á.k nevezni. A szem
léltetés megkönnyítésére a következő ábrát adjuk:

q~,
Ho~ o 

1. á Xö 
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Ilyen típusú modell 9"p [6 j-ban található. A többszektoros szerkezetet más
képpen blokkdiagonálisnak is nevezik. Ábrája a következő:

fmpn1 

o□~ 
2. á XPS 

A többszektoros elnevezés onnan adódik, hogy a diagonálishoz tartozó blok
kokat tekinthetjük ögy, mint egy gaedaság szektorait reprezentáló blokkokat,
É7 x"Fxv 8: feltételek egy részén keresztül egymással összekapcsolódnak
(központi blokk) '
A blokkcliagonális szerkezet egy speciális esete lehet az az eset, amelynél

az összekapcsolódó, ún. interszektorális kapcsolatok hiányoznak.
A blokkháromszögű és határolt blokkdiagonális szerkezetet ábrával szem

léltetjük:
fmpl 1 

□a. á XPSx 

Mint említettük a fenti szerkezettipueok a feladatok megoldása szempont
jából fontos specialitások A feladatok nagy csoportja nem rendelkezik ilyen
szerkezettel. ~:löfordul, hogy az adott föladatot át tudjuk alakítani valamelyik
speciális szerkezet mintájára, s ezzel valamelyik speciális szerkezetre kidolgo
zott algoritnrust alkalmazni tudunk.

A lineáris programozási feladatok megoldásában alapvető jelentőségű blokk
diagonális szerkezetet például könnyen elérhetjük a következő egyszerű meg
fontolással. Adott a következő lineáris programozási feladat:

fmpz1 (A) (b) l X < 1
/ ~ E Xsx 

f = Vx oo, 111,1,x
X 
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A feladatot a következő formában is megndhatjuk:

X1, X2 > 0 

fmpú1 

. x W E Ex2 = F 

CX1 + CX2 = 2/ o-o max
X 

Ugyanez az ötlet alkalmazható a feladat duálisára. A feladat együttható
mátrixa így blokkdiagonálissá vált. A fenti felbontást didadikus felbontásnak
nevezzük [23].

Az alkalmazás szempontjából szükséges lenne olyan eljárásokat ismerni,
amelyek É feladat speciális struktúráját felderítik. Ebben a kérdésben, vala
mint az ilyen struktúrák előállítására vonatkozó eljárások tekintetében agya
korlati készség ünkre vagyunk uta.lva., mivel ilyen algoritmusok nem állnak
rendelkezésre.

2. Megoldási módszerek

A nagyméretű feladatok ruegoldására tett kísérletek eredményeit tárg)'nl(,
irodalom rendkívül gazdag. A javasolt megoldási eljárások két részre h,gol
hatók:

mp Olyan eljárásokra, amelyek az ismert Ó + hatékony eljárásnak nevezhotó
szimplex módszer további finom ításárn irányulnak és céljuk .~ nagy
méretű feladatok speciális szerkezetóböl adódó lehetőségek felhasz.náláa«,
a számítástochnikai hatékonyság fokozására, Az e csoportba tartozó
eljárásokat a továbbiakban Xá z R\ö S\RRYu Lá · RF\ eljárásoknak nevezzük.

2. Olyan eljárásokra, amelyek célja az adott feladathoz tartozó ú 6 megoldás!
algoritmusok kidolgozása. Ilyenek pl. a üV_Föö FzR·Rá \ SL<FPRu u u \FL: 

np l . " á z R\ Eö SORYu Lá · Ró \ VL*á Pá \ F_ 

/ z e csoportba tartozó eljárások lénycue olyn.n lehetőségek koresése. ame
lyek felhasználásával a szimplex eljárás iterációi kisebb időigénnyel és ugyan
akkor kisebb memória-igénybevétellel elvégezhetők. l~nnek 1.1 e Inak az el 'rése
azáltal válik lehetségessé, hogy a feladatok nagy többsége sajátságo« szerke
zettel rendelkezik. Az egyil· adottság, amit itt kihasználba.tunk az, hogy
a nagyobb feladatok együttlrntómátrixának telítettsége alacsony. Nem szeren
csés ezzel kapcsolatban számszerű megállapítá8t tenni, de szem léltctésre
Dantzigot idézzük. ,,Például egy 200 egyenletet íÉ·íÉ"7 ÉUó feludat nál az
5%-os telített,Jég a tipikus; nagyobb Ioladatoknál a telítettség 0,5%-r,1, vagy
az alá esik." [6]. A másik adottság peclig a fcladutoknak az mp pontban említett
szerkezettlpusokkal való rokonsága.

Mivel a bázismanipulációs eljá.rások száma rendkívül nagy, arra teszünk
kisérletet, hogy csoportositáet készítsünk, majd az eljárások felhasználható
ságának lehetőségeire hívjuk fol a figyelmet. A problémakör áttekintésére
szolgáló tanulmányok Balinsk] [3J, Gomory [12] munkái (mag_rnr nyelven:
Prékopa-Majthay [21]).
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A bázismanipulációs eljárásoknak két csoportja van:
(1) oszlopgenerálási eljárások,
(2) bázisdekompozíciós módszerek.

2. l. l . z \ z LF YFVOVPá Ló VL*á Pá \F_ 

A szimplex módszernél minden egyes iterációban dönteni kell arról.melyik
nernbázis változót vonjuk be a bázisba. Ez megköveteli az ún. ,,redukált
költség" tényezők kiszámítását és azok vizsgálatát. Amennyiben a változók
száma nagy, e vizsgálat elvégzése nagy idő- és memóriafelhasználást igényel.
Ennek kiküszöbölése céljából született meg a szimplex algoritmus olyan
módosítása, amelynél a direkt számítás helyett a feladat speciális szerkezetéhez
igazodó algoritmus szabályozza a bázisba kerülő oszlopok sorrendjét. Innen
az oszlopgenerálás elnevezés. Az e területen született első eredmény Ford és
Fulkerson nevéhez fűződik, akik 1958-ban publikálták módszerüket [10].
Bizonyos közelítésben a Dantzig-Wolfe-eljárás is ügy interpretálható, mint
oszlopgeneráló módszer, hiszen itt is a bázisba kerülő új változók ,,sorsáról"
döntünk az alfeladatok felhasználásával. (Egyéb felhasználásukról 1. 9"p 
[10], [12].)

2. 1. 2. " á z R\üV_Fö YFz í· Ró \ VL*á Pá \F_ 

Az l. pontban vázolt szerkezettípusok figyelembevételével a programozási
feladatok szimplex módszerrel való megoldását úgy is megszervezhetjük, hogy
mind a számolási időigényt, mind a kapacitásigénybevételt csökkentjük.
Az aktuális bázis szerkezetének kihasználására irányuló fogásokat együttesen
Xá z R\üV_FöoYFz R· RFOS_ nevezzük.

A szimplex algoritmus alkalmazása esetén az aktuális bázis fontos sze
repet játszik. Jelöljük B-vel az aktuális bázisvektorokból képzett matrixot.
Ennek felhasználásával É: következő vizsgálatokat kell elvégezni:

meg kell határozni a bázismegoldást, azaz meg kell oldani a

" x " = X 
egyenletrendszert, ahol x 8 a bázismegoldás,
- meg kell határozni a bázisba épő vektornak a, pillanatnyi bázisra vonat

kozó koordináit, azaz meg kell oldani a

" üxx = Sb 
egyenletrendszert, ahol Sb a belépő vektor,
- meg kell határozni a bevonandó változót.
A fenti munkáknál az aktuális bázis inverzétkell megadnunk. A bázisinverz

memória.lekötése igen nagy lehet, mivel a ritka matrixok inverze általában
É 100%-os tömöttséghez vezet. Nézzünk egy egyszerű példát! Legyen a bázis
adott

(

4 1 1 1)
" ó 1100

I O I 0
1 0 0 I
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Ennek inverze:
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(

1-,1-1-1)
B-i= -1 2 1 1

-1 1 2 1
-1 1 1 2

Az ilyen típusú mátrixok sajé.tságos szerkezetét feltétlenül ki kell használni
az inverz meghatározásánál, E törekvések eredménye az inverz szorzatformás
tárolása, az ún. \ zF Pz SWo FPöá \ ROv VPz t A szorzatformában · való tárolás azt
jelenti, hogy az inverz mátrixok elemi mátrixok szorzataként ábrázoljuk.
Az elemi mátrix olyan mátrix, amely csak egy sorában vagy oszlopában külön
bözik az egységrnátrixtól. A fonti póklára alkalmazva:

A számitógéphen elegendő csupán az egyroógm{Ltrixtól. eltérő vektorokat
tárolni. Természetesen sole iteráció után az elemi mátrixok száma nagy lehet
és ez még stabilitási problémákkal is 9á ·0OZ"/ Éí: azonban ezek elkerülésére
alkalmas fogások állnak rendelkezésre, A szorzatformás inverz ,.tlk,dmazásának
alapos tárgy,Llá-;a Dantzig könyvében található f8 6p 

A tulajdonképpeni báziadokompozfció fog,1lmának azok 1.1z eljárások felelnek
meg, amelyeknél a bázist; bontjuk fol kisebb részekre. A bázis speciá.lia szer
kezete ugyanis megengedi, hogy kisebb részének és annak inverzének, vala
mint pótlólagos információknak a Iolhaszná.lásával tulajdonképpen :t teljes
inverzét meghatározhassuk. A bézisnak ezt a részét munkabáeisnak (,,working
basis") nevezzük, amely rendelkezik azza! az előnyös tulajdonsággal, hogy
egyszerűbben kezelhető mint ,.1 tényleges bázis. A munkabáxisaal kapcsolatos
átfogó tanulmány kdolgozá:-,a Dantzig nevéhez Fűződik [8].

A báaisdekompoz.íoió jól alkalmuzható:
dinamikus struktúrára. Dantzig l\l55-hon publikált cikkóhon már fog
lalkozik ezzel a kérdéssel [97, majd 10G3-ban írott cikke újabb módszert
ad arra vonatkozólag, hogyan lohot a;,: inverzét moghatá,rozni és az egyik
iterációról a másikra való á.t.tóréanól ezt 11 tulajdonságot megtartani [8].
Az ilyen struktúrára vezetnek a dinamilcus Leontiof-modoll és a Markov
folyamatok speciá.lis esetei,
blokkdiagonális szerkezotro [G], [81,
határolt blokkdiagonáljs szerkezetre [öl

A bázisdekompozíció megva.lósítása során a kövotkczö körülményeket kell
figyelembe venni:

a) Fel kell ismerni a báz CO speciális szerkezetét.
b) A szimplex iterációhoz szü kségcs feladatokat ol kell végezni.
c) Az iterációval biztosítan: koli, hogy a bázis szerkezete ne változzék.
A bázisdekompozfoiós eljárások legegyszerűbb alkalmazási területei 1.1z ún.

felsőkorlátos technikák ' ü d: [25]. A felsőkorlát technikák allrnlmazásának
tapasztalatairól beszámoló cikkek szerint e manipulációval a számítási időt
esetenként lényegesen csökkenteni lehet.
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2.2. v V_Fö YFz í · Ró \ SLyFPRWö u \F_ 

A dekompozíciós algoritmusok definícióját széles értelemben használjuk.
Nem csupán az eredeti feladat felbontás útján való megoldási módszereit
soroljuk a módszerek e csoportjába, hanem az azokkal rokon eljárásokat is.
Ez lehetővé teszi, hogy a megoldási lehetőségek tárgyalásában kitérjünk mind
a lineáris, mind a nemlineáris programozási feladatokra. Azt azonban kikötjük,
hogy csak véges számú változót és feltételt tartalmazó feladatokat vizsgálunk.
Az újabb kutatások kitérnek a nem véges számú változós feladatok keze
lésére is [ 4].

A következőkben először általános keretben szemléltetjük a dekompozíciós
elv lényegét, majd az ennek alapján kialakított optimalizálási módszerek
SLSYVLVö VERW tekintjük át. Az alapelemek feldolgozásával az a célunk, hogy
~t nagyBzámú eljárás lényeges jegyeinek kiemelésével rendszerezési szemponto
kat alakítsunk ki.

Tekintsük a következő feladatot:

(n,)

/ x ó X 

" x ó ü 

Vx E min
ahol :r O elemű vektor,

A m x n. méretű mátrix,
B Wx O méretű mátrix,
Vx X és ü megfelelő méretű vektorok.

Definiáljuk az O dimenziós térnek egy zárt, konvex, poliedrikus halmazát
it következőképp: C = { x L" x = üB x > o}. M.ivel x :2:, Fx ezért C = = + 11, 
ahol O poliedrikus konus, amelyet véges számú c1, c2, ... Vxt extremális irány
generál, azaz

,.
=ó { x L}B µ1· RB ft1>0}.

j=I

Hasonlóképpen Ji az Vix e2, ... Vb véges számú extremális pont konvex burka,
azaz

] ] 
Ii= { x {x ó }B / B ei; ).; :2: 0; }; A;= l}

i=l i=l

A fenti jelölések felhasználásával transzformáljuk az (a) feladatot:

i = 1, 2, , h 
* = 1, 2, ,r 

(b)
h P 
}B / B YB + }; µ 1 ri = X 
i=l i=l

h 
}B 0xB StB + }; µ 1 ~p1-. min
i=I * J.,µ, 
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ahol
é;; = cc! 

rj = Acj 

A transzformált feladatot master feladatnak nevezzük. Mivel ah és P álta.lában
nagy, a feladat nagyon sok változót tartalmaz. A dekompozíciós elv kialakítá
sánál abból indulunk ki, hogy e nagyszámú csúcspontból és irányból csak
annyit vegyünk figyelembe, amennyire szükségünk van.

Tegyük föl, hogy ismerjük az JI e { = {I, 2, ... h} és ; 1 e ; = {I, 2, ... ,r}
indexhalrnazokat, amelyekre adott a következő feladat:

/ Rj 0 iE JI 
µj'?:.,O *. ; 1 

(c) }B / R io + }; µ rj = X 
iEl' .iEJI { 

},' ;i.,.
W. i i 

}B / B SBe }B µ i fJr+- min
iE/1 jEJI 

Ezt a feladatot redukált master feladatnak fogjuk nevezni, m i vel formai lag
a master feladathoz hasonlít, de oszlopainak csak egy részét tartalmazza.
A redukált master feladatról feltesszük, hogy rendelkezik lehotsóges bázis
megoldással (azaz, m + I lineárisan független oszlopa van, valamint a meg
felelő / R és µ 1 értékek nem-negatívok). Feladatunk most már az, hogy e redu
kált master feladat megoldásának felhasználásával eljussunk az eredeti feladat
megoldásához. Ennek érdekében a következő megfontolásokat tesszük:

Jelöljük Jl,0 e JI és J1,0 e J1 szimbólumokkal a redukált feladat optimális
bázisindexeit, (n1, A1)-vel a duál megoldásokat. Ekkor

O1 YR + 01 = CX; 

n1 rl = o;B 
i E I'· 
jEJI, 

A (n1, ó1) szimplex együtthatókat felhasználjuk az egész feladat optirnalitásá
nak vizsgálatára. Keresünk olyan pi-Jrnt (iE { E {A-x amelyekre niYB + ó i > a; 
vagy olyan PLE_VW (jE J - J'), amelyekre O] • R > f]i t / C definíciója alapján
tehát olyan VRE_VW keresünk, amelyekre (n1A) VB + o1 > · V1 vagy cj-ket, ahol
(n1A) · L > VVLt Ehhez a következő kisebb méretű ún. alfeladatot oldjuk meg:

X 0 

(d)
s VE:« 

(e - O1/ -x + ö1 -• min
X 

A szimplex algoritmus ismert tulajdonsága alapján tudjuk, hogy a (d) meg
oldása során az alábbi esetek fordulnak elő:

1. A (d)-nek van optimális megoldása. Az optimális megoldás e1 lesz. Ebben
az esetben kiszámítjuk az / V1 vektort, amellyel mint új oszloppal a (c) feladatot
bővítjük és azt ismételten megoldjuk.
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2. / (d) célfüggvénye alulról nem korlátos xE CEPOt Ismeretes, hogy ekkor
létezik olyan cl?.: Fx amelyre . üó F és «V E (:irA)J d«; Ft Ebben az esetben
az Pi = / ü oszloppal bővítjük a (c) feladatot és megoldjuk.

3. A (d) feladatnak nincs lehetséges megoldása. Ebben az esetben az eredeti
feladatnak sincs lehetséges megoldása.

A fenti gondolatmenet szerint az (a) megoldáshoz egy iteratív folyamat
segítségével jutunk. Az iteratív folyamatban a redukált master feladat és
az alfeladat közötti információáramlásnak van döntő szerepe. A~ alfeladattal
elérhetjük, hogy az extremális csúcsok és irányok közül csak egyeseknek a meg
határozását kell elvégeznünk, míg eljutunk az (a) megoldásához.

Az eljárás különösen akkor hatékony, ha az A-nak kevés sora van, az " 
pedig speciális szerkezetű. Ilyen egyszerű eset az, amikor az " blokkdiagonális
szerkezetű.

A gondolatmenet kiterjeszthető olyan esetekre is, amelyeknél a C extre
mális pontjainak száma nem véges. Ezekkel itt nem foglalkozunk.

Az irodalomban fellelhető módszerek nagy részében felismerhetők a fenti,
általánosabban vázolt megoldási elemek. A következőkben szeretnénk a mód
szerek legfontosabb elemeit összefoglalni. Ehhez a módszerekben rejlő fő közös
tulajdonságok ismeretéből kell kiindulni.

A dekompozíciós algoritmusok legfontosabb közös jellemzői a következők:
az adott feladat alkalmas átalakítással könnyebben kezelhető formába
írható és ezáltal kisebb feladatok megoldására vezethető vissza. A fel
bontás eredményeképp kapjuk az ún. master feladatot, és az ún. alfelada
tokat. Ez a felbontás a tulajdonképpeni dekompozíció,
az átalakított feladathoz kereshető olyan megoldási fogás vagy stratégia,
amely az alfeladatok és a master feladat közötti kapcsolatot teremti meg,
az alfeladatok és EL master feladat között meghatározott információ
áramlás van,
az algoritmusok legtöbbször iterációk sorozatából állnak.

A fenti jellemzők kezünkbe adják a dekompozíciós eljárások csoportosítási
lehetőségének kulcsát. Az algoritmusok ugyanis jellemezhetők egyrészt az
átalakítási fogásokkal (gyakran dekompozíciós szabálynak nevezik), amelyeket
feladatorientá]t manipulációknak fogunk nevezni. Valamely manipuláció egy
megoldási stratégiával párosítva egy-egy algoritmust reprezentál. Az irodalom
ban ismert eljárások legtöbbje négy manipulációt alkalmaz. Ezeket tekintjük
át a következőkben, majd utána kitérünk a megoldási stratégiákra. A mani
pulációk célja

a feladat felbontása kisebb feladatokra (felbontás),
a feladat átalakítása olyan szerkezetűvé, amelyre könnyen kezelhető
algoritmus van (péládul vegyes nem lineáris feladatoknál a nem lineáris
rész kiküszöbölése) (izolálás),
a nem lineáris feltételek lineáris közelítése (közelítés).

2.2.1. v u SLRz á Lá \ 

A legegyszer(íbb fogás, amellyel valamely feladat egyszerűbb alakra bontható.
A szimplex algoritmus alkalmazásánál akkor használjuk, ha a sorok száma
az oszlopok számához viszonyítva nagy. A dekompozíciós módszerek irodal
mában Rosen-féle particiós módszer példázza ezt a manipulációt, ahol
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a Dantzig- \Yolfe-eljárásnál megismert blokkdiagonális szerkezet duálisából
indulunk ki [22].

A dualizálásnál a fő problémát a nem lineáris esetek kezelhetősége jelenti.
Az elmúlt években több cikk foglalkozik a nem lineáris problémák duálisának
kérdéseivel [11].

2.2.2. Belső linearizálás

Gyakorta használt manipuláció, amely elsősorban a nem lineáris programo
zásban lehet eredményes. Valójában a Dantzig-Wolfe-eljárás alapgondolata
ennek egy speciális esete, ezért részletesebben foglalkozunk vele.

Tekintsük a következő feladatot:

(2.1) (J;(x) ~ o 

/(x) -+ max

i = l, 2, ... , m 

ahol r;; és / folytonos függvények. Az egyszerűség kedvéért foltessz ük, liogy

s = n { .i; : g ;Cu) s: {)}
i

konvexhalrnaz. (Ha minden g1 kváz ikonvox, akkor S konvox.)
A 2.1 feladatot másképpen is felírjuk:

G(x) S: o 

f(x) ~ max

A (2.1) feladat egy nem lineáris programozási feladat. Spe(;iáli-, esetben
,~ (!; függvények lineárisak:

(2.2)

(2.3) o,(x) = J;a;1x1- b;
j

1:= 1.,2, ... ,m 

azaz
G(x) = Ax - b 

A továbbiakban megfontoJásainkat az általánosabb esetre tesszük.
Legyenek xt, :1;2, ... xr n-elernü vektorok. l~zen vektorok konvex burkának

valamely x pontja így

(2.4) 
T

X = }; a, :t:1 
l=I

ahol J; rx1 = 1 ó.-, rx1 ~ o 't:/ t esetre.
I

Valamely g(x) függvény e pontok konvex burkán a következő közelítéssel
l ineraizálható

(2.5)
T

g(x) = I,' a, g(x1) 
l=l

Ha a fenti problémában x és annak minden függvénye helyett a fenti (2.4)
és (2.5) reprezentációt használjuk, akkor a (2.1) feladat a, következő alakú
le. z:

(2.6) (i = l, ... m)
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at> o(vt)

J; rxtf(x1) - max
I

A (2.6) rx.1 változókkal adott lineáris programozási feladat. Legyenek ixv ix2, •.•

. . . , &.T értékek a megoldásai. Ekkor
. " .X =,,;;., a1X1 

t
(2.7)

az eredeti (2.1) feladat közelítő megoldása. Az, hogy ez a közelítés mennyire jó
függ egyrészt az x1 pontoktól, de függ az f és (Ji függvények természetétől,
valamint a {2.6) feladat kezelési módjától.

Ha a g, függvények konvexek, akkor a konvexitás miatt

(2.8)

azaz xE S.
Ha az / konkáv, akkor

azaz n, (2.G) feladat célfüggvénye az x-hez tartozó érték alsó korlátja. Világítsuk
meg egy példával a R2-bcn a fenti gondolatmenetet. Tekintsük a következő
ábrát (1. ábra):

s 

X.1
XI 

J. ábrn

Az S halmazt az x1, 1·2, X;i, :r4 pontok konvex hurkával közelítjük. A belső
Iinearizúlás azt jelenti, hogy az 8-et közelítő halmaz konvex poliéder, amelyet
véges számú lineáris egyenlőtlenség ír le. Az x1, x2, x.1, x4 pontokat bázisnak
nevezzük.

A konvex halmaz mintájára a konvex (konkáv) függvény is linearizálható !
A linearizálás jelentőségét növeli az a körülmény, hogy rugalmasan alkal

mazható mind a bázis megvála,sztását, mind a Iinearizálandó halmazt illetően.
A fenti kétdimenziós ábra viszonylag könnyűnek tünteti fel a dolgot, és ez

kevés változó esetén talán megfelel a valóságnak, de sok változó esetén kompli
káltabb. Nagy előnye abban áll, hogy a manipulációt csak implicite kell elvé
gezni, azaz a bázis pontjainak csak egy kis részét kell meghatároznunk. Való
jában a Dantzig-Wolfe-eljárás mögött húzódó gondolat ilyen természetű, ami
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lehetőséget ad a DW-eljárás nem lineáris verz.iójának kifejlesztésére. Abban
az esetben, ha maga az S halmaz konvex poliéder, akkor a belső linearizálás
elegánsan elvégezhető. Csupán az a teendő, hogy a szóban forgó bázis elemeit
a poliéder extremális pontjaival tesszük egyenlővé. Az extremális pontokat
csupán a kívánt mértékben kell meghatározni.

2. 2. 3. t:ülső linearizálás

A belső linearizálás azon az alapgondolaton épült föl, hogy az S halmazt
bizonyos pontjai konvex burkaként ábrázoljuk. A külső linearizálás pedig
úgy tekinthető, mint egy olyan közelítő eljárás, amely az S halrnazt félterek
halmazának közös részeként ábrázolja. Tartsuk meg továbbra is az S-re adott
definíciónkat. Szemléltetésre tekintsük az R2-ben adott konvex halmaz külső
linearizálását (2. ábra):

Xz 

2. ábra

Az S halmazt tehát a JJ 1 ... J-14 hipersíkok alkotta fél terek közös része által
definiált konvex halmazzal (konvex poliéder) közelítettük meg, ahol is a poli
éder tartalmazza S-et.

Az S halmaz közelítéséhez hasonlóan valamely / függvény ÍR közelíthető
szakaszonként lineáris függvénnyel (3. ábra).

f(tl 

x, 2 

3. ábra

X 

Az s függvényeket úgy definiáljuk, hogy adott xrnél rendelkezzenek azzal
a tulajdonsággal, hogy értékük sehol sem kisebb az /-nél (ha f konkáv) és
X; pontban s(x;) = f(x;)- Ha az f függvény differenciálható, akkor egy x-hez
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tartozó s függvény az elsőrendű Taylor-sorral adható meg, azaz

s(x) = f(x) + vf(x) · (x - x)

ahol v f(x) az f(x) x-beli gradiense, v f(x) = ({} f(x), ... , {} f(x)J
ffx1 ffx,., 

Az elmondottakat alkalmazzuk most programozási feladatra! Tekintsük
az eredeti (2.1) feladatot és tegyük fel, hogy adottak az Xi, x2,., . xT pontok,
amelyekhez i; indexet rendelünk 1 és 1n között. Minden t-re a g;,(x) > o fel
tételt a Taylor-sorral közelítsük, s ekkor a nem lineáris feladat a következő
feladatba megy át:

( 2.7) g;c!x1) + 'V g;.(:ct) (x - x1) < 0

f(::c)--->- max
X 

t = 1, ... T

Feltesszük, hogy minden g; konvex. Ebben az esetben minden S halmazbeli
pont kielégíti a (2.7) feltételt is, mivel a (2.7) baloldala sohasem nagyobb
g,-,(x)-nél. A (2.7) által definiált halmaz nagyobb S-nél.

A feladat megoldására gondolva látható, hogy a megoldás akkor lehet
hatékony, amennyiben a (2.7) az eredeti feladat megoldását anélkül adja,
hogy sok x1 meghaté.rozása válna szükségessé. A megoldás egy hatékony
módszerét Kelley dolgozta ki [14].

A fenti manipuláció hatékonysága a közelítő pontok gazdaságos generálásától
függ. A belső linearizálás alapgondolatához hasonlóan Kelley módszere olyan,
amelyben nem kell előre megadni explicite az x1 pontokat, csupán a kívánt
mértékben.

A külső linearizálás felvet egy természetesen adódó kérdést: vajon létezik-e
adott ponthoz tartozó ,,érintő". Az már bizonyított, hogy az 11,.,-ben adott
zárt konvex halmaz valamely határpontja legalább egy rajta áthaladó támasz
síkkal rendelkezik [11]. Ebből következik, hogy minden zárt konvex halmaz
a határoló félterek közös részeként reprezentálható.

2. 2.4. Vetítés

Tekintsük a. következő egyszerű feladatot:

( 2.8)

YE Y 
.x - g(y) = 0

h(x);;:;:; 0

rna.x f (x, y)
x,y

ahol a, h és g vektorfüggvények. A feladat y változóra való vetítésén a követ
kező feladatot értjük:

(2.9) lsupf(x, y)l-
max x 

YE Y h(x) >- 0, x = g(y)
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A kapcsos zárójelben levő supremumot v(y)-rnd jelölve

v(y) = { f[q(y), y)] ha h[g(y)J > 01
-= · ha h[q(y)] = 0

Bevezetve a V = {ylh[g(y)] > O} jelölést, a (2.8) feladat a következőképp
írható

(2.10)

yE V í1 Y 
v(y) -► max.

A fenti példa szemlélteti u vetítés vagy másképpen a particionálás lényegét
Látható, hogy a vetítéssel uz eredetinél egyszerűbb feladathoz jutottunk
azáltal. hogy a változók egy részét (az y változókat) átmenetileg rögzítettük.

A módszer általánosítását most már könnyen elvégezhetjük. Tekintsük most
az n.lábbi feladatot:

(2.ll)

(2.12) XE X 

YE Y 

u(x, y) ~ o

max f(x, y)

ahol Xe s«, Y ~ ]i;m és g egy vektorfüggvény. A (2.12)-nek tLZ y változók
terére eRŐ vetületét a következők szerint definiáljuk:

I g(x. y):?. o l1~1:~ ,',l:p j(x, ?J)

A (2.13) már csak y-ban változó feladat. Ha ,L kapcsos zárójelben levő kifeje
zést v(y)-nal jelöljük, akkor a feladatot átlrhatjuk. Ha valamely y esetén v(y)
nem megengedett, akkor v-t-= értékűnek tekintjük. Legyen V = {Ylu(x, y)?:,_
> 0, xE X}. A (2.13) feladat tehát

(2.14) YE V 

(2.13)

max v(y) 
yEY

A V halmazt az xE X és r;(1;, y) ?.;: O feltételek y terére eső vetületének nevezzük.
A. (2.12) és (2.14) közöt.ti nagyon fontos ö:;szef"i.iggé8t tt k övct.kozó tétel

írj ..i Je:
TÉTEL: A (2.12) akkor és csak akkor nem megengedett v:tgy nem-korlátos,

ha ft (2.14) is az Ha (y0y0) a (2.12) optimális megoklásn, akkor ?Jo
a (2.14) opbimá.lia megoldása. HtL?J11 optimális rncgoldúsa ,L (2.14)-nek
és x0 eléri az f(x, y0) supremumot az xE X é8 r;(x, y0) 2 0 mellett,
akkor x0 az y0-al együtt optimális megoldása :. (2.l 2)-nek.

A vetítés manipulációját alkalrnazhatjuk például ,1 következő feladat
esetén:

(2.15) X1cE X1c
YE Y 

k=l, ... ,I{
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G11(y) + g"(x,J < 0 (k = l, ... , K) 
K

max {F(y) + }; f11(xtJ} 
x,y k=I

ahol x11 n,, dimenziós vektor és G11, valamint g" ugyanazon méretű vektor
függvények. A feladat egy K szektoros modellként interpretálható, ahol az y
változók 11 központilag ellenőrzött tevékenységeket szimbolizálják, míg az X1r 

a szektorok változóinak vektora. Ha az y változókat átmenetileg rögzítjük,
akkor K független feladatot kapunk, amely az y-ra való vetítésnek felel meg:

K 
max [F(y) + }; v1,(y)] 
YE Y k=I

(2.16) ahol

A vetítés további alkalmazását a Benders-féle particiós módszer kapcsán
mutatjuk be [2.2.6 pont].

A fent bemutatott átalakítási fogások felhasználási körét a következő tábla
szemlélteti:

Fel bou tás Izolál ás I K özelí tés

1. Duulizulás
2. Belső linearizálás
:l. K ülső linearizálás
4. VctíLés

++ +

+ +

Érdeke,; annak összefoglalása is, hogy az ismertebb algoritmusok milyen
rnanipulác iókat alkal muznak.

---
Abadie -Williau1s [l] +Bonders 1_26] + +Da.nLzig-Wolfc [5] +
H,OSC'll [22 J + +Wc>iLzman [24-J + I

T
ten Kato Ll :l] ~

I

Dualtzálás I Belső I Külső I Yct,ílés, ::; lincari:1,iilás linea.riz.úlás 

2.2.5 . .Jfegoldási strat/,giák

Áttekintettük a, legfontosabb átalakítási fogásokat, amelyekkel elértük,
hogy az adott feladatot könnyebben kezelhető alakra hoztuk. Ehhez mindig
választható olvan megoldási stratégia, amelynek felhasználásával a feladatokat
egyszerűbb optimalizálási feladatok - ún. alfeladatok - megoldásának soro
zatával állítjuk elő. Amennyiben a feladat szerkezete valamilyen speciális

5 Szigma
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szerkezet-típusba tartozik, úgy az alfeladatok kialakítása során ezt a tulaj
donságot kihasználjuk.

A megoldási stratégiák száma rendkívül nagy, s ezek nagy része kiválóan
alkalmazható a nagyméretű feladatok megoldásában. Tekintsünk át röviden
néhány fontosabb megoldási stratégiát:

a) Relaxációs stratégia

A relaxáció olyan konvex feladatok esetén célravezető eljárás, amelyek sok
egyenlőtlenséget tartalmaznak. A módszer alapgondolata a következőképpen
foglalható össze. Megoldjuk az adott feladat egy olyan változatát, amelyet úgy
kapunk, hogy az egyenlőtlenségek egy részét (lehetőleg minél többet) nem
vesszük figyelembe. Ha az így kapott megoldás nem elégíti ki az elhagyott
feltételeket, akkor generálunk és a vizsgálati körünkbe vonunk egy ilyen
feltételt és az lgy kapott feladatot oldjuk meg. A bővített feladat megoldását
behelyettesítjük az ignorált feltételekbe. Ha a megoldás kielégíti a feltételeket,
akkor az eljárást befejezzük, ha viszont nem ez az eset áll fenn, akkor az előbbi
bővítést alkalmazva újra megoldjuk a feladatot. A lineáris programozási
feladatok megoldásában is ismert Lemke-föle duál módszer a relaxációs stra
tégiával ekvivalens.

A stratégiát a Kelley :iltal kidolgozott metszősík módszeren szemléltetjük.
A megoldandó feladat:

x~O 
Ax :S: b

g(x):::: 0
ex - ► min

ahol a g-ről feltesszük, hogy konvex és differenciálható az X = {:rlx ;2:; 0,
Ax :::: b} halmazon.

A külső linearizálást alkalmazva a feladat a következő feladattá alakítható:
xE X 

o(x) + V u(x):;;; 0 V x EX
ex -► min

A relaxációs stratégia lehetővé teszi, hogy kezdetben kerüljük a r; valamennyi
érintőjének meghatározását. Minden iterációban e feladat egy csökkentett.
változatát oldjuk meg. A csökkentett feladat egy x* optimális megoldása,
akkor és csak akkor megengedett az átalakított felndatba.n, ha g(x*) _:: 0.
Ha g(x*) $ 0, akkor a vo(x*) fölhasználásával olöállíthutó egy megsértett
feltétel, amelyet n, csökkentett feladathoz csatolunk. A stnttégin, alkalmazásá.t,
megkönnyíti az a körülmény, hogy t1 csökkentett lineáris programozási feladat.
módosítása után nem kell n számftásolrnt előlről kezdeni, hanem postoptirna.li
zációs technikával állapitlrntjuk meg n,;;, új megoldásokat.

b) Lépcsőzetes közelítés [11], [22]

A megoldá.oi stratégia rni~yméretű feladatok megoldásában elCszöt· .T. B. 
Rosen part.iciós módszerénél fordult e16 [22]. Altalában olyan feladatok meg
oldásánál előnyös, amelyek lényegesen egyszerűbbé válnak akkor, ha a bennük
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szereplő változók egy részét átmenetileg rögzítjük. Ilyen átmeneti rögzítést
tudunk elérni az értelmezési tartományok valamely változóra való veítétésével.
A később bemutatandó Benders-módszer erre is jó példa. Általánosságban is
igaz, hogy ez a stratégia a vetítéssel párosítható előnyösen. Eltekintünk a
további részletezéstől, a fenti irodalmi utalásokban részletes leírás található.

c) Restrikciós stratégi,a, [5], [10], [ll]
,

Olyan feladatok esetén, amelyeknél sok nem-negatív változóval kell dolgoz
nunk, hatékonyan alkalmazhatjuk. Valójában a lineáris programozás szimplex
módszere képviseli ezt a stratégiát. Most egy kicsit általánosabban értel
mezzük a lényegét: a változók egy részhalmazát átmenetileg O-val tesszük
egyenlővé és a csökkentett feladatot megoldjuk. Ha a kapott megoldás nem
elégíti ki az adott feladat optimumkövetelményét, akkor az előbb megkö
tött változók közül egyet vagy többet ,,felszabadítunk" - azaz megenged
jük a pozitivitást - és a most már kisebb kötöttséggel bíró feladatot meg
oldjuk. Az eljárást addig folytatjuk, míg az optimumkritérium teljesül. A meg
oldási stratégia alapgondolata a Dantzig-Wolfe-eljárásban megtalálható, ahol
a master feladat felírása során az extremális pontok nagy száma miatt nagyon
sok változós feladatot kapunk. A restrikciós stratégia kiváló tárgyalása talál
ható a [ll]-ben.

A bemutatott manipulációk, valamint a megoldási stratégiák párosítása
megteremti a kb. 60- 70 ismertetett eljárás osztályokba sorolásának keretét.
Valamely stratégia általában több manipulációval is párosítható. Ez magya
rázza a jelenleg meglevő nagyszámú algoritmust. Az osztályozási szemponton
túl az új algoritmusok kidolgozásának módját is megkapjuk ezzel a páro
sítással.

Nem célunk itt valamennyi eljárást osztályokba sorolni. Inkább néhány
közismert eljárást jellemzünk a manipulációk és stratégiák párosítása szerint.
A Dantzig-Wolfe-eljárás így a belső linearizálás és a restrikciós stratégia
párosításának felel meg. Benders módszere a vetítés és fokozatos közelítés
párosítását reprezentálja, ugyanígy Weitzman módszere is.

Vannak azonban olyan eljárások, amelyek nem feleltethetők meg valamely
párosításnak, mert nem a fenti átalakítási fogásokat alkalmazzák. Ilyen eset
ben a módszerek jellemzését úgy tehetjük teljessé, hogy az egyéb tulajdon
ságaikat is megadjuk. A master és az alfeladatok közötti iterációs kapcsolat
ban áramló információk alapján történő csoportosításról a 3. pontban írunk.

Összefoglalásképpen legszögezhetjük, hogy a dekompozíciós eljárások jel-
lemzését a következő ismérvek alapján végezhetjük:

1. a master feladat kialakításánál használt manipulációk jellege,
2. az alfeladatok megoldásában használt megoldási stratégiák
3. a master és az alfeladatok közötti információáramlás jellege.

2.2.6. Két példa

1. Benders módszere [26]

Megoldandó a következő feladat:
(2.17) x>O

yE y

5*
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Ax+ F(y):::;; b

ex + f (y) -, max
x,y

A feladat valójában egy szemi-Iineáris programozási feladat. Jó lenne
ha az y változókat átmenetileg rögzítenénk, mert úgy egyszerűbb feladathoz
jutnánk. Alakítsuk át ezért a (2.17) feladatot úgy, hogy az y-ra való vetítést
alkalmazzuk. Ekkor

(2.18) max {t(y) + sup [ex, Ax= b - F(y)]} 
YE Y x;.:o

A kapcsos zárójelben levő suprernum a következő lineáris programozási
feladatnak felel meg:

(2.19) X 0

Ax S: b - F(y)

ex-, max

A feladat y változásától függően jobboldalban paraméteres feladat. Feltesszük,
hogy legalább egy olyan y létezik, ahol véges optimuma van, ekkor a dua.litási
tétel értelmében igaz továbbá, hogy az

(2.20) 'l,l > Ü

uA :;>e
u[b - F(y)] _,. min

megengedett minden y-ra. Jelöljük (u1 ... 1.iP)-vel a (2.20) extremális pontjait
és (uP+l ... uPH)-val az extremális irányait. A dualitási tétel értelmében
igaz továbbá, hogy a (2.19) akkor és csak akkor megengedett, ha a (2.20)-nak
van véges optimuma, azaz, ha y kielégíti az

(2.21) j = p + l, ... 'p + q
feltételeket. Mivel a (2.18)-ban mindazon y-ok esetén -·= értéket tekintünk,
amelyre (2.19) nem megengedett, ezért a (2.21) feltételeket a (2.18)-hoz
tehetjük. A (2.18) helyett a dualitási tételen alapuló megfontolások alapján
a következőt írhatjuk:

(2.22) max {!(y) + min [iil(b - F(y))J}
yEY l<}<P

ul(b - Jí'(y)) :2: 0 (j = (p + 1), ... (p + q) 
Mivel ft minimum a legnagyobb alsó korlát, a feladat a következő lesz:

maximum /(y) + Yo
yEY;y,

(2.23) Yo<: u1(b - Ji' (y))

0 S: ul(b - F'(y))

j = l, ... ,p 

j = p + l, ... , p-\- q
Nézzük most meg a fenti megfontolások alapján kialakított feladat megoldási

algoritmusát. Az algoritmus lényege az, hogy a feladatot felbontjuk kisebb
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feladatok megoldására, s ezáltal elkerüljük, hogy kezdetben minden uLt 
ismerjünk.
l. lépés: meghatározunk egy (y0, y) értékpárt, ahol YE Y.
2. lépés: megoldjuk a (2.20) feladatot, amelynek eredményeképp kapjuk az u

megoldásokat. (A 2.20)-ban y helyére y írunk.)
3. lépés: Vizsgáljuk a következő relációt (optimumszabály)

Yo~ ui[b - F(y)] 
Két eset van:
(a) Yo~ iii[b - F(y)] 

Ebben az esetben (y0, y) optimális megoldása az induló feladatnak.
(b) Ha az (a) reláció nem teljesül, akkor előállítjuk a (2.23) egy meg

sértett feltételét, amellyel bővítjük a feladatot.1

2. Dantzig- Wolfe dekompozíciós eljárás [5]

A szerzők egy speciális struktúráju lineáris programozási feladatra alkal
mazták a dekompozíció elvét.

A feladat a következő:

(2.24)

x:?O 

Ax =a
Bx= b

ex-+ max

A Bx= b feltételek tartalmazzák az ún. közös feltételeket, az Ax= a fel
tételek az ún. speciális feltételeket akkor, ha az együtthatómátrixot blokk
diagonálisnak tételezzük fel. A következő megfontolásokon keresztül meg
világítjuk a dekompozíciós elv lényegét.

Definiáljuk a P = {x[A:1; = a, x ~ 0} poliédert. A kiinduló feladat ekkor
átírható:

(2.25) xE P
Bx= b
ex--+ max

A feladatot átalakítottuk. Föltesszük, hogy a P nem üres és korlátos, s extre
mális pontjait x1, ... Xp halmaz reprezentálja. A (2.24) a belső linearizálás
felhasználásával átfogalmazható

(2.26)

1 A kifejtésben szándékosan nem írtunk a halmaz természetéről. Szeretném ugyanis
kiemelni az eljárásnak azt. a jellemzőjét, hogy az Y definiálásától függően a módszer más
és más típusú feladatok megoldását teszi lehetővé. Ha az Y egy konvex poliéder integer
pontjaiból áll és /, F lineáris, akkor a (2.2:~) integer lineáris feladat. Ha rendelkezünk
ilyen feladat megoldására alkalmas gépi algoritmussal, akkor a Benders-módszer haté
konyan alkalmazható.
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p

2' a = 1
j=I J 

p
e( 2' aj xj)-+ max
j=l

A {2.24) feladat ekvivalens a {2.26)-tal. A feladat felírásához ismernünk
kellene valamennyi extremális megoldást. A belső linearizálás gondolatát
felhasználva elérhetjük, hogy nem kell valamennyi extremális pontot explicite
megadni. Erre szolgál egy olyan iterációs eljárás, amelyben a (2.26) tölti be
a master feladat funkcióját, míg az alfeladathoz a következő megfontolások
útján jutunk. Jelöljük a (2.26) feladat duál változóit (u, 'U0)-val, ahol u0 
a normalizáló feltételhez tartozó duál változó. A programozási feladat opti
malitási kritériuma szerint a redukált költségnek nem negatívnak kell lenni,
azaz
(2.27) it0 + uBx! - ex! ;2; O (j = 1, 2, ... p) 
amely ekvivalens az
(2.28) it0 + min (uB - e) xi> 0

l:C.j:C.p

vagy, mivel egy lineáris függvény a P halmazon csúcspontban veszi fel a
minimumát,
(2.29)

relációval.
A (2.29)-ből az

u0 + min (uB - e) x :2: 0
xEP 

X ;2; Ü

Ax= b
min (uB - e) x 

feladatot nevezzük alfeladatnak, amelynek alapvető szerepe van az algorit-

(2.30)

musban.
Az idgoritm us így a következő:

l. lépés: meghatározzuk a (2.26) egy lehetséges bázismegoldását és a kap
csolódó (u, u0) értékeket.

2. lépés: Megoldjuk a (2.30) feladatot.
3. lépés: Vizsgáljuk a következő relációt

u0 + min (uB - e) x _ 0
xEP 

Két eset van:
a) az egyenlőtlenség teljesül, ekkor elértük a kiinduló feladat opti

mumát
b) nem teljesül az egyenlőtlenség, ekkor bővítjük a feladatot a

következő oszloppal:

( t:.;,)
Az iterációt a 4. lépésnél folytatjuk.

4. lépés: A bővített feladatot megoldjuk és a 2. lépésnél folytatjuk az iterációt.
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3. A dekompozíciós eljárások felhasználása

Ha összefoglaljuk a dekompozíciós módszerek fő jellemzőit, akkor a mód
szerek érdekes közgazdasági interpretációjához juthatunk. A nagyméretű fel
adatot alfeladatokra bontottuk, valamint egy ún. master feladatra. A meg
oldási algoritmus egy iteratív folyamat a master és alfeladatok között,
amelyben meghatározott információk áramlanak az egyes feladattípusok
között. Az iterációs folyamatnak akkor van vége, amikor elértük a kiinduló
feladat globális optimumát. A dekompozíciós módszereknek ezt a leírását
rokonságba hozhatjuk a tervezési folyamatok egyszerűsített leírásával. A gaz
daságról feltételezzük, hogy egy központra és több szektorra tagozódik. Ater
vezési folyamat célja a gazdaság egészére vonatkozó optimalizálási feladat
megoldása. A központ nem képes egyedül megoldani a teljes feladatot. A szá
mításokat megszervezheti úgy, hogy a nagy feladatot felbontja (dekomponálja)
kisebb feladatokra, méghozzá a gazdaság szervezeti tagozódásának megfelelő
szektorfelaclatokra. A tervezési folyamatban a központ problémája ekkor az,
hogy úgy szervezze meg a szektorok és központ közötti információcsere folya
matát, hogy a szektorfeladatok optimális megoldásai az egész gazdaságra
vonatkozó optimumhoz konvergáljanak.

A fonti rokonság szemléltetésére tekintsük a következő feladatot:

K
J; g{(x;) < bb
i=I

(3.1) (j= 1, ... m)

K 
J: c;(X;)-+ max
i=I 

ahol az X; az egyes szektorok nk méretű vektorai, K a szektorok száma .
. Tételezzük fel, hogy a tervezési folyamat kezdetén a szektorok csak a saját

g{(x;) és c;(x;) függvényeit ismerik, de nem ismerik más szektorok ugyanezen
információit, valamint a bb-t. A központ viszont a b6-t ismeri, de nem ismeri
a szektorok technológiáit reprezentáló !7; függvényeket. (Egyelőre ne tegyünk
semmi kikötést a !7; és C; tulajdonságairól.)

A tervezési folyamatban a központ feladata a bl erőforrások olyan felosztása
amely felosztás a legnagyobb össznyereséget hozza. (Ha a célfüggvény nye
reségmaximálás.) A központ ezt a felosztást kétféleképpen szervezheti:

1. közvetlen korlátfelosztással,
2. közvetett korlátfelosztással.
Tekintsük a két esetet.
l. A közvetlen korlátfelosztás esetén a központ a bb egy lehetséges allo

kációját készíti el:

(3.2)
K . . 
J; b{ =bl
i=l

(j=l, ... ,m)

A b{ értékek ismeretében a következő feladat fogalmazható meg szektor
szinten:

(3.3) (j = 1, ... rn) 

c,(x,-) --+ max
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A szektor tehát csupán saját nyereségének maximálására törekszik az adott
lehetőségek mellett. A (3.3) föladatok megoldásával megkapjuk az x;(b;) 
primál és Ú;(b1) duál megoldásokat. A (3.1) globális optimuma akkor érhető el,
ha b{i felosztása optimális. Ennek az a feltétele, hogy az erőforrások árnyék
árait reprezentáló ú,(b;) értékek egyenlők legyenek minden szektorban, azaz

(3.4)

Ellenekző esetben a központ új felosztást csinál. A fenti egyszerűsített iterá
ciós folyamat tehát olyan tervezési rendszert képvisel, ahol a központ utasítá
sok formájában közli a szektorokkal, hogy milyen keretek mellett maximálják
nyereségüket, n szektorok pedig hatékonysági mutatókat jelentenek vissza
a központnak. (Feltételezzük torzításmentesen.)
A kérdés most már az, hogyan algoritmizálható egy ilyen iteratív folyamat.

Itt kapcsolódunk a dekompozíciós eljárások irodalmához. Az információ
áramlás szempontjából ilyen folyamat megvalósításához szolgáló algoritmusok
a ten Kate [13], a Kornai-Lipták [16] és a Weitzman [24] által kidolgozott
eljárások.
A másik felvetődő kérdés arra vonatkozik, vajon az árnyékárak egalizálódása

esetén tényleg elértük-e a globális optimumot. Sajnos ez csak szigorúbb kikö
tések mellett igaz (konvexitás), míg egyéb esetben csak a globális optimum
szükséges feltételeit teljesítettük (l. Kuhn-Tucker-tétel).

2. A közvetett korlátfelosz tás V[tgy árnyékármogállapító eljárás esetén
a központ határozza meg az erőforrásokért fizetendő árat új és megküldi
a szektoroknak. A szektorok most a következő feladatot oldják meg:

(3.5) max V; = c1(x;) - };újg{(x;) 
j

A c;(x;) szektornyereség és az igénybevett erőforrásokért fizetett költség
különbsége a maximalizálandó függvény. A feladat megoldásával az x1(új) 
megoldásokat kapjuk. A központi feladat globális optimumát akkor érjük el,
ha a központ olyan árakat határoz meg, hogy az alábbi két feltétel teljesül:

(3.6)

(3.7)

megengedettség: }; g{[x(uj)] :s;; b{i 
;

optimalitás: ul{b{i -- },' g{[x1(uj)J} = 0
i

A közvetlen felosztáshoz hasonlóan itt is rokonságot találunk a dekompo
zíciós algoritmusokkal. A klasszikus Da.ntzig-Wolfe-algoritmuson kívül egyéb
algoritmusok is ilyen folyamatként interpretálhatók (pl. Rosen [22] és az
Abadie-Willüims [l]).

Sajnos ezúttal is ugyanazok a kérdések problematikusak, amelyek az előző
pontban is problematikusak voltaic Csak Iineáris esetben igaz, hogy a (3.6)
és (3.7) feltételeket kielégítő szektoroptimumok egyúttal a kiinduló feladat
globális optimumát adják.

Bevezetőnkben már említettük, hogy a dekompozíciós módszereket alap
vetően a nagyméretű feladatok megoldásának igényéből kiindulva dolgoz
ták ki. Az elmúlt években egyre több cikk foglalkozott a különböző módszerek
közgazdasági interpretációjával is, a módszereknek a decentralizált tervezési
folyamatok elméletével való összekapcsolásával [19]. E két felhasználási irány
sajátságos fejlődési utat tett meg. A harmadik generációs gépek megjelenése
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a számítástechnikai nehézségek nagyfokú mérsékléséhez vezetett. Ebből követ
kezőleg a számítástechnikai felhasználás igénye is csökkent. Ezen túlmenően
az is bebizonyosodott, hogy a nagyméretű feladatok dekompozíciós algorit
mussal való megoldás több, előre nem várt nehézséget támaszt. Gyümölcsöző
nek látszanak viszont az algoritmusokban felismerhető megfontolások :.e nem
lineáris és egyéb nehezebben kezelhető feladatok megoldási lehetőségeinek
bővítésében [25].

Egy másik felhasználási terület az elmúlt egy-két évben egyre jobban kiraj
zolódik. A további kutatások szempontjából érdekesnek látszik 'a dekompozí
ciós eljárások kedvező, előnyös tulajdonságainak a kontrollelméletben való
felhasználása. Az elmúlt években megjelent cikkek közül kiemeljük Dantzig [7]
és Dantzig=-Van Slyke [h] munkáit. Ugyancsak további kutatásokra ser
kentő gondolat a dekompozíciós módszereknek a gazdasági rendszerelmélettel
való összekapcsolása [ 15].
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