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Néhany megjegyzés a RAS médszer elméletéhez

A RAS mddszer az input-output sémék elérebecslésének egyik lehetséges
eszkoze, melyet mind cambridgei kidolgozéi,! mind magyvarorszagi alkalmazéi
méar tobb izben felhasznédltak elméleti és gyakorlati kutatasaikban. Az eljaras
— annak ellenére, hogy az algoritmus gyotkere nem is Stone-éktdl, hanem
W. E. Demingtdl szarmazik (lasd [1]) — ,,bestseller” lett az egész vildgon,
feltehetGen logikus és egyszert volta, tobb iranya felhaszndlhatosdga kovet-
keztében. Tovabbfejlesztésével is tobben foglalkoztak mar, a legnagyobb vissz-
hangra talalt ilyen kiegészités lényege az, hogy bizonyos nagy (,,8alyponti’)
koefficiensek idGbeli alakulasit egyedileg vizsgalja, majd a RAS-algoritmust
a tobbi, az ,irrelevdns” koefficiensre kiterjesztve egyesiti a kétféle eldre
becslés eredményeit.

Jelen dolgozatunkban a RAS médszer bizonyosfok altalanositasat kivanjuk
adni. Allitasunk a kovetkezs: A RAS médszer mint elGrebecslési eljaras, hall-
gatolagosan feltételezi a technikai koefficiensek exponencidlis id6-fiiggését.
Tekintettel arra, hogy a gyakorlatban semmi sem igazolja ezen feltételezés
helyességét (s6t bizonyos kutatisok — igy Szakolezaiék [9] eredményei is —
ennek hatdrozottan ellene mondanak) célszerti a RAS, vagy az annak alap-
gondolatiat kovets egyéb proceduriakat azokra az esetekre is kiterjeszteni,
ahol az eldrebecsiilni kivant koefficiensek idSben linearis véltozast (vagy
leginkabb azt kozelité trendet) mutatnak.

Kutatémunkénk soran sikeriilt egy olyan eljarast kidolgoznunk, mely szem-
ben az eredeti Stone— Brown-féle varianssal, nem iterativ, hanem direkt
algoritmus és amely a kisérleti szimitdsok sordn az eredeti RAS-nil nem
rosszabb eredményeket szolgaltatott.

Dolgozatunk hérom fejezetbél 4ll. Az els6ben meghatéarozunk egy dltalanos
matematikai feladatot, melyneksegitségével az dgazati kapesolati mérlegek
technikai koefficienseit bizonyos feltételek megléte! esetén elGrebecsiil-
hetjiik. Ezek a feltételek 4ltalanosabbak, mint amit a RAS mdédszernél alkal-
mazunk, bar azok éltal inspiraltak.

A kovetkezi fejezet ennek az dltalinos rendszernek két specidlis esetével
foglalkozik. Bizonyitjuk, hogy a technikai koefficiensek exponencidlis id6-

1 Az ,,6sforrdsok’’: Stone, R.—Brown, A.: [6] és Stone, R.— Bates, J.—Bacharach, M.:

[7] alatti dolgozatai.
. [gy példdul Németh, S.—Pér, A.: [5]-ben, Lipték, T.: [4]-ben, Kupesik, J.—Rdécz, A.:
[3]-ban, Glattfelder, P. [2]-ben.
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fliggése esetén automatikusan a RAS moddszerhez jutunk, mig a linedris idG-
fliggés feltételezése egy direkt (nem-iterativ) elrebecslési algoritmust szol-
galtat.

Az utolsé fejezetben egy olyan eljarast ismertetiink, mely a RAS mddszer
iterativ algoritmusat egy direkt algoritmussal kozeliti.

1. A feladat matematikai megfogalmazasa

Alkalmazzuk a kovetkezo jelolésrendszert. Kurziv betii vektort, illetve
vektor-skalar fiiggvényt, félkovér pedig matrixot, illetve kétindexes tenzor
skalar fiiggvényt jelent. A ™ a diagondlis matrix, az e az osszegezs vektor jele.
A dolgozatban szerepls indexes mennyiségek dimenzidja n, és ha ezek az idd
fiiggvényei, agy ezt felsd indexezdssel szemléltetjiik (pl. A(t,) = AY), rogzitett
idGpont esetén.

Hatérozzuk meg A(f)-t, ha

. A°, a(t), b(t)
ismertek,

1L
(1.1) At) e = aflt)
(1.2) AT(t) e = b(t)
(1.3) a(t)ye = b(t) e
osszefiiggések igazak és

T1L.
(1.4) Alt) >0
(1.5) a(t), b(t) >0

relaciok teljesiilnek. (A relaciék komponensenként értenddk.)

Az 1—111. feltételek altaldban nem hatirozzik meg egyértelmiien A(t)-t.
A megengedett A()-k szimdnak csokkentése érdekében djabb megszorité fel-
tételeket vezetiink be, melyek — mint latni fogjuk — nem rekesztenek ki
kozgazdasigilag értelmes megoldast.

A 1L feltétel 2n skalar-skalar (tovdabbiakban: skaldr) fiiggvény meghatéro-
zésit teszi lehetGvé, melyek koziil (1.3) miatt csak 2n — 1 fiiggetlen. A(¢)-nek
n sora €8 n oszlopa van, tehat a meghatarozhat6 2n fiiggvény koziil n-et A(t)
soraihoz, n-et A(t) oszlopaihoz rendeliink hozz#, mivel semmi sem indokolja,
hogy sort (sorokat) vagy oszlopot (oszlopokat) kitiintessiink. Megkivanjuk
tehat a kovetkez feltétel teljesiilését:

IV. A(t) barmely komponensének alakja esak
(1.6) A,-j(t) = A,~j [A‘,-’/-, x,(8), y/(t)]

lehet, ahol z(t), y,(t) az i-edik sorhoz ill. j-edik oszlophoz rendelt fiiggvény.
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Nyilvanval6, hogy A(t) nem fiigghet ¢,-tél, csak ¢ — ¢, és A0-t6l. Ellenkezd
esethen ugyanis ¢, >~ £,-b6l kiindulva mas A(f)-hez jutnank, ami értelmetlen.
Masrészt A(t) tgy is eléallithaté, hogy elGszor A, ¢, — t,-b6l meghatarozzuk
Al-et, majd A', t — ¢,-bSl A(£)-t, ahol ¢, =¢,+ A(t — t,); 0 << A< 1. Ez mate-
matikailag az alabbi fliiggvényegyenlet alakjaban fogalmazhaté' meg

(1.7) A(f) = A(AS, £ — t;) = A{A[A®, At — ty)], (1 — A (¢ — £,)}-

Mivel ¢, tetszileges, valasszuk a ¢, = 0 kezdeti idGpontot.
Figyelembe véve 1V-et, tovabbi megszorité feltételként kell hogy meg-
koveteljiik:

V. A(¢) barmely komponensének ki kell elégiteni az

(1.8) AL A%, 9,0)] = Ai{A,L4° 95,30, 9:((1 — 2) 1)}
fiilggvényegyenletet, ahol
(1.9) 9:,(8) = flxt

A feladat tehat A(f) meghatérozasa 1—V. fcltctelek mellett.

2. Linedris és exponencialis (RAS) eset

E fejezetben a feladat két megoldastipusaval foglalkozunk.

a)

(2.1) A;[ A% g:()] = Ai[ 4y + 9:,(8)]
b)

(22) [Al]’gl} ] o= lj[Al]glj( )]

Mint latni fogjuk az a) eset 4, (t) idofiiggése szempontjabol linedris, a b) eset
pedig exponencidlis.

a) Linedris eset

Az V. feltételben megfogalmazott (1.8) fiiggvényegyenlet alakja most

(2.3) A4 + g0 = AAA LAY+ 9,(30)] + g, (1 — 2 2]).
(2.3) megoldasa a Fiiggelék I. Lemmaéaja alapjan
(2.4) 4;(t) = Ay + vyt

ahol y;; konstans. Az A (t) (2.4) szerinti elGallitdsabol eredSen (1.1) és (1.2)
csak a.kkor teljesiilhet, ha. a,(t), b,(t) linearis fiiggvény, azaz
a

(2.5) i(t) = af + u;t
(2.6) by(t) = 89+ v;t
A tovébbiakban tegyiik fel, hogy (2.5), (2.6) teljesiil. A IV. feltétel miatt
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(2.7) Vij=%i+Y;

ahol ;, y; konstans. Meghatérozasuk érdekében helyettesitsiik (2.7)-et (2.4)-be
(2.8) A(t) = A%+ (2, 4 y,) ¢

majd helyettesitsiik (2.5), (2.6), (2.8)-at (1.1), (1.2)-be.

(2.9) _5'{ (A% + (@ + ) €] = af + u,t
2
(2.10) ,2 (A% + (2 + ) £] = b+ v,

n n
mivel 3 A = af és 3 A = b} azt kapjuk, hogy
i=1

=
n
(2.11) nx; -+ 2," Y= U
J=
n
(2.12) Z; z 4+ ny; = v;
i=

Ha A%nak zéruselemei is vannak és azt akarjuk, hogy a zéruselemek ne
véltozzanak, akkor (2.11), (2.12) helyett

n
(2.11/a) n T+ jZ Yj= %
=1
ApF#0
n
(2.12/&) 12: xi—{—ml.y}.:vj
A:#O
ahol
n
n; = Z 1
f=1
Ay#0
n
frel
/4’”%0

A (2.11) és (2.12) egyenletekbdl 4ll6 linedris egyenletrendszer matrixdnak
rangja 2n — 2, a (2.11/a) és (2.12/a) egyenletekbél 4116 rendszer matrixaé pedig
legfeljebb 2n — 1, ezért az x; és y;j ismeretlenek koziil minden esetben legaldbhb
egy szabadon vélaszthaté. Az igy nyert z;, y; konstansokat (2.8)-ba helyette-
sitve kapjuk a feladat megoldasat.
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b) Exponencidalis vagy RAS eset
(1.8) fuggvényegyenlet most

(2-13) Aij[A(i)j ¥ gi]( u{Az][Au gu('u)] y g[(l =5 A)t]} :
(2.13) megoldasa a Fiiggelék II. Lemmaja alapjan
(2.14) A;j(t) = AY evit

ahol y;; konstans. (2.14)-b6l azonnal lathatd, hogy (1.1) és (1.2) csak akkor
teljesiilhet, ha a(t), b,(t) meghatérozott exponensii exponencidlis fiiggvények
linedris kombinacidja, azaz

(2.15) a(t) = 2n, o Pt
J=1
(216) bj(t) = Z‘ oy eyt
j=1
Belathat6, hogy (1.1), (1.2) miatt ez csak akkor teljesiilhet, ha
(2.18) R

tehat A4,(f) eldallitasa trividlis.
Igen g,ya.kr(m elofordul hogy a,(t) és b(t) értékét csak a t =0 és t = ¢,

pontban ismerjiik, (af, a} és b9, b}). Ebben az esetben is meghatarozhaté 4,(t)
IV. miatt most is
(2.19) Vij =% + ¥

(2.19)-et (2.14)-be helyettesitve
(2.20) A,.].(t) = A?je(xr*'y;)f
ahol x;, y; konstans. (2.20)-at (1.1), (1.2)-be helyettesitve ¢ = ¢,-re

(2.21) Z‘I AO e+ vt — ai
J::
n
(2.22) é‘l AY ela+ it — bl
Ha bevezetjik az
(2.23) R, — exit
(2.24) ;= evh

jeloléseket, akkor (2.21), (2.22)-b8l a jol ismert RAS egyenletekre jutunk
(lasd [6]).

(2.25) 2‘ R, A%8; = a}
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(2.26)

A RAS egyenletek megoldasit egy iterativ algoritmussal, az in. RAS mdédszer
ke(rltseve\ el ha,ta,mzhdt]uk meg. A RAS modszer logikai vazlatat az alabbi
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3 R AYS, = b}

i=1

blokkdlarrmmmal s7emleltet]uk

R;, 8; ismeretében most mar z;, y; 6s A;(t) konnyen nyerhets (2.23), (2.24) és
(2.20) segitségével.

(2.27)
(2.28)
(2.29)

o

& =kivant pontossag,
R;=0: minden i-re,
S, =1: minden j-re

minden i-re
Sj=S; minden j-re

R{ =R

minden i-re

bj
i'Aoij R;
i=1

minden j-re

[R; —Ri |< &
és lS, = S; l< &

minden i, j-re

x; = In (B))/t,
;= In (8))/t

Y
Aij(t) = A?j eln(RySptft, A?j(lfi Sj)""
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Eredményeink azt mutatjak, hogy a RAS médszer alkalmazasa nem minden
a(t), b(t) esetén vezet helyes eredményre. Sziikséges feltétele, hogy 4,(¢) az id6
(2.20) alakG exponencialis fiiggvénye legyen.

Ha a RAS médszer alkalmazisdnak feltételei teljesiilnek, akkor létezik egy
olyan direkt eljards, mely a RAS eredményeit jol kozeliti. A kivetkezd fejezet
ennek a médszernek az ismertetésével f(‘})‘l Ukozik.

3. A RAS-médszer linearis kozelitése

Tegyiik fel, hogy az 1—1V. feltételek teljesiilnek ¢ = #;-re és a RAS mddszer
alkalmazhaté. Jeloljiik

(8.1) rp=eat — 1

(3.2) 8 =ent —1

Alkalmazzuk e jeloléseket t = ¢, esetén (2.20)-ra

(3.3) A= AY(ri + 1) (s; + 1) = AY(A + r; +5) + 1, AY 3;

ri 6s 8; lényegében véve Af; relativ valtozdsa a sor, illetve oszlop , hatas”
miatt. Ha oz a valtozas nem tl nagy (empirikus tapasztalatok alapjan, gya-
korlati példak esetén 102 atlagos nagysa,«ru,ndu) akkor r; 4 s;-hez képest
7:8; L”llulV(lg()”’ldt() A direkt modszer ezen a felismerésen aLLpul s alkalmaz-
hatdsdgat is ez szabja meg.

Keressiik A4j;-et
(3:4) Ay = A1 + ¢ + 7))

alakbap. (3.4)-et matrix alakban irva

(3.5) Al =A% 4 A%6 + p A°

(1.1) és (1.2) miatt o és p a kivetkezl egyenletekbdl hatarozhaté meg:
(3.6) al + A% + pa’ = at

(8.7) B 4 68° 4 AT p = bt

mivel p és 6 diagonal matrixok és p és o az ezekbdl képezhetd oszlopvektorok,
(3.6) és (3.7)-et atirhatjuk

(3.8) A% + 4% = a! — a®
(3.9) o b AT g — bt B
alakba. o és p az

y A0 30 o al —a®
(3.10) oy (9 B [bl g

inhomogén linedris egyenletrendszerbdl hatédrozhaté meg. Az egyenletrendszer
métrixanak rangja kisebb mint 2n, ezért legaldbb egy ;, vagy o; komponenst
szabadon megvéalaszthatunk.

A médszer elénye, hogy direkt eljiris, ugyanakkor az A° zéruselemeit
éppugy érintetleniil hauyja, mint a RAS modszer.
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Fiiggelék

Tegyiik fel, hogy f(«, x), g(x) folytonos, monoton fiiggvények, 0 << A <1 és
x tetszéleges paraméterek, akkor

1. Lemma

Az
(L.1) fla, 2) = fle + g(@)] = [{f[= + g(42)] + g[(1 — A)=]}
fuggvényegyenletet csak a
(I.2) gx) = mzx 4+ b
(1.3) fle,2) =a + g(x) — b = + ma

tipusu fiiggvények elégitik ki, ahol m, b tetszéleges konstansok.

Bizonylitas
f(z, ) monotonitdsa miatt (I.1)-bél

(L4) « + g(x) = fla + g(Ax)] + g[(1 — )]
(I.4)-be 2 = 1-et helyettesitve

(L.5) fle + g(@)] =« + g(x) — g(0)
(I.5)-bo6l hatarozzuk meg [l + g(Az)]-et és irjuk (1.4)-be

(L6) g(@) = glix + (1 — 2] = g) + g[(1 — Ax] — g(0)

Az (1.6) fiiggvényegyenletet egyetlen fiiggvénytipus elégiti ki (lasd [8]), még-
pedig

(1.7) g(x) = ma + b
ahol m, b tetsz6leges 4llandok. (I.7)-et (1.4)-be helyettesitve 4 = 1 esetén
(I.8) fle, ) = & + ma

Az (L1.8) tipusu fiiggvények (I.1)-nek valéban megoldésai.

11. Lemma

Az
(IL1) feo @) = fla - glo)] = f - {fla - (k)] - g[(1 — W)z}
filggvényegyenletet a -« 0 esetén csak a

(IL.2) g(x) = be™
(11.3) Ha, ) = %g(m) — qemx

tipusi fiiggvények elégitik ki, ahol m, b konstansok b 5= 0.
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Bizonyitas
f(x, ) monotonitasa miatt (I1.1)-b6l
(IL.4) xg(x) = flo - g(Ax)] - g[(1 — A)z]
(I1.4)-be A = 1-et helyettesitve
(IL5) (e - g()) = 2 22
9(0)
(1I.5)-b61 hatdrozzuk meg fle - (Ax)]-et és irjuk (II1.4)-be
_ g() - gI(1 — A) 2]
9(0)

A (I1.6) fiiggvényegyenlet egyetlen megolddstipusa a szakirodalom szerint
(lasd [8]):

(I1.7) g(x) = bem

ahol b 5= 0, m tetszileges konstansok. (IL.7)-et (I1.4)-be helyettesitve, 1 =1
esetén

(11.8) fle, @) = we™

(IL6) g(x) = gliz + (1 — A)a]

A (I1.8) tipust fiiggvények (I1.1)-nek valéban megoldédsai.
(Beérkezett: 1972. januwdr 20.)
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SOME COMMENTS ON THE THEORY OF THE RAS METHOD

The paper deals with the extension and generalization of the RAS method which was
elaborated by some representatives of the Cambridge econometric school (M. Bacharach,
J. Bates, A. Brown, and R. Stone). According to the basic theorem the RAS method that
makes coefficient-forecasts by means of the basic period coefficient matrix of input-
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output schemes, and plan period row- and column-sums, is based upon the implicib
assumption that the change of technical coefficient in time shows an exponential trend.
The authors prove that this assumption is implied, indeed, by the RAS method and they
examine the case when the coefficients of the technological matrix depend linearly on
time, this case being as likely as the former from a practical point of view. It is characte-
teristic both for their solution elaborated for the latter possibility, and for their (,,simpli-
fied”) RAS algorithm, an approximate of the original, RAS procedure, that the fore-
casted coefficient matrix does not result as a solution of a complicated iterative process
but that of a comparatively simple linear equation system.

In the first part of the paper the authors collect the above propositions, and they set
up a general mathematical problem for which the RAS method initiated by W. I5. Deming
and elaborated by Stone's team is one of the possible solutions. In the second chapter
they deal with the linear and exponential cases of the above generalized problem. In the
third part of the paper the original RAS method, the algorithm supposing exponential
dependence on time, is approached by a linear method. It results in vectors which play
economically the same role as the diagonal matrices 2 and S of the RAS method do.

In the Appendix mathematical formulation and proof of two Lemmas support the
above propositions.

HEKOTOPbLIE 3AMETKHW K TEOPHUH METOJIA PALI

Tpya zannmaercst pacnpocrpanediem H obobuennem meropa PAIL, oOpabotanHoro Hexo-
TOPBIMH NPEICTABHTENISIMH 1LKOJIbI 9KoHOMETPHKH B I'. KemOpumpr (M. Bakapax, H. Bere, A.
Bpayn u P. Cton). Mo HexogHomy nosoxennio metoyi PALL koTopuiii npornosupyer Koshgmign-
€HThI C MOMOMIBI0 K03GdHIHEHT-MATPHKCA B GA3HCHOM IICPHOJIE H CYMM CTPOUCK H CYyMM CT0J10110B
B TJIAHOBOM T1E€PHOJIE, KOCBEHHO 0agHpyeTcsi Ha NPEANOJIOKEeHHH, YTO H3MCHCHHC BO BPEMCHH
HEKOTOPBIX TEXHHUYCCKHX KOA(O(HIHEHTOB NMOKASLIBACT IKCIOHCHIMAILHLIH TPEHL. ABTOPBI J10-
KasbIBAKT, YTO 9TO KOCBEHHOE Npeanojmirenue cyuecrsyer suyrpu PAlll-a, a nortom ouu
HCCJIEAAYIOT TOT CJyuait, Korjia Kod((QUIMEHTbl MPAKTHYECKOI0 MATPHKCA JIMHEIHO 3aBHCAT OT
BpeMeHH. B T0 yKe BpeMsi SBJSIETCS1 XaPAKTEPHBIM KAK JUIsl HX petieHHst, 00paboraHHoro Juis
MOCAEAHEH BO3MOYKHOCTH, Tak H juist («ynpomennoroy) PAUL anropuwrma, npubinawmnero
opuruHasibhyio PAUI-nponesypy, uto Koa(OHIHEHT-MATPHKC TIAHMPYEMOI'0 TOJId 110J1y4aeTCst
HE B Pe3yJIbTATE CJIOYMKHOI0 MPOIEcca HTEPALHM, 4 B PE3YJILTATE PCUICHHsSE OTHOCHTCIILHO MPO-=
CTOH JIHHEHHOH CHCTEMBI YPABHEHHI.

B 1nepBoi 4acTH Tpyaa aBTOPbI NOALITOMKHBAIT BLILCY TOMAHYTHIC YCTAHOBJICHHUS H H3J1AIa10T
Takywo ofulyl0 MATEMATHUCCKYIO 3ajauy, juist koropoit meropx PALL, uucrnmposauusii B, E.
Jemunrom u obpabotanniii rpynnoit CToHa, siBISICTCS 0JHHM M3 BOSMOKHBIX peuienuii. Bo
BTOPOH I'JIABE OHH 3AHHMAIOTCS JIHHEHHLIMH M OKCITOHCHIIHAJILHLIMH CAyYasiMi Bolluei, 0000~
LIEHHOH 3a/1auH.

B Tperbeii yacTH Tpy/ja OHH NPHOJIIDKAIOT JIMHEHHBIM METOJIOM OpHIHHAILHBLIA MeToj( PATL,
T. €. QJrOPHTM, MPEANOJIAralonHii 3KCIOHEHIIHAJILHYIO 3ABHCHMOCTL OT BpPEeMCHH. Pesysbrar,
N0JIYYEHHBIH PELIEHHEM, JIACT BEKTOPLI, KOTOPHIC B 9IKOHOMHUYCCKOM CMBIC/IC BLITOJIHSKOT TY e
POJb, 4TO IHATOHAJILHBIE MATPHLBI B MeTozie PALLL

B no6aBienns MaTeMaTHYeCKoe H3JIOKEHHE H JIOKA3ATEJLCTBO JIBYX JIEMM CJIYJKAT MOATBEp-
JKJIEHHEM BbILLEYTIOMSIHYTOIO TP E/IN0JI0XCHHSI.



