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Néhány megjegyzés a RAS módszer elméletéhez 
. \ 

A RAS módszer az input-output sémák előrebecslésének egyik lehetséges
eszköze, melyet mind cambridgei kidolgozói,1 mind magyarországi alkalmazóip 

már több ízben felhasználtak elméleti és gyakorlati kutatásaikban. Az eljárás
- annak ellenére, hogy az algoritmus gyökere nem is Stone-éktól, hanem
W. E. Demingtől származik (lásd [l]) - ,,bestseller" lett az egész világon,
feltehetően logikus és egyszerű volta, több irányú felhasználhatósága követ
keztében. Továbbfejlesztésével is többen foglalkoztak már, P. legnagyobb vissz
hangra talált ilyen kiegészítés lényege az, hogy bizonyos nagy (,,súlyponti")
koefficiensek időbeli alakulását egyedileg vizsgálja, majd a RAS-algoritmust
a többi, az ,,irreleváns" koefficiensre kiterjesztve egyesíti a kétféle előre
becslés eredményeit.

Jelen dolgozatunkban a RAS módszer bizonyosfokú általánosítását kívánjuk
adni. Állítá1mnk a következő: A RAS módszer mint előrebecslési eljárás, hall
gatólagosan feltételezi a technikai koefficiensek exponenciális idő-függését.
Tekintettel arra, hogy a gyakorlatban semmi sem igazolja ezen feltételezés
helyességét (sőt bizonyos kutatások - így Szakolczaiék [9] eredményei is -
ennek határozottan ellene mondanak) célszerű a RAS, vagy az annak alap
gondolatát követő egyéb procedurákat azokra az esetekre is kiterjeszteni,
ahol az előrebecsülni kívánt koefficiensek időben lineáris változást (vagy
leginkább azt közelítő trendet) mutatnak.

Kutatómunkánk során sikerült egy olyan eljárást kidolgoznunk, mely szem
ben az eredeti Stone-Brown-féle variánssal, nem iteratív, hanem direkt
algoritmus és amely a kísérleti számítások során az eredeti RAS-nál nem
rosszabb eredményeket szolgáltatott.

Dolgozatunk három fejezetből áll. Az elsőben meghatározunk egy általános
matematikai feladatot, melyneksegítségével az ágazati kapcsolati mérlegek
technikai koefficienseit bizonyos feltételek megléte! esetén előrebecsül
hetjük. Ezek a feltételek általánosabbak, mint amit a RAS módszernél alkal
mazunk, bár azok által inspiráltak.
A következő fejezet ennek az általános rendszernek két speciális esetével

foglalkozik. Bizonyítjuk, hogy a technikai koefficiensek exponenciális idő-

1 Az ,,ősforrások": Stone, R.-Brown, A.: [6] és Stone, R.-Bates, J.-Bacharach, M.:
[7] alatti dolgozatai.

p Így például Németh, S. -Pór, A.: (5]-ben, Lipták, T.: [4]-ben, Kupcsik, J.-Rácz, A.: 
[3]-ban, Glattfelder, P. [2]-ben.
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függése esetén automatikusan a RAS módszerhez jutunk, míg a lineáris idő
függés feltételezése egy direkt (nem-iteratív) előrebecslési algoritmust szol
gált,at.
Az utolsó fejezetben egy olyan eljárást ismertetünk, mely a RAS módszer

iteratív algoritmusát egy direkt algoritmussal közelíti.

I. A feladat matematikai megfogalmazása 

Alkalmazzuk a következő jelölésrendszert. Kurzív betű vektort, illetve
vektor-skalár függvényt, félkövér pedig matrixot, illetve kétindexes tenzor
skalár függvényt jelent. A "" a diagonális matrix, az e az összegező vektor jele.
A dolgozatban szereplő indexes mennyiségek dimenziója n, és ha ezek az idő
függvényei, úgy ezt felső indexezéssel szemléltetjük (pl. A(t0) = A0), rögzített
időpont esetén.

Határozzuk meg A(t)-t, ha

I.
A0, a(t), b(t) 

ismertek,

II.
)b8b3 

)b8p3 

)b8} 3 

összefüggések igazak és

III.

)b8=3 

(l.5)

A(t) e= a(t) 

A T(t) e = b(t) 

a(t) e = b(t) e 

A(t) > 0 
a(t), b(t) > a 

relációk teljesülnek. (A relációk komponensenként értendők.)
Az I-III. feltételek általában nem határozzák meg egyértelműen A(t)-t. 

A megengedett A(t)-k számának csökkentése érdekében újabb megszorító fel
tételeket vezetünk be, melyek - mint látni fogjuk - nem rekesztenek ki
közgazdaságilag értelmes megoldást.

A II. feltétel 2n skalár-skalár (továbbiakban: skalár) függvény meghatáro
zását teszi lehetővé, melyek közül (1.3) miatt csak 2n - 1 független. A(t)-nck 
n sora és n oszlopa van, tehát a meghatározható 2n függvény közül n-et A(t) 
soraihoz, n-et A(t) osalopaihoz rendelünk hozzá, mivel semmi sem indokolja,
hogy sort (sorokat) vtLgy oszlopot (oszlopokat) kitüntessünk. Megkívánjuk
tehát a következő feltétel teljesülését:

IV. A(t) bármely komponensének alakja csak

)b8I 3 

lehet, ahol x;(t), Yit) az i-edik sorhoz ill. j-edik oszlophoz rendelt függvény.
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Nyilvánvaló, hogy A(t) nem függhet t0-tól, csak t - t0 és A 0-tól. Ellenkező
esetben ugyanis t1 # t0-ból kiindulva más A(t)-hez jutnánk, ami értelmetlen.
Másrészt A(t) úgy is előállítható, hogy először A 0, t1 - t0-ból meghatározzuk
A1-et, majd A1, t - t1-ből A(t)-t, ahol t1 = t0 0 A(t - t0); 0 ~A~ l. Ez mate
matikailag az alábbi függvényegyenlet alakjában fogalmazható' meg

(1.7) A(t) = A(A0, t - t0) = A{A[A0, A(t - t0)], (1 - A (t - t0)}.

Mivel t0 tetszőleges, válasszuk a t0 = 0 kezdeti időpontot.
Figyelembe véve IV-et, további megszorító feltételként kell hogy meg

követeljük:

V. A(t) bármely komponensének ki kell elégíteni az

)b8; 3 A;JA9j, gip)] = A,)AJA0, g;)At)], g;i(l - - 3 t)}
függvényegyenletet, ahol

(1.9)

A feladat tehát A(t) meghatározása I-V. feltételek mellett.

2. Lineáris és exponenciális (RAS) eset 

E fejezetben a feladat két megoldástípusával foglalkozunk.

Y3 

(2.1) 

h) 
(2.2)

Mint látni fogjuk az a) eset Aii(t) időfüggése szempontjából lineáris, ab) eset
pedig exponenciális.

Y3 Lineáris eset 

Az V. feltételben megfogalmazott (1.8) függvényegyenlet alakja most

(2.3) A;j[A?i + ll;it)] = A;1{Au[A?i + g;p.t)] + g;J(l - l) t]}. 
(2.3) megoldása a Függelék I. Lemmája alapján

(2.4)

ahol Yii konstans. Az A;/t) (2.4) szerinti előállításából eredően (1.1) és (1.2) 
csak akkor teljesülhet, ha a;(t), f ü3 lineáris függvény, azaz

(2.5)

)p8I 3 

a;(t) =a?+ u;t 

bp) = b~ 0 vit 
A továbbiakban tegyük fel, hogy (2.5), (2.6) teljesül. A IV. feltétel miatt
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(2.7)
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Yij = X; 0 YJ 

ahol xi, YJ konstans. Meghatározásuk érdekében helyettesítsük (2.7)-et {2.4)-be

(2.8)

majd helyettesítsük (2.5), (2.6), (2.8)-at (1.1), {1.2)-be.

(2.9)
n 
J; [A9i 0 (x; 0 y1) t] =a?+ u, t 
)=I 

)p8ba3 

n n 
mivel J; A?1 = a9 és J; A?í = b1 azt kapjuk, hogy

J=l i=l 

(2.11)
n 

nx;+ J;y1=u; 
J=l

(2.12)
n 
J; X; 0 nyi = vi 

i=I

Ha A a-nak zéruselemeí is vannak és azt akarjuk, hogy a zéruselernek ne
változzanak, akkor (2.11), (2.12) helyett

(2.11/a)
n 

n;x1 0 J; YJ = u, 
} ' b 
A11,l,0 

(2.12/a)
n 
J; x, 0 m1 YJ = v1 »' r 

A11¢0 

ahol

n 
n1 = J; 1 

}=I 
A1rt-0 

ll

mi= «: 1
i=I 

A11,éO

A (2.11) és (2.12) egyenletekből álló lineáris egyenletrendszer mátrixának
rangja 2n - 2, a (2.11/a) és (2.12/a) egyenletekből álló rendszer mátrixáé pedig
legfeljebb 2n - I, ezért az xi és Yi ismeretlenek közül minden esetben legalább
egy szabadon választható. Az így nyert X;, y1 konstansokat (2.8)-ba helyette
sítve kapjuk a feladat megoldását.
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f 3 Exponenciális vagy RAS eset 

(1.8) függvényegyenlet most

(2.13) A;JA?i · g;it)] = A,j{A;JA?i g;p.t)] · g[(l - J.) t]} 
(2.13) megoldása a Függelék II. Lemmája alapján

(2.14)

ahol Yu konstans. (2.14)-ből azonnal látható, hogy (1.1) és (1.2) csak akkor
teljesülhet, ha a;(t), bp) meghatározott exponensű exponenciális függvények
lineáris kombinációja, azaz

(2.15)
n 

a-(t) - ~ cx .. efi11t I - ~ lj 
s' r 

(2.16)

Belátható, hogy (1.1), (1.2) miatt ez csak akkor teljesülhet, ha

(2.17)

(2.18)

cxij = A9i 
{J;j = Y;; 

tehát A,)t) előállítása triviális.
Igen gyakran előfordul, hogy a;(t) és bp) értékét csak a t = 0 és t = t1

pontban ismerjük, (a?, at és bJ, bJ). Ebben az esetben is meghatározható A;p) 
IV. miatt most is

(2.19)

(2.19)-et (2.14)-be helyettesítve

(2.20) A;/t) = A9ie<x1+Y1)t 
ahol X;, Yi konstans. (2.20)-at (LI), (1.2)-be helyettesítve t = trre

(2.21)

(2.22)

Ha bevezetjük az

(2.23)

(2.24)

jelöléseket, akkor (2.21), (2.22)-ből a jól ismert RAS egyenletekre jutunk
(lásd [6)).

(2.25)
n 

_l; R;A~iSi = a} 
J=l
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(2.26)
n 
J; R; A?i Si = b} 
i=I

A RAS egyenletek megoldását egy iteratív algoritmussal, az ún. RAS módszer
segítségével határozhatjuk meg. A RAS módszer logikai vázlatát az alábbi
blokkdiagrammal szemléltetjük:

i.: = kívánt pontosság,
R',=Ű; minden i-re,s; =l; minden j -re

" 0J;A,iS;
j=l

minden i-re
Si=Sj miuden j-re

b\J

i=l

minden j-re

minden i-re

IR; -Ri I< e 
és JSi-s;l<e
mindeni, j-re

nem

R,, S1 ismeretében most már x;, Yi és A;it) könnyen nyerhető (2.23), (2.24) és
(2.20) segítségével.

(2.27)

(2.28)

(2.29)

x1 = ln (R;)/t1 

yj = ln (S1)/t1 
Á·(l) = AQ, eln(R;S1)t/t, - A9,(R S)t/11 

I) I} - I) I j 
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Eredményeink azt mutatják, hogy a RAS módszer alkalmazása nem minden
a(t), b(t) esetén vezet helyes eredményre. Szükséges feltétele, hogy A;lt) az idő
(2.20) alakú exponenciális függvénye legyen.

Ha a RAS módszer alkalmazásának feltételei teljesülnek, akkor létezik egy
olyan direkt eljárás, mely a RAS eredményeit jól közelíti. A következő fejezet
ennek a módszernek az ismertetésével foglnlkozik.

3. A RAS-módszer lineáris közelítése 

Tegyük fel, hogy az I-IV. feltételek teljesülnek t = trre és a RAS módszer
alkalmazható. Jelöljük

(3.1)

(3.2)

Alkalmazzuk e jelöléseket t = t1 esetén (2.20)-ra.

(3.3) At= A?k; + 1) (s1 +I)= A?1(I + r; +s1) + r;A?1s1 
r, és s1 lényegében véve A?1 relatív változása a sor, illetve oszlop ,,hatás"
miatt. Ha ez a változás nem túl nagy (empirikus tapasztalatok alapján, gya
korlati példák esetén 10-2 átlagos nagyságrendű), akkor r; + srhez képest
r;SJ elhanyagolható. A direkt módszer ezen a felismerésen alapul, s alkalmaz
hatóságát is ez szabja meg.

Keressük AlJ-et 
(3.4)

alakban. (3.4)-et mátrix alakban írva

(3.5)

(LI) és (1.2) miatt a és e a következő egyenletekből határozható meg:

(3.6) a0 + A0a + pa0 = a1

(3.7) 6° + &6° + A0r e= b1 
mivel p és a diagonál mátrixok és e és a az ezekből képezhető oszlopvektorok,
(3.6) és (3.7)-et átírhatjuk

(3.8)

(3.9)
alakba. a és e az

AOa + aOe = al - ao 
'boa+ AOT (!=bl - bo 

(~080) (a)= (ai-ao) 
b? AOT (! bl - bO 

inhomogén lineáris egyenletrendszerből határozható meg. Az egyenletrendszer
mátrixának rangja kisebb mint 2n, ezért legalább egy e1, vagy a1 komponenst
szabadon megválaszthatunk.

A módszer előnye, hogy direkt eljárás, ugyanakkor az AO zéruselemeit
éppúgy érintetlenül hagyja, mint a RAS módszer.

(3.10)
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Függelék 

Tegyük fel, hogy /(a, x), g(x) folytonos, monoton függvények, 0 ~ A~ 1 és
a tetszőleges paraméterek, akkor

I. Lemma 

Az
(I.l} /(a, x) =/[a+ g(x)] = f {f[a + g(Ax)] + g[(l - A)x]} 

függvényegyenletet csak a

(I.2}

(I.3}

g(x) = rnx + b 

[i«, x) = a + g(x) - b = a + mx 

típusú függvények elégítik ki, ahol m, b tetszőleges konstansok.

Bizonyítás 

f(a, x) monotonitása miatt (I.1)-ből

(I.4) a+ g(x) =/[a+ g(..1x)] + g[(l - A)x] 
(l.4)-be J. = l-et helyettesítve

(I.5) f[a + g(x)] = a + g(x) - g(O) 

(Löj-ből határozzuk meg f[a + g(Ax)]-et é8 írjuk (I.4)-be

(I.6) g(x) = g[J.x + (1 - J.)x] = g(Ax) + g[(l - A)x] - g(O)

Az (l.6) függvényegyenletet egyetlen függvénytípuR elégíti ki (Jásd (8]). még
pedig

(I. 7) g(:i;) = mx + b 

ahol m, b tetszőleges állandók. (I. 7)-et (l.4)-be helyettesítve A = 1 esetén

(l.8) /(a, x) =a+ mo: 

Az (l.8} típusú függvények (I.1)-nek valóban megoldásai.

11. Lemma 

Az 
(II.I) /(a, x) = f[a · g(x)] = f · {f[a · g(..1x)] · g[(l - A)x]} 
függvényegyenletet a # 0 esetén csak a

(Il.2)

(II.3)

g(x) = bemx 

a /(a, x) = -g(x) = a emx 
b 

típusú függvények elégítik ki, ahol m, b konstansok b =r6 O.
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Bizonyítás 

(Il.5)

f(cx., x) monotonitása miatt (II.1)-ből

(II.4) cx.g(x) = f[cx. · g()x)] · g[(l - },)x] 

(lI.4)-be A = 1-et helyettesítve

/(ex. · g(x)) = ex. g(x) 
g(O)

125

(II.5)-ből határozzuk meg f[cx. · (Ax)]-et és írjuk (II.4)-be

(Il.6) g(x) = g[)x + (1 - A) x] = g(}.x) · g[(l - A) x] 
g(O) 

A (Il.6) függvényegyenlet egyetlen megoldástípusa a szakirodalom szerint
(lásd [8]):

(II.7) g(x) = te= 
ahol b # 0, m, tetszőleges konstansok. (II.7)-et (Il.4)-be helyettesítve, ) = 1 
esetén

(II.S) f («, x) = ae"? 

A (II.S) típusú függvények (Il.1)-nek valóban megoldásai.

(Beérkezett: 1972. janiiár 20.) 
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SOME COMMENTS ON TH8 THEORY OF THE RAS METHOD

The paper deals with the extension and generalization of the RAS method which was
elaborated by some representatives of the Cambridge econometric school (M. Bacharach,
J. Bates, A. Brown, and R. Stone). According to the basic theorem the RAS method that
makes coefficient-forecasts by means of the basic period coefficient matrix of input-
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output schemes, and plan period row- and column-sums, is based upon the implicit
assumption that the change of technical coefficient in time shows an exponential trend.
The authors prove that this assumption is implied, indeed, by the RAS method and they
examine the case when the coefficients of the technological matrix depend linearly on
time, this case being as likely as the former from a practical point of view. It is characte
teristic both for their solution elaborated for the latter possibility, and for their (,,simpli
fied") RAS algorithm, an approximate of the original.RAS procedure, that the fore
casted coefficient matrix does not result as a solution of a complicated iterative process
but that of a comparatively simple linear equation system.

In the first part of the paper the authors collect the above propositions, and they set
up a general mathematical problem for which the RAS method initiated by W. E. Deming
and elaborated by Stone's team is one of the possible solutions. In the second chapter
they deal with the linear and exponential cases of the above generalized problem. In the
third part of the paper the original HAS method, th algorithm supposing exponential
dependence on Lime, is approached by a linear method. It results in vectors which play
economically the same role as the diagonal matrices fl and S of the RAS method do.

In í.he Appendix mat.hematical formulation and proof of two Lemmas support the
above propositions.

HEl{OTOPblE 3AMETl{vl I{ TEOPvlvl METOL(A PAW

Tpyn 3JHl!MaeTC51 pacnpocrpancaac« H 0606u~e1mCM MCT0/.(3 PAW, oöpaűorauuoro HCl{0-
TOpblMl1 npeACTélBHTCJl51MII IJ11(0Jlbl 3!{0H0MCT))l11{11 B r. l{CMÖJ)l1/l)I( (M. Eaicapa«, vi. Bere, A.
Bpayn 11 P. CTOH). no HCX0/~HOMY fl0JJO}l{CHHIO MCT0/:( PAW, l(OT0J)bll·Í npornoaupycr 1(03ljHJH!l\11-
eHTbl C nowoun.ro f<09<jl<)lH!.(IICHT-MJTpH!(Ca B 6a3HCHOM nep110/(C H cyMM CTPO'ICI( H cyMM CTOJIÖl\OB
B nJJJH0B0/11 nepaone, K0CBeHH0 öasapy TC51 I-la npcnnonouceuun, 'IT() 113MCIICHIIC IJ0 BJ)CMCIIH
HCl(0T0J)blX TCXHl!'ICCKl1X 1<03Q)(jJH!.(11CHT01) noxaauuacr 3i{CrlOl!CJ-ll\llaJlbllblfÍ TJ)CII/\. ABTOJ)bl )l0-
}{a3b/Bél!OT, 'ITO 3T0 «ocaeauoe nper1n0JI0)J(CHHC cyu\CCTByCT llHYTJ)H PAW-a, it f!OT0M 01-111
11CCJ1CJJ.YIOT TOT CJJy'laH, xorna 1(0::l<ptlJHL(HCIITbl npa!(Tl1'1CCl(0f0 Ma'rpHl(Crl JIMIICiiH0 aanucsrr OT
apevemr. 8 TO »ce BJ)CM51 5l[JJ151eTC51 xapa1('repHblM «a« /V151 HX pc111c111151, oőpaöorauuoro /.\Ml
nocnenneü B03M0)1{H0CTH, T31{ H /~Jl/1 (eynpoutcnnorna) PAW anropurv», rrp1-16J11-t)f(i1!0lllCl'0
opurturansuyio P'Alll-rrponenypy, 'IT0 1<0:➔<IJ<pH!.(11C11T-MaTp111,c nnauupycwnro rona 1Iony4JCTC51
Ile B peayrn.rare CJlO)l(l·IOf0 npouccca HTCpa1.111u, a 0 pcayru.rarc J)CIUCl·IH5l 0TH0CllTCHbllO npo
CT0IÍ Jll1HCi-ÍH0H CHCTeMbl ypaaueuaü.

8 nepaoü 'laCTH TPYJlél asropu 110).(b!TO}IUIBalOT 1JblWCYII0M5lHYThlC yC'ra1101111Cll1!5l II 1-13JlaraioT
Ta1<y10 06ll(y10 MaTeMaT1111ec1<y10 aa).(a'ly, 1u151 1<0T0JJ0H MCT0/\ PAW, 1-111cm1poua111-11,1ii B. E.
,[{CMMlffOM 11 06pa60Téll·IHbiÍÍ rpynnoü Croua, 510M!CTC51 0/(IIHM 11:J D03MQ)l(lll,IX pc111c1111/i. Bo
BT0POH rnasc 0111-1 3aHl1MéllOTC5l JJ11Hettllb1Ml1 11 31(CIJ0IIClll.ll13Jlbll!,1Mll CJJy'la51Ml1 llbl!IICH, 0606-
ll(eHH0H 3é!Ail4H.

8 rperseü uacr« TPY/~a OIH! np11ÓJIH)J{é!IOT JJHl·ICJ.íllblM MCTO/\OM 0J)lll'Hllé!Jlbllhll•Í MCT0/\ PAW,
T. e. anroparv, npeanonarasouiaü 31(CflOl·ICHL(HélJlhllYIO 3al311CHM0CTb OT npCMCHH, Peayru.rar,
fl0JlytJCHHblii peureuaea, nacr IJCl{T0J)hl, «oropue B :11<01-10Ml1'ICCl(OM CMblCJIC Bbff!0Jlll5110T TY )l(C
POJlb, lJTO nuaronansuue Mé!TpH!.(bl B MCT0/.(e PAW. 

8 A0Öé!BJICHHH MaTeMaTH'ICCl(QC 113J10)t(Clll1C H /Wl{él~!élTCJlbCTBO nnyx JlC/IIM CJlY)KJT 110)1.TBCp
}l<AeHHCM 0b1Weyn0M51HyToro npC).(fl0J10)1{CHH5l.


