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A KVAZI- ES ALTALANOSITOTT HIPERBOLIKUS
DISZKONTALAS HOSSZU TAVON!

NESZVEDA GABOR - DEZSO LINDA
,,Lendilet” Kutatocsoport, Budapesti Corvinus Egyetem — Bécsi Egyetem

Az intertempordlis dontések fontos szerepet jatszanak a kozgazdasigi mo-
dellezésben, és azt irjak le, hogy milyen atvaltast alkalmazunk két kiilonb6zé
idépont kozott. A kozgazdasdgi modellezésben az exponencialis diszkontalas?
a legelterjedtebb, annak ellenére, hogy az empirikus vizsgédlatok alapjan gyen-
ge a magyarazé ereje. A gazdasdgpszicholdgidban elterjedt dltaldnositott hi-
perbolikus diszkontalds viszont nagyon nehezen alkalmazhaté kozgazdasagi
modellezési célra. fgy tudott gyorsan elterjedni a kvazi-hiperbolikus disz-
kontdlasi modell, amelyik gy ragadja meg a f6bb pszicholdgiai jelenségeket,
hogy kezelheté marad a modellezés sordn. A cikkben azt allitjuk, hogy hibas
az a megkozelités, hogy hosszu tavi dontések esetén, foleg sorozatok esetén
helyettesithet6 a két hiperbolikus diszkontalds egymassal. fgy a hosszu tava
kérdéseknél érdemes feliilvizsgalni a kvazi-hiperbolikus diszkontalassal kapott
eredményeket, ha azok az altalanositott hiperbolikus diszkontalasi modellel
valé helyettesithetdséget feltételezték.

Kulcsszavak: kvazi-hiperbolikus diszkontalas, dltalanositott hiperbolikus disz-
kontdlas, intertemporalis dontések.

Bevezetés

Az értékek és hasznossigok dtvéltasa a kiilonbozé idépontok k6zott alapvetd-
en hatarozza meg az élet szinte 6sszes teriiletét. A kozgazdasigi modellezést
mind a mai napig Samuelson (1937) vdrhatd diszkontdlt hasznossdgi modellje
dominalja. Ez az exponencidlis diszkontdlasra épiil, és az ismert modellek
kozott az egyediili konzisztens diszkontélasi forma (Koopmans 1960). Ezt a
gondolatmenetet azonban mar régdta kritika vezi (Bohm-Bawerk 1888-1930,
Strotz 1955), mivel a tapasztalat nem tdmasztja ald a hasznédlatdt. Mér a
legels6 kritikai észrevételekben megemlitik, hogy az emberi természet hajla-
mos a jelenbeli hasznossdgokat feliilbecsiilni, mig a jovébeli hasznossagokét
aranytalanul alulbecsiilni. Késobb a kisérletek alapjan mar egyértelmiivé
valt, hogy az elméletben elfogadott egységes konzisztens kamatlab elmélete
nem firja le j6l az emberi dontések jellegét. Az exponenciélis diszkontéldshoz
képest szdmos anomalidt figyeltek meg (Benzion et al. 1989, Thaler 1981).
A legjelentésebbek az idéinkonzisztencia, a nyereség-veszteség aszimmetria,
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a nagysagi hatas, a gyorsitas és lassitas aszimmetridja és a pozitiv sorozat
preferdldsa. Az alternativ diszkontaldsi modellt elészor allatkisérletek alapjan
formalizaltak (Ainslie 1975, 1992) és a diszkontratat hiperbolikus formaban
adtdk meg.

Ezt tobben kiilénb6z6 formédban médositottdk (Mazur 1984, Harvey 1994),
de egyik moédositott modell sem tudta kelléen dltalanosan megfogni a felfe-
dezett anomdlidkat. Ebben hozott Gjat az dltaldnositott hiperbolikus diszkon-
talds (Loewenstein-Prelec 1992). Az dltaldnositott hiperbolikus diszkontélds
egységesen tudta kezelni az anomaélidkat az értékfiiggvény alkalmazédsdaval. A
kilataselméletben (Kahneman-Tversky 1979) hasznalt értékfliggvény segitsé-
gével mind a nyereség-veszteség, mind a nagysagi hatas magyarazhatova valt,
mig az altalanositott hiperbolikus megkozelités lehetGséget adott a kisérle-
tekkel megismert emberi viselkedés kelléen altalanos lefrasara. Viszont ez a
diszkontalasi fiiggvényforma nehezen kezelheto, igy oOsszetettebb modellek-
ben nem jol alkalmazhaté. Emiatt tudott gyorsan és kénnyen teret nyerni a
kvazi-hiperbolikus diszkontalds (Laibson 1997), amely az exponenciélis disz-
kontélast kiegészitette egy linedris jellegii fix koltséggel. A kvazi-hiperbolikus
diszkontdalas hasonld id6inkonzisztens viselkedést ir le, mint a hiperbolikus
diszkontdlas, de egy sokkal egyszeriibb és kezelhetobb formaban.

A kvézi-hiperbolikus diszkontélds alapgondolata, hogy exponencidlis disz-
kontdlast kovet a dontéshozd, de a jelen felé torzit azzal, hogy egy konstans-
sal mindent leértékel, ami a jovOben torténik (Phepls-Pollack 1968). Mivel
a kvazi-hiperbolikus diszkontalds lényegesen kezelhetobb a modellekben, de
egyben megragadja az altalanos hiperbolikus viselkedés két legfontosabb tu-
lajdonsagét (bar nem ragadja meg az anomélidkat), mind a nemzetkozi (Laib-
son 1997, Donoghue-Rabin 2000), mind a hazai szakirodalomban (Nagy 2011)
elOszeretettel hasznaljak a hiperbolikus diszkontalas helyettesitésére.

Cikkiinkben azt mutatjuk be, hogy a két diszkontaldsi modell hosszu tavia
dontések esetében kilonbozé eredményre jut, féleg sorozatok esetén. Ezért
olyan helyzetek modellezésére, ahol hosszu tavi kérdések is felmeriilnek, nem
lehet kozelitéen helyettesiteni egymassal a két diszkontalasi fiiggvényt.

A diszkontalasi modellek és az adodo anomaliak

Az exponencialis modell

Samuelson (1937) diszkontélt hasznossigi modellje a legelterjedtebb a koz-
gazdasigi elemzésekben és modellezésben. A modell szerint a dontéshozé egy
(co,-..,cr) fogyasztési tervet akkor és csak akkor preferdl egy (cf),...,cr)
fogyasztasi tervvel szemben, ha Y1 8tu(c;) > 30, 8'u(c;) , ahol & jeldli a
diszkontfaktort és ¢t az id6t.

Ezt a modellt szokas exponencialis modellként is hivatkozni, mivel a disz-
kontfliggvény az exponencidlis fiiggvényt koveti:

6= (lir)t’
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ahol r jeloli az egységnyi (egy idGszakra felszamitott) kamatldbat.

Ez a modell széles korben elterjedt konzisztens tulajdonsagai és jol kezel-
hetOsége miatt. Viszont az empirikus eredmények azt mutattdak, hogy a valds
emberi dontések jellegét nem irja le helyesen.

A legfontosabb anomaliak
Azonos kiilonbség hatasa

Ha megvizsgaljuk a diszkontalt hasznossagi modellt, akkor az alapjan a két
kiillonboz6 idépontbeli fogyasztas kozotti preferenciat csak a két idépont ko-
z0tt eltelt id6 hatdrozza meg (Loewenstein-Prelec 1992). Ez adja az ,,id6ben
konzisztens” tulajdonsagat, ami kulcskérdés a diszkontalt hasznossdg axio-
matikus levezetésében (Koopmans 1960). De a gyakorlatban gyakran meg-
fordulhat a preferencia két késleltetett hasznossag kozott, ha mindkettot azo-
nos mértékben eltoljuk. Thaler (1981) hires példéja jol rdmutat erre: valaki
konnyen preferdlhat egy almat ma, holnapi kettével szemben, ugyanakkor
inkabb valasztja a két almat 51 nap milva, mint az egyet 50 nap milva.

Az azonos kiilonbség hatésa (The Common Difference Effect) inkonzisz-
tens viselkedéshez vezet, ami az egyik leger6sebb anomaélia. A megfigyelések
szerint a legerésebb inkonzisztencia a jelen és a jovObeli hasznossagok kozott
van (Present Bias), azaz a jelen felé torzitunk leginkdbb. Ez egyben azt is
jelenti, hogy minél hosszabb idGintervallumrdl van sz6, anndl jobban csokken
az egységnyi diszkontrata.

Formalizélva: Ha egy t id6 elteltével kapott x1 hasznossagot ekvivalensnek
tart egy ¢ > ¢ 1d6 elteltével kapott x5 > x1 hasznossdggal, abbdl kovetkezik,
hogy tetszdleges € > 0 iddvel eltolva t-t és t'-t, a kés6bb kapott nagyobb hasz-
nossagot jobbra értékeli. Azaz ha U(xy,t) = U(xa,t'), akkor U(zy,t +¢) <
U(zo,t' +¢) .

Nagysagi hatas

A nagységi hatds (Absolute Magnitude Effect) alapjan az emberek a nagyobb
értékeket alacsonyabb kamatratdval diszkontaljdk, mint a kisebb értékeket
(Thaler 1981). A hatds magyardzata és modellezése nchezen megoldhatd.
Az ltalanositott hiperbolikus modell az értékfiiggvény (Kahneman-Tversky
1979) megkozelitéssel, mig Benhabib et al. modellje (Benhabib et al. 2010)
az egyszeri fix koltség felszamitasaval magyardzza a nagysagi hatast. For-
malizdlva: ha van két kis hasznossig (jelolje a ,,k” fels§ index) kiilonb6z6
idépontokban és van két nagy hasznosség (,,n”-nel jelolve) ugyanabban a két
idopontban, s ezek ekvivalens értéket képviselnek a dontéshozénak, akkor
az eltelt id6 a kis hasznossagra gyakorol nagyobb szazalékos hatast, azaz a
kis hasznossagndal nagyobb az elvart hozam. Azaz, ha t' > t és U(zk,t) =
U(zk, ') és U(a,t) = U(xh,t'), akkor sziikségszertien
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Nyereség-veszteség aszimmetria

A klasszikus megkdozelitésben a feltételezések kozott szokott szerepelni, hogy
mind a nyereségeinket, mind a veszteségeinket a piaci kamatlab alapjan disz-
kontaljuk. A kisérletek alapjén viszont a nyereségeinket nagyobb kamatlab
mellett diszkontédljuk, mint a veszteségeinket (Loewenstein 1987): ez a nye-
reség-veszteség aszimmetria (Gain-Loss Asymmetry). Formalizélva: ha két
idopont kozotti két hasznossdg ekvivalens egy dontéshozonak, akkor a nye-
reség hozama nagyobb, mint a veszteségé. Azaz, ha t' > t, a nyereség fels
indexe ,,n”, és a veszteségé ,,v", valamint: U(z],t) = U(z5,t') és U(zy,t) =
U(zy,t'), akkor

Késleltetés és felgyorsitas aszimmetria

Scholten és Read (2011) a kovetkezd példaval mutatja be a késleltetés és
felgyorsitas aszimmetridjat (Delay-Speedup Asymmetry). Képzeljik el, hogy
megrendeltiink egy csomagot. Ha megkérdeznék, hogy mekkora kompenzaciot
lennénk hajlanddak elfogadni, azért mert a csomag késik egy hetet, akkor az
elvart kompenzacio az egy hét késésért lényegesen nagyobb, mint amit azért
lennénk hajlanddak fizetni, hogy egy héttel korabban kapjuk azt meg. For-
malizalva: ha egy adott x hasznossiagot egy adott ¢ idoponthoz képest € > 0
idGintervallummal eltolunk, akkor annak a hozama magasabb, mint ha ezzel
az € > 0 idSintervallummal el6rébb hozzuk. Azaz

Ux,t+e) U(z,t)
Ut ~ Uli-e)

Eloszlasi hatas

A raciondlis déntéshoz6 a hamarabb elérhet6 hasznossagot preferalja az azo-
nos mértékl késébbivel szemben. Ezzel szemben a kisérletek ramutatnak az
eloszldsi hatdsra (Preference For Spread). Az eloszlasi hatds szerint a don-
téshozo preferalja, ha egyenletesen oszlik el a fogyasztasi palya. Példaul, ha
a résztvevok donthettek, hogy a kovetkezd harom hét soran mikor hasznaljak
fel az ajandékba kapott éttermi kuponjukat, akkor a tobbség a masodik hetet
valasztotta, mig ha két kupont is fel tudott hasznélni, akkor az elsé és a har-
madik hetet (Frederick et al. 2002).

Novekvé sorozat preferaldsa

A névekvd sorozatok preferdlasa (Preference for Improving Sequence) azt je-
lenti, hogy az emberek, ha megvélaszthatjik a bevételeik kifizetési sorozatat,
akkor a novekvot preferdljak a csokkenovel vagy éallandéval szemben még
akkor is, ha raciondlis feltevések mellett nem azt kellene (Frederick et al.
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2002). Ez a hatéas leginkabb a bérezési modelleknél meriilt fel, ahol a munka-
vallalé inkabb egy névekvé bért akar kisebb kezdeti bérrel, mint egy csokkendt,
ahol a kezdeti fizetése lenne a magasabb (Loewenstein—Sicherman 1991).

Hiperbolikus modellek

A jelenséget eldszor dllatkisérletekben figyelték meg. A kisérletek alapjan az
allatok inkabb valasztjak a korabbi kisebb, mint a kés6bbi nagyobb jutalmat.
Az itt megfigyelt adatok alapjan a diszkontfaktort elészor a legegyszeriibb
hiperbolikus forméban adtdk meg (Ainslie 1975).

1
6=,
t

ahol § jeloli a diszkontfaktort (a jovébeli eseményeket ezzel a szdmmal szoroz-
va kapjuk a jelenbeli értékiiket) és ¢ az id6t.

Késébb az emberek viselkedésének megfigyelése alapjan az egy paraméte-
res modellt javasoltdk (Mazur 1984)

1
o6 =—,
1+ Ekt
ahol k a paramétert és t az idot jeloli.

Késébb szamos hiperbolikus fliggvényforméat megvizsgaltak, hogy meg-
talaljak a kellden erds magyardzé erével birdt. Példaul az ardnyos (propor-
tional) hiperbolikus diszkontdlast (Harvey 1994)

1
kE+t’
ahol k jeloli a paramétert és t az id6t.

Ezek a modellek mind leirtdk az emberek iddinkonzisztens viselkedését,
de az anomalidkra nem adott valaszt egyik sem. Réadasul egyik sem ragadta
meg elég erdsen a jelen felé valé torzitast.

6:

Az altalanositott hiperbolikus diszkontalas

A hiperbolikus diszkontédldsi modellek jél megragadtédk az inkonzisztens vi-
selkedést és jol illeszkedtek az allatkisérletekben megfigyelt adatokra is, de
szamos empirikus megfigyelést nem tudtak magyarazni. Tébbek kozott nem
tudtak magyarazni a nagysagi, nyereség-veszteség és a késleltetés-gyorsitas
anomalidt sem.

Ezeket a hianyossagokat oldotta meg az dltaldnositott hiperbolikus disz-
kontdlds modellje (Loewenstein-Prelec 1992). Az éltaldnositott hiperbolikus
diszkontalds modell két részbdl 4ll, melyben a kilatds elmélet (Prospect The-
ory) (Kahneman-Tversky 1979) alapjdn vett értékfiiggvény megkozelitéssel
tudja magyarazni az anomalidkat, mig az altalanositott hiperbolikus diszkon-
talasi fliggvény segiti az atvaltast két idépont kozott

n
U(Cl,tl, CQ,tQ, ceey O,L, tn) = ZU(Ci)@(ti) s

i=1
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ahol ¢(t;) jeloli a diszkont fliggvényt és v(C;) jeloli az értékfliggvényt.

Ez alapjan egy fogyasztasi palya hasznossaga megegyezik a fogyasztasok
értékfiiggvényével szamolt értékeinek diszkontdlt Osszegével. A diszkontdlasi
fliggvényt pedig a kovetkezo alakban szokas felirni

<p(t)=(1+at)_ﬁ/°‘, a, >0,

ahol « jeloli, hogy mennyiben tér el a dontéshozd az exponencidlis diszkon-
talastol. Altalénosségban kijelenthetd, hogy a novekedésével no a jelen felé
a torzitds. Mig ha a tart 0-hoz, akkor (t) = e~ és igy 3 a piaci kamatléb.
0 leginkabb a piaci kamatlab értékeként értelmezhetd.

A modell elénye, hogy magyardzza a nagysagi, nyereség-veszteség és a
késleltetés-gyorsitds anomaliat is. A jelen felé vald torzitast és az idéinkon-
zisztenciat a diszkontalasi fliggvény irja le, olyan médon, hogy annak mértéke
és jellege egyénenként tud véltozni a paraméterek segitségével. Példaul a ki-
lataselmélet értékfiiggvénye alapjan kijelentheto, hogy azért diszkontéljuk a
nyereségeket jobban, mint a veszteségeket, mert a nyereségek értékfliggvényé-
nek meredeksége kisebb, mint a veszteségek értékfiiggvényének meredeksége.
A nyereség-veszteség aszimmetridra vezethetd vissza a késleltetés-gyorsitds
aszimmetriaja is.

A szédmos hiperbolikus diszkontélds kozott érdekes kozos vondst tar fel
Ahlbrecht és Weber (1997) munkéja, amely szerint a hiperbolikus diszkonta-
lasi fiiggvény altaldnos alakban:

1

6 — _(1—|—7‘)‘X(t) )

ahol a(t) az id6érzékelést jelenti és r a kamatlébat.

Ha «(t) linedris, azaz lényegében t-vel egyenld, akkor visszakapjuk az
exponenciglis diszkontéldst. Ha a(t) konkdv, akkor a hiperbolikus diszkon-
talasokat kapjuk vissza. Ezen beliil:

e Ha aft) = %, akkor Mazur (1987) modelljét kapjuk meg: ¢ =
(14 kt)~ L

e Ha aft) = %Z, akkor az altalanositott hiperbolikus diszkontalast
kapjuk meg: § = (1 + gt)~"/9 (a paramétereket most g-vel és h-val
jeloltiik, hogy ne keveredjen az id6érzékelés paraméterével a jelolés).

Ez a formalizédlas jol ramutat arra, hogy az idéérzékelés modja lehet az egyik
magyarazo eré a hiperbolikus diszkontfiiggvények mogott. Ez alapjan a hi-
perbolikus diszkontfiiggvények id6érzékelése konkav, szemben példaul az ex-
ponencialissal, ahol linearis.

A kvazi-hiperbolikus diszkontalas

A kvézi-hiperbolikus diszkontalast alapvetéen elészor a generdcidk kozotti
dontéshozatal makroszinti modellezésére taldltédk ki (Phelps — Pollack 1968).
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Phelps és Pollack (1968) alapgondolata szerint az exponencidlis diszkontéldst
hasznalva mindenki ugy dont, hogy a sajat és az Osszes tObbi generacionak
egylittesen a legjobb legyen. Viszont a jelenlegi generacio leértékeli a jovobeli
generaciok hasznossagat, és igy torzit a sajat értékei felé. A kvazi-hiperboli-
kus modell ezt egy 6 < 1 szorzdval veszi figyelembe

1

e

ahol t > 0 és csak egész szamokon van értelmezve, r pedig a kamatlab.

A modell egyszertisége és a jol kezelhetdsége miatt kés6bb mas jelenségek
vizsgalatakor is hasznalni kezdték, és kvazi-hiperbolikus diszkontalasként valt
ismertté. Laibson (1997) hasznélta el6szor ezt a fiiggvényformét kifejezetten
a hiperbolikus diszkontdlas hatasat vizsgalva a makrogazdasagi folyamatok-
ban. Késobb altalanossa valt az a felfogas, hogy a modellezés sordan az em-
pirikus eredményekre legjobban illeszkedd és azokat legjobban megragadd
altalanositott hiperbolikus diszkontalas helyettesitheté a kvazi-hiperbolikus
fliggvénnyel, mivel a lényegi részét ugyanigy megfogja. Vagyis a helyet-
tesitéskor csak bizonyos tulajdonsagok teljesiilését kovetelik meg, mikozben
egyértelmi, hogy a két fliggvényforma alapjaiban mas, igy sz6 sem lehet egy-
szertsito atalakitasrél. Mikozben a helyettesités egyre elterjedtebb szakmai
elemzésekben, a mai napig nem sziiletett elemzés arrdl, hogy milyen esetben
miikodik, és milyen esetekben nem alkalmazhaté a kvézi-hiperbolikus modell
az altalanos hiperbolikus helyettesitéseként. Cikkiink tovabbi részében ezt
vizsgaljuk.

A helyettesithet6ség alapgondolata

A kvéazi-hiperbolikus diszkontéldssal valé helyettesitést Laibson (1997) mér
emlitett cikkére lehet visszavezetni, melyben ¢ maga igy érvel a kvazi-hiper-
bolikus diszkontfiiggvény hasznalata mellett: ,,Ez a diszkontalasi struktira
jol utanozza a hiperbolikus diszkontalasi fiiggvények kvalitativ tulajdonsagait,
mikozben megtartja az exponencidlis fliggvény konnyti kezelhetGségét” (Laib-
son 1997, 450. o0.). A késébbiekben erre hivatkozva tekintik helyettesithetének
az altalanositott hiperbolikus fliggvényt és a kvézi-hiperbolikus fliggvényt
(Angeletos 2001, Laibson 2007, Nagy 2011).

Laibson a cikkében csak két tulajdonsagot emlit, amit meg tud ragadni
a kvazi-hiperbolikus diszkontdlds. Az egyik az inkonzisztens viselkedés a
jelen és a jov6beli vagy akar két jovébeli preferencia kozott. A maésik az id6
hosszdnak névekedésével csokkend egységnyi diszkontrata. Azaz az exponen-
cidlis 6 diszkontdlas esetén —f'(t)/f(t)-t egy konstans diszkontrata jellemzi
(log(1/6), mig az altaldnositott hiperbolikus esetén a diszkontrata folyama-
tosan csokken, ha az id6 hossza nd, a §/(1 + at) figgvényt kovetve.

Ezek az allitasok nem garantaljak, hogy a két mdédszer minden téren ele-
gendden hasonlé kovetkeztetésekre jut.
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Sorozatok diszkontalasa

Hosszi tavia dontések modellezése sordn sokszor nem egyszertien egy tavoli
esemény diszkontaldsat feltételezik, hanem még tovabb mennek és sok egymast
kovetd hasznossagét. Hosszu tava dontést vizsgalunk példaul akkor is, amikor
a dontéshozé egy életciklus modellben dont a varhaté jovedelmei és kiaddsai
fliggvényében, vagy hosszi tavu egyensilyok elemzésekor, vagy olyan Gssze-
fliggések esetében, mint példaul az orokjaradék. Ezeknél nem egyszeriien
hosszi tavi dontésekrdl van sz4, hanem sorozatok értékelésérdl is. A soroza-
tok pontos diszkontdlasat még nehezen kezeli a szakirodalom, de az biztos,
hogy tobb hatés is torzitja (eloszlasi, névekvé sorrend), ami miatt nem te-
kinthetiink ra gy, mint a sorozat tagjai diszkontalt értékeinek Gsszegére.

Az orokjaradék példdjan azt mutatjuk be, hogy az altaldnositott hiper-
bolikus diszkontalas helyettesitése a kvazi-hiperbolikus diszkontélassal vi-
szont még akkor is problémakhoz vezet, amennyiben tugy tekintjiikk, hogy
a dontéshozo egymastdl fliggetleniil egyenként diszkontalja a jovobeli sorozat
elemeit.

Az orokjaradék

Az orokjaradék az egyik legegyszeriibb sorozat. Az orokjaradék esetében
minden idGszakban kapunk a végtelenségig egy adott C Osszeget és az a
kérdés, hogy ez mennyit ér nekiink a jelenben. Masképp fogalmazva mekkora
a nettd jelenértéke egy ilyen orokjaradéknak. Az exponencialis diszkontéldst
hasznélva erre egy viszonylag egyszerii formulat kapunk, ahol egy érokjaradék
értéke C/r. (Egyszerli végtelen mértani sor Gsszegképlet alapjan, ahol r a
kamatlab.)

Ezek utan vizsgaljuk meg a kvazi-hiperbolikus diszkontalast. Ebben ez
esetben az eredmény 3C/r lesz, ahol § a kvazi-hiperbolikus modellbél ismert,
a jelen felé torzitas mértékét adja meg. Ez szintén egy egyszerii, jol megfog-
haté formula.

Mikozben az altalanositott hiperbolikus modell alapjan még az sem ga-
rantalt, hogy a nettd jelenérték egy véges érték, addig a kvazi-hiperbolikussal
szamolt netté jelenérték mindig egy véges érték.

Allitas. Amennyiben az dltaldnositott hiperbolikus modell paramétereire igaz
az, hogy B szigorian nagyobb, mint «, akkor az érokjdradék netto jelenértéke
véges érték, mig ellenkezd esetben nem.

Bizonyitds. A kérdés az, hogy a >_,(1 + at)~5/® végtelen sor mikor
konvergens és mikor nem. Konvergens akkor és csak akkor lesz, amikor a
>.n" P (p € IR) konvergens. A Cauchy-féle kondenzacids teszt szerint mo-
noton fogy6, pozitiv tagi sorokra > 2 a, véges akkor és csak akkor, ha
> ooe 2"agn véges, ami ebben az esetben azt jelenti, hogy p > 1. Tehét az
eredeti egyenlet esetében a 3 > « feltételnek kell teljesiilnie, hogy konvergens
legyen a sorosszeg. O

Osszefoglalva, az altalanositott hiperbolikus diszkontalds esetén az Orok-
jaradék akkor és csak akkor konvergens, ha 8 > «a, mig a kvazi-hiperbolikus



A kvazi- és altalanositott hiperbolikus diszkontéldas hosszii tavon 171

esetében mindig konvergens. fgy az orokjaradék esetében az altalanositott
hiperbolikus diszkontalds alapjaiban juthat mas kovetkeztetésre, mint a kvézi-
hiperbolikus.

Hosszu tava hatarérték

Ahlbrecht és Weber (1997) modellje alapjén jél 1athatd, hogy a kvazi-hiperbo-
likus diszkontalas az ido linedris érzékelését feltételezi egy szakadési ponttol
eltekintve, mig az altaldnos hiperbolikus modell az id6 konkav érzékelését
feltételezi (a = 0 kivételével). Mar énmagaban ez is jelzi, hogy hosszi tdvon
a két fuggvény drasztikusan masképp szamol.

A kiilonbség az egységnyi kamatldbak kozott akkor a leglatvanyosabb,
ha t tart végtelenbe. A kvézi-hiperbolikus diszkontalds egységnyi kamatlaba

r-be tart:
1 1
= lim {/B—m—ov = —— .
6 il \/ﬂ(l—l—r)t 147

Az altaldnositott hiperbolikus diszkontélds egységnyi kamatldba ezzel szem-
ben 0-ba tart (o > 0), igy

1 1
6=1lm }/—————==-=1.
e (1+ at)b/ 1

Nagyon hosszi tavon az altaldnositott hiperbolikus modell egységnyi ka-
matlaba 0-ba tart, igy egységnyi idéért a végtelenben mar nem kér semmit.
A kvézi-hiperbolikus diszkontéldsndl is folyamatosan cstkken az egységnyi
kamatlab, de legalabb egy konstans r > 0 kamatlabat mindig felszamit.

Hosszu tavia kiillonbségek becslése megfigyelések
alapjan

Ahhoz, hogy hosszi tavra megbecsiiljiik a modellek értékeit, egy kisérletet
végeztiink. Kisérletiinkben egyetemistdkat kérdeztiink meg, hogy egy adott
nagysagu nyereséget vagy veszteséget mekkora Gsszegért lennének hajlandé-
ak id6ben eltolni. Ezek alapjan kaptuk meg a tébb mint 100 résztvevonél
(N = 113), hogy 5000, 85 000, 1 200 000 forint esetén mennyiért lennének
hajlandéak elfogadni 3, 6, 9, 12, 18 hénapnyi cstszdst (veszteség esetén meny-
nyit lennének hajlandéak maximum fizetni a cstszésért). Ezen értékek alap-
jan egy atlagos kamatlabat kaphatunk mind az 0sszeg nagysiga, a nyereség-
veszteség dllapota, mind az id6 miilésa tekintetében. A kamatlabakbdl pedig
kiszamolhatjuk az egységnyi diszkontratat, amely a harom hénapos kamat-
labnak felel meg. Ezzel kiilonbo6zo6 idotavra felszamolt kamatokat egységesen
Ossze tudunk hasonlitani. Ha megvizsgaljuk ezeket az atlagos egységnyi disz-
kontrata értékeket, akkor azok jol reprezentaljak az eddig mar ismertetett
anomalidkat, tehat 6sszhangban vannak az eddigi megfigyelésekkel.



172 Neszveda Gabor — Dezsé Linda

3 hénap 6 hénap 9 hénap 12 hénap 18 hénap

Nyereség: 5000 HUF 0,23 0,18 0,15 0,12 0,11
Veszteség: 5000 HUF 0,19 0,12 0,10 0,09 0,07
Nyereség: 85 000 HUF 0,10 0,08 0,08 0,06 0,05
Veszteség: 85 000 HUF 0,11 0,06 0,05 0,04 0,03
Nyereség: 1200 000 HUF 0,10 0,09 0,06 0,05 0,04
Veszteség: 1200 000 HUF 0,06 0,05 0,03 0,03 0,02

1. tdbldzat. Egységnyi diszkontrata dtlaga (3 hénap). Forrds: Sajit készitésii.

Benzion és térsai (1989), az adatok szempontjabdl egyik leghivatkozot-
tabb cikkiikben hasonlé értékekre jutottak. Ez a cikk elsGsorban arra iranyul,
hogy kisérletekkel bizonyitsa, hogy az emberek kiilonb6z6 koriilmények kozott
(nyereség-veszteség, pénz nagysaga. ..) mas-més kamatldbat hasznalnak. fgy
egyértelmiien elvethetd az a pénziigyi feltételezés, hogy a dontéshozok min-
den helyzetben a piaci kamatlabat hasznaljak a diszkontdlasra. Osszesen 204
egyetemista didk valaszai alapjan kaptak az alabbi tablazatokat, ami jelen
elemzésiink soran idedlis arra a célra, hogy a vizsgalt Osszefliggéseket egy
figgetlen adathalmazon is vizsgaljuk a sajatunk mellett.

Nyereség (USD) 0,5 év 1év 2 év 4 év

40 0,60 0,39 0,26 0,22
200 0,43 0,26 0,23 0,20
1000 0,41 0,28 0,20 0,19
5000 0,18 0,16 0,15 0,12

2. tdbldzat. Egységnyi diszkontrata (6 hénap) édtlaga
nyereség elhalasztasanal. Forrds: Benzion et al. 1989, 276 o.

Veszteség (USD) 0,5 év 1 év 2 év 4 év

40 0,33 0,22 0,19 0,14
200 0,26 0,17 0,16 0,13
1000 0,22 0,16 0,15 0,12
5000 0,15 0,11 0,09 0,08

8. tdbldzat. Egységnyi diszkontrata (6 hénap) édtlaga
veszteség elhalasztasandl. Forrds: Benzion et al. 1989, 276 o.

Mindegyik esetben lathat6 a magas kezdeti érték és hogy idében cstkken
az egységnyi kamatldb. A kovetkezékben a sajat és az 6sszehasonlité nemzet-
kozi adatokon egyarant bemutatjuk az altalanositott és a kvazi-hiperbolikus
diszkontélas illeszkedését. Mivel mindkét modell két paramétert hasznal,
azonos szabadsagfokkal rendelkeznek, igy ezt nem kell kiegyensilyozni, az
abszolut eltérés Gsszege kielégitoen kifejezi az illeszkedés josagat.

Eloszor a sajat adatokat mutatom be aszerint, hogy veszteségrol vagy nye-
reségrol van-e sz0, és hogy mekkora 6sszeg kapcsan valaszoltak a résztvevok.
Jél lathato, hogy a 4. és az 5. tablazatban talalhaté 6 esetbll 4-szer az
altalanositott hiperbolikus modell adott jobb illeszkedést, 2-szer pedig a kvazi-
hiperbolikus modell. Ami még érdekes, hogy mindegyik esetben o > 3, ami,
mint lattuk, azt jelenti, hogy tetszoleges dllapotban azt kapjuk eredménytl,
hogy az altalanositott hiperbolikus modellezés esetén egy orokjaradék nem
véges szam, mig a kvazi-hiperbolikusndl igen. Tehat a két modell kiilonb6z6
kovetkeztetésre jut a tapasztalati adatok alapjan kalibrélva.
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Nyereség Alt. Alt. Kvazi- Kvazi- Alt. Kvazi-
(HUF) hiper- hiper- hiper- hiper- hiper- hiper-
bolikus bolikus bolikus bolikus bolikus bolikus
a Jé] Jé] r abszolit  abszolut
paraméter paraméter paraméter kamatlab hiba hiba
5000 0,70 0,26 0,85 0,08 0,10 0,12
85000 0,70 0,13 0,96 0,04 0,05 0,07
1200000 2,57 0,21 0,91 0,02 0,08 0,07

4. tdbldzat. A modellek paraméterbecslései és az illeszkedés hibai nyereségben a sajat kisérlet
alapjan. Forrds: Sajat készitésii.

Veszteség Alt. Alt. Kvazi- Kvazi- Alt. Kvazi-

(HUF) hiper- hiper- hiper- hiper- hiper- hiper-

bolikus bolikus bolikus bolikus bolikus bolikus

a Jé] Jé] r abszolut  abszolut

paraméter paraméter paraméter kamatldb hiba hiba
5000 1,53 0,26 0,87 0,05 0,04 0,09
85000 9,70 0,39 0,92 0,01 0,03 0,03
1200000 2,23 0,11 0,95 0,01 0,01 0,03

5. tabldzat. A modellek paraméterbecslései és az illeszkedés hibai veszteségben a sajat kisérlet
alapjan. Forrds: Sajat készitésii.

A Benzionék cikkében ko6z6lt adatok hasonlé eredményt mutatnak. A 6.
és a 7. tablazatbdl kiolvashatéan — amelyeket a hivatkozott cikk adataibdl
szamoltunk ki —, az illeszkedés josaga még kiegyenlitettebb, mivel a 8 esetbol
4-4 esetben illeszkedik jobban az egyik, illetve a masik modell. Viszont a
Benzionék cikkében szerepl6 adatok alapjan is minden esetben o > (.

Nyereség Alt. Alt. Kvazi- Kvazi- Alt. Kvazi-

(USD) hiper- hiper- hiper- hiper- hiper- hiper-

bolikus bolikus bolikus bolikus bolikus bolikus

a Jé] Jé] r abszolit  abszolut

paraméter paraméter paraméter kamatlab hiba hiba
40 0,70 0,41 0,85 0,16 0,20 0,05
200 0,32 0,28 0,92 0,16 0,10 0,05
1000 0,29 0,25 0,91 0,14 0,15 0,06
5000 0,44 0,19 0,95 0,10 0,02 0,08

6. tabldzat. A modellek paraméterbecslései és az illeszkedés hibai veszteségben a Benzion cikk
alapjan. Forrds: Sajat készitésii.

Veszteség Alt. Alt. Kvazi- Kvazi- Alt. Kvazi-

(USD) hiper- hiper- hiper- hiper- hiper- hiper-

bolikus bolikus bolikus bolikus bolikus bolikus

a Jé] Jé] r abszolut  abszolut

paraméter paraméter paraméter kamatldb hiba hiba
40 0,79 0,29 0,91 0,11 0,05 0,09
200 0,39 0,20 0,94 0,11 0,05 0,05
1000 0,36 0,19 0,95 0,10 0,04 0,06
5000 0,41 0,12 0,96 0,06 0,03 0,01

7. tabldzat. A modellek paraméterbecslései és az illeszkedés hibai veszteségben a Benzion cikk
alapjan. Forrds: Sajat készitésii.

Kijelenthetjiik, hogy mind sajat megfigyeléseink, mind a hivatkozott cikk

szerint a megfigyelt adatok abba a tartomanyba esnek, ahol a két diszkontalasi

modell teljesen mas eredményre jut, példaul egy orokjaradék esetében, ami
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alatamasztja a két modell helyettesithetoségének megkérddjelezhetOségét ilyen
tipusu problémak esetén. Ez minden olyan esetben komoly problémékat vet-
het fel, ahol sorozatok értékelésérdl van sz6 és hosszu tavu elemek is vannak a
sorozatban. A helyettesithetdség probléméja ugyanakkor nem csak sorozatok
esetén mertl fel. El6fordulhat olyan hosszu tava dontési helyzet, ahol mar
egyszeri diszkontdlas esetén is méas eredményre jut a két diszkontalasi modell.
Ha megvizsgaljuk, hogy a megfigyelt adatokra illesztett modelleknél mennyi
id6 utén érjiik el azt az dllapotot, hogy az egyik modell (ez mindig a kvézi-
hiperbolikus) legaldbb kétszer akkora kamatot szamit fel, mint a mésik, azt
kapjuk, hogy ez viszonylag hamar megtorténhet.

A Benzion et al. cikk adatai alapjan kijelentheté, hogy barmekkora
pénzrol van szd, és attdl is fliggetleniil, hogy nyereségrol vagy veszteségrol
van-e sz0, 7,5 év utan mar legalabb kétszeres a kiillonbség. Sajat adatbazisunk
eredményei valamivel arnyaltabb képet mutatnak.

Nyereség (HUF) Negyedév
5000 16
85000 19

1200000 19

Veszteség (HUF) Negyedév
5000 16
85000 34

1200000 35

8. tabldzat. Mennyi id6 utdn lesz legaldabb kétszeres kiilonbség a két modell
kamatratai kozott a sajat kisérlet alapjan. Forrds: Sajat készitést.

A 8. tdbldzatbdl l1dthatd, hogy mig nyereségben kis eltérés van a pénzossze-
gek nagysaganak tekintetében, de 5 év utdn mar minden esetben legalabb
kétszeres a kilonbség a két modell kozott, addig veszteségben mar lassabban
alakul ki ekkora kiilénbség. Azonban 10 év utdn mar itt is nagysagrendi a kii-
lonbség, vagyis még az emberek szamara fontos idétavon beliil kialakul ilyen
kiilénbség. A Benzion et al. cikk adatai alapjan viszont kijelentheté, hogy
12-13 félév utan mar kétszeres kiilonbség alakul ki. De itt is megfigyelhet6
az a tendencia, hogy minél nagyobb 0Osszegrol van szd, annal késobb alakul
ki ekkora kiilénbség, és az is megfigyelhetd, hogy a veszteségben atlagosan
szintén késébb alakul ki ilyen nagy kiilénbség. Tehat mindkét adathalmazon
azt a tendenciat lathatjuk, hogy a pénz nagysdganak novekedésével jobban
hasonlit a két modell eredménye egymasra, illetve azt is, hogy veszteségben
inkabb hasonlit a két modell kovetkeztetése egymasra, mint nyereségben.

Nyereség (USD) Félév
40 11
200 12
1000 13
5000 12

Veszteség (USD) Félév
40 11
200 13
1000 13
5000 15

9. tabldzat. Mennyi idd utéan lesz legaldbb kétszeres kiilonbség a két modell
kamatratai kozott a Benzion cikk alapjan. Forrds: Sajat készitést.
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(")sszefoglalés

Cikkiinkben a kozgazdasigi modellezés alapkérdései kozé tartozéd intertem-
poralis dontések modellezését vizsgaltuk. Mig a szokdsos elemzésben a mai
napig az exponencialis diszkontalds a legelterjedtebb, annak ellenére, hogy
gyenge leiré erével bir a megfigyelt adatok kapcsdn, az er6sebb magyarazo
erejii modellre igényt tartd elemzok szamara rendelkezésre all az altalanositott
hiperbolikus diszkontalas, ami viszont modellezési célra nehezen alkalmazhato
Osszetett fuggvényformaja miatt. Ezért terjedt el a kvazi-hiperbolikus disz-
kontdlas, amely megragadja az altalanositott hiperbolikus diszkontaldsi mo-
dell két legfontosabb tulajdonsagat, de ugy, hogy koézben konnyen kezelheto
marad. Ennek koszonhetoen elterjedt gyakorlat az, hogy a kvazi-hiperbolikus
diszkontdalast hasznaljak a modellezés soran, helyettesitve az altalanositott hi-
perbolikus megkozelitést, ami révid tavi dontéseknél nagyon jol is miikodik.

Hosszu tavi dontések kapcsan azonban a két modell helyettesithetésége
er0sen megkérddjelezhet6. Bar a kvazi-hiperbolikus modell jél megragadja
az altalanositott hiperbolikus modell tulajdonsagait révid tavon, azt mar
hosszi tavon csak nagysagrendi kiilonbségekkel tudja megtenni. Tetszoleges
tapasztalati eredmények alapjan kalibralt modellek esetén igaz, hogy legaldbb
10 éves dontések esetén (sok esetben mar 5 év utdn) az egyik diszkontélds (a
kvazi-hiperbolikus) legaldbb kétszer akkora kamatldbhoz vezet, mint a mésik.
Réadasul a modellezés soran sokszor nem két idépont kézotti atvaltasrdl van
csak sz6, hanem sorozatok diszkontéldsardl is. A sorozatok diszkontaldsandl
még kevésbé feltételezhetjiik a helyettesithetoséget a cikkben bemutatott
elméleti és tapasztalati eredmények alapjan. Bemutattuk példaul, hogy az
orokjaradék kapcsan nem egyszerlien nagy eltérésrél van szé, hanem arrol,
hogy mig a kvazi-hiperbolikus fliggvény egy véges nettd jelenértéket ad az
orokjaradékra, addig az altalanositott hiperbolikus modell csak erds feltételek
mellett ad véges netté jelenértéket. Raaddsul a tapasztalati megfigyelések
alapjan ez az erés feltétel sosem teljesiil. gy nem egyszertien nagységrendi
kiilonbség van a két modell eredménye kozott, hanem alapjaiban jutnak
kiilénbozé kovetkeztetésre. Az eredmények alapjdn lathatjuk, hogy a két
diszkontdalasi modell kozott a helyettesités hosszu tavon nem miikodik. Ennek
fliggvényében érdemes tjragondolni azokat a nemzetkozi és hazai modellezési
eredményeket, amelyek hosszi tavu dontések kapcsan éltek a helyettesitéssel.
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QUASI- AND GENERALIZED HYPERBOLIC DISCOUNTING IN
LONG TERM

Intertemporal choice is one of the crucial questions in economic modeling and it
describes decisions which require trade-offs among outcomes occurring in differ-
ent points in time. In economic modeling the exponential discounting is the most
well known, however it has weak validity in empirical studies. Although according
to psychologists generalized hyperbolic discounting has the strongest descriptive
validity it is very complex and hard to use in economic models. In response to
this challenge quasi-hyperbolic discounting was proposed. It has the most impor-
tant properties of generalized hyperbolic discounting while tractability remains in
analytical modeling. Therefore it is common to substitute generalized hyperbolic
discounting with quasi-hyperbolic discounting. This paper argues that the sub-
stitution of these two models leads to different conclusions in long term decisions
especially in the case of series; hence all the models that use quasi-hyperbolic dis-
counting for long term decisions should be revised if they states that generalized
hyperbolic discounting model would have the same conclusion.





