RiTI JANoOS

Az altalanos gazdasagi egyenstily Neumann-
modelljének egy jatékelméleti megoldisa

Bevezetés

Az ebben a dolgozatban ismertetésre keriil6 modell Neumann Janos, magyar
szarmazasi amerikai matematikustol ered 1932-bSl. A modell kozeli rokonsdg-
ban van a Walras-féle egyensilyi modellek csaladjaval, de bizonyithaté a kap-
csolata a Leontieff-modellekkel is. Kzekkel az osszefiiggésekkel részletesen
foglalkozik Brédy Andras doktori disszertacioja [3].

A Neumann-modell csak a 60-as években keriilt a kozgazdasagi kutatdasok
elGterébe. Néhany év alatt a téma irodalma igen nagyra nétt, a vizsgalatok
nagy része a Neumann-gazdasig feltételrendszerének és miikodésének koz-
gazdasagi-elméleti kutatésara iranyult. Ttt csak az egyik legkorabbi, Kemeny—
Morgenstern—Thompson-tél szérmazé tanulmanyra hivatkozunk [2].

A vizsgilatok mésik, viszonylag szerényebb része a modell algoritmizélasival
foglalkozik, ezzel kapcsolatban Weil nevét emlitjiik [4] [5]. Az algoritmizalas
egyaltalin nem trividlis feladat, sokdig csak a megoldas egzisztencidjit sike-
rillt bizonyitani. Az itt kovetkezd eljaras a kétszemélyes matrixjatékoknak
a linedris programzasbdl ismert tételeire épiil és kidolgozott szimplex program
esetén igen konnyen gépesithetd.

1. A modell ismertetése

A modell matematikai felirdsa el6tt vizsgdljuk meg azokat a f6bb kozgazda-
sagi feltevéseket, amelyekre a Neumann-modell felépiil.

a) Legyen a vizsgalt gazdasagban m termék, amelyet n eljarassal, tevékeny-
séggel allithatunk el6. A gazdasdg véltozatlan technoldgiai Osszefiiggéseit
az A = {a;}, B={b;}, (i=1,...,m), (j=1,...,n) konstans, nem-nega-
tiv egyiitthatémétrixok fejezik ki, ahol a;; a j-edik eljards egységnyi anyag-
felhasznélasit jeloli az i-edik termékbdl, b;; pedig azt fejezi ki, hogy a j-edik
eljaras egységnyi alkalmazasa hiny egységet termel az i-edik termékbél.

b) A gazdasdgban, miutdn elérte az egyensulyi dllapotot, mindségi valtozas
nincs, a termelés valtozatlan struktira mellett évrdl évre 4lland6 iitemben nd,
az arrendszer valtozatlan.

c¢) A modell zart, termékjegyzéke tehit mindazon javakat tartalmazza,
amelyeket a gazdasig valamilyen formaban felhaszndl, azaz elfogyaszt, igy
tartalmazza a kozvetlen munkaraforditdsokat és a tékejavak kopdsat is (pl.
ugyanazon, de kiilonbozs évjarata gépek kiilon termékek lehetnek). A termelés
»természetes tényez6i”’, mint pl. a munkaerd mennyisége vagy a fold, ame-
Lyek nem épitheték kozvetlenill a modellbe, az id6ben korlatlanul bévit-

etGk.
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d) A zartsdgbol kovetkezik, hogy fogyasztasa csak az adott eljardsoknak
van. fgy kiilon eljarast képez a lakossdgi fogyasztds. Hasonlé médon kell
beépiteni a kiilkereskedelmet a felhasznalt illetve megtermelt jészdgok, és az
ezeket elGallité tevékenységek kozé. fgy a valtozatlan technoldgiai eljardsok
mellett valtozatlan fogyasztasi és kiilkereskedelmi struktirat is feltételeziink.

e) Mivel a megtermelt termékek fogyasztésa csak a modell keretein beliil
folyhat, az improduktiv fogyasztds is (a munkaerd kiképzésének raforditdsaival
egyiitt) szerepel a modellben, pl. a fogyasztissal egyiitt, mint a munkaerd
tjratermelésének anyagi alapja. Az adott szinten el nem fogyasztott termék-
mennyiséget, mint , felesleget’”, azonnal a termelés tovabbi bévitésére forditjik,
azaz beruhézzak.

f) A modellben szereplé minden , tagabban értelmezett tevékenysée” egy-
ségnyi idGtartami. Az ennél hosszabb tevékenységeket fel kell bontani, s az
igy keletkezd félkész termékek tovabb novelik a termékek listajat.

g) Feltételezziik, hogy az eljarasok tetszileges terjedelemben alkalmazha-
tok, ami egyenértékii a javak tokéletes oszthatosdgival. Ugyanakkor a lineari-
tasbol kovetkezik, hogy a gazdasdgban csak dllandé hozadék létezik.

Jelolje tovabbé az x = {z,} az egyes eljirdsok ismeretlen alkalmazasi szint-
jét, p = {p;} pedig legyen az egyes termckek ismeretlen ara (4drindexe). Itt
és a tovabbiakban mindenhol elhagytuk az © és j indexek mellGl a fent meg-
hatarozott teljes indexhalmaz részletes kiirasat, ezek az indexhatdrok az ésszos
képletben értelemszeriien érvényesek.

Modelliink alaposszefiiggése a kovetkezd egyenlGtlenségrendszer:

(1.1) azZaij:cngb,jxj
f, J

valamint

(1.2) B aijpi >3 bip
] 1

ahol o a gazdasdg vdiltozatlan bdviilési egyiitthatoja,
g pedig a nyereség (kamat) tényezs, (1 + a nyereségrita).

A fenti feltételek kozgazdasagi tartalma igen egyszerlien megfogalmazhato.
(1.1) azt fejezi ki, hogy egyetlen termékbdl sem lehet tobbet fogyasztani
— az a biviilési egyiitthatét is figyelembe véve — mint amennyit az adott
termékbdl megtermelnek, (1.2) pedig nem jelent mast, mint hogy egyensulyi
helyzetben egyetlen eljaras sem tartalmazhat tobb nyereséget, mint amennyit
a gazdasdgra jellemz3 4tlagos f nyereségtényezs meghatiroz.

A modell tovabbi feltételei az el6zGekbdl kivetkeznek az alabbi kizgazdasdgi
megfontolisok alapjan: amennyiben az i-edik termékbdl tobhet termelnek,
mint amennyit a bvitést is figyelembe véve felhaszndlnak, akkor az szabaddé
valik és ara zérus lesz, azaz:

. Y P a ks e
(1.3) ha «Xaye; < bz, akkor pi=0
i j
a dudlis oldalon pedig, amennyiben valamely j-edik eljirds kevesebb nyere-

séget eredményez a f altal meghatdrozott atlagnal, akkor ezt az eljardst
a tovdbbiakban nem fogjik felhaszndlni:

(1.4) ha B2 aijp; >3 b;p, akkor z;j=0.
i i
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Természetesen a termékek drainak, illetve a termelési eljarasok szintjeinek
nem-negativaknak kell lenniiik, azaz

(15)—(16) Pis ijO,

tovabba kinnyen belathaté, hogy amennyiben egy z illetve p vektor meg-
old4sa a modellnek, akkor barmely pozitiv skaldrral valdé szorzatuk is meg-
oldds, ezért a tovabbi targyalds érdekében bevezethetjiik a

(1.7) e =1
J

valamint a
1
normalizalo feltételeket.

Legven most az L, halmaz a pusztin technikailag megvaldsithat6, vagy
roviden a megengedett megoldasok halmaza. Tec hmkmlag nyllvé,n barmely z
vektor megvaldsithaté, amely eleget tesz az (1.5) és (1.7) feltételeknek, mivel
minden ilyen megengedett x termelési strukturihoz talalhaté olyan «, amely
mellett teljesiil (1.1) is. Az egyértelmiiség kedvéért a tovabbiakban minden
x€ Ly, megengedett megolddshoz tartozzon az a maximdlis a, melyre teljesiil
az (1.1), azaz

zbl] j
« = min L ——, zcL,.

i Zau j

A fentiekhez hasonléan definiilhaté a megengedett arvektorok L, halmaza,
melynek elemeire az (1.6) és (1.7) feltételeknek kell teljesiilnie, és tartozzon
valamely p¢ L, megengedett arvektorhoz az a minimdlis g, amely még kielé-
giti (1.2)-t, tehat

Zbijpi
f=max ——, PEL,.
i 2 ap;
1

Feladatunk azon z*¢ L, p*€ L, vektorpér, illetve az ezekhez tartozd o* és
B* meghatirozasa, amelyek kielégitik az (1.3) és (1.4) feltételeket is. Az ilyen
[z*, p*] vektorpart kozgazdasigilag a modell egyensilyi megolddsanak is
nevezhetjiik, hiszen (1.3) miatt az z* termelési szerkezet nem implikal p*-tol
eltérd arrendszert, és forditva, (1.4)-bdl kovetkezik, hogy a p* arrendszer nem
Osztonoz az x* termelési struktura megvaltoztatasara. Természetes azonban,
hogy a megolddsvektorok emlitett egyensilyi tulajdonsdga csak a modell
altal leirt gzuda,sa,g keretein beliil igaz, s a modell egy konkrét megfogalmazisa
esetén elsGsorban a paraméterek kozgazdasigi interpretalasatol fugg.

Az (1.1)—(1.8) alatt megfogalmazott modell megoldasanak egzisztenciajat
Neumann [1] tanulmédnydban Brouwer fixponttételének egy altaldnositésa
segitségével bizonyitotta, tovabbd kimutatta, hogy barmely [z*, p*] egyen-
sulyi megoldashoz tartozé a*-ra és f*-ra teljesiil, hogy a* = f* és a megoldas
ezekre a viltozokra egyértelmi. A bizonyitds soran felhasznélta az egyiitthato-

l*
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matrixokra vonatkoz6 kovetkezd megszoritdst:
a; + b; > 0.
Kemeny, Morgenstern és Thompson a mér emlitett [2] tanulményukban bizo-

nyitottak, hogy ez a feltétel egy gyengébb és kozgazdasigilag is jobban értel-
mezhetd feltételparra cserélhets ki:

(1.9.a) minden j-hez talalhaté legaldbb egy olyan i index, amelyre a, > 0,
azaz minden eljardasnak van pozitiv anyagfelhaszndlisa, és

(1.8.b) minden i-hez talalhaté legalabb egy olyan j index, melyre b, > 0,
tehat minden termék termelhetd valamely eljardssal.

A modell algoritmusanak kidolgozasihoz a tovabbiakban feltételezziik még,
hogy az egyiitthatométrixokra teljesiil a

(1.10) 0<ay;  b;<1

feltétel is. Konny(i belatni, hogy egy alkalmas szorzotényezs segitségével ez
mindig elérhetd.

A Nemann-gazdasig rovid ismertetése utan szeretnénk felhivni a figyelmet
arra a szoros kapcsolatra, amely a modell és a jatékelmélet kozott van — rész-
ben azért is, mert a tovdabbiakban targyalt megolddsi algoritmus éppen a két-
személyes matrixjatékok elméletének tételein alapul. KErre a kapesolatra mar
Neumann is ramutatott dolgozataban, hivatkozva egy a jatékelmélettel kap-
csolatos korabbi tanulmanyéra.

Legyen

Z > bij Pi%;
Olep) = 4L —
o Aijpi®;
vy
Az (1.1) és (1.2) feltételek alkalmas dtalakitdsdval konnyen belathats, hogy
amennyiben az (1.1)—(1.8) feladatnak van egyensilyi megoldésa, gy

(1.11) o = Pz, p*) < P(z*, p*) < D(z*, p) = B xeL,; peL,
valamint

o* = D(w*, p¥) =.5%;
azaz

c* = maxa, ha z€L,

f* = min B, ha pcl,

Az (1.11)-b8l kozvetleniil leolvashato, hogy a feladat nem mds, mint egy
jatékelméleti nyeregpont-probléma megoldésa. Abban a specidlis esetben, ha
az A matrix minden eleme egységnyi, az (1.5) és (1.8) felhasznaldséval az ere-
deti feladat az (1.11)-nek megfelels

a=;‘JZ'bf;P?ij;‘jZ‘bfjp?xj‘giij‘bUmx}‘ =B, € Le, pe L,

alakra hozhatd, ahol 2} és p¥ a keresett egyensiilyi megolddsok; és ez a ﬁrobléma
pontosan megegyezik a kétszemélyes matrixjatékok feladataval.
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Az eddigiek alapjan konnyen belathatd, hogy modelliink a kivetkezs nem-
linedris programozasi feladatnak felel meg:

z; >0 P >0
2xi=1 2pi=1
g i '
Zblj ‘i Zbupx
«—L—<0 gt >0

Za,].;J Z_'aijp,»
J 1

o max ! B min !

2. Megoldasi algoritmus

Legyen algoritmusunk indul6 értéke az a, = 0 és képezziik a kovetkezd
matrixot:

(2.1.11) Cg) e ])1.]. - a[(l’.j,

ahol «, értékét az
f ]
(2.2) o =y + 3 v
i=o0
képlet hatarozza meg. Megjegyezziik, hogy a (2.1.a) még a kivetkezd alakban
is felirhato:

(2.1.b) ) =i — v, 0.

Tekintsiik most azt a kétszemélyes méatrixjatékot, melynek egyiitthato-

méatrixa ¢, A programozas elméletébdl ismeretes, hogy a jatékelméleti feladat
1j I gy a ]

a kovetkezdo ]mums programozasi primal—dudl feladatpar megoldasinak

felel meg:

;>0 p:i >0
2{‘ :I’j = 1 z‘pi =
J i
(2.3) v, — ez, <0 Yy 1 Z(‘@’)
J
vy, max ! v, min !

A (2.3) feladatrdl ismert, hogy mindig van megoldésa, s igy a (f) jelolést
hasznidlva az optimalis megoldasokra, fehrhat]uk, hogy

= - e L (1
Uy Ty Ty ZZcﬁ)])ﬁ»’)a(j’.
1

v; ismeretében folytathatjuk az eljarast a (2.1) alapjan (") meghatdroza-
saval. Iterdcionk minden lépésében tehdt a (2.3) — lepesenkent valtoz6 egyiitt-
hatémétrixi — linedris programozisi feladatot kell megoldanunk.
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Az (1.1)—(1.8) altal meghatarozott eredeti feladatnak abbdl az emlitett
tulajdonsigabol, hogy a* = f* és a megoldas egyértelmi erre a két valtozéra,
kovetkezik, hogy eljardsunk a modell megolddsit szolgdltatja abban az eset-
ben, ha az v, sor konvergens. Ekkor ugyanis v, zérushoz tart, s igy (2.3) a
kovetkezo alakot 6lti:

(2.4.a) z; >0 p;>0
(2.4.b) 2x;=1 Spi=1
J i
(24(}) ZC,IZC//O - 2(-']7)!20
d, i
(2.4.d) 5 3oy pya; = 0.
[

A (2.4.a)—(2.4.b) egyértelmiien megfelel az eredeti modell (1.5)—(1.8) fel-
tételeinek, a (2.4.c)-ben levé egyenlGtlenségrendszer egyszeri atrendezéssel
az (1.1), illetve (1.2) alakra hozhato, végiil a hidnyz6 (1.3) és (1.4) feltételek
teljesiilése a (2.4.d)-bdl kovetkezik egyszer(i megfontolasok alapjan.

3. Az eljaras konvergenciija

A kétszemélyes mdtrixjatékok elméletének nyeregpont-tétele értelmében
igaz, hogy

(3.1) 22X, < 3 FPpPad < 5 3P pid, 2€Ly; € Ly
J LS | i g

ahol a (t)-vel jelolt valtozok a t-edik iterdcié (2.3) feladatdnak optimdlis meg-
olddsai.
Vizsgiljuk meg elészir v, értékét. Mivel a, = 0,

v, = zv Z‘ b[/ pfﬂ) T_(IO) )
t J

ahol p”, 2 optimdlis megoldésai az

x; >0 pi >0
,2" 2, =1 3pi=
!
Vo — ij,-, ;<0 V90— 2 0ypi >0
l
vy o max! ¥y Min!

fela(_iatrpénmk. A B egyiitthatométrixra tett (1.9.b) feltétel értelmében, amely
szerint B minden soraban van legalabb egy pozitiv elem, figyelembe véve v,
maximalis tulajdonsdgat, kovetkezik, hogy v, biztosan pozitiv.

Legyen most a fenti (3.1) egyenltlenségben x; = zf~D és p; = PV, 8 igy
(3.1) jobboldala alapjin a kivetkez$ egyenlétlenséget irhatjuk fel:

%< 2 Zd)pliaf) = 33 dplnap
(3.2}
— Yt ,Z‘J,Z‘af,-pf“”x?’ <o (1 — 3 Fa;pf-al),
i (I ]
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(3.1) baloldala alapjan pedig:
vy 2 Z Z' CS? pff) xst—n —_ 2 2 C(i’).—‘l) pf') x(ji_l) .
t vy

(3.3)
™ U 122“:/27(” V>0, (1 -3 3 a;pP i), |
i

(3.2)-b6l és (3.3)-bol kozvetleniil kovetkezik, hogy amennyiben valamely
v,y = 0, akkor v, értéke minden tovabbi lépésben zérus lenne, s igy (2.4)
alapjan oy, i =1, pl=1 megolddsa a modellnek. Ebben az esetben eljardsunk
tehat véges ]epuben szolgdltatja az optimumot.

Vizsgaljuk meg most azt az esetet, ha o végtelen sorozatot alkot. Mivel
a fenti megf()ntolauol\ alapjan v, biztosan pozitiv — (1.10)-bél kovetkezik,
hogy a (3.2) és (3.3) kifejezésben levs szummak értéke 0 és 1 kozott van —
tehat v, értéke barmely t-re pozitiv, s igy felirhatjuk, hogy
(34)  0<1— 3 Jaypfal <L <1— 3 Sayp{ M < 1.

T Wy .7
v, tehdt monoton, nemnovekvd sorozatot alkot, ezért elegendd azt bizonyi-
t—I1
tanunk, hogy a (2.2)-ben meghatarozott v, sor, vagy a megfelels > v; részlet-
i=0
Osszeg-sorozat konvergens. Tegyiik fel ennek az ellenkez§jét, azaz legyen

lim a; = oo.

t— o
Vilasszuk meg ekkor ¢ értékét gy, hogy
t-1 %
. v
(3.5) oy=u+ 3 v;>—,
g Ay
ahol 7 az egyiitthatomatrixok oszlopainak szdmat jeloli. Legyen tovabba

(3.6) a; = min {a;;|a;; > 0}

és képezziik a kovetkezd 4’ matrixot:
. : a, ha a; >0
A" = {aj} = ¥
0 ha: a,'j — K
(2.3)-bol ugyanakkor kivetkezik, hogy
1,‘[ :{; ZCE? x?) = jz‘b,l x(j') — a( Ea[jz‘(;) g
j J
(3.7)
g Zb,-jxg-" — 0y jZ'a:]IS')
i

Most figyelembe véve, hogy (1.9.a) szerint az A, s igy az A’ matrix minden
oszlopaban kell lennie pozitiv elemnek, tovdbbd, hogy z nem-negativ és
normalizalt, kovetkezik, hogy léteznie kell valamely » sorindexnek, melyre

ue{l,...,m}
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és fennall, hogy

(3.8) Sal >
J n

A (3.7) relacié természetesen minden i-re fenndll, teljesiilnie kell tehdt erre
a bizonyos u indexre is:

v < X by #f) — oy Jay;ald,
7 J

Ebbdl viszont (1.10), (3.5) és (3.8) felhasznalasdval azt kapjuk, hogy

n ay

v <1— - 0.

ak[ n

Kz azonban nyilvanvaléan ellentmond (3.4)-nek, s igy hibds volt kiindulo fel-
tevésiink, mely szerint a, értéke tetszélegesen nagyra vélaszthato. fgy a
sor konvergens, s biztosan zérushoz tart. Ezzel bebizonyitottuk, hogy a (2.1)—
(2.3) alatt megfogalmazott algoritmus konvergens és véges vagy végtelen
lépéshen a Neumann-modell megoldasat szolgiltatja.

A kézirat lezdrisa utan ismertem meg az [5]-ben kizolt, szintén a kétsze-
mélyes matrixjatékokat felhaszndl6 algoritmust. A két médszer kizotti lénye-
ges kiilonbség, hogy « értékét nem egy végtelen sor, hanem egy intervallum-
felezéses eljards hatdrozza meg. Az itt kozolt eljards 6 elénye a kozgazdasigi
interpretéici6 lehetGsége.

(Beérkezett: 1972. janudr 19.)
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A GAME THEORETICAL SOLUTION TO THE NEUMANN MODEL
OF GENERAL ECONOMIC EQUILIBRIUM

The paper deals with a solution algorithm of the Neumann-model of general economic
equilibrium. In the model the unknown vector & denotes the levels of the applied pro-
duction processes, the vector p denotes the prices of the products, & and 8 denote the
growth rate of the economy and its profit (interest) rate, respectively. The non-negative
constant coefficient matrices 4 and B mean the inputs and outputs of the unit appli-
cation of activities from each product.

The solution algorithm of the model is built on the theory of two-person matrix games.
Let e.g., vectors z; and p, be the optimal strategies, belonging to the (f matrix game,
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and #; be the value of this game. Thus, in each step of the algorithm one must solve
a pair of primal-dual linear programming problems corresponding with the above matrix

game.

x;>0 pi=>0
Z“”f =1 2pi=1 ‘
i
Vst Z me =0 T 2 ,‘(f)pl >0
v;; max! vy, min!

Let us determine matrix C; by means of
(0= o

t—1

a[:ao—I—_Z;vi.
i=

ij s
where

It is easy to see that this algorithm does solve the Neumann-model if the series v is
convergent. It can be ensured by the aid of a simple transformation that ¢ should con-
stitute a monotone. non-negative sequence and the convergence of the above series of
partial sums can also be proved.

PEINEHUE HEUMAH-MOJAEJIM OBIEI0 9KOHOMMYECKOIO PABHOBECHS ITPU
ITOMOUIM TEOPHUU UI'P

Tpy 3aHumaercst aaropuTMoM peulennst Helfiman-mopenu o6uiero 9K0HOMHYECKOr0 PaBHO-
BecHst. B Mojiein HeusBeCTHBIH BEKTOP X 03HAYaeT YPOBHM MCIIOJb30BAHHBIX TPOH3BO/ICTBEH-
HBIX TIPOLECCOB, BeKTOP P — 1ieHbl HA TOBAPHI, @ o 1 f — uHjeKc pocta u GaxTop npusLIH (Tpo-
ueHTa) xossiicrsa. A n B ne-oTpHuaresbHble, TOCTOSIHHBIC MAaTpHUbl KO3((QHIIEHTOB, 03Ha-
YaloT 3aTPATHI H BBITY CKH 110 PA3JIMUHLIM IIPOJIYKTAM eJJHHHYHOI0 IPHMEHEeHHSs JiesiTesIbHoCTel.

O6padorannplil anropuT™M peleHMst Mojel 0asHpyeTcst Ha TEOPHH JABYX-THYHBIX MaTpHu-
HpIX urp. Ilycerb BekTopel X, 1 Py — ONTHMalbHbIE CTPATerHH, NMPHHAIeKAle K MaTpUuHOH
urpe Cy, a vy — CTOMMOCTb 9TOI Hrpbl. 3HAYNT HA KAKJIOM 111are ajlropHT™Ma Mbl J0JKHBI DEUIHTh
napy HpsiMbiX JIBOHCTBEHHBIX 3aja4 11pOIPaMMHPOBAHHS, COOTBETCTBYIOIMX BbICIIeH MaTpHi-
HOH nrpe.
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MO>KHO JIEIKO BHJIETB, UTO HAll ajrOPHTM JlaeT peuleHHe Mojenu Hefimana, ecin paa v — cxo-
quresi. C nomonbio npocToil TpaHchopMalMH MOXKHO 0fecreunTb, YyToobl 7y 06pa3oBal MOHO-
TOHHYI0 He-0TPHIIATEIbHYIO T10C1e0BATEIbHOCTD H MOYKHO JI0Ka3aTh CXOAMMOCTb II0CIe0Ba-
TeJTbHOCTH YACTHUHLIX CYMM.



