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A folytonos és diszkrét megoldas kiilonbsége
az egyszektoros dinamikus Leontief modell esetében’

A kizgazdasigi kutatdsokban hasznilt matematikai apparitus a legutébbi
évekig jorészt a természettudomanyokban — féként a fizikdban — kialakult
és alkalmazott médszereket olelte fel. Mivel a fizikdban méar a mult sziazadban
széleskorien alkalmaztak a klasszikus analizis, a differencial- és integral-
szamitds, valamint a differencidlegyenletek kezelésének mdédszereit, a kor koz-
gazdéaszai szaméra is adottak voltak és zomében alkalmazasra keriiltek ezek
a modszerek. Walras 6ta elfogadott a matematikai kozgazdaszok korében
a gazdasdgi viltozok folytonossaganak feltételezése a modellek egész sordban.
A novekedési modellek, az 6konometriai modellek és a kiilonféle programozési
modellek néhany kivételtsl eltekintve szinte kizardlag folytonos valtozékkal
dolgoznak és megoldasukban a klasszikus analizis eszkozeit hasznaljik fel.

Val6jaban a gazdasigi valtozdk a legritkabb esetben folytonosak, vagy ha
folytonosak is, esupan diszkrét pontokban megfigyelt értékeik dllnak rendel-
kezésre. Sok esetben a folytonossag feltételezése nem okoz szamottevs torzitést,
el6fordul azonban, hogy eza kizelités nem engedheté meg. Ilyenkor a klasszikus
differencialszamitas helyett a gyakorta kényelmetlenebb differenciaszimités
hasznalhaté; a médszertani nehézségekért azonban karpétol az, hogy a modell
jobban illeszkedik a valésaghoz.

Cikkiinkben egy egyszer(i, altalinosan ismert novekedési modell — a dina-
mikus Leontief modell — példdjan kivinjuk bemutatni a két megolddsi méd-
szer és a kapott eredmények kozti kiilonbséget.

A cikk harom 6 részbdl 4ll. A bevezetést kovets elss részben a kiindulé
modellt, annak kétféle megoldisi médszerét ismertetjiik alternativ fogyasztési
fiiggvények esetén. A mésodik rész az eredményeket és a két megoldés kozti
kiilonbséget értékeli, mig a harmadik részben a magyar népgazdasig 1960 —
1970 évi adatait felhaszndlva, szemléltets példdn mutatjuk be az eredménye-
ket és befejezésiil osszefoglaljuk a fontosabb kovetkeztetéseket.

1. Az egyszektoros dinamikus Leontief modell és megoldasa

Leontief dinamikus modellje a kivetkezG:?

x(t) — Ax(t) — Bx(t) = y(t) (1)

LA téma a Tervgazdasigi Intézetben miik6d6 szemindriumon vet6dott fel, ezért koszo-
nettel tartozunk dr. Dancs Istvdnnak, a szemindrium vezet6jének a kutatdsban nytjtott
segitségéért és tandcsaiért.

 Részletesebb lefrdsa megtaldlhaté pl. Andorka—Ddnyi—Martos kdnyvében [1].
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ahol :

z(t) a brutté kibocsatis vektorat,

A a termeld felhaszndlds matrixat,

B a beruhdzasi méatrixot,

x(t) a termelésnovekmény vektorit,

y(t) a végss felhasznilis vektorat jeloli.

A fenti modellnek igen sok véltozata ismert, ezekre azonban nem széndé-
kozunk kitérni, hiszen ez a modell csupin eszkoz arra, hogy ramutassunk
a valéjaban folytonosnak nem tekinthetd, mégis folytonosnak feltételezett
valtozok okozta torzitisokra. Ezért inkibb még jobban egyszerfisitettiik a
problémat. A gazdasigot egy szektornak tekintve a kivetkezd modellt kap-
juk:

x(l) — wa(t) — Pa(0) = y(0) 2)

Kiindul6 probléméank: mennyiben vezet a fenti modell alternativ y(t) fiigg-
vények mellett méas x(t) fiiggvényekre, mint a gazdasigi valésigot hivebben
eird, de ritkdn alkalmazott

z(t) —ox(t) — Ple(t+ 1) —2@)] =y t=0,1,2,... (3)
modell. A ketts kozotti kiilonbség vildgos: mig a (2) esetében a termelés-
novekmény derwdlt figgvény, a (3)-ban faggvény differencia. A (2) modell
matematikailag egy inhomogén, dllandé egyiitthatéji linedris differencidl-
egyenlet, mig a (3) egy ugyanilyen differenciaegyenlet.®

A kettd kozotti kiilonbség részletesebb megvildgitisa végett irjuk fel z(t)-t
részletesebben:

z(t) = lim Bl . )
A0 At

Ez tehit a termelésnek infinitezimélisan kis idGegységre vonatkozé novekmé-
nyét jelenti, mig az x(¢ + 1) — x(¢) kifejezés véges, egységnyi idé (pl. év)
alatt bekovetkezs termelésnovekményt fejez ki. Léathato, hogy (3) kozelebb all
a valésighoz, mivel xz(¢)-re vonatkozéan csupén diszkrét idGpontokban mért
adatok allnak rendelkezésre.

Elsé lépéshen tekintsiink el y(¢) konkrét alakjatol és oldjuk meg a két egyen-
letet ! A differencidlegyenlet megoldésa meglehetisen ismert, igy csak roviden
mutatjuk be. Atrendezve az egyenletet és 1 — a — » helyettesitést bevezetve

ya(t) — pE(l) = y(t)
adédik, ahol 0 <~y <= 1 és = 0. Megfelels integralé tényez alkalmazisdval

az egyenlet dltalinos megoldésa:

t
1 [y : 14

z(f) = —exp |- t][ cxp[ : -:] - y(z)dz 4 C}, (4)
y LB ; il

és 2(0) = x, kezdeti feltétel mellett a megoldas a kovetkezs format olti:

t
1 14 " Rein
z(t) = —exp —~t]-!Jexp[ - g
y LB ; B

3 A modellben a paramétereket allandéonak tekintettiik, maternatikai szemponthol
az(i)nban nem okoz kiilsnésebb problémét, ha o és f helyett a(t) és f(t) szerepel az egyen-
letben. )

y(2) dz + ya,p . (5)
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A differenciaegyenlet megoldisit célszerti kissé részletesebben bemutatni.
Eloljaréban bevezetiink néhany jelolést.
Legyen I az egységoparici6, amelyre nézve

I x(t) = x(t)
¢ az eltoldsoperdcié, amelynek definicidja:
ex(t) = x(t + 1)
és D a differenciaopericié, amelynek értelmezése:
Dax(t) =« + 1) — z(¢)

Konnyen beldthaté a differenciaopericié és az eltolisopericié néhany fontos
tulajdonsaga, nevezetesen

Dx(t) = (e — I) x(t)
ex(l) = e(e z(t)) = e(x(t + 1)) = x(t + 2)
ehx(t) = x(t 4 h).

A tovabbiakban sziikségiink lesz még D~'-re, amelyet a kivetkezéképpen
definidlunk:

és altaldban

(D=2D) 2%(t):= I a(t) = z(t)

Belathaté, hogy D! — akércsak a hatdrozatlan integrdl — nem egyértel-
miien meghatdrozott, hiszen tetszsleges (egy szerint periodikus), fiiggvény
hozzéaddsiaval olyan D-1-ek kaphaték, amelyek kielégitik a fenti reldciét.
Ezért a szadmitdsok soran sziikségiink van a , hatdrozott osszegezésre”’, amely
a hatdrozott integrdl megfelel§je, és amelyet a kivetkez§ médon vezetiink be:

[ef 4 e¥t1 4 .. 4 'e"] D o(f) = [**1 — &Ta(0).
Mindkét oldalra D~!-t alkalmazva
[ef + ekl 4 ... + e"]a(t) = D-1[e"*1 — e*]x(t) = D~ [x(n + 1) — 2(k)]
adddik, azaz mas felirdssal
[D-1aO " = 3 (0 ®)

ahol n >k, n és k természetes szdmok.
Ennek segitségével a (3) differenciaegyenlet konnyen megoldhaté. A ko-

rabbiakhoz hasonléan
ya(t) — B D a(t) = y(t)

ya(t) — Bt + 1) + pat) = y()

és innen
(y + B 2(t) — Ba(t + 1) = y() (7)
x(t) egyiitthatéjaval végigosztva
B

1
t) — - t 4+ 1) = ——y()
() y+ﬁx( y+ﬂy(
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alakot kapunk. Alkalmas szammal végigszorozva mindkét oldalt a baloldalon
teljes differenciat kapunk, és ekkor a megoldis mar egyszerfi. Bz az alkalmas

t
szorz6 itt — (LJ lesz, ekkor

y+ B
f)’ t+1 ﬁ ! ' ] ﬁ Jl
s ~ax(t 4 1, ——— | (¥ —_— | —
(7+ﬂ] Tl [y—f—ﬁJ i v+ B (y+ﬁ i
t 1 ﬁ t
D O TR U o N B o
, i e M e 2
es
(B | 2 1 B\t
e )y=D1| — ——— . —| y(t)|.
[*/+/3‘J % [ v+ B (;f + 8 ke )J

Ezt az el6bbiek szerint megoldva, dtrendezve és az x(0) — x, kezdeti feltétel
alkalmazasaval a kovetkezd megoldis adddik:

(0 S O Y g P O Ry ()
x P e[ AR ———1 y(¢ oy 4 ' ¢
y+ B y+ﬁJ 20 H—ﬁ)‘/ ’ [l

Ez a megoldas az (5) megolddssal analog, de lathatéan nem azonos vele. Hogy
az eltérés vilagosabb legyen, konkrét format adunk a végss kibocsatas y(t)
fiiggvényének. Harom esetet vizsgdlunk:

a) y(t) = 0,t + y,, azaz a végss felhaszndlas idéfiiggvénye (trendje) linedris;

b) y(t) = y,, azaz a végss felhasznalis konstans (ez az elGz6 specidlis esete
0, = 0 esetében);

¢) y(t) = yyexp [0,1], azaz a végsé felhasznalas trendje exponencidlis.

A harom valtozat koziil csupan a linearis esetre mutatjuk be azt a 1épést,
amely némiképp eltér a szokvinyos megoldasoktdl, egyébként csak az ered-
mények kozlésére szoritkozunk.

@) Linedaris y(t) esetében a differencidlegyenlet megolddsaként a kovetkezs

figgvény addidott:
, 5 )
; {:r“ _I/Q ( |’ﬂ} - Ll (} (IU)
4 v v

Yo+,
y

a(t) + exp [_7 -
p

Ugyanezen y(t) esetében a differenciaegyenlet megoldisahoz a

14 8
v \ 4 |
2 ‘*‘ ;] (00 4 )

oy +p

osszegezést kell elvégezni. Voltaképpen ez az egyetlen 1épés, amely némiképp
megneheziti a megolddst, hiszen a folytonos esetben az integral segitségével
ez kionnyebb volt. gy egyszer(i foghs segitségével azonban az Osszegezés
kénnyen elvégezhets. Felbontjuk a fenti osszeget a kovetkezSképpen:

3 t—\l‘ 3 ‘ i 1-\1{ g\
> +% > I—
1i=0 +ﬁJ 3 =0 ¥ + ﬂJ
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-1 i
Ebbdl csupan a N3+ |———| tag okoz problémat. p = P helyettesités-
. L= + B e v+ 8
sel %"igi = gzl‘igi“l adédik, ez pedig 0 ;(Qi)’ alakban irhaté. Mivel az
f= = =

=1\’
Osszegezés és a derivalds feleserélhetd, ebbdl p (2 g') -t kapunk, azaz
i=o

0[9‘_~_1’ e U
2 (e — 1y '

A megfeleld visszahelyettesitések és atrendezések utan a differenciaegyenlet
megoldasa a kivetkezd lesz:

LA "’Jrﬂj'-{xo—"ﬁ’ ~‘—§¥‘—’3}+5l—f3 an
4 p P

(1) = -
Y. Yo

b) Konstans #(f) esetén (10) és (11) alapjan azonnal addédik a folytonos
valtozatra :

a(t) =70 4 exp [l-t]- (xo , 3/9] . (12)
¥ p Y
A diszlrét valtozatra pedig
t
2(t) =20 4 (ﬁéJ ’ (1.0 — -7!9) (13)
V4 ¥ i

¢) Ha a végss kibocesitast exponencidlis fiiggvénnyel irjuk le, akkor a ka-
pott megoldas folytonos esetre:

Yo oXPp [0, ¢] [‘7} J ( Yo J
(l —= = - exp|-—-+t|-{x —. (14)
) v —B0, B oy B,

Diszkrét valtozatban a kovetkezd fiiggvényt kapjuk:

Yy X L(?g’” n [Vj;ﬁ ’(% ol d Sk _,.] ‘ (15)
y — Blexpd, — 1) B 7 Blexpd, — 1)

Az egyenleteknek kiilonbozé tipusi y(f) fiiggvények melletti megoldasit
tehat megkaptuk. Meglepd a formai hasonlatossig a megfelel6 differencia-
és differencialegyenletek megolddsfiiggvényei kozott. Ez a formai hasonlatos-
sdg azonban jelentds eltéréseket takarhat, ezért vizsgdljuk meg most részlete-
sebben a kapott eredményeket.

(1)

2. A megoldasok értelmezése és elemzése

MindenekelGtt néhany szét kell szélnunk a kapott eredmények kozgazdasigi
értelmezésérsl. Ezek tehat a brutté kiboesdtdsnak (tarsadalmi terméknek)
azt az idéfiiggvénydt, palydjat adjik meg, amelyek kielégitik a modell egyen-
leteit. Mivel a kapott fiiggvények koziil a linedris fogyasztasi trenddel szami-
tott alak a legbonyolultabb, itt csupin ennek tartalmit vizsgiljuk, a tobbi
ennek alapjan konnyen értelmezhetd.



9299 HUNYADI LASZLO—HUTTL ANTONIA —LIGETI ISTVAN

Tekintsiik tehat a (11) formulat. Az egyenlet mindkét oldalat y-val szorozva
az aldbbi alkalmas alakot kapjuk:

¥t p o,

ya(t) =yo + 0t + [”‘—“)[‘lyxo ¥ (?/0 +—‘J] +M.
p Y

v

A nett6 kibocsatasnak (y x(f)-nek tehat harom tételt kell fedeznie. Az elsG
a mindenkori fogyasztis (y, -+ 0,¢). A masik ketts értelmezése némiképp
nehezebb. A zdrdjelben levi kifejezés elsG tagja az indulé netté kiboesétds

(y 2,). A masodik tagjiban szerepel —'-, amely az egységnyiidsalatt bekovet-

/4
kezt fogyasztasnovekedés teljes beruhdzasigényét jelenti. Igy a zirdjelben
lev kifejezés azt mutatja, hogy a kiindul6 netté termelésnek egyrészt az indulé
fogyasztist, méisrészt a kovetkezs idGszak fogyasztasnovekményéhez szitkséges
beruhazisi eszkozoket kell fedeznie. A zardjeles kifejezés normilis esetben
pozitiv szamot tartalmaz, ellenkezs esetben a gazdasig tovabbi miikodése
kB

o t
nines biztositva. A ziréjel el6tt allo (}} M tényez a novekedés iitemére

jellemzé szim, ez a megoldasfiiggvény leglényegesebb eleme. A méasodik tag
tehdt a fogyasztis niveléséhez minimélisan sziikséges beruhdzasok feletti bGvi-
téseket jellemzi, mig a harmadik tag a kiovetkezs idGszak fogyasztésanak el-
éréséhez sziikséges teljes beruhdzasi osszeget jelenti. Osszesen tehat a terme-
lésnek fedeznie kell a fogyasztdsi sziikségleteket, azok minimélisan elGirt
novekedéséhez sziikséges eszkozoket, valamint a gazdasignak ezeken tilmend
bévitését. 5, B

A fiiggvény alakja — jol lathats —a ya, - |y, + ——| =K kifejezés els-
jelétdl fiigg. Arra mér utaltunk, hogy ez nem lehet negativ. Abban az esetben,
ha K = 0, azaz kiindulé helyezetben bizonyos egyensily 4ll fenn, azaz a gaz-
dasignak nem marad eszkoze a bévitésre,

5, f

'L(t) =Y = élt’i‘

alakavé egyszerfisodik a fiiggvény. Ha K > 0, akkor viszont a termelés expo -
nencidlisan novekszik, a gazdasig béviil.

Hasonléképp értelmezhets — a paraméterek eltérs jelentésének szem elGtt
tartdsdval — a tobbi megoldéasfiiggvény is. Mivel azonban elsédleges célunk
nem a megoldasok értelmezése, hanem a mdédszertani problémék vizsgéilata,
térjiink most 4t ezek elemzésére.

Az eredmények értelmezését tobb szempont szerint végezhetjiik el. A (10) —
(15) kifejezéseket egyméssal dsszevetve, lényeges hasonlésigokat és eltérése-
ket vehetiink észre mind a kiillonbozé fliggvénytipusok szerint, mind pedig
a differencial- és a differenciaszamitdssal kapott eredmények kozitt. A kovet-
kezGkben harom szempontot vesziink figyelembe, és ezek alapjin hasonlitjuk
ossze az eredményeket.

a) A differencial- és a differencia-szamitasbdl szarmazé eltérések az id6tél
fiiggetleniil, a paraméterek fiiggvényében.

b) A differencidl- és a differencia-szamitdsbol szarmazé eltérések alakulisa
azonos paraméterek mellett az id§ fiiggvényében.

¢) A harom kiilonbozs tipusa fogyasztési fiiggvény mellett kapott eltérések
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ad.a) Figyeljik meg péaronként a kapott eredményeket, azaz allitsuk
szembe egymdssal a két kiilonboz6 mddszerrel kiszdmitott fliggvényeket:
a line4rist a linedrissal, a konstans esetet a konstans esettel és az exponenciéli-
sat megfelel§ parjaval. Ebben a szemléletben a megfelel§ parok a (1)—(11);
(12)—(13); (14)—(15). Teljesen hasonlé alaku tagokat taldlhatunk, kivéve
a differencial esetnél az exponencidlis tagot, amelynek mindharom esetben
szemmel lathaté megfelelGje egy hatvanykifejezés. A differencial- és a differen-
cia-egyenlettel szimolt valtozatok tehat csupan akkor j6 kizelitései egymdsnak,
ha éppen ez a két tag kozel esik egymashoz, azaz ha

e§N2}—_;—é. (16)

Amennyiben ez az dsszefiiggés j6 kizelitésben teljesiilne, a linedris és a kons-
tans esetben a két médszer kozott nem lenne lényeges eltérés. Az exponencidlis
esethen még egy mésik tényezs is van, amelyre még visszatériink. Tekintsiik
elGszor csak (16)-ot és irjuk fel elgszor a baloldal hatvanysorat.

k

[yr (y
4 vy B B ’
ef =1 Jr-'[?"!'*m’“ 1= ] ¢ 954 R SRR (17)
A (16) jobboldalat f-val leosztva:
v+ B y
ok SEWE (18)
B p

Lathato, hogy a hatvanysor elsé két tagja adja a differenciaszdamitdsnal hasz-
nalt hatvanykifejezés alapjat. Ezek utan lathatd, hogy a két modszer kozotti
kiilonbség csak abban az esetben elfogadhato, ha:

ly | <IB]. (19)

Az exponenciilis esethen még egy hasonl6 osszefiiggést is figyelembe kell venni.
Ez a (14) - (15) kifejezés nevez§jében taldlhaté kiillonbség. A megfelels tagok
kozott fenn kell dllnia a kiovetkezd reldciénak:

byt 1, (20)

A fentiekhez hasonléan a jobb oldal hatvinysora
h—1=20, + % i & of
R B R

A (20) kifejezés baloldala tehat megegyezik a jobboldal hatvédnysordnak elss
tagjaval, igy a kovetkezs hatvinyoktdl fiigg, hogy (20) mennyire teljesiil.
A kozelités tehat akkor elfogadhato, ha | 8, | elég kicsi. Exponencidlis fogyasz-
tési trend esetén tehat a két mddszer kozotti eltérés anndl kisebb, minél
inkabb teljesiil egyidejiileg (19) és a | d, |-re tett kikotés.

ad.b) A differencidl és a differencia kozotti kiilonbség létezik, és a gyakor-
latban — mint latni fogjuk — nem is jelentéktelen. Nem okozna ez kiilono-
sebb problémét, ha a modell olyan értelemben stabil rendszer lenne, hogy
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a paraméterek valtoztatdsa és a két modszer kiilonbsége altal okozott eltérés
az 1d6 mulasdval csokkenne. A Leontief rendszer azonban gyakorlatilag in-
stabil .4

A rendszerek stabilitdsanak elmélete matematikailag jol kidolgozott terii-
let. A [3] kiilonosen fontos definiciékat ad a folytonos és a diszkrét rendszerek
stabilitdsdra. A matematikai forma helyett itt azonban csak verbalisan, a
Leontief rendszerre alkalmazva fogalmazzuk meg a rendszerek instabilitasit.

A rendszert akkor nevezziik instabilnak, ha az idGtengelyen van olyan pont,
ahol egy & > 0 elmozduldshoz a brutté termelés viltozasa nagyobblehet, mint
egy elére meghatirozott, tetszGleges szint.

:\Lt} hogy maga a Leontief rendszer a paramdéterek gazdasigilag sz6bajohetd
értékei mollett kielégiti a definiciot, konny(i beldtni. Probal]uk inkabb meg-
vizsgalni, mit jelent az instabilitas doflmcm]a a differencia ¢s differenciél mod-
szert 1lletnleqr

A modell megolddsaban a (16) t-edik hatvinya szerepel. A (16)-nak megfeleld

format tekintve:
ly 2 t
Y ff]V
s b\t Ly

A jobboldalon szereplé kifejezést vizsgilva két megéllapitist tehetiink:
a) A differencidl-szamitissal kapott eredmény szdmszeriien mindig nagyobb,
mint a differencia médszer eredménye, ugyanis
( Y

il L

t
—){ A~z
‘H /fJ

b) Rogzitett y és f mellett a két modszer eredménye kozotti kiillonbséget
okoz¢ kifejezést igy irhatjuk:

0
hit) = [1 o ;’7] 2 ‘—-fz!— i fﬁ’-—r;- [1 + ﬁJ

A binomtétel alkalmazisival belathato, hogy

i=2 'I/! k=2 IL [), i=2 b!

38 g s

A
e

~o e
’

Mivel % oy iy pozitiv konstans, a kifejezés masodik tagja pedig pozitiv, igy
=
lim A(t) — oo.

t—+oo

Ez azt jelenti, hogy a Leontief rendszer a megoldasban hasznilt médszerre
nézve is instabil.

1 A stabilitds kérdésével részletesebben foglalkozik pl. a megadott két rendszerelméleti
munka: [2] és [3].
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A gyakorlati hasznalhatésagot illetGen, mint késGbb latni fogjuk, t-nek
mar elég kis értékénél h(t) olyan nagy lehet, hogy hasznalhatatlannd teszi az
eredményeket.

ad. ¢) A modell megoldisanal harom kiilonbozd tipust fogyasztasi trendet
hasznéltunk. A fliggvénytipusok lényegesen befolydsoltak a modell eredmé-
nyét is. A konstans fogyasztas mellett eredményiil kapott (12) és (13) specialis
esetei a linedris és exponencidlis esetnek, ugyanis ha (10) és (11)-be 6, = 0-t,
illetve (14) és (15)-be 6, = 0-t helyettesitiink, a (12), illetve (13) kifejezéshez
jutunk.

A fiiggvénytipusok kilonbozisége erdsen fiigg a paraméter-értékektsl. Ezt
szamitasaink is igazoltak. Tovabbéd konnyen belathaté, hogy a konstans
fogyasztis esetében szdmolt differencia- és differencidl-eredmény relativ
hib4ja nagyobb, mint az exponenciilis és a linearis eset relativ hibaja; azaz:

o _ w
af(l), - ity
valamint
wholt) _ (0

wdatty ety

ahol:
d - a differenciallal szamitott fiiggvény jele
A — a differencidval szamitott fuggvény jele
[ — a linearis fiiggvény jele
exp - az exponenciilis fiiggvény jele
¢ a konstans fliggvény jele.

Osszegezve: a két modszer kozotti eltérésre a konstans fogyasztas mellett
szamitott eredmény a legérzékenyebb.

3. A numerikus szamitasok értékelése

Mint a korabbiakban beldttuk, a modell pusztin elméleti jellegli elemzésével
is sok figyelemremélté kiovetkeztetésre jutottunk, ezen tilmenden azonban
eredményeinket numerikus szamitdsokkal is ald kivantuk tdmasztani’ A szi-
mitdsok célja elsésorban az volt, hogy a szamitisi mddszerekre vonatkozé
megallapitasokat demonstrdljuk, tehat f6ként mddszertani kovetkeztetések
levonasara alkalmasak. Bar konkrét statisztikai adatok® alapjan hataroztuk
meg a modell paramétereit, az eredmények gazdasigpolitikai jellegii kovetkez-
tetések levondsara természetesen nem alkalmasak. Részben azért, mert az
egyszektoros modell tilsdgosan aggregilt, részben pedig azért, mert a para-
méterek meghatarozasandl maodszertani kisérletrdl 1évén szé6 — nem tore-
kedtiink teljes pontossagra.

Mindhdrom emlitett fogyasztasi trenddel kilenc szamitdst végeztiink. A szé-
mitdsokat egyrészt aszerint kiillonboztettitk meg, hogy a paraméterek mely évre
vonatkoznak (feltettiik, hogy az id6tdl fiiggetlenek), masrészt aszerint, hogy
a netté nemzeti termelést hogyan osztottuk meg felhalmozasra és fogyasztasra.
5 A szémftdsok az OT.SzK. System 4/70 elektronikus szdmitégépen késziiltek.
A szémitisokhoz sziikséges alapadatokat a KSH kiadvinydbol [4] vettiik.

e
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A felhalmozési hanyad az a tényezs, amelyre legérzékenyebben reagil a modell
eredménye, ezért a statisztikdban alkalmazott , felhalmozas” mellett az egyes
valtozatokban az {izembehelyezett netté beruhazasokat, illetve az anyagi
agazatokban iizembehelyezett beruhizasokat szerepeltettiik. A kilonféle
médon szamitott paraméterek azt mutattak, hogy a fogyasztési trendek
paraméterei igen kis mértékben valtoztak; a kiilonboz6 variansok kozti eltérés
féként a beruhdzisi egyiitthato értékeit befolydsolta.

Osszehasonlitasi alapnak az 1975-6s évet valasztottuk. Bar a szdmitdsokat
20 éves periddusra készitettiik el, mégis redlisabbnak latszott egy viszonylag
kozeli évre kapott eredményeket elemezni. A tényleges termelési adatok idG-
sorabol is elég megbizhatéan lehetett kovetkeztetniaz 1975. évi brutté nemzeti
termelésre. Az elemzésnél az 1960-as bazisév alapjin kapott eredményeket
nem vettiik figyelembe. Ez esethen t = 15 évre nyert megoldas a modell in-
stabilitisa miatt mar nagyon eltér a redlistol.

A szamitasok egyik fontos kivetkeztetése az, hogy a modellbdl nyert brutté
nemzeti termelés minden variansndl magasabb, mint a trend szerinti, amit az
1960—1970-es évek dtlagos novekedési iitemét feltételezve exponencidlis
fiiggvény alapjan becsiiltiink meg. iz a tendencia altalaban is jellemz§ a no-
vekedési modellekre; a gazdasigban rejl§ lehetdségeket tulértékelik.

A kovetkezGkben azt vizsgdljuk meg, hogy a legszélsGségesebb szamitasi
eredmények és a tényleges termelési szamok kozti eltérés milyen tényezikre
vezethetd vissza, a kiilonbség kialakulisdban melyik milyen szerepet jitszik.
A tényeziket aszerint csoportosithatjuk, hogy melyek azok, amelyek a modell
megoldasanal alkalmazott mddszerre vezethetGk vissza, melyek azok, amelyek
a paraméterek numerikus meghatirozisihoz kapesolédnak, és végil mit
tekinthetiik a Leontief modell | hibdjinak’”. Mddszeriink ez esetben az volt,
hogy elGszor kiszlirtitk azokat az eltéréseket, amelyek a megolddsnal alkalma-
zott feltételezésekbdl szarmaztak, majd a paraméterek kiszamitasabol adédé
hibakat vontuk le és csak a megmaradé rész tudhaté be annak, hogy a modell
pontatlanul irja le a valésigot.

a) A modell matematikar levezetésénél alkalmazott feltételezésekbol
szarmazo eltérések

Tekintsiik elGszor a differencial- és a differencia-eqyenlet megoldasinak ered-
ményébdl adédé eltéréseket. A legnagyobb hibat — ami a teljes eltérés mint-
egy 67 szazaléka — akkor kovetjiik el, ha a gazdasig fejlédését differencidl-
és nem differencia-egyenlettel irjuk le.

A differencia-egyenlet haszndlatat a kovetkezd megfontoldsok alapjin
tartjuk helyesebbnek:

— a rendelkezésre 4116 statisztikai adatok diszkrét idGpontokra vonatkoz-
nak,

- a gazdasigi folyamatokat befolydsolé intézkedések diszkrét idGpontok-
hoz kapesolédnak,

- a beruhdzdsok bizonyos késleltetésekkel valésulnak meg; ezek figyelembe-
vétele diszkrét modellekkel jobban interpretélhaté.
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A Leontief modellbsl nyert numerikus eredmények is azt igazoljak, hogy
kiilonosen hosszitdavi elérebecsléseknél nem célszerti differencidl-egyenlettel
szamolni, mert ez szdmottevs torzitdst okozhat. Az 4ltalunk ebbdl a szem-
pontbdl vizsgilt véltozat az 1969-es évet tekinti bazisnak, és mar 6 év alatt
is jokora eltérés mutathaté ki. Minthogy az eltérés id6ben né, hosszitdvon
ez teljesen irredlis eredményekre vezet. '

A két megoldas kozti eltéréseket szemléletesen mutatja az aldbbi abra.

folytonos)
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1. abra

A differencial- és a differencia-egyenlet megoldisinak eltérése rendkiviil
érzékeny az indulé paraméterek kivalasztésira. A kozelités hibéja csokkent-
hets, ha a beruhdzési egyiitthatét a pétlasi egyiitthatéhoz képest nagyra

valasztjuk, igy a Y arény nulldhoz kozelit. Az 4bran bemutatott véltozat is

ezért mutat ki viszonylag kis eltérést a két mddszer kozott. Mar kordbban
utaltunk ré, hogy a paraméterek realisan szébajohets értékei mellett az lta-
lunk vizsgalt osszes valtozatban a differenciél és a differencia egyenletek relativ
hibaja (eltérés/differencia-érték) linedris fogyasztést trend esetén a legkisebb.
Ezt a tényt a szamitdsi eredmények egyértelmtien 1gazolt.élk.

A fogyasztisi trend megvdlasztdsa alapvetSen befolydsolja a szdmitési ered-
ményeket. Mint az varhaté volt, a modell elég érzékenyen reagél a fogyasztési
trend tipusara. Az eltérésnek hozzévetéleg 22 szdzalékdt az okozhatta, hogy
a fogyasztast konstansnak tekintettiik. Ez a tény azzal magyardzhatd, hogy
dlland6 fogyasztds mellett a netté nemzeti termelés novekedése teljes egészében
felhalmozasra fordithaté. A linedris és az exponencidlis fogyasztési fiiggvény
kozott nem lehet egyértelmii rangsort felallitani, az érzékenységi vizsgalatok
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tobbségénél (9 esetbsl 7-nél) hosszu tdvon az exponencidlis trend hasznilata
bizonyult realisabbnak. Mindazonaltal olyan valtozat is akadt, ahol kezdethen
a linedris, kés6bb az exponencidlis fiiggvény szolgiltatott jobb kozelitést.

b) A kexdé paraméterek kivilasztasabol adddo eltérések

A beruhdzasi egyutthaté nagysiga mind a 9 viltozatban eltér egyméstol,
igy az egyiitthaté moédositasanak hatésit jol nyomon lehet kiovetni. Ha az
elméletileg legredlisabb valtozatot tekintjiik (differenciaegyenlet exponencidlis
fogyasztasi trenddel) még akkor is 9 szdzalékos eltérést okoz esupan az, hogy
a harom kiilonb6z6 médon szdmitott beruhdzisi egyiitthatd koziil melyiket
valasztjuk. A beruhdzési egyiitthaté novelése a brutté termelés emelkedését
megkoti, azaz a modell numerikus megoldasanal nem az a donts, hogy a nettd
nemzety termelés mekkora hanyaddt kotjik meg elére, vagyis hogy mit tekintiink
végsG fogyvasztisnak, hanem az, hogy egységnyi termelés novekedéshez mennyi
beruhdzdasra van szitkség. Kz azzal indokolhats, hogy a fogyasztasi trendek
meredeksége kozott egyik esethben sem jelentGs az eltérés, a potlasi egyiitthat
is viszonylag allandénak tekinthetd, és igy a termelés alakulisa minden évben
egyre inkabb a beruhdzdisok hatékonysigitol fiigg.

A béazisév kivilasztasa természetesen a paraméterek értékén keresztiil be-
folydsolja az eredményeket. Megfigyelhetjiik azt, hogy az 1969-es adatokkal
kapott termelés magasabb, mint amikor a paramétereket az 1960 1969-es
évek stlyozatlan szamtani atlagaként hatirozzuk meg, mivel 1969-ben a be-
ruhdzasi egyiitthaté viszonylag alacsony volt és ez a termelés tal gyors fel-
futasat eredményezte.

A fent emlitett ténybdl az a kivetkeztetés vonhaté le, hogy a modell insta-
bilitAsa miatt a paraméterek (elsGsorban a beruhdzisi egyiitthatd) értékére
nagyon érzékenyen reagil. Az 1969-es adatok mellett a termelés t — 6 esetén
is mar szélsoségesebben alakul, mint 4dtlagadatokkal a 10-ik évben. Bz arra
hivja fel a figyelmet, hogy a modell csak akkor hasznilhaté hosszabb tavi
elérebecslésekre, ha a paraméterek meghatiarozasanil kells gondossiaggal
jarunk el.

c) A Leontief modell hibaja

Ha azt vizsgiljuk, hogy milyen tényezik okozhatjak a tényadatok (illetve
az azokhoz illesztett trend értékei), valamint a modell altal szadmitott ered-
mények eltérését, mindenekel6tt az aggregaltsiagot kell megemliteniink, hiszen
az egyszektoros modell sohasem lehet redlis folyamatok hii titkrozéje. A modell
sziikségszeriien elhanyagol egy sor tényezét, illetve ezekre ceteris paribus fel-
tételt ad. Nyilvinval6, hogy amennyiben ezek a tényezik a tervidGszakban
masként alakulnak, mint a bézisidszakban, modellhibikhoz vezetnek. Fel-
tétlen megemlitendd, hogy a paraméterek allanddsaganak feltételezésébsl is
hasonlé hibik adédhatnak.

Ha a modell megolddsabél az a) és b) alatti tényezéket kisziirjiik, az igy
nvert termelési érték és a trend szerinti brutté nemzeti termelés kozti kiilonh-
scy a teljes eltérésnek kb. 2 szdzaléka. A tényleges (trend szerinti) és a szdmitott
eredmények eltérését a kivetkezs abra mutatja be.
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2. dbra

4. ﬁsszefoglalés

A fentiekben vazolt elméleti elemzések és numerikus szadmitdsok alapjin
az alibbi osszefoglalé kiovetkeztetésekre jutottunk.

a) A vizsgdlt egyszektoros modell esetében a differencia- és a differencial-
egyenlettel valé felirds, illetve megoldés kozott, bar nagy a formai hasonlésag,
jelents eltérés van. Szimitédsaink kimutattik, hogy a magyar népgazdasigra
jellemzi paraméterértékek mellett a két megoldasi méd kozotti kiilonbségek
olyan nagyok, hogy a folytonos kozelités el nem hanyagolhaté hibikra vezet.

h) Modelliink esetében még a realisabbnak tekintheté — differencia-egyen-
lettel kapott — megoldés is szisztematikusan felilbecsli a tényadatokat, a néve-
kedésnek valamiféle megalapozatlanul optimista utjat adja.

¢) Anélkiil, hogy numerikus szamitdsainkbol messzemend kovetkeztetése-
ket vonnank le, feltétlen megemlitends, hogy a modell felettébb érzékeny a
beruhdzasok hatékonysdgdt jellemz6 paraméterel viltozdsdra. Bz a beruhizisok
hatékonysagdnak az egész termelési folyamatra gyakorolt jelentds szerepét
hangsilyozza.

d) Az elemzés soran nyilvinvaléva valt, hogy a modell ilyen egyszerii for-
maban sok hibaforrdst rejt magaban. Ezeket a hibdkat a kiindulé feltételezé-
sek egy részének felolddséval csokkenteni lehet. A tobbszektoros diszkrét
feladat megolddsa, az egyiitthatok idofiiggvényként valé kezelése és a modell
redlis konzisztens adatbazisra valé helyezése a kozéptavia tervezés még haté-
konyabb eszkozévé teheti a dinamikus Leontief modellt.

( Beérkezett: 1972. dprilis 26.)

1 Szigma
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Ertéktablizat az 1. dbrdhoz

Eltérések a differencia- és differencidl-
megoldasok kozott (linedris fogyasztési fligg-
Ev vény esetén)
Differencial Differencia
1 575 573
2 608 605
3 645 ‘ 639
4 686 676
5 734 718
6 790 766
7 855 820
8 934 882
9 1030 956
10 1147 1043
11 1293 1146
12 1475 1271
13 1703 1423
14 1992 1607
15 2358 1834
16 2825 2113
by § 3421 2457
18 4183 2885
19 5161 3415
20 6416 4075
Ertéktablizat a 2. dbréhoz
A brutt6é nemzeti termelés alakulisa
By Tényadatok Konstans l Linedris ‘ Exponencialis
‘[ slapian fogyasztasi fliggvény esetén
1966 560 573 573 575
1967 603 610 605 608
1968 632 656 639 644
1969 665 714 676 684
1970 710 786 718 728
1971 876 766 T4
1972 990 820 833
1973 1133 882 897
1974 1311 956 969
1975 935 1536 1043 1053
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THE DIFFERENCE BETWEEN THE CONTINUOUS AND DISCRETE
SOLUTION TO THE ONE-SECTOR DYNAMIC LEONTIEF MODEL

A great part of the mathematical models used in economic research presupposes the
continuity of the economic variables. The reason for this is mainly methodological: the
techniques of handling continuous variables have long been established in sciences, so
there were readily available methods for the economic model-makers. The discrete handl-
ing of variables is, however, in many cases more reasonable, than the supposition of
continuity, both the informations as well as the economic decisions are linked to discrete
points of time, and, at the same time, the description of some time-lags is more natural
by the help of discrete variables. The basic aim of the article is to show up the deviations
which arise from the two kinds of handling the variables, or rather from the difference in
the solution methods. To this end the authors make use of a simple and well-known
model, the one-sector variant of the dynamic Leontief model.

In the first part of the article they solve the equation, supposing continuous as well
as discrete variables with three different types of consumption functions. Comparing the
fellow solutions, the formal similarity is conspicuous in all cases.

The second part deals with the analysis of the solutions. The dependence of the solution
on the parameters is discussed first. The authors consider parameter values so that the
results of the two methods approximate each other well. They examine the results with
identical parameters as a function of time and establish that the deviation between the
solutions can grow indefinitely as a function of ¢, i. e. the model is not stable as regards
the solution method. The type of consumption function influences the results essentially,
too and estimation on the relative deviations with different consumption functions is
made.

In the third part the analysis is illustrated by a numerical example. The calculations
with the 1960-—1969 data of the Hungarian national economy have pointed out that the
two solution methods lead to deviations that cannot be neglected, even for practically
acceptable values of the parameters. The results obtained with the discrete handling of
variables have seemed more realistic 8o it is expedient to solve more complex Leontief
models with discrete variables.

PASHULIA MEXJTY TIPOJIOJHKUTEJIbHBIM M IUCKPETHbLIM PEIIEHWAMA
B CJIVUAE JIMHAMUUECKOM MOJIEJIM JIEOHTbEBA

BoJsibllasi yacTb MaTeMaTHueCKHX mojelieif, ynorpebsisieMplX B 9KOHOMHYECKHX HCCIIe/10Ba-
HHUSIX, TPEAIIoJaraer IpOJI0JDKHTE]IbHOCTD IKOHOMHUECKHX TIepeMEeHHbIX. [ngtxunzn 3TOr0 B
TePBYIO 0YePe/ib METOI0JI0MHUECKAst: TeXHHKA NPOJI0JDKHTEILHBIX NIEPEMEHHbIX Obljla Co3j1aHa B
€CTeCTBEHHBIX HAayKaX yjiKe PaHbllle, HTaK B PACTOPSKeHUH 9KOHOMHYECKHX MO/ICJIbHHKOB ObLIN
roToBLIE MOJIENH. JIMCKPeTHAsl TPAKTOBKA TepeMEHHbIX, 0JIHAKO, SIBJISIETCS] BO MHOTHX Clyuast
Gosiee JIOrHUHO{T, ueM MPE/NOJI0YKEHHE NPOIOJDKHTEILHOCTH, Be/lb H CHCTeMa HH(OpMAIHK H
9KOHOMMUYECKHE PellieHHsl CBASBIBAIOTCS JIHCKPETHLIMH BPEMEHHBIMH CPOKAMH, H B TO )Ke BpeMst
NpeMcanye HeKOTOPLIX 3anasiapiBalonX aQdexTos Gosiee eCTeCTBEHHOE ITPH MOMOLIN JIHCKPeT-
HBIX 1epeMeHHbIX. OCHOBHAS LeJ1b CTATLH TTPEACTABUTL PASHHIIBI, KOTOPBIE 1a10TCA 13 1ByX00pas-
HOI TPaKTOBKH NepeMEeHHLIX H H3 PA3HHILLI MEXLY Crioco0amMi pelieHHst ypanunemm. K aroii nenn
aBTOPLI YNOTPEOASIOT NPOCTYI0, O0ONIEH3BECTHYI0 MOJeNb, 0JIHOCeKTOPHBIH BAPHAHT JHHAMH-
yeckoit mojiesin JleonTbena.

B nepBoil uacTH CTaThbH JaeTCs pelieHHe MOJIeJH, NPEAN0I0KeHHEM H MPOJI0JKHTEIbHBIX
H JIHCKPETHBIX TePeMeHHbIX 1pH (YHKIMAX noTpefsieHnst TpeX PasHbIX THIIOB. Ecnu napbt
Peuents Bosjie APYT APYra, Mbl JIerko HamMeyaeM MoX0XKHOCTh 110 GOopMe BO Beex ClydasiX.

Bropast yacTb CTaTbH 3aHHMaETCsl aHATTH30M I10JIyYeHHBIX peileH#i. ABTOpBI CliepBa aHaJH-
3UPYIOT TOJyueHHble pelleHHsl B (YHKIHH TNTapameTpoB. Y CTaHOBJIMBAIOTCS I1apaMeTpsl, TpH
KOTOPBLIX JIBA METO/1a MOYKHO CUMTATh XOPOLIMM NPHOJIHyKeHHeM ApYr Apyra. Wsyuyaiorest noay-
YEHHblE pesy ibTaThi NPH 0/HHAKOBBLIX NapamMeTpax B (yHKIMH BPEMEHH M yCTaHOBJIMBAIOTCS,
PagHKIla Mexk/1y NapaMH pelleHHsi B QYHKIWMH ¢ MOYKET yBeIHUHBATh J10 JII000M BeJIHYHHBL. T. €.
METOJ1 pelleHHs] Mojle SIBJISIETCsl HeCTa0HJIbHBIM. ABTOPBI YCTAHABJIMBAIOT, YTO M THII DYHKIHH

4%
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1oTpedsIeHHs] CYyLIeCTBEHHO BJIHSIET Ha Pe3yJIbTaThl, a MOTOM OHH CO3JAIOT PeJIaliHi BeJIMYHHbI
penaTuBHOI OMKOKH peleHHi, MOJyYeHHBIX MPH PasHLIX QYHKUIHSX 0TPedIeHus.

B Tperbeil uacTH aHaJIH3 HIUTIOCTPHPYETCS HyMepHUeCKUM MpHMepoM. BoluuciieHHsT Ha 0CHO-
Bé JaHHBIX BEHIePCKOro HapojHOro xossicrsa no 1960—1969 rr. oxasanu, 4ro NpH NpaKTH-
YECKH BO3MOYKHBIX CTOMMOCTSIX I1apaMeTPOB [iBa MeTO/1a PEIIeH s BeAyT K 3HAYHTEJIbHBIM Pa3HH-
nam. Pedynbrarhl, NoJlyuyeHHble IPH JAHCKPETHOI TPAKTOBKE NMEepeMeHHbIX OKasbiBalUCh 0oJiee
peasbHBIMH, HTAK pelleHHe OoJiee CI0XKHBIX Moiesieil JIeoHTbeBa MPH JIMCKPETHLIX epeMeHHbIX
SIBJISIETCST 11eJ1eCO00Pa3HBIM.



