IMrENYI BELA

A kanonikus korrelaciéoszamitas

A kanonikus korreldciészamitas a tobbvaltozds statisztikai elemzés téma-
korébe tartozik. A vizsgalatra kivalasztott valdszinliségi véltozékat két
csoportra osztjuk, valamilyen — a valtozdk természetébsl adédé — szempont
szerint. Az igy kapott két valtozéesoportot felfoghatjuk gy is, mint két valé-
szinfiségi vektorvaltozét. Az elmélethen levezetésre keriil§ | trace korreldcids
egyiitthaté” a kozonséges korreldcids egyiitthaté altaldnositdsa a két vektor-
valtozo6 kozott. Bemutatjuk emellett az elmélet egy gyakorlati alkalmazasat:
egy becslési médszert a tobbvéltozds tkonometriai modell endogén (fiiggd)
valtozdira. Az oOsszefiiggések levezetése sordn alkalmazzuk a matematikai
statisztika és a matrixszamitds egyes alapvets tételeit, és az anyag megértése
szempontjabdl ezek ismerete az olvaséd részérdl is sziikséges.

1. A kanonikus korrelaciészamitas problémaja

Legyen X a p komponensii 2’ = (x,, . . ., #,) valészin(iségi vektorvaltozbél
vett T' elem(i minta (vagy 7' elem{i idGsor) matrixa:

Xy Ty ... Ty
Ty Ty .. Typ

Xl k (1.1)

;L'Al.l 'TT2 B ‘L‘7p

és Y a ¢ komponensii y' = (y,, . . Jq) val6szin(iségi vektorviltozobdl vett T
elem( minta (v. 7" elemii iddsor) nmtl ixa:

Y Y2 - - - Yy
Yoo Yoo - - - Yo

Y11 Yre- - -Y1q

Az 4ltalanossig megszoritasa nélkiil feltehetjiik, hogy ¢ <

A vektorok komponenseit a viltozdok jelentése szerint alht]uk ossze. Példaul
az z vektor tartalmazhat kozgazdasiagi mutatékat, az y pedig szocioldgiaikat,
szamszer(i fiziol6giai, illetve pszicholégiai kisérletek eredményeit, 6konometriai
modell predetermindlt, illetve endogén valtozoit sth.
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Vizsgalni akarjuk, hogy milyen mértékii sztochasztikus kapesolat van a két
vektorviltozé kozott. Nagyon attekinthetd volna ez az Osszefiiggés, ha x,
és y, korrelacidja nagy volna, ugyanigy x, és y,-6, . . ., x, és y,-6. Ugyanakkor
mindegyik védltoz6 kizardlag a ,sajit parjaval” volna korrelalt, az x; és y;
fiiggetlenek lennének, ha 7 = j.

A valtozdk Osszefiiggéseit leird linedris modell ekkor csakis az

@y Py + wy
Ty By + w,

Y1
Yo

1l

(1.3)

Yo = % By + w,
alakot oltheti (itt feltettiik, hogy w;, y; és w,; varhat6 értéke zérus, és w; a szto-
chasztikus kapcsolattal egyiittjaré disturbancia).

Természetesen egy statisztikai adatfelvétel sem fog ilyen osszefiiggést tar-
talmaz6 adatokat adni. Ellenben bevezethetiink olyan véaltozékat, amelyek
mutatjak a fenti tulajdonsigokat, és ugyanakkor tartalmazzik az Osszes
informéciot is, amely a statisztikai adatokban van. Ezek a véltozék az a,
illetve y vektorok komponenseinek kiilonboz6 linedris kombindciéi lesznek,
maguk is valdszinfiségi vektorviltozik:

Uy = Oy &
Uy = Oy T
‘g 2 (1.4)
W o=ty T
és
Yy = ziy
P ' y
S (1.5)
o B bt; Y
Vektoralisan:
uy a
Uy Qo 0
W = . == . Vﬂ,,gy W = AI.’E (16)
u, [
és
vy gi Yy
v,
TP g b vagy v = B’y (L.7)
Yq bgy

A matematikai feladat lesz az 4 és B matrixokat meghatéarozni oly médon,
hogy a kapott u és v valészinfiségi vektorvaltozék mutassik az (1.3) egyenle-
tekkel kapcsolatban emlitett tulajdonsigokat, nevezetesen azokat, hogy u,
€s vy, Uy €8 vy, ... u, és v, a lehetd legszorosabban korreldljon, és az osszes
tobbi korreldcié zérus legyen.
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Most kimondhatjuk a pontos definicidt: Ha adott a p komponenst z és a ¢q
komponensti y val6szintiségi vektorvaltozd, akkor képezziik az 4 és B konstans
métrixokkal az u = A'x és v = B'y valdszinfiségi vektorvaltozdkat. Az igy

kapott u’ = (u,, . . ., u,) és v’ = (vy, ..., 7,) vektorok kompounenseit ,kano-
nikus valtozéknak’ nevezziik, ha az
eu? = 1 (1.8)
gv] = 1 t= 1% . Jg (1.9)
feltétel mellett teljesiil az, hogy a kivetkezd korrelacick zérusok:
eu; w; = 0 (1.10)
ev;v; =0 (1.11)
ew; v; =0 b = L v il (1.12)
ha @54 j; azonkiviil ha még teljesiil az ewv; (¢ = 1,...,q) korreldcidkra

az (1.8), (1.9) feltételek mellett az, hogy az ew v = a’eaxy’'b, p + q valtozos
fiiggvény lokélis maximumai. Az euw v fiiggvénynek e lokédlis maximumait
,,kanonikus korreldcids egyiitthatéknak’ nevezziik. (A gorog eredetii ,,kano-
nikus”’ 8z6 jelentése: szabdlyos, szabélyszerti.)

2. A kanonikus korrelicié szdmitis matematikai alapjai
T PRk Ly S ; . . .
Tekintsiik a p 4 ¢ komponensti ( val6szinfiségi vektorvaltoz6t X'variancia-

kovariancia matrixszal, amely négy rész-méatrixbdl 4ll:

o (xJ T — xw xy) ] 211)-12]_
y

’ ’ 5 (2])
yx' yy 2y Ly
Eloszor azt azesetet vizsgaljuk, amikor & * = 0. Késbb latni fogjuk, hogy

Y
ez a megszoritds nem véltoztat a kanonikus korreléciés egyiitthaték értékén.
Feltessziik még azt, hogy 2 pozitiv definit. Ez utébbi feltételezéssel nem zartunk
ki egyetlen szamunkra jelentéséggel biré esetet sem, csupdn azokat az érdek-
telen eseteket, amelyekben a komponensek linedrisan osszefiiggGek.
E feltételek mellett a kovetkezs tételt fogjuk bebizonyitani:
Az x és y vektorokhoz talalhatok (1.4) és (1.5) alakban felirt kanonikus val-

tozok. Az r,, ..., r, kanonikus korreliciés egyiitthaték a
] —ru Za|_, (2.2)
Ly — 12y,

egyenlet pozitiv gyokei.
Az i-edik kanonikus valtoz6-par képzéséhez sziikséges a;, b; konstans vekto-
rok pedig a

(“‘ ridhn 2 JML (2.3)
Ly — 12y b
homogén linedris egyenletrendszer gyokei i = 1, ..., ¢ esetén, feltéve, hogy

r; ;é'r}-, ha 27’:]
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Elészor megkeressiik az v = a'x és v = b’y alakd skaldris szorzatok koziil
azokat, amelyek kielégitik az

1= ew? = ea'zx'a = a'2Z 0 (2.4)
1 = e = ebyy'b = b'2b (2.5)
fel’oételeket, azaz variancigjuk egységnyi, és e feltételek mellett az euv fiigg-
vénynek (amely az u és v valtozok korreldcios egyiitthatéja) szélsGértéke van,
A fiiggvény més alakban:
euv = ea'ry’b = a'exy’b = a’'X,b (2.6)
A Lagrange-féle feltételes szélsGértékszamitdas médszerével keressiik meg (2.6)
szélséértékeit :
Legyen:
: | TR Py
py=a" 2,0 r-)—l(a, 2ha—1) 3 p(b’ Zypb — 1) (2.7)

5
&

aholll és h w Lagrange-féle multiplikatorok. Ay fiiggvény szélsGértékei ki-
2 2

zott lesznek az euv szélsGértékei (2.4) és (2.5) feltételek mellett. Derivaljuk

p-t @ és b komponensei szerint, és zérussal tessziik egyenlévé:

:—Z =210 —412,a=0 (2.8)

;LZ: 20— u2yb = 0. (2.9)
(2.8)-at szorozzuk balrdl a’-val, (2.9)-et b'-vel:

a'Zihb — da'X0 =0 (2.10)

b' 2y — pub'Z,b = 0. (2.11)

Az egységnyi variancidk kovetkeztében A — u = a’'X),b = euv, tehdt 2
értéke éppen az u és v valtozék korrelécios egyiitthatéja. Igy (2.8)-at és (2.9)-
et a kovetkezSképpen irhatjuk at.

AXe + X,b0=0 (2.12)
2ot — 22,0 =0 (2.13)
vagy matrix egyenlethen:
P r
A48 w Gl iy (2.14)
2 gy
mive 14) homogén linedris egyenletrendszer az ismeretlen (Z vektorra

nézve, a nem triviilis megoldas létezésének szitkséges és elégséges feltétele
hogy matrixinak determindnsa zérus legyen: '

1 4 1211 2"12
1! 221 i )'222

= 0. (2.15)
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A (2.14) és (2.15) egyenletekkel megkaptuk a tételben szerepls egyenleteket.
Tzzel azt lattuk be, hogy az uv fiiggvény feltételes szélsGérték helyei csakis

a (2.14) és (2.15) egyenletek altal meghatarozott {Z vektorok kozott lehet-

nek.

Belatjuk, hogy (2.15)-nek A-ra q szami pozitiv gyoke van. (2.15) egy (p + q)-
adfoku algebrai egyenlet, mert (- A)P*9 egyiitthatdéja (X,;) - (,), ahol egyik
tényezs sem zérus, és a determindns kifejtésében az osszes tobbi tagban i
kitevdje (p + ¢)-nal kisebb. Ezért (p + ¢) szamu gyoke van az egyenletnek.
Az osszes gyok valds, mert ha a (2.14) egyenletet balrél szorozzuk az (a’, b’)
vektorral, azt kapjuk, hogy

A=a'Z,b é A=0bZya

azaz A egyenls a sajat konjugdltjaval.
Vizsgaljuk meg a (2.15) egyenletet a gyokok szempontjabdl. Nem valtoztat
a gyokokon, ha az egyenletet megszorozzuk a

v
|‘2%22_[_ konstanssal:
|20 |
o, 1y N
125 | A2n L‘” E (2.16)
IEHI 221 —}‘2'22
Az egyenlet bal oldaldt a lehetd legegyszer(ibb alakra hozzuk:
2! J . ; y 5
’,_:L(_( AZy) | ALy 2y AT, | =
|2

= (AP (L) | —ALyy — Ly (—AL) 712, | =
1

= (AP | -4l 22“21221——}.21—‘1212 i
1 ) . TP
Ay R 2R T Ea S| =
AP . | )
:__ z))qlzz—gl B R o
= (Lo | Dg L B X, ~ BT =0 (2.17)

Lathatjuk, hogy a (2.15) egyenletben 17~7 gyiktényezGt kiemelhetjiik, tehdt
az egyenlet gyokei kozott p ¢ szdmi zérus van. A tovabbi 2¢ szdmu gyok a
| 25! X 2" Xy — 221 | =0 (2.18)

egyenlet gyokei. Itt 22 lehetséges értékei a 25! X'y, X' 2, métrix sajit értékei,
mivel ez a métrix nem szinguldris, nines zérus sajatértéke. Fent lattuk, hogy
minden A valds értéki, ezért minden 22 pozitiv. (Ezzel kozvetve belattuk azt
is, hogy a mdtrix pozitiv definit.) A nagysig szerint sorbarendezett p + ¢
szamu gyok a kovetkezGképpen irhaté fel:

Ay By > 2l PO =020 -4 2. o0 P

¢ Szigma
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A (2.18) egyenletet mas médon is levezethetjiik. Tekintsiik a (2.18) és (2.13)
egyenleteket. (2.12)-b6l 12,0 = 2,b. Ezt balrdl szorozva Xj'-vel

Ag = Tt Fa b (2.19)
& == %Eﬁl &ya b (2.20)

(2.13)-b6l Xy'a = 22,, b. Ezt X5'-nel balrél szorozva:
ko= 2b (2.21)

egyenletet kapjuk. (2.21) mindkét oldalit szorozzuk A-val, és Aa helyébe
(2.16) jobb oldalat helyettesitjiik:

It Ly Zat X, b = A% (2.22)
vagy
P VT b= BEIY, (2.22/a)

Eszerint a b vektorok valéban a 25' 2, 21" 2|, métrix sajatvektorai, A? (i —
=1, ...q) pozitiv valés szdmok a sajatértékek.
(2.22) levezetésével lépésril-lépésre megegyezi levezetéssel belathatjuk,
hogy
il 25l 0= Aa (2.23)
vagy
Lo s Haa.t == ATt (2.23/a)

(2.22) és (2.23) egyenletek kozott az a kiilonbség, hogy mig az el6bbi egyiitt-
hatématrixa ¢ X ¢, az utoébbip X p méretli (p_-q). A matrixszorzat tényezsinek
rangjai kozott a legkisebb ¢, igy a (2.23) matrix szinguldris, és sajatértékei
kozott p — ¢ szamu zérus van.

Ezekbdl az egyenletekbdl lathatjuk azt is, hogy miért volt sziikség arra a
feltételre, hogy a kiilonbozG sorszamu kanonikus korrelaciés egyiitthatok
kiilonbozzenek egymastol: ha két egyiitthaté egyenls volna — pl. 4, = 4,,, —,
akkor a A7 sajatértékhez végtelen sok sajatvektor tartozna, amelyek egy két-
dimenzids linearis alteret feszitenek ki. Ekkor a kanonikus valtozok elGallitéisa
mar nem egyértelmf. (Bar a | trace korrelicié” értelmezhetd.)

Most belatjuk, hogy ha 2; += 4, akkor ev;v; = 0. Ugyanis: ev,v;= bj2,,b,.

Itt (2.22)-bél behelyettesitjitk b, — ilz 2! Xy 21" X1 b értékét:
J

gL YL o RS L.y B
EV V= biz'zzié 2" 2212’1112121’] 3 '}}biz'm 2‘111)‘12 bj
i

i
Mevv =02y, i Z,b;. (2.24)
Ugyanigy kapjuk:
A%E’Uj v, = b}Z‘m L'ﬁlﬂlzbi . (225)

Mivel 2522, szimmetrikus, és (2.24) és (2.25) jobb oldala skaldr, ezért
azok egyenlGk. A két egyenletet kivonva egymésbél:

(A7 — A7) evv; =0 (2.26)
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egyenletet kapjuk. A feltétel szerint 4, 5= 1, igy ev,v; = 0. Ugyanigy belat-
hatjuk, hogy a zérustél és egyméastdl kiillonbozs sajatértékekhez tartozé a;, a;
sajatvektorokbdl képzett u;, u; kanonikus véltozék is korreldlatlanok. Ebbé!
mér az is kovetkezik, hogy euw; = 0, ha 4; 5« 0, mert (2.24) felhasznéldsival:

T :
J J j j

Itt a kifejezés méasodik atalakitdsanal a (2.19) oOsszefiiggést alkalmaztuk,
és mivel mar belattuk, hogy ev; v; zérus, ezért ev; u; is az.

Tehdt a 4, > 2, >... > 1, >0 értékhez tartozé u, =ajx, v, =b1y,
Uy = ag, v, = by véltozdkra teljesiil az eui = 1 és evf = 1 feltétel mellett
az ewu;u; = eu;v; = ev;v; = 0, azaz a nevezett korrelaciék eltiinnek.

Ha még bebizonyitjuk, hogy minden egyes 4,, ..., A, korreldcié érték az
euv fliggvénynek lokalis maximuma, akkor a tételbe foglalt allitast teljes egé-
szében bebizonyitottuk. Ez a hétralevé bizonyités elég hosszadalmas, és a
kanonikus valtozok természetérsl nem tartalmaz hasznalhat6 tulajdonsidgokat,
azért itt mellGzziik, részletesen megtalalhaté [1]-ben. Mivel 1 (a Lagrange-
féle allandé) egyenlének bizonyult a kanonikus korreldciés egyiitthatéval,
a jelolésen mar nem valtoztatunk, A-val jeloljiik tovdbbra is a kanonikus
korrelacios egyiitthatot.

A (2.17) egyenlet gyokeinek szima p -+ q. Ezek koziil csak ¢ szamu pozitiv
figyelembevételével képeztiink kanonikus véltozokat. Mivel a (2.23) egyen-
letben 2* szerepel, ezért 4 helyébe a negativ megoldéasokat helyettesitve ugyan-
azt az egyenletrendszert kapjuk, mintha a pozitiv megoldasokat helyettesi-
tettiik volna be, igy lényegileg kiilonboz6 megoldéshoz nem jutunk.

1., I e 1., 1
81),»’01-:;Ebizzlfﬁlflzbj:—;z.b,-znl.ja ;bi22lajzz‘eviu‘. (227)

3. A kanonikus korrelaciés egyiitthatok és a kanonikus
valtozék becslése

z
Az

y
egy sora az (z',y') vektorbdl vett minta egy eleme. A vektor variancia-kova-
riancia matrixanak, 2-nak a becslése:

]vektorbél vett 7' elem(i minta matrixa, (X, ¥), mérete 7' x (p-+q),

’ 7! 2
8 == (X, ¥V 15 1) % — (X i el £ 5 S B (3.1)
1 /Ll D A S o 7 8q 8,
mert az ¢|"| = 0 feltételt még megtartjuk.
Y, 4 5
- T becsléseit, A, ..., A, értékeket a

‘ - iSu R SIZ =() (3.2)

Sy —48,,

egyenlet gyokei adjak meg. Ezeket egyszer{ibben az

| (5! S S 8y, — 21) | =0 (3.3)

egyenletbdl szamitjuk Ki. A% pozitiv gyokei adjak a ¢ szama megoldast.

7%
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A kapott i, ..., ):q értékeket egyenként visszahelyettesitjitk a

e A:.Ag” R ‘Sylgl (‘?) — O (34)
S'.H Ang b .

TS ke ; a .
egyenletbe. Ebbol kiszamithatjuk az .'] vektorokat, egy hatirozatlan konstans

i
szorzo erejéig. (Az egyenlet csak a vektor dllasit hatirozza meg, hosszit nem.)
A vektoroknak ki kell még elégiteniiik az

d; Sy d; = 1 (3.5)

és . "
b; 8,0, =1 (3.6)
egyenleteket. Kzek mar egyértelmfien meghatarozzik gi szamszerii értékét.

i
Lényegében egyszer{ibb szamitdsi moddszer, ha a kapott 4,z = 1,...,q)
értékeket az

(S{gl S2l Nith Sl‘.! Al;,' 1) b0 (3.7)

egyenletbe helyettesitjiik vissza. (3.7) ugyanis csak (¢ X¢) méret{i homogén,
linearis egyenletrendszer b; komponenseire nézve, mig (3.4) (p + q) X (p + q)
méretii. (3.7) megoldéasait a (3.6) egyenlet teszi egyértelmiivé. d,; értékeit a
(2.20) formulabdl szamitjuk ki:

(i,- = 3\14 Si_ll Sl‘.!bi (38)

Fzzel megkaptuk a kanonikus valtozok egyiitthatéit. Az eredményiil kapott

a; konstans vektorokra a (3.5) feltételnek azonosan teljesiilnie kell (j6 médszer
az eredmény ellenérzésére), mert

A 1 Yo 4 iy oA 1 WA Y1 Y 4
a; LS]I (ii = (z" ASul ‘Sl21)iJ bna,- = i* b’ AS.“ AS“l AS“(l’ —
{ i

. |
binIdl — ’j.‘ Zi == ]

i i

Az utolsé dtalakitisban a (2.6) egyenlet megfelel§jét haszniltuk fel.

4. Megjegyzés a szamitashoz

A tobbvéltozds statisztikai analizishen gyakran van sziikség a valtozdk
transzformélasdra, pl. indexszamokk4 alakitds, standardizalis sth. Be fogjuk
bizonyitani, hogy a kanoniku korreldciés egyiitthatok értékei invaridnsok
a valtozok ilyen transzformdicidival szemben.

Tétel: Ha a 2. szakaszban szerepld x és y vektorok koordinitdit a w, -
= e; -+ fidi= 1,000 p) é8 z, =9y, + h;(i=1,...,q) transzformicidk-
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nak vetjiik ald, ahol ¢; == 0 és ¢; == 0, a transzformalt valdszintiségi vektorok-
hoz akkor, és csak akkor talalhatunk egyértelmd kanonikus valtozokat, ha
@ és y-hoz is talalhatunk, és ha az v és y vektorok kanonikus korreldcids egytitt-

hatéi 4, ..., 4, akkor ugyanezek lesznek a w és z vektoroké is.
Bizonyitds.: A tételben szerepld transzformacidk a
w=FEx | f (4.1)
=Gy +h (4.2)
egyenletekbe foglalhatok ossze, ahol K = {ey, ..., e,) é G = {g,,...,9,

diagonalis matrixok,

fi oy
=l [ (L e (R
fp, ]I’q

A transzformalt vektorok virhaté értéke (ex = 0 és ey = 0 kivetkeztében)
ew = e(Bx + f) = Fex + f = f, ugyanigy ez = h, tehat a konstans vektorok-
kal egyenls. A transzformélt matrixok variancia-kovariancia métrixa:
o (e(w Hew —f ew- flz—hr)") _ {E(Ex) (Bx)'  e(Bx) (Gy)’) -

e M- ) ez We ) |Gy (B e@y) @)

] [e(Ex:L"E) S(Exy'G), _(EXyE EZX,G
Gya'E) Gy’ O \GZnE GZHGJ ‘

A kanonikus korrelicios egyiitthatok és a kanonikus valtozok keresésekor most
az a'EX Qb figgvény értékének a maximumdt kell keresni, a'EX | Ea = 1
és b'GY,,G0 — 1 feltétel mellett. Ez a szamitds pontosan ugyanigy torténik,
mint azt a 2. pontban bebizonyitott tételben lattuk. A kiilonbség csak az,
hogy 2, helyén EX'| E stb. 4ll. Ennek eredményeképpen kapjuk, hogy a ka-
nonikus korreldcios egyiitthaték a

—AEX\E EX,,G
GZyE —2G2,,G
egyenlet gyokei. E determinans matrixat atalakithatjuk:
[- AEZ K EZIBG) . (E O) —A2 Ew} [E ()] _ (4.5)
0 @ Loy —ALas) \O G

Gr,E —AG2,,Q4
Ebbél kovetkezik, hogy a (4.4) egyenlet és a

(4.3)

' == ) (4.4)

|
| T A RAPS —0
{ Nor Ay,
egyenletek ekvivalensek. Itt felhasznaltuk azt, hogy |AB|= |4 ]| | B |

Ezzel a tételt bebizonyitottuk.

A tétel értelmében az idésorok adatait szdmolhatjuk tényleges szdmokkal,
tetszés szerinti bazist indexszdmokkal, tetszés szerinti egységeket valasztha-
tunk, vagy standardizalhatunk. Ezek a transzformdcidk mind a tételbeli
transzformédciéval egyezs alakiak.
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Vigyédzat! Az elsS differencidkkal valé szdmolds nem ad helyes eredményt.

Valéjaban a tételbe foglaltaknal jéval tobb is igaz az F és G méatrixoknak
nem sziikséges diagondlisaknak lenniok, elég ha négyzetes matrixok, tovabbé
nem szingulérisak.

5. Regressziés egyenletek a kanonikus valtozék segitségével

A kovetkezékben két valtozé halmaz kozotti sztochasztikus kapesolatot
akarjuk vizsgilni. Az x vektor komponenseit tekintjiik fiiggetlen valtozoknak,
az y-6it pedig fiiggs viltozoknak. (Okonometriai terminolégiaval: predeter-
mindlt és endogén véiltozok.) Abbdl az alapfeltevésbdl indulunk ki, hogy a
fiiggetlen véltozok nem hatnak egymdsra, értékiiket egymastdl fiiggetleniil
valtoztatjik, ellenben az Gsszes fiiggetlen valtozé hatdst gyakorol az osszes
fliggé véltozora. Ezekkel osszhangban fel kell tenniink azt is, hogy a fiiggs
valtozok kozott is kolesonos egymdsrahatéasok vannak (interdependencia).
Ezeket a kapesolatokat jellemzi modellt kapunk, ha kétvaltozds regresszios
egyenleteket irunk fel a kanonikus véltozok kozott, (1.3) alakjaban. Khhez
a becsléshez az w' — (u,, ..., u,) és v" = (v, ..., v,) vektorokbdl vett min-
tara (idésorra) van sziikség. Legyen ezek méatrixa:

Upy Upgy « -y Upg
Uoy Waoy <5 5 W
21 %o, 3 %ag
i i (5.1)
Upy Upg s - -y Upy
és
Vog Vig + + -, Uy
Vo1 Woo 'V 1, W,
21 Yap 3. Yo
K =shipats (5.2)
Oy Vrgy -« - o Vryg

A métrixok i-edik sora az u, illetve v vektorokbdl vett minta (idésor) i-edik
eleme. Mivel az u és v komponensei elvont véltozok, kizgazdasigi jelentés
nélkiil, ezért azokbdl a szokasos médon nem is tudunk , mintét venni”’. Az
i-edik komponensre vett 7' elemfi minta itt azt jelenti, hogy az wu, — z'a,
skaldris szorzatban 2 helyébe rendre behelyettesithetjiik az ' vektorra vett
T" elem(i minta elemeit. Kz matrix alakban:

Uy Ty Bygs - 00y Typ
Uy 21O TR 8
£ :zl 22 »Tap | | e (5.3)
) Uy LTy e - o Trp
és
Vyi Yu Yio - - -5 Y1g
:2: e ?/.21 Yoo » Yoq b (5.4)

U Y11 Yo - - Y1g
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i=1,...,qra. Igy az U és V matrixok elemeit az X és X maétrixokbdl,
valamint a; és b, értékeibdl szamitjuk ki. Sziikség lesz még 1; értékére is, a
regresszids egyenletek becslésénél. Mivel ett6l a paragrafustdl kezdve elméleti
értékekrsl nem lesz sz6, az egyszer(iség kedvéért a becslésre vonatkozd ~
jelet elhagyjuk, a; b, 4, helyett csak a;, b, At fogunk irni. A ~ jelet, ha
hasznéljuk, az a fiiggd valtozok becslésekor kapott regresszi6 értékeket fogja
jelolni.

Jeloljitk roviden 4 = (a,, ..., a)) és B = (b, ..., b,). Ennek segitségével
az (5.3) és (5.4) egyenlGségek ¢ =1, ..., g-ra az

U=XA4 (5.5)

V= F¥B (5.6)

alakba irhatok roviden. A variancia-kovariancia métrixok jelolése (3.1)-gyel
megegyezoen:

Su = X' X (5.7)

" ! =

Sip = X'¥ (5.8)
1

S =7 V' Y. (5.9)

Felirjuk a kanonikus véltozok variancia-kovariancia métrixait is:
T l vl ] ’ 1 ’
lpv=taxxa—atxxa=-as,4.
T T r

Az A'S; ;A miétrix i-edik sordnak j-edik eleme a;8;a; Ennek értéke 1, ha
j =, — azaz a f6atloban — és zérus, ha ¢ 5 j, t;ehzi,t;Ti U'U egyegységmatrix.
Az

%U’U:A’SHA:I (5.10)
egyenldség tartalmazza azt a feltételt, hogy a kanonikus véltozdk egységnyi

variancidjiak, és azt a tételt, hogy a kiilonboz8 kanonikus valtozok korrelalat-
lanok. Hasonléképpen irhatjuk fel az

%V’V:B'SHB:I (5.11)
egyenlGséget is.

Bevezetjilk a
A 0

0 A
q
diagondlis mdtrixot, és ennek segitségével az

TlU'V:A'SmB:A (5.12)
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matrixegyenlGséget irhatjuk fel. £ matrix i-edik sordnak j-edik eleme aiS,,b;,
mely 7 = j esetén A; (az i-edik kanonikus korreliciés egyiitthatd), ¢ == j

esetén pedig zérus.
Végiil megemlitjiik még azt, hogy a (3.8) egyenleteket:

a;

1 ;
= —Sn" Baby ta= b0
A;
roviden az
4= 85'8;s BA1 (5.13)
alakban irhatjuk. Ugyanigy levezethets a
B=8308,44" (5.14)
matrixegyenlség.
Ezekutén elkezdhetjiik a tulajdonképpeni feladatot, a , kanonikus fiiggs”

valtozék becslését a , kanonikus fiiggetlen” véltozok segitségével. A becslést
a legkisebb négyzetek mddszerével hajtjuk végre:

V— U U)-1U Y — U;; e & 50 ngh e el (5.15)

Az i-edik egyenletben a regresszios egyiitthato az i-edik kanonikus korrelacios
egyiitthato:

U és V értékét az (5.5) és (5.6) egyenletek segitségével dtalakitva:

A\
YB = XA (5.16)
Vizsgaljuk meg, mit kapunk, ha kozvetleniil Y-t becsiiljiik meg az U figg-
vényében:
¥ = XA(4’' X' XA)-14' XY (5.17)
(5.7), (5.8) és 5.10) segitségével:
Y = XA(TI)-14'T8,,
V = X44'8,, (5.18)
(5.14)-b61 kapjuk:
Saa B A = 8y,
ennek transzponaltja:
A 8= AB S 5.
Ennek jobboldalat (5.18)-ban 4’S,, helyébe irva
Y=XAAB'S,, (5.19)

egyenletet kapjuk. Ezt a képletet késsbb fel fogjuk hasznalni, elébb azonban
egy ebbdl kovetkezd fontos tényt kell megvizsgalnunk. (5.19)-ben A helyébe
(5.13) jobb oldalat helyettesitjiik.

Y = X85'8,, BA-*AB’'S,,
Y = AYSHI Sl2 BB’ S‘.:‘.! (520)
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BB'S,,-r6l megmutatjuk, hogy (¢ Xgq) méretli egységmatrix:az (5.11) egyenls-
séget balrdl és jobbrdl beszorozzuk B-vel, illetve B—1-vel

BB'.S,, BB = BB'S,, — I.

Ezt megtehettiik, mert B(gxq) méretdi nem szingularis matrix. Igy (5.19)-
b6l az
Y = X838, (5.21)

egyenlGséget kaptuk, ami nem méas, mint az Y-nak a legkisebb négyzetek
modszerével torténd becslése X fiiggvényében:

Ny = AR XL XCY

A |
beszorozva T és a-vel :

Ebbél az eredménybél azt a kovetkeztetést vonhatjuk le, hogy az (5.19)
vagy az (5.17) formuldval végrehajtott becslés ugyanazt az Y regressziés
értékeket adja, mint a legkisebb négyzetek médszerével torténd becslés.

Most térjiink vissza az (5.15) egyenlettel kapcsolatos eljardshoz: az elvont
,,kanonikus véltozékkal”” hajtjuk végre a becslést. A becsiilt egyenletek alakja
a kovetkezd:

b= w; A (5.22)

Mivel a 4; egyiitthatok az euv fiiggvény lokalis maximumai, ezért azt varjuk,
hogy j6 résziikk nagy lesz. Mégis az fog bekovetkezni, hogy az utolsé egy-két
konstans nem kiilonbozik szignifikdnsan zérustél. Ezt a korreldcids egytitt-
hatokra vonatkoz6 szignifikancia vizsgalattal donthetjiik el, mivel ezek a kano-
nikus valtozék kozonséges korrelacios egyiitthatéi. (A szignifikancia szint
fiigg a mintavétel szamatdl.) Azokhoz a kanonikus korreldcids egyiitthatékhoz
tartoz6 kanonikus valtozékra nem is irhatjuk fel az (5.22) egyenletet, ezek
részvétele a becslésben nem | jogos” (nem irhatunk fel sztochasztikus ossze-
fiiggést korreldlatlan véltozok kozott).

Tegyiik fel, hogy az elsé r(r <~ ¢q) szami kanonikus korrelacios egyiitthato
szignifikdnsan kiillonbozik zérustél. Az a szamités, hogy ezekkel (5.22) alaku
egyenleteket irunk fel a fiiged valtozék szempontjabol —, ekvivalens az
(5.18) vagy (5.19) egyenletekkel végrehajtott becslésekkel, ahol most mar csak
az els6 r szamu kanonikus valtoz6 vesz részt a becslésben. A két egyenlet
formailag véltozatlan marad, esupin a matrixok mérete viltozik meg:

A(rxr), A(pXr) és B(gxr)
méret . .

Az eredményiil kapott Y matrix rangja r lesz, ezért ¢ —r szamu véltozo
kifejezhetG r szémi linedrisan fiiggetlen linedris kombindciéjaként. Igy a
vizsgalatban szerepld valtozok nem alkothatnak szimultian egyenletrendszert.

Most tgy tlinik, hogy egy ,keser(i lemondést” kellett végrehajtanunk. El
kellett ejteniink olyan informéciok felhasznildsat, amelyet a kordbbi szdmi-
tdsi maédszerben figyelembe vettiink. Ez azonban nagyon leegyszerfisitett
értékelés. Sztochasztikus egyenleteinkkel torténd elérebecslésnél nagyon
fontos, hogy azt kizdrélag megbizhaté informécié felhasznaldsival végezziik,
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kiilonben elérebecslésiink sem lesz megbizhaté. Mésrészt a két mddszer ossze-
hasonlitdsa nem is mutatja meg az eljards igazi elényeit. Gondoljunk el
ugyanis egy olyan példat, amelyben 2 fiiggs valtozé és 3 fiiggetlen valtozé
kozotti osszefiiggést kozelitjiik a hagyomanyos médszerrel. Legyen a kapott
egyenlet:

Y1 = X102y + Tyxy + Ty0g

Yo = 2,8 + 2,8, + 238,.

Ha most a fiiggé valtozékhoz hozzivesziink egy Gjabb valtozét, y,-t, a fiig-
getlen véltozékhoz meg mondjuk Gjabb kettit, z, és a5-t és ezeken mér a ka-
nonikus korreliciés mdédszerrel hajtunk végre becslést, akkor ez a mddszer
figyelmen kiviil hagyja az z,, x,, x,-ban rejlé informdcié értéktelen részét,
és feleserdli azt az x4, x5 hasznos informacidjaval. Igy y,, y, és y, elorejelzése
megbizhatébb lesz.

Amennyiben lehetdségiink van igen nagy (100 - 1000) elem(i minta vételére,
a valtozék szamat is jelentdsen novelhetjitk. A véltozok szdmdra az szab
hatart, hogy kovariancia mdatrixuknak, S-nek a gyakorlatban zérustél jelen-
tosen el kell térnie.

6. A korreliciés egyiitthaté altalinositisa a kanonikus korrelacié
elméletének segitségével

A p komponensi(i z és a ¢ komponens(i y vektorok kozotti sztochasztikus
kapesolat mérésére alkalmas mutatét keresiink. Megkivanjuk téle, hogy 0
és 1 kozé esG valds szam legyen. Azonkiviil a korreliciés egyiitthaté dltalino-
sitasaként legyen felfoghatd, igy a ¢ — 1 esetben egyezzen meg a tobbszoros
korrelacids egyiitthatéval.

Induljunk ki megint abbdl a problémdbdl, hogy az y vektort a legkisebb
négyzetek maédszerével becsiilni akarjuk az a linedris figgvényeként. (1.1) és
(1.2) a mintavételi matrixok. Az egyenlet:

Y =XP+ W (6.1)
Itt P = (X'X)"'X'Y. Y és W mérete (T'xXq), X-6 (T'Xp) és P egyiitthaté
matrixé (p x¢). Most nem’tessziik fel, hogy ¢ <~ p. A W maétrix tartalmazza az
ugynevezett zavaré tényezGk hatdsat, amely fiiggetlen az x és y vektortol.

A mintavételi matrixok esetében ez abban nyilvanul meg, hogy W korrelélat-
lan X-szel és Y-nal:

a) X'W=X'Y—XP)=X'Y —XXP=X'Y - X'X(X'X)"X'Y =
= XY - X"Y ==,

tehat
X'W = o, (6.2)
b) Y'W = P'X'W = P'0 = 0, (6.3)
tehat

YW =0.
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A most levezetett osszefiiggések segitségével belathatd, hogy Y kovariancia
matrixa Y és W kovariancia métrixainak osszege:

Y'Y =PX'XP 4 WW ' (6.4)

mert Y'Y = (XP 4+ W) (XP + W)=P'X'XP+ WW + WXP + PX'W
és itt a 3. és 4. tag (6.2) szerint zérusmatrix.
(6.4) ¢ xq méreti matrix. Az egyenletet komponensekként kiirva:

cov (y; ?/j) = cov (¥ 19,') + cov (w[wj) (6.5)

t1=1,...,9é8j=1,...,q Osszes kombinécidira. Az egyenlet 7 = j esetén
az t-edik véltozé variancidjat tartalmazza.
(6.4)-et szorozzunk be balrél (V'Y)~1-vel:

I=(Y'Y)"'"P'X'XP + (Y'Y)"'W'W (6.6)
Ebbél

PX'XP=Y'X(X'X)"1 X' X(X'X)-1X'Y = Y'X(X'X)"1X"Y.
Ezt (6.6)-ba helyettesitve:
I = (YY) Y X(X'X)"X'Y 4 (Y'Y)"‘W'W. (6.7)

Jeloljitk (Y'Y)=*W'W = D, igy a kanonikus korreldciés egyiitthatékat meg-
hatarozé sajatértékegyenlet:

| (T.—=D) — B8] | =0 (6.8)

alakba irhaté, mert (6.7)-b6l 1 - D = S518,,85'S,,.

Y'Y, Y'Y= | YXX'X)"'X'Y |) és W'W métrixok felfoghaték ugy,
mint az egyvdltozos variancia &ltaldnositisai. Ugyanigy az I — D és D
méatrixok pedig ugy tekinthetdk, mint a megmagyarazott, illetve a meg nem
magyardzott variancianak a fligg$ valtozo6 varianciajahoz val6 ardnya. A prob-
léma csak az, hogy az I — D és D métrixokhoz hogyan rendeljiink szimérté-
ket. Megfelels mértékszam lesz a zérustdl kiilonbozs sajatértékek szdmtani
kozepe:

gp =" X2 (6.9)
q i=1
- 1 4
1—(AR=—=>01—2). (6.10)
q i=1

Az igy kapott két mértékszam osszege 1, értékiik 0 és 1 kozé esik. (1) csak
akkor 0 vagy 1, ha minden sajatérték is az. Amennyiben csak ezt a két mutatét
szdmoljuk, a bonyolult sajatértékszdmitésra sincs sziikség. Egy négyzetes
métrix sajitértékeinek osszege ugyanis mindig egyenlé 4tlés elemeinek Gssze-
gével, és ez az Osszeg véltozatlan marad tetszéleges bazistranszformdacié alkal-

mazésa esetén:

tr(d) = 3 a; jelolés mellett tr(4) = tr(C—1AC)
i=1
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ahol O az 4tmenet métrixa, mert tr(AB) — tr(BA). Igy a kivant mutatét
a kovetkezs alakba irhatjuk:

(A2 = tr(S5' 8,5, ST 819 (6.11)
Ha ¢ — 1, az Y matrix mérete 7' x 1, azaz Y egy T elemii vektor. Az

(Y )=t P XX X)L

matrixszorzat egy szamkonstanssa valik, amelynek egyetien sajitértéke van:
onmaga.
R LA

A (A2 = L );j\}) el alakba irhato, ami éppen y és x tbbszoros korre-
ldcids egyiitthato négyzete. Igy belattuk azt is, hogy 2 megfelel, mint a korre-
ldcids egyiitthaté altalinositisa. Konnyen belithatjuk, hogy a trace-korre-
lacids egyiitthaté szamithaté akkor is, ha az egyes nullatél kiillonbozd kanoni-
kus korrelacios egyiitthatok kozott egyenlSk is vannak.
A paragrafus elején az Y — XP | W mitrix egyenletbil indultunk ki.
Okonometriai elemzésekben az ilyen egyenletekben feltételezziik, hogy
nem sztochasztikus valtozo, y pedig az. Ebbdl arra kivetkeztethetnénk, hogy
a (6.11) formula mds eredményt ad, ha a két valtozé szerepét megeseréljiik.
Vegyiik észre azonban, hogy a (3.3) és (3.4) egyenletek, amelyekbdl a kanonikus
korrelacios egyiitthatokat szamoljuk p - ¢ szdmi zérus gyokot kivéve ekviva-
lensek: a pozitiv gyokok azonosak. lgy azok osszege is megegyezik:

tr(Sx! S, STt 81s) = tr(Sit 8, 85t 84) (6.12)

okoskodasunk tehat figgetlen a (6.1) modelltdl, esupan az osszefiiggések jobb
megértése kedvéért haszniltuk fel a gondolatmenetben.

Fiiggelék
A szamitas menete

a) A valtozokat standardizaljuk. Ez az

transzformaciéit jelenti ¢ — 1, ..., 7-re, és itt

i B 3 e R
7 e s N = P 2
& 6 oy V,[, 2(x; — x)2.

Erre azért van sziikség, hogy a variancidk szamitdsinal ne jojjenek ki til
nagy szamok. Amint azt a 4. pontban belittuk, a kanonikus korrelicids
egyiitthatok értékén ez nem véaltoztat.

b) Kiszdmitjuk | S| értékét. Amennyiben |S | < 8, ahol & a kerekitési
hibdk nagysigrendje, a szdmitdst nem folytathatjuk a kivilasztott valtozok-
kal, mert azok gyakorlatilag linedrisan osszefiiggiek.

c) Kiszamitjuk az Si' S, majd az Sz' S, Sg'S,, métrixszorzatot.
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d) Kiszamoljuk a matrix atlés elemeinek Osszegét:
2\ 1 =1
(2)* = tr(S%' Sy 81’ Sia)

e) Kiszamitjuk az Su!'S,,Sn'S;, nem szimmetrikus matrix sajatértékeit.
Ez eléggé bonyolult szamitds, részletes leirasat [2]-ben megtaldljuk (275 —
278. 0.).

f) Megoldjuk az (S3'S,,81'S,, — 43 1)f;, = 0 homogén linedris egyenlet-
rendszereket ¢ — 1,...,rre (r az indexe az utolsé zérustdl szignifikdnsan
kiillonbozd A,-nek).

g) A homogén linedris egyenletrendszer megoldasat a b;8,,b; =1, 7 =
— 1,...,q feltételek teszik egyértelmiivé, ezért az f) pontban kiszamitott
sajatvektorokat beszorozzuk az

1

VBi S, B,
konstanssal. A végsG megoldas tehat:
1

:_Tﬁ_,_,:ﬁ. R R
Vﬁi Sy B l

h) Az

1 ;
= — SﬁlSlzbl- = [ B

4

a;

képlethél kiszamoljuk az a; vektorokat, a; és b; vektorok a kanonikus viltozdk
konstans egyiitthatoi.
i) Megbecsiiljiikk a figgd valtozokat az Y — XAA’'S|, matrix egyenletbdl.

( Beérkezett: 1972. aprilis 20.)
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- N

ON CANONICAL CORRELATION

(anonical correlation belongs to the multivariate statistical analysis. The closeness of
the connection between two probability vector variables can be measured by its help.
Let the two variable be vectors x having p components and y having ¢ components.
Suppose g < p. The linear transforms of the two vectors are as follows: u = A’ @, » = B’ y.
From among the possible linear transformations those are sought, where the transformed
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are uncorrelated and besides the corresponding components of the two vector have
maximum correlation, each. According to the theory there is a single solution for the
q pairs of variables which meets the above requirements.

As a result the vectors z and y can be transformed into closely correlated pairs of ¢
variables. These pairs of variables, the canonical variables give useful information on the
interrelationsbetween the components of  and . The trace of a specific matrixis an appro-
priate index number for measuring the closeness of the connection between the vectors
@ and y, and it can be considered as a generalization of the correlation coefficient, too.

Also a process for estimating the parameters of a multivariate regression model can be
obtained from the theory. Practically the dependent variableg are estimated here as
functions of those canonical variables whose canonical correlation coefficient proved
significant.

O KAJIBKYJIALUUKWM KAHOHUYECKON KOPPEJISILIUU

Kanbkynsiist  KaHOHHUECKOH KOPPEJSIHH  IIPHHAUIKUT CTATHCTHUECKOMY AHAJIH3Y C
MHOTHMH TIeDEeMEeHHBIMH. TIpH [OMOIH 9TOr0 METO/a TECHOTY CBSI3H MMy JBYMSI BEKTOp-
nepemMeHHbIMH MOXKHO H3MEPSITh.

Ilycrb Oyaer 1Ba BEKTOP-11ePEMEHHOI0 BEKTOP @, ¢ KOMIIOHEHTOM P M BEKTOD ¥/, ¢ KOMIIOHEHTOM
q. Ilpeanosaraem, uro ¢ = p. Jluneiinsie Tpanchopmarim AByX BekTopos: u — A’z, v = B'y.
Cpejtt BCEX BOSMOMKHBIX JIMHEHHBIX TPAHCPOPMALMI MBI HILEM Te€, B KOTOPBLIX BHJIHO, UTO KOM-
TIOHEHTBI HOBBIX BEKTOP-MEPEMEHHDIX, T0JIYUeHHbIE TIPH HX TOMOLIH He B KOPPEJsiM Apyr ¢
APYTOM H KpOMe 9TOr0 BHJIHO, UTO KOPPEJSIIMH JIPYTY JPYTY KOMIIOHEHTOB BEKTOPOB HMEIOT
MaKCHMyMbl. COrJIacHO TEOPHH JUIs Tapa MepeMeHHDBIX B HOMEDE ¢ HMEETCsl TOUHO O/IHO PelleHHe,
KOTOpOE Y/IOBJETBOPSIT BBILIEYTIOMSIHYTbIE YCIOBHSI.

B pesynbrare BeKTOPHI T M Y MOYKHO 1‘pnnc%mpmnpoua'rb B I1apa repeMeHHBIX B HOMEp ¢,
KOTOpbIe B TECHOH KOPPEJISLHH APYT € APYTOM. ITH Taphl TIEPEMEHHDBIX — KaHOHHUYECKHX nepe-
MEHHBIX — MOYKHO IIPE/ICTABHTD T10JIe3HYI0 HHOPMAIIHIO 0 B3aHMO3ABHCHMOCTSX KOMIOHEHTOR
T H Y.

W3 Teopuu MOYKHO TI0JIyUMTh M NPOLECC JUIst OEHKH NapaMeTpoB perpeccHBHON MO Co
MHOTHMH TIePEMEHHBIMH. 3/leCh IIPAKTHYECKH 3aBHCHMBIE TIePeMEHHbIe O1eHHBAIOTCS Kak (yHK-
UMH TeX KaHOHHYECKHX TMePeMEeHHDBIX, KOOMMHIMEHTI KAHOHHUECKOH KOPPEISIHH JI0KA3bl-
BalOTCS CHIHH(DAKTHBIMH .



