
hrnÉNYI BÉLA

A kanonikus korrelációszámítás 

A kanonikus korrelációszámítás a többváltozós statisztikai elemzés téma
körébe tartozik. A vizsgálatra kiválasztott valószínűségi változókat két
csoportra osztjuk, valamilyen - a változók természetéből adódó - szempont
szerint. Az így kapott két változócsoportot felfoghatjuk úgy is, mint két való
színűségi vektorváltozót. Az elméletben levezetésre kerülő ,,trace korrelációs
együttható" a közönséges korrelációs együttható általánosítása a két vektor
változó között. Bemutatjuk emellett az elmélet egy gyakorlati alkalmazását:
egy becslési módszert a többváltozós ökonometriai modell endogén (függő)
változóira. Az összefüggések levezetése során alkalmazzuk a matematikai
statisztika és a mátrixszámítás egyes alapvető tételeit, és az anyag megértése
szempontjából ezek ismerete az olvasó részéről is szükséges.

I. A kanonikus korrelációszámítás problémája 

Legyen X a D komponensű x' = (xi, ... , xp) valószínűségi vektorváltozóból
vett o elemű minta (vagy o elemű idősor) mátrixa:

'

kú 
X 

X= r 
Xn 

X12 · · · X1p)
x )) X ~ T 

XT2 ... XTp· 

' 3l32 

és .Ya q komponensű y' = (+ő) XXX ) yq) valószíníí.ségi vektorváltozóból vett o 
elemű minta (v. o elemű idősor) mátrixa:

- C 
Y12 y ))Y 

Y21 Y22 · · · Y2q ' 3lV2 y = .

Yn YT2 · · · Yrq 

Az általánosság megszorítása nélkül feltehetjük, hogy } < DX 
A vektorok komponenseit a változók jelentése szerint állítjuk össze. Például

az x vektor tartalmazhat közgazdasági mutatókat, az y pedig szociológiaikat,
számszerű fiziológiai, illetve pszichológiai kísérletek eredményeit, ökonometriai
modell predeterminált, illetve endogén változóit stb.
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Vizsgálni akarjuk, hogy milyen mértékű sztochasztikus kapcsolat van a két
vektorváltozó között. Nagyon áttekinthető volna ez az összefüggés, ha x1
és { 1 korrelációja nagy volna, ugyanígy x2 és { 2-é, ... , I } és +}qé X Ugyanakkor
mindegyik változó kizárólag a ,,saját párjával" volna korrelált, az x ) és y1 függetlenek lennének, ha i # PX 

A változók összefüggéseit leíró lineáris modell ekkor csakis az

<34k 3Mű3Yt 3 
Y2 = X2/J2 Y Wz 

' 3l52 

+} = I } -c} Y L } 

alakot öltheti (itt feltettük, hogy x1, +b és w ) várható értéke zérus, és w 1 a szto
chasztikus kapcsolattal együttjáró disturbancia).

Természetesen egy statisztikai adatfelvétel sem fog ilyen összefüggést tar
talmazó adatokat adni. Ellenben bevezethetünk olyan változókat, amelyek
mutatják a fenti tulajdonságokat, és ugyanakkor tartalmazzák az összes
információt is, amely a statisztikai adatokban van. Ezek a változók az x ) 
illetve y vektorok komponenseinek különböző lineáris kombinációi lesznek,
maguk is valószínűségi vektorváltozók:

Á1 = S{ I 
U2 = Sb X 

(14) 

és
s 3 = á"ő + 
V2 = áb + 

' 3l: 2 

Vektorálisan:

.
""} = á~ y 

U= 
(

u
1
) (Sb x Y 92 Sbx 

: = : vagyl .
9} S~ x 

9 = v "x ' 3l; 2 

és

(
V1) (á"ő y Y µj b; y 

v 4 0 4 , vagy v 4 B' y 

Vq á} y 

A matematikai feladat lesz az A és B mátrixokat meghatározni oly módon,
hogy a kapott 9 és v valószínűségi vektorváltozók mutassák az ' 3l52 egyenle
tekkel kapcsolatban említett tulajdonságokat, nevezetesen azokat, hogy u1
és v1, 18j és v j ) X• X 9} és v } a lehető legszorosabban korreláljon, és az összes
többi korreláció zérus legyen.

' 3l72 
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Most kimondhatjuk a pontos #gGő0íh őó 8{ Ha adott a D komponensű x és a } 
komponensű y valószínűségi vektorváltozó, akkor képezzük az v és t konstans
mátrixokkal az 9 = v "x és v = t "y valószínűségi vektorváltozókat. Az így
kapott u' = (u1, ... , uq) és v' = (v1, ... , vq) vektorok komponenseit ,,kano
nikus változóknak" nevezzük, ha az

eU7 = 1 

w w = 1 i = 1, ... ,q 
' 3l82 

(1. 9) 

feltétel mellett teljesül az, hogy a következő korrelációk zérusok:

EU; Uj = Ü 

W; Vj = W 

EU; Vj = Ü i = 1, ... , q 

' 3l3W2 

(1.11) 

(1.12) 

ha i =/= Pb azonkívül ha még teljesül az EU;V; (i = 1, ... , q) korrelációkra
az ' 3l82= ' 3lÜ2 feltételek mellett az, hogy az gÁ v = S"dx y "á) D Y } változós
függvény lokális maximumai. Az EU v függvénynek e lokális maximumait
,,kanonikus korrelációs együtthatóknak" nevezzük. (A görög eredetű ,,kano
nikus" szó jelentése: szabályos, szabályszerű.)

2. A kanonikus korreláció számítás matematikai alapjai 

Tekintsük a D + } komponensű (;) valószinűségi vektorváltozót.Evariancia

kovariancia mátrixszal, amely négy rész-mátrixból áll:

Xdu d {x) (x " {C2 = d (x x { x y {Y = (.En L'12) .
+ y x ++ Xd 21 L'22

Előszöraztazesetetvizsgáljuk, amikor d({Yu 0. Később látni fogjuk, hogy

ez a megszorítás nem változtat a kanonikus korrelációs együtthatók értékén.
Feltesszük még azt, hogy d pozitív definit. Ez utóbbi feltételezéssel nem zártunk
ki egyetlen számunkra jelentőséggel bíró esetet sem, csupán azokat az érdek
telen eseteket, amelyekben a komponensek lineárisan összefüggőek.

E feltételek mellett a következő 8é 8g48 fogjuk bebizonyítani:
Az x és y vektorokhoz találhatók ' 3l62 és ' 3l: 2 alakban felírt kanonikus vál

tozók. Az m1) XXX ) m} kanonikus korrelációs együtthatók a

(2.1)

(2.2)

egyenlet pozitív gyökei.
Az i-edik kanonikus változó-pár képzéséhez szükséges SXb) á1 konstans vekto

rok pedig a

(2.3)

homogén lineáris egyenletrendszer gyökei i = 1, ... , q esetén, feltéve, hogy
mb # m1) ha i =;t= j. 
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Először megkeressük az 9 = S"x és v = á"y alakú skaláris szorzatok közül
azokat, amelyek kielégítik az

1 = ]9j = gS"x x "S = S"d 11S (2.4)
1 = ]v j = ]á"y y "á = á"dj j á (2.5)

feltételeket, azaz varianciájuk egységnyi, és e feltételek mellett az g9O függ
vénynek (amely az 9 és v változók korrelációs együtthatója) szélsőértéke van.
A függvény más alakban:

]9v = ]S"x y "á = S"]x y "á = S"d 1j á (2.6)

A Lagrange-féle feltételes szélsőértékszámítás módszerével keressük meg (2.6)
szélsőértékeit:

Legyen:

7/J = a' E3V á q _!:_ Á (S" E33 S q 1) - _!:_ µ (á" EVV á q l) (2.7)2 ... 2 

ahol]:_?. és .l µ Lagrange-féle multiplikátorok. A 1P függvény szélsőértékei kö-
2 2 

zöt.t lesznek az dÁµ szélsőértékei (2.4) és (2.5) feltételek mellett. Deriváljuk
7P- t S és á komponensei szerint, és zérussal tesszük egyenlővé:

81p - = E12 á q ÁE11 S = 0SS 
83g " á - = d 21 S q µ : 22 = Wl 
ab 

(2.8)-at szorozzuk balról a'-val, (2.9)-et b'-vel:

S"d 1j á qq Á S"d 11S = W 

á"d j 1S q -8á"d j j á = Í l 

(2.8)

(2.9)

' Vl3W2 

' Vl332 

Az egységnyi varianciák következtében Á 4 fl = S" d4cá 4 g99) tehát Á 
értéke éppen az 9 és v változók korrelációs együtthatója. Igy (2.8)-at és (2.9)
et a következőképpen írhatj uk át.

qÁ d 11S Y d 1j á = W 

vagy mátrix egyenletben:

(2.12) 

(2.13) 

(2.14) 

mive 14) homogén lineáris egyenletrendszer az ismeretlen (:) vektorra

nézve, a nem triviális megoldás létezésének szükséges és elégséges feltétele
hogy mátrixának determinánsa zérus legyen: '

}· f ÁEu E121-- 0. (2.15) 
I E21 - ÁL22
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A (2.14) és (2.15) egyenletekkel megkaptuk a tételben szereplő egyenleteket.
Ezzel azt láttuk be, hogy az 9v függvény feltételes szélsőérték helyei csakis

a (2.14) és (2.15) egyenletek által meghatározott (:) vektor~k között lehet

nek.
Belátjuk, hogy (2.15)-nek ?.-ra q számú pozitív gyöke van. (2.15) egy (p Y q) 

adfokú algebrai egyenlet, mert (-?.)P+Q együtthatója (L'11) · (L'22), ahol egyik
tényező sem zérus, és a determináns kifejtésében az összes többi tagban ),
kitevője (p Y q)-nál kisebb. Ezért (p Y q) számú gyöke van az egyenletnek.
Az összes gyök valós, mert ha a (2.14) egyenletet balról szorozzuk az (a', Í C2 
vektorral, azt kapjuk, hogy

). = hCjC12z és ). = Ó CjC21a

azaz ?. egyenlő a saját konjugáltjával.
Vizsgáljuk meg a (2.15) egyenletet a gyökök szempontjából. Nem változtat

a gyökökön, ha az egyenletet megszorozzuk a

} E-1 } 
~ konstanssal:

}Lúű 

[L'22
1[ · } ·ALn ~12, _ W -· _ (2.16)} Ell } L'21 -AL22

Az egyenlet bal oldalát a lehető legegyszerűbb alakra hozzuk:

} E;;_;} } ' f = p ) . } f = p ., p ( , p ) l p } } Lú } 11.:::.11 11.:::.2- .:.-21 11.:::.u - .:::.12 =
= (-).)P (L'22)-l } AL22 - L21 (-AL'11)-1L'12 }4 

= (-J.)P I-AJ - E;;/ L21 _\ Lii1 L'12 }4 
4 'f l2q=AűA l ' -J.2. íy D;/L'21LiilL'12) }4 

- ). 

(-J.)PA } P-1 P P-1 P ,2 J e ff - -- .:::,22 l000=V3l000=33 l000=3V f í? q 
'f l2é 

= (-).)P-Q } E221 E21 Eu1 E12 - bXz 1 } = Í (2.17)

Láthatjuk, hogy a (2.15) egyenletben }.P-Q gyöktényezőt kiemelhetjük, tehát
az egyenlet gyökei között Dq} számú zérus van. A további 2q számú gyök a

'Vl382 

egyenlet gyökei. Itt ?.2 lehetséges értékei a 1:'221 L'21L'u1L'12 mátrix saját értékei,
mivel ez a mátrix nem szinguláris, nincs zérus sajátértéke. Fent láttuk, hogy
minden XVXX valós értékű, ezért minden ?.2 pozitív. (Ezzel közvetve beláttuk azt
is, hogy a mátrix pozitív definit.) A nagyság szerint sorbarendezett D Y } 
számú gyök a következőképpen írható fel:

A1 p A2 p lll p v } p 0 = ... = 0 p f v } p lll p f ,=űl 

7 Szigma
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A (2.18) egyenletet más módon is levezethetjük. Tekintsük a (2.18) és (2.13)
egyenleteket. (2.12)-ből cXd11S = Xd1j áX Ezt balról szorozva .Ei:i1-vel

Ja = Xdő4 .E12 á 

- l ,'-l ,- á S q -.:-11 ..::.12 ·
v 

(2.13)-ból .Ej1 · S = A.Ej j b. Ezt .E221-nel balról szorozva:

.E221 .E21 Su Ab (2.21)

egyenletet kapjuk. (2.21) mindkét oldalát szorozzuk A-val, és Ja helyébe
(2.16) jobb oldalát helyettesítjük:

(2.19)

(2.20)

vagy
(2.22)

(2.22/a)

Eszerint ab vektorok valóban a }l0221 I.: 21 jCü 1 .E12 mátrix sajátvektoraí, J.7 (i =
= 3= ll l r 2 pozitív valós számok a sajátértékek.

(2.22) levezetésével lépésről-lépésre megegyező levezetéssel beláthatjuk,
hogy

vagy
(2.23)

(2.23/a)

(2.22) és (2.23) egyenletek között az a különbség, hogy míg az előbbi együtt
hatómátrixa q xq, az utóbbip xp méretű (p"?:_q). A mátrixszorzat tényezőinek
rangjai között a legkisebb } ) így a (2.23) mátrix szinguláris, és sajátértékei
között D q } számú zérus van.

Ezekből az egyenletekből láthatjuk azt is, hogy miért volt szükség arra a
feltételre, hogy a különböző sorszámú kanonikus korrelációs együtthatók
különbözzenek egymástól: ha két együttható egyenlő volna - pl. v 1 = v by1 q ) 
akkor a J.7 sajátértékhez végtelen sok sajátvektor tartozna, amelyek egy két
dimenziós lineáris alteret feszítenek ki. Ekkor a kanonikus változók előálHtása
már nem egyértelmű. (Bár a ,,trace korreláció" értelmezhető.)

Most belátjuk, hogy ha A1 ¥= A1, akkor w 1 v 1 4 Wl Ugyanis: w 1 v 1 4 b;.E22b1. 

Itt (2.22)-ből behelyettesítjük á1 =;~E;/ }l021 .EiiL Xd12 á1 értékét:
J 

q á" T } ,'-l " ,'-) .. á q } á" )) ,,_l .. á é Vi VJ· - i k 22- .:, 22 k 21 k JI .<:,] 2 P q q I .:, 21 k 11 k 12 /AJ AJ 
cXc g 9) v 1 = bí .E21 .Eii1 }l012 b1. 

Ugyanígy kapjuk:
(2.24)

v w g v 1 V; = á1 }l0V3 .Eii3 .E3V ábX (2.25)

Mivel .E21}l0N+}l012 szimmetrikus, és (2.24) és (2.25) jobb oldala skalár, ezért
azok egyenlők. A két egyenletet kivonva egymásból:

(AJ - J.7) gv 1v 1 = W (2.26)
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egyenletet kapjuk. A feltétel szerint A; # v 1) így BV;VJ = 0. Ugyanígy belát
hatjuk, hogy a zérustól és egymástól különböző sajátértékekhez tartozó Sb) SX 
sajátvektorokból képzett U;, 91 kanonikus változók is korrelálatlanok. EbbőÍ
már az is következik, hogy £ 91v b = 0, ha v 1 # 0, mert (2.24) felhasználásával:

£ v bv 1 = p! áí .E21 L'1i1 .E12 b1 = p! b; .E21 ).1 S1 = p! áí Xd 21 S1 = p! £ V; 91. (2.27)
" " " " 

Itt a kifejezés második átalakításánál a (2.19) összefüggést alkalmaztuk,
és mivel már beláttuk, hogy £ v; v1 zérus, ezért s v; u1 is az.

Tehát a A1 p AV p lll p v } p 0 értékhez tartozó u1 = a{ x, v1 = áő y, 
XXX 9} = S~ x ) v } = á~ y változókra teljesül az ] 9w = 1 és £ v w = 1 feltétel mellett
az £ 9b 91 = ] U; v 1 = ] V; v 1 = 0, azaz a nevezett korrelációk eltűnnek.

Ha még bebizonyítjuk, hogy minden egyes A1, ... , v } korreláció érték az
i::uv függvénynek lokális maximuma, akkor a tételbe foglalt állítást teljes egé
szében bebizonyítottuk. Ez a hátralevő bizonyítás elég hosszadalmas, és· a
kanonikus változók természetéről nem tartalmaz használható tulajdonságokat,
azért itt mellőzzük, részletesen megtalálható [ 1 ]-hen. Mivel A (a Lagrange
féle állandó) egyenlőnek bizonyult a kanonikus korrelációs együtthatóval,
a jelölésen már nem változtatunk, A-val jelöljük továbbra is a kanonikus
korrelációs együtthatót.

A (2.17) egyenlet gyökeinek száma D Y }X Ezek közül csak } számú pozitív
figyelembevételével képeztünk kanonikus változókat. Mivel a (2.23} egyen
letben AV szerepel, ezért A helyébe a negatív megoldásokat helyettesítve ugyan
azt az egyenletrendszert kapjuk, mintha a pozitív megoldásokat helyettesí
tettük volna be, így lényegileg különböző megoldáshoz nem jutunk.

3. A kanonikus korrelációs együtthatók és a kanonikus 
változók becslése 

Az (:) vektorból vett T elemű minta mátrixa, (X, Y), mérete T x (Dy }Y) 

egy sora az (x',y') vektorból vett minta egy eleme. A vektor variancia-kova
riancia mátrixának, .E-nak a becslése:

su p! (X, <2C 'k = <2 = p! (X' k x { +Y = (s 0 / 12), (5A32 
1" o Y' I Y Y S21 S22

mert az ] (x Y = 0 feltételt még megtartjuk.
y q q 

A1, ... , v } becsléseit, Ai, ... , v } értékeket a

}
f Xs1_1 _ s12/ = W (3.2)

s j1 q c)Xs j j 

egyenlet gyökei adják meg. Ezeket egyszerűbben az

I (ső4 s 21 Su1
s12 - J..2 I) 1 = o ' 5l5 

egyenletből számítjuk ki. őj pozitív gyökei adják a q számú megoldást.

7* 
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A kapott ),1, ... , őX} értékeket egyenként visszahelyettesítjük a

(q ő s9 • s 1j Y (1) = Í 
HVj qv / VV á 

egyenletbe. Ebből kiszámíthatjuk az (t:) vektorokat, egy határozatlan konstans

szorzó erejéig. (Az egyenlet csak a vektor állását határozza meg, hosszát nem.)
A vektoroknak ki kell még elégíteniük az

(3.4)

és
al s0á b = ]
áb ]22áb = 1

(3.5)

' 5l; 2 

·3 O m t "' } C C O J C' i OC C} (á;) ' ,, ' CmC egyen e e e·. 1c;;,;e 9 mar egyor em ien rnegna arozza e
; 3 

szamszeru érté · et.

Lényegében egyszerűbb számítási módszer, ha a kapott GX)q(ő = 1, ... , q) 
értékeket a;,;

' 5l72 

egyenletbe helyettesítjük vissza. ' 5l72 ugyanis csak ' r k r 2 méretű homogén,
lineáris egyenletrendszer áb komponensei.re nézve, míg (3.4) (p Y q) \ (p Y r 2 
méretű. '5l72 megoldásait a '5l; 2 egyenlet teszi egyértelművé. Sb értékeit a
{2.20) formulából számítjuk ki:

á 1 ]q1 S' b 'i =--;- 11 12 ő v b 
Ezzel megkaptuk a kanonikus változók együtthatóit. Az eredményül kapott
a; konstans vektorokra a (3.5) feltételnek azonosan teljesülnie kell (jó módszer
az eredmény ellenőrzésére), mert

' 5l82 

s á lb·,u Wf3H= 
}} bu {{gq +a V3• P33 33h,4 A1 . 

I • 1 .= qbXáb / 21 á1 u qbqv bu l.
v b v 1 

Az utolsó átalakításban a (2.6) egyenlet megfelelőjét használtuk fel.

4-. Megjegyzés a számításhoz 

A többváltozós statisztikai analízisben gyakran van szükség a változők
transzformálására, pl. indexszámokká alakítás, standardizálás stb. Be fogjuk
bizonyítani, hogy a kanoniku korrelációs együtthatók értékei invariánsok
a változók ilyen transzformációival szemben.

oé 8g4{ Ha a 2. szakaszban szereplő x és y vektorok koordinátáit a w b 44 
= gXz ) Y +, (i = 1, ... , p) és Z; = +b+b Y kb (i = l, ... , q) transzformációk-
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nak vetjük alá, ahol gbx 0 és Fb x 0, a transzformált valószínűségi vektorok
hoz akkor, és csak akkor találhatunk egyértelmű kanonikus változókat, ha
x és y-hoz is találhatunk, és ha az x és y vektorok kanonikus korrelációs együtt
hatói J.1 ... , v } ) akkor ugyanezek lesznek a w és z vektoroké is.

t őzO 0y í 8á ]{ I tételben szereplő transzformációk a

w u d x y f 
z u f y y k 

(4.1) 

(4.2)

egyenletekbe foglalhatók össze, ahol E 4 (e1, ... , gDY és G 4 ((Ji, ... , F}Y 
diagonális mátrixok,

I = ( ~
1 ű és h = (

7

~
1

)

/p hq 

A transzformált vektorok várható értéke (gx 4 O és gy 4 0 következtében)
gőO 4 g(d x Y +2 4 dgXx Y f 4 f, ugyanígy gz u h, tehát a konstans vektorok
kal egyenlő. A transzformált mátrixok variancia-kovariancia mátrixa:

(
g(w q I) (w -- I)' 

Xdu 
g(z qq kY ' ! f +2C 

g(w q I) (z q É2 C2 = (g(d x Y (d x Y" 
g(z q h) ' í f É2C g(f y Y 'L \ 2C 

= (g(d x x " dY 
g(f y x "dY 

g(d x y " G)) (d .En d d £ 12 G) 
g(f y y " Ó2 f f í{j 1d f Xdj j f X 

g(d x Y (Gy)') =
E(Gy) (Gy)' 

(4.3} 

A kanonikus korrelációs együtthatók és a kanonikus változók keresésekor most
az S"d Xd12f á függvény értékének a maximumát kell keresni, S"d Xd11dS = 1 
és á"f Xd22f á = l feltétel mellett. Ez a számítás pontosan ugyanúgy történik,
mint azt a 2. pontban bebizonyított tételben láttuk. A különbség csak az,
hogy £ 33 helyén dXd11d stb. áll. Ennek eredményeképpen kapjuk, hogy aka
nonikus korrelációs együtthatók a

}f v d .Ell d d Xd1j f }4 W '6l62 
f Xdj 1d qVXf Xdj j f 

egyenlet gyökei. E determináns mátrixát átalakíthatjuk:

(
qVX d 1{11 d d £12 f Y (E 0) (-?. .En £12) (E

f 4"j1d qVXf Xdj j f = 0 f £ 21 qVX£ jj 0 i). (4.5) 

Ebből következik, hogy a (4.4) egyenlet és a

).L'Jl £121 =0 
l'21 -?..I:22

egyenletek ekvivalensek. Itt felhasználtuk azt, hogy } AB } = } A } } B }· 
Ezzel a tételt bebizonyítottuk.

A tétel értelmében az idősorok adatait számolhatjuk tényleges számokkal,
tetszés szerinti bázisú indexszámokkal, tetszés szerinti egységeket választha
tunk, vagy standardizálhatunk. Ezek a transzformációk mind a tételbeli
transzformációval egyező alakúak.
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Vigyázat! Az első differenciákkal való számolás nem ad helyes eredményt.
Valójában a tételbe foglaltaknál jóval több is igaz az e és f mátrixoknak

nem szükséges diagonálisaknak lenniök, elég ha négyzetes mátrixok, továbbá
nem szingulárisak. ·

5. Regressziós egyenletek a kanonikus változók segítségével 

A következőkben két változó halmaz közötti sztochasztikus kapcsolatot
akarjuk vizsgálni. Az x vektor komponenseit tekintjük független változóknak,
az y-éit pedig függő változóknak. (Ökonometriai terminológiával: predeter
minált és endogén változók.) Abból az alapfeltevésből indulunk ki, hogy a
független változók nem hatnak egymásra, értéküket egymástól függetlenül
változtatják, ellenben az összes független változó hatást gyakorol az összes
függő változóra. Ezekkel összhangban fel kell tennünk azt is, hogy a függő
változók között is kölcsönös egymásrahatások vannak (interdependencia).
Ezeket a kapcsolatokat jellemző modellt kapunk, ha kétváltozós regressziós
egyenleteket írunk fel a kanonikus változók között, ' 3l52 alakjában. Ehhez
a becsléshez az u' 4 (u1) XXX ) uq) és v' 4 (vi, ... , vq) vektorokból vett min
tára (idősorra) van szükség. Legyen ezek mátrixa:

és

9 = ' 4" 000= 0 =~ ) 
UTl U,f'2 ' ... ' UTq 

(

µj j V12 · · · , Vl )
V21 µj j · · · ) µj µu X 

V-n V-r V C l l C 'Urq 

(5. I)

' : lV2 

A mátrixok i-edik sora az 9) illetve v vektorokból vett minta (idősor) i-eclik
eleme. Mivel az 9 és v komponensei elvont változók, közgazdasági jelentés
nélkül, ezért azokból a szokásos módon nem is tudunk ,,mintát venni". Az
i-edik komponensre vett "í" elemű minta itt azt jelenti, hogy az U; = x' a1 
skaláris szorzatban x " helyébe rendre behelyettesíthetjük az x " vektorra vett
T elemű minta elemeit. Ez mátrix alakban:

és

(
v 4őY (Yn Y12, · · · , +1} Y ?1 = Ytt +j j ) · · · ) +j } áb 

µm1 +0 +oj ) · · · ) +m} 

' : l52 

' : l62 



A KANONIKUS KORREL.'Í.CIÓSZÁMÍTÁS 283 

i = 1, ... , }qmSX Így az U és V mátrixok elemeit az X és X mátrixokból,
valamint a; és á1 értékeiből számítjuk ki. Szükség lesz még 4b értékére is, a
regressziós egyenletek becslésénél. Mivel ettől a paragrafustól kezdve elméleti
értékekről nem lesz szó, az egyszerűség kedvéért a becslésre vonatkozó >.

jelet elhagyjuk, Sb) áő) őb helyett csak Sb) á)) v bq8 fogunk írni. A +CHf jelet, ha
használjuk, az a függő változók becslésekor kapott regresszió értékeket fogja
jelölni.

Jelöljük röviden v = (Ső) XXX ) S}Y és t = (áő) XXX ) á}Yq Ennek segítségével
az (5.3) és (5.4) egyenlőségek i = 1, ... , q-ra az

U=XA 
V = YB 

alakba írhatók röviden. A variancia-kovariancia mátrixok jelölése
megegyezően:

(5.5)
(5.6)

(3.1)-gyel

/ 33 = !p!! I ) I 
o 

S12 = _!_X, Y 
o 

/ VV = _!_y, Y. 
o 

' : l72 

' : l82 

' : lÜ2 

Felírjuk a kanonikus változók variancia-kovariancia mátrixait is:

_!_ U' U = _!_A, X' XA = A' _!_X, XA = A' / 11I l 
T T T 

Az A'S11A mátrix i-edik sorának j-edik eleme a;S11a/ Ennek értéke 1, ha

P = N= f azaz a főátlóban - és zérus, ha i # P) tehát~ U'U egyegységmátrix.
o 

Az
!p!9) Á = A'S11A = I 
o 

(5.10)

egyenlőség tartalmazza azt a feltételt, hogy a kanonikus változók egységnyi
varianciájúak, és azt a tételt, hogy a különböző kanonikus változók korrelálat
Ianok. Hasonlóképpen írhatjuk fel az

_!_ µ" µ = t " / 22 t = í (5.11)
o 

egyenlőséget is.
Bevezetjük a

v u ("" v ) XXX 0)
Í v } 

diagonális mátrixot, és ennek segítségével az

!p! Á"µu v "s 12t u v 
o 

(5.12)
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mátrixegyenlőséget írhatjuk fel. E mátrix i-edik sorának Pqg#ő3 eleme Sbs 12bj, 
mely i = P esetén v b (az i-edik kanonikus korrelációs együttható), i ,,,s P 
esetén pedig zérus.

Végül megemlítjük még azt, hogy a (3.8) egyenleteket:

röviden az

l s-1 s á Sbu q 11 12 ·;v b X 
i = l, ... , q 

A = Sü1 S12 B 11-1

alakban írhatjuk. Ugyarúgy levezethető a

t = S221S21AA-1

(5.13)

(5.14)
mátrixegyenJőség.

Ezekután elkezdhetjük a tulajdonképpeni feladatot, a ,,kanonikus függő"
változók becslését a ,,kanonikus független" változók segítségével. A becslést
a legkisebb négyzetek módszerével hajtjuk végre:

V = U(U' S2f1 U' V = U 2_ · I · T ·A= UA. 
o 

(5.15)

Az i-edik egyenletben a regressziós együttható az i-edik kanonikus korrelációs
együttható:

U és V értékét az (5.5) és (5.6) egyenletek segítségével átalakítva:
/'-.
+t u XAA ' : l3; 2 

Vizsgáljuk meg, mit kapunk, ha közvetlenül Y-t becsüljük meg az U függ
vényében:

+ = XA(A' X' XA)-1A 'XY 

(5.7), (5.8) és : l3W2 segítségével:
+ = XA(TJ)-1 A''l'S1j 

+ = XAA'S,~ 
(5.14)-ből kapjuk:

ennek transzponáltja:
A' 81j =AB' / 22.

Ennek jobboldalát (5.18)-ban A 'S12 helyébe írva
Y=XAAB'S22 

(5.17)

(5.18)

' : l3Ü2 
egyenletet kapjuk. Ezt a képletet később fel fogjuk használni, előbb azonban
egy ebből következő fontos tényt kell megvizsgálnunk. (5.19)-ben A helyébe
(5.13) jobb oldalát helyettesítjük.

y = XSü1S12B A-111 B' S22
y = XSii1 s1j BB' S22 ' : lVW2 
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BB'S22-ről megmutatjuk, hogy (q Xq) méretű egységmátrix: az (5.11) egyenlő
séget balról és jobbról beszorozzuk B-vel, illetve · f1-vel

BB' · / VV BB-1 = BB' / VV = I. 
Ezt megtehettük, mert B(qXq) méretű nem szinguláris mátrix. Így (5.19)
ből az

' : lV32 

egyenlőséget kaptuk, ami nem más, mint az Y-nak a legkisebb négyzetek
módszerével történő becslése X függvényében:

y = X(X' X)-1XY 

(beszorozva 'P és ;-vel) .

Ebből az eredményből azt a következtetést vonhatjuk le, hogy az (5.19)
vagy az (5.17) formulával végrehajtott becslés ugyanazt az f regressziós
értékeket adja, mint a legkisebb négyzetek módszerével történő becslés.

Most térjünk vissza az (5.15) egyenlettel kapcsolatos eljáráshoz: az elvont
,,kanonikus változókkal" hajtjuk végre a becslést. A becsült egyenletek alakja
a következő:

' : lVV2 

Mivel a A; együtthatók az cuv függvény lokális maximumai, ezért azt várjuk,
hogy jó részük nagy lesz. Mégis az fog bekövetkezni, hogy az utolsó egy-két
konstans nem különbözik szignifikánsan zérustól. Ezt a korrelációs együtt
hatókra vonatkozó szignifikancia vizsgálattal dönthetjük el, mivel ezek a kano
nikus változók közönséges korrelációs együtthatói. (A szignifikancia szint
függ a mintavétel számától.) Azokhoz a kanonikus korrelációs együtthatókhoz
tartozó kanonikus változókra nem is írhatjuk fel az (5.22) egyenletet, ezek
részvétele a becslésben nem ,,jogos" (nem írhatunk fel sztochasztikus össze
függést korrelálatlan változók között).

Tegyük fel, hogy az első r(r < q) számú kanonikus korrelációs együttható
szignifikánsan különbözik zérustól. Az a számítás, hogy ezekkel (5.22) alakú
egyenleteket írunk fel - a függő változók szempontjából - , ekvivalens az
(5.18) vagy (5.19) egyenletekkel végrehajtott becslésekkel, ahol most már csak
az első r szánni kanonikus változó vesz részt a becslésben. A két egyenlet
formailag változatlan marad, csupán a mátrixok mérete változik meg:

méretű.
Az eredményül kapott Y mátrix rangja r lesz, ezért q-r számú változó

kifejezhető r számú lineárisan független lineáris kombinációjaként. Igy a
vizsgálatban szereplő változók nem alkothatnak szimultán egyenletrendszert.

Most úgy tűnik, hogy egy ,,keserű lemondást" kellett végrehajtanunk. El
kellett ejtenünk olyan információk felhasználását, amelyet a korábbi számí
tási módszerben figyelembe vettünk. Ez azonban nagyon leegyszerűsített
értékelés. Sztochasztikus egyenleteinkkel történő előrebecslésnél nagyon
fontos, hogy azt kizárólag megbízható információ felhasználásával végezzük,

A(rxr), A(pxr) és B(qxr) 
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különben előrebecslésünk sem lesz megbízható. Másrészt a két módszer össze
hasonlítása nem is mutatja meg az eljárás igazi előnyeit. Gondoljunk el
ugyanis egy olyan példát, amelyben 2 függő változó és 3 független változó
közötti összefüggést közelítjük a hagyományos módszerrel. Legyen a kapott
egyenlet:

Y1 = X1ct1 Y X2ct2 Y X3ct3

Y2 = X1fJ1 + X2fJ2 + X3{J3,

Ha most a függő változókhoz hozzáveszünk egy újabb változót, y5-t, a füg
getlen változókhoz meg mondjuk újabb kettőt, x4 és x: -t és ezeken már a ka
nonikus korrelációs módszerrel hajtunk végre becslést, akkor ez a módszer
figyelmen kívül hagyja az x1, x2, X;i-ban rejlő információ értéktelen részét,
és felcseréli azt az x4, x5 hasznos információjával. lgy y1, y2 és y3 előrejelzése
megbízhatóbb lesz.

Amennyiben lehetőségünk van igen nagy (100 1000) elemű minta vételére,
a változók számát is jelentősen növelhetjük. A változók számára az szab
határt, hogy kovariancia mátrixuknak, S-nek a gyakorlatban zérustól jelen
tősen el kell térnie.

6. A korrelációs együttható általánosítása a kanonikus korreláció 
elméletének segítségével 

A p komponensű x és a q komponensű y vektorok közötti sztochasztikus
kapcsolat mérésére alkalmas mutatót keresünk. Megkívánjuk tőle, hogy 0
és 1 közé eső valós szám legyen. Azonkívül a korrelációs együttható általáno
sításaként legyen felfogható, így a q = I esetben egyezzen meg a többszörös
korrelációs együtthatóval.

Induljunk ki megint abból a problémából, hogy az y vektort a legkisebb
négyzetek módszerével becsülni akarjuk az x lineáris függvényeként. ' 3l32 és
' 3lV2 a mintavételi mátrixok. Az egyenlet:

Y =XP+ W (6.1)

Itt P = 'k Ck 2f 1k C<l Y és W mérete (Txq), X-é ('Pxp) és P együttható
mátrixé (pXq). Most nemteeszük fel, hogy q 4H,, p. AW mátrix tartalmazza az
úgynevezett zavaró tényezők hatását, amely független az x és y vektortól.
A mintavételi mátrixok esetében ez abban nyilvánul meg, hogy W korrelálat
lan X-szel és Y- na! :

h2 X'W = X'(Y-XP) = X'Y - X'XP = X'Y - k Ck 'k Ck 2f 1k C< 

= X'Y - X'Y = 0,

tehát
X'W=0,

z2 Y'W = P'X'W = P'0 = Í = 
tehát

(6.2)

' ; l52 

Y'W=O.
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A most levezetett összefüggések segítségével belátható, hogy Y kovariancia
mátrixa Y és W kovariancia mátrixainak összege:

Y'Y = P'X'XP Y W'W (6.4)

mert Y'Y =(XP+ W)'(XP Y W) = P'X'XP Y W'W Y W'XP Y P'X'W 
és itt a 3. és 4. tag (6.2) szerint zérusmátrix.

(6.4) q \ q méretű mátrix. Az egyenletet komponensekként kiírva:

cov (y; Yi) = cov ('f;; Yi) Y cov (w;w) (6.5)

i = 1, ... , q és j = 1, ... , q összes kombinációira. Az egyenlet i = j esetén
az i-edik változó varianciáját tartalmazza.

(6.4)-et szorozzunk be balról '<C<2f1-vel:

Ebből
I= (Y'Y)-1P'X'XP Y (Y'Y)-1W'W 

P'X'XP = <Ck 'k Ck 2f1k Ck 'k Ck 2f1k C< = Y'X(X'X)-1X'Y. 

(6.6)

Ezt (6.6)-ba helyettesítve:

I= ' <C<2f3<Ck 'k Ck 2f 3k C< Y (Y'Y)-1W'W. (6.7)

Jelöljük ( Y' <2f 1 W' W = D, így a kanonikus korrelációs együtthatókat meg
határozó saj átértékegyenlet:

} (I - a 2 f ,.1.z I } = Í ' ; l82 

alakba írható, mert (6.7)-ből I - D = Si/S21S;j1S12.

Y'Y, <C<'4 } <Ck 'k Ck 2f 1k C< }2 és W'W mátrixok felfoghatók úgy,
mint az egyváltozós variancia általánosításai. Ugyanígy az I - D és D
mátrixok pedig úgy tekinthetők, mint a megmagyarázott, illetve a meg nem
magyarázott varianciának a függő változó varianciájához való aránya. A prob
léma csak az, hogy az I - Dés D mátrixokhoz hogyan rendeljünk számérté
ket. Megfelelő mértékszám lesz a zérustól különböző sajátértékek számtani
közepe:

(3:)2 = _!_ .f ,.1.7
q N4} 

1 - (1)2 = _!_ .f (1 - ,.1.7).
q N4} 

' ; lÜ2 

' ; l3W2 

Az így kapott két mértékszám összege 1, értékük O és 1 közé esik. (.?.)V csak
akkor O vagy 1, ha minden sajátérték is az. Amennyiben csak ezt a két mutatót
számoljuk, a bonyolult sajátértékszámításra sincs szükség. Egy négyzetes
mátrix sajátértékeinek összege ugyanis mindig egyenlő átlós elemeinek össze
gével, és ez az összeg változatlan marad tetszőleges bázistranszformáció alkal
mazása esetén :

n
tr(A) =}; a;; jelölés mellett tr(A) = tr(C-1AC) 

N4} 
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ahol C az átmenet mátrixa, mert tr(AB) = tr(BA). Így a kívánt mutatót
a következő alakba írhatjuk:

(})2 = tr(S:;;/ S21 S;/ Su) 

Haq= l, az Y mátrix mérete 1' x 1, azaz Y egy 1' elemű vektor. Az

(Y'YJ-LY'X(X'X)-LX'Y 

(6.11)

mátrixszorzat egy számkonstanssá válik, amelynek egyetlen sajátértéke van:
önmaga.

- Y'X(X'X)-1X'Y . 
A (}.)2 = Y' y alakba írható, ami éppen y és x többszörös korre-

lációs együttható négyzete. Így beláttuk azt is, hogy i megfelel, mint a korre
lációs együttható általánosítása. Könnyen beláthatjuk, hogy a trace-korre
lációs együttható számítható akkor ÍR, ha az egyes nullától különböző kanoni
kus korrelációs együtthatók között egyenlők is vannak.

A paragrafus elején az Y =XP+ W mátrix egyenletből indultunk ki.
Ökonometriai elemzésekben az ilyen egyenletekben feltételezzük, hogy x
nem sztochasztikus változó, y pedig az. Ebb61 arra következtethetnénk, hogy
a (6.11) formula más eredményt ad, ha a két változó szerepét megcseréljük.
Vegyük észre azonban, hogy a (3.3) és (3.4) egyenletek, amelyekből a kanonikus
korrelációs együtthatókat számoljukp- q számú zérus gyököt kivéve ekviva
lensek: a pozitív gyökök azonosak. Így azok összege is megegyezik:

(6.12)

okoskodásunk tehát független a (6.l) modelltől, csupán az összefüggések jobb
megértése kedvéért használtuk fel a gondolatmenetben.

Fiiggelék 

A számítás menete

a) A változókat standardizáljuk. Ez az

I ;);Í -x
X; =---

<lx 

transzformációit jelenti. i = l, ... , 1'-re, és itt

X == ~~i és <lx -eV~ I:(x; - x)2. 

Erre azért van szükség, hogy a varianciák számításánál ne jöjjenek ki túl
nagy számok. Amint azt a 4. pontban beláttuk, a kanonikus korrelációs
együtthatók értékén ez nem változtat.

b) Kiszámítjuk I S I értékét. Amennyiben I S I < ö, ahol ö a kerekítési
hibák nagyságrendje, a számítást nem folytathatjuk a kiválasztott változók
kal, mert azok gyakorlatiJag lineárisan összefüggőek.

c) Kiszámítjuk az S1i1 S12, majd az Si,/ S21S1j1S12 mátrixszorzatot.
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cl) Kiszámoljuk a mátrix átlós elemeinek összegét:

(?.)2 = tr(S2-;/ 821 S;/ 812) 

e) Kiszámítjuk az S21/S21Sii1S12 nem szimmetrikus mátrix sajátértékeit.
Ez eléggé bonyolult számítás, részletes leírását [2]-ben megtaláljuk (275-
278. o.).

f) Megoldjuk az (82218 21Sii 181 ~ -- AJ J) /3; = O homogén lineáris egyenlet
rendszereket i = J, ... , r-re (r az indexe az utolsó zérustól szignifikánsan
különböző A,-nek).

g) A homogén lineáris egyenletrendszer megoldását a bíS22b; = I, i =
= l, ... , q feltételek teszik egyértelművé, ezért az f) pontban kiszámított
sa,iátvektorokat beszorozzuk az

1

V 13; s22~i

konstanssal. A végső megoldás tehát:
]

b; = \f fJí S 22 fl; /3; i = l, ... , r-re.

h)Az 

a; =_!_Si/ 812 b;
i,.

képletből kiszámoljuk az a; vektorokat, a; és b1 vektorok a kanonikus változók
konstans együtthatói.

i) Megbecsüljük a függő változókat az Y = XAA'S12 mátrix egyenletből.

i = l, ... , r

( Beérkezett: 1972. áprihs 20.)
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ON CANON[CAL COIUtELATION

Canonical correlation belongs to the multi variate statistical analysis. The closeness of
the connection between two probability vector variables can be measured by its help.

Let the two variable be vectors x having p components and y having q components.
Supposeq _:Sp. The linear transforms of the two vectors are as follows: u = A' x, v = B' y.
From among the possible linear t,rnnRfoi-mation those are sought, where the transformed
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are uncorrelated and besides the corresponding components of the two vector have
maximum correlation, each. According to the theory there is a single solution for the
q pairs of variables which meets the above requirements.

As a result the vectors x and y can be t.runsformed into closely correlated pairs of q
variables. These pairs of variables, the canonical variables give useful information on the
interrelations between the components of y and x. The trace of a specific matrix is an appro
priate index number for measuring the closeness of the connection between the vectors
x and y, and it can be considered as a generalization of the correlation coefficient, too.

Also a process for estimating the parameters of a multivariate regression model can be
obtained from the theory. Practically the dependent variables are estimated here as
functions of those canonical variables whose canonical correlation coefficient proved
sign ifi cant.

0 KAnbHYn~UHH HAHOHH4ECKOA KOPPEn~UHH 

KaJibKYJ151UH51 1<aHOHHYCCl(0/;'1 I<0ppeJ1m~HH np11r1a1v1e)t(HT CTaTHCTHL!eCJ(OMY aI-raJ1H3Y C
MHOrHMH nepeMeHHb!MH. TT pn ITOMOll\H 31'01'0 MeTOJ.(a TCCHOTY CBH311 MC)l(JlY ABYM51 1Jel{TOp-
11epeMeHHblMH MO)!(HO 113MepHTb.

TTyCTb 6yAeT ABa Bel(TOp-nepeMCHI-IOJ'O BCl(TOp x, e 1(0MílOHeHTOM p 11 BCl(TOp Y, e l{OMITOHCHTOM
q. Flpennonaraew, 41'0 q .:;a; p. nm1efü-1b1e Tpa1-1cqiopMa1~1111 ABYX nekropos: it= A'x, v = B's].
Cpena acex 803M0)l(HbIX Jll1HCHHblX T!)aJ-IC(pOpMau11tí Mbl J,fU~CM TC, B icoropux Bl1Jll·IO, 'ITO l(OM
ITOHCHTbl HOBb!X BCl(TOp-nepeMeHHbIX, nonyveunue npa HX ITOM011(11 He B HOppCJ1HU11 npyr C
APYl"OM H KJ)OMe eroro BHAHO, 41'0 J(OppCJl51IU111 npyry npyry l(OMITOJ-ICI-ITOB BCl<TOpOll HMCIOT
MaKCHMYMbl. Cornacao TeOpHH AJ151 napa nepewenuux U J-IOMepe I] 11MCCTCH TO'IHO OAHO j)CUICHHe,
xoropoe YAOBJleTBOpHT BbIWeynOMHHYTblC ycnoean.

8 peayrn.rare sex'ropu X 11 y MO}l{HQ Tp,mcq)OpMHpOBaTI, H napa nepenennux 8 HOMep q,
«oropsre B TCCHOH KOppeJ15lUH11 npyr e APYf'OM. 9TH rrapu 11epeMCI-IHblX - l{al-lOHH4CCl(11X nepe
MCHl-lblX - MO)l<HO npencrae-rn, flOJlC3HYIO l·IHQ)OpMétUl110 0 B3aMM03aB!ICHMOCTHX l(OMITOI-ICI-ITOB
X Ii ?j. 

H3 TeOpH11 MO}J{HO ITOJIY'IHTb 11 npouecc L(Jl51 OL(Cl·ll(H napaacrpou perpeCCHBl-1011 MOJ),CJ1H co
MHOfHMl1 nepeMeHHblMM. 3AeCb npal(Tl•lliCCiül 3allHCHMblC nepeaenuue oueaaaaicrcs 1(31( QJYHK
UHH Tex l(aHOHl1lICCl(11X nepeaeauux, l(OéJ(j)tllHUHCl·ITbl l(aJ·IOl-!11lJCCl(Oi-'I «oppennuaa A01<33bl
BalOTCH C11fHHg)al{THblMH.


