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A KULLBACK-LEIBLER RELAT¶IV ENTR¶OPIA
FÄUGGV¶ENY ALKALMAZ¶ASA P¶AROS
ÄOSSZEHASONL¶IT¶AS M¶ATRIX EGY

PRIORIT¶ASVEKTORA MEGHAT¶AROZ¶AS¶ARA1

KOM¶AROMI ¶EVA
Budapesti Corvinus Egyetem

A dolgozatban a dÄont¶eselm¶eletben fontos szerepet j¶atsz¶o p¶aros Äosszehasonl¶³t¶as
m¶atrix priorit¶asvektor¶anak meghat¶aroz¶as¶ara ¶uj megkÄozel¶³t¶est alkalmazunk.
Az A p¶aros Äosszehasonl¶³t¶as m¶atrix ¶es a priorit¶asvektor ¶altal de¯ni¶alt B kon-
zisztens m¶atrix kÄozÄotti elt¶er¶est a Kullback-Leibler relat¶³v entr¶opia-fÄuggv¶eny
seg¶³ts¶eg¶evel m¶erjÄuk. Ezen elt¶er¶es minimaliz¶al¶asa teljesen kitÄoltÄott m¶atrix
eset¶eben konvex programoz¶asi feladathoz vezet, nem teljesen kitÄoltÄott m¶atrix
eset¶eben pedig egy ¯xpont probl¶em¶ahoz. Az elt¶er¶esfÄuggv¶enyt minimaliz¶al¶o
priorit¶asvektor egyben azzal a tulajdons¶aggal is rendelkezik, hogy az A m¶atrix
elemeinek Äosszege ¶es a B m¶atrix elemeinek Äosszege kÄozÄotti kÄulÄonbs¶eg ¶eppen
az elt¶er¶esfÄuggv¶eny minimum¶anak az n-szerese, ahol n a feladat m¶erete. ¶Igy
az elt¶er¶esfÄuggv¶eny minimum¶anak ¶ert¶eke k¶et szempontb¶ol is lehet alkalmas az
A m¶atrix inkonzisztenci¶aj¶anak a m¶er¶es¶ere.

Kulcsszavak: AHP, p¶aros Äosszehasonl¶³t¶as m¶atrix, tÄobbszempont¶u dÄont¶esek,
Kullback-Leibler relat¶³v entr¶opia, elt¶er¶esfÄuggv¶enyek, konvex program.

1 Bevezet¶es

Az AHP (Analytic Hierarchy Process) a tÄobbszempont¶u dÄont¶esi probl¶em¶ak
kezel¶es¶ere alkalmas elj¶ar¶as. Kulcseleme a p¶aronk¶enti Äosszehasonl¶³t¶asok {
m¶ask¶ent: p¶aros Äosszehasonl¶³t¶asok { haszn¶alata. A p¶aros Äosszehasonl¶³t¶as a
dÄont¶eshoz¶o v¶elem¶eny¶enek numerikus reprezent¶aci¶oja az egyes dÄont¶esi alter-
nat¶³v¶ak fontoss¶ag¶ar¶ol minden egyes m¶asik dÄont¶esi alternat¶³v¶ahoz viszony¶³tva
egy adott krit¶erium szempontj¶ab¶ol: aij azt mutatja meg, h¶anyszor fontosabb
az i-edik alternat¶³va a j-edikn¶el. Nyilv¶anval¶o, hogy

aij > 0 ; aii = 1 ; aij =
1

aji
; i; j = 1; . . . ; n ;

ahol n a dÄont¶esi alternat¶³v¶ak sz¶ama. Az AHP alkalmaz¶asa sor¶an az egyes al-
ternat¶³v¶akhoz priorit¶asokat hat¶arozunk meg { ezeket az irodalomban gyakran
preferencia ¶ert¶ekeknek, vagy s¶ulyoknak is nevezik. Ha a dÄont¶eshoz¶o a fontos-
s¶agok meg¶³t¶el¶es¶eben konzisztens lenne, vagyis ha aij = aikakj lenne minden
i; j; k indexh¶armas eset¶en, akkor az n alternat¶³v¶ahoz tartoz¶o priorit¶asokat
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(preferencia ¶ert¶ekeket, s¶ulyokat) kÄonnyen megkaphatn¶ank. De a dÄont¶eshoz¶ok
meg¶³t¶el¶ese rendszerint csÄokken}oen konzisztens az alternat¶³v¶ak sz¶am¶anak nÄo-
veked¶es¶evel. A k¶erd¶es ez: hogyan rendeljÄunk az egyes alternat¶³v¶akhoz pri-
orit¶asokat { az n alternat¶³v¶ahoz priorit¶asvektort { ha a megadott A = faijg 2
Rn£n p¶aros Äosszehasonl¶³t¶as m¶atrix nem konzisztens? Az alapelk¶epzel¶es az,
hogy olyan p = (p1; . . . ; pn) vektor alkalmas a dÄont¶eshoz¶o priorit¶asainak a
kifejez¶es¶ere, amely eset¶eben az A m¶atrix a B = fpi=pjg konzisztens m¶atrixt¶ol
lehet}oleg kev¶ess¶e t¶er el.

Az AHP-vel jelzett kutat¶asi terÄulet ¶es m¶odszertan Thomas L. Saaty nev¶e-
hez f}uz}odik [1980], aki sz¶amos cikket, kÄonyvet szentelt a saj¶at¶ert¶ek m¶odszer
(EM) kifejleszt¶es¶ere ¶es vizsg¶alat¶ara { kÄozÄulÄuk egyet emelÄunk itt ki, amely-
ben a szerz}o a m¶odszer legfontosabb tulajdons¶agait foglalja Äossze [2003].
E m¶odszer l¶enyege az, hogy a priorit¶asvektort ¶³gy kapjuk: p = argfAp =
¸maxpg, ahol ¸max az A m¶atrix legnagyobb saj¶at¶ert¶eke. Mivel ¸max ¶ert¶eke n,
ha a m¶atrix konzisztens, ¶es nagyobb n-n¶el egy¶ebk¶ent, ez¶ert az inkonzisztencia
m¶er}osz¶am¶aul Saaty a (¸max¡n)=(n¡1) ¶ert¶eket, illetve ennek egy tapasztalati
konstanssal vett szorzat¶at v¶alasztotta. A m¶odszer tanulm¶anyoz¶as¶ara iskola
alakult, amelynek sz¶amos jeles k¶epvisel}oje kÄozÄul itt hivatkozunk P. T. Harker-
re ¶es k¶et dolgozat¶ara [1987 ¶es 1987a]. A m¶asodikban Harker a nem teljesen
kitÄoltÄott p¶aros Äosszehasonl¶³t¶as m¶atrix eset¶evel foglalkozik. MegjegyezzÄuk,
hogy a hi¶anyz¶o elemek kitÄolt¶ese ¶erdek¶eben a c¶elprogramoz¶as illetve a fuzzy
preferencia rel¶aci¶ok alkalmaz¶as¶ara is vannak tÄorekv¶esek, ld. M. Fedrizzi ¶es
S. Giove dolgozat¶at [2007].

Hi¶anyos m¶atrixok megl¶etekor tÄobb f¶ele k¶erd¶es vet}odik fel. Az egyik az,
hogy szÄuks¶eges-e a dÄont¶eshoz¶ot tov¶abb k¶erdezgetni n¶ezet¶er}ol az alternat¶³v¶ak
fontoss¶ag¶at illet}oen { pl. ha a dÄont¶eshoz¶o csak a m¶atrix els}o sor¶at tÄoltÄotte
ki, akkor ezzel megadta a priorit¶asait, amelyekkel a hi¶anyz¶o elemeket m¶ar
¶ugy tudjuk kitÄolteni, hogy konzisztens m¶atrixot kapjunk. Ez azonban nincs
Äosszhangban azzal a tapasztalattal, hogy a dÄont¶eshoz¶ok dÄont¶esei ¶altal¶aban
nem konzisztensek, ez¶ert n¶eh¶any tov¶abbi elemre is szÄuks¶eg van, hogy m¶elyebb
betekint¶est kapjunk a dÄont¶eshoz¶onak az alternat¶³v¶ak fontoss¶ag¶at illet}o v¶ele-
m¶eny¶ebe. Ha a m¶atrix l¶enyegesen tÄobb elem¶et tÄolti ki a dÄont¶eshoz¶o, akkor
szembesÄul a v¶elem¶enyeib}ol fakad¶o inkonzisztenci¶aval, ¶³gy hajlik kor¶abbi v¶e-
lem¶enyei felÄulvizsg¶alat¶ara. Ezek azonban olyan ,,puha" k¶erd¶esek, amelyekkel
e dolgozat nem foglalkozik.

A m¶odszerek m¶asik csoportj¶at olyan ,,t¶avols¶agminimaliz¶al¶asi" elj¶ar¶asok
alkotj¶ak, amelyekben a p = (p1; . . . ; pn) priorit¶asvektorra kikÄotjÄuk, hogy az
A m¶atrix a B = fpi=pjg konzisztens m¶atrixhoz a ,,legkÄozelebbi" legyen.
A ,,legkÄozelebbi" sz¶o jelent¶es¶et}ol fÄugg az alkalmazott m¶odszer, kÄulÄonbÄoz}o
m¶odszerek rendszerint kÄulÄonbÄoz}o p vektorokhoz vezetnek. E m¶odszerek kÄozÄul
a legismertebbek:

² p 2 arg minP
i
pi=1;p>0

P
i

P
j(aij ¡ pi=pj)2 { legkisebb n¶egyzetek m¶odszere

(LSM);
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² p 2 arg minP
i
pi=1;p>0

P
i

P
j(aijpj ¡ pi)2 { s¶ulyozott legkisebb n¶egyzetek

m¶odszere;

² p 2 arg minP
i
pi=1;p>0

P
i

P
j(aij ¡ pi=pj)2

pj

pi
{ chi-n¶egyzet m¶odszer;

² p 2 argminP
i
pi=1;p>0

P
i

P
j(lnaij ¡ ln pi + ln pj)2 { logaritmikus legkisebb

n¶egyzetek m¶odszere (LLSM).

S. I. Gass ¶es T. Rapcs¶ak [2004] a fenti k¶et ir¶anyzatot Äosszekapcsolta, J.
Krov¶ak [1987] numerikusan Äosszehasonl¶³totta az EM, az LSM ¶es LLSM m¶od-
szereket. E. U. Choo ¶es W. C. Wedley e m¶odszerekr}ol sz¶ol¶o Äosszefoglal¶o
cikk¶ere [2004], illetve A. Ishizaka ¶es A. Labibnak az AHP ¶uj fejlem¶enyeit
bemutat¶o cikk¶ere [2011] h¶³vjuk fel itt a ¯gyelmet, az ut¶obbit aj¶anlva azon
¶erdekl}od}o olvas¶onak, aki az AHP hatalmas irodalm¶ar¶ol ¶attekint¶est akar sze-
rezni. Megeml¶³tjÄuk, hogy m}ukÄodik az AHP iskola magyar kutat¶oi csoportja
is, mindenekel}ott a SZTAKI Oper¶aci¶okutat¶as Laborat¶orium¶aban ¶es a Corvi-
nus Egyetem Oper¶aci¶okutat¶as Tansz¶ek¶en, Rapcs¶ak Tam¶as ¶es Temesi J¶ozsef
kezdem¶enyez¶es¶ere alakult. Tagjai jelent}os publik¶aci¶okkal j¶arultak hozz¶a az
AHP m¶odszertan¶anak a fejleszt¶es¶ehez, kÄozÄottÄuk Boz¶oki S., FÄulÄop J. ¶es R¶onyai
L. [2010], Csat¶o L. [2012], Boz¶oki S., FÄulÄop J., Poesz A. [2011] cikkei az EM ¶es
LLSM m¶odszerek alkalmaz¶as¶aval a nem teljesen kitÄoltÄott p¶aros Äosszehason-
l¶³t¶as m¶atrixok optim¶alis kieg¶esz¶³t¶es¶er}ol kÄozÄol eredm¶enyeket, Temesi J. cikke
[2010] ¶es Farkas A., P. Lancaster, R¶ozsa P. dolgozata [2003] a p¶aros Äossze-
hasonl¶³t¶as m¶atrixok konzisztenci¶aj¶at tanulm¶anyozta, K¶eri Gerzson munk¶aja
[2005] a p¶aros Äosszehasonl¶³t¶as m¶atrixokra fogalmaz meg krit¶eriumokat.

A jelen dolgozat a p¶aros Äosszehasonl¶³t¶as m¶atrix egy priorit¶asvektor¶anak
meghat¶aroz¶as¶ara olyan m¶odszert alkalmaz, amely a ,,t¶avols¶agminimaliz¶al¶asi"
elj¶ar¶asok csoportj¶aba tartozik. T¶avols¶ag helyett azonban elt¶er¶est kell mon-
danunk, mert az alkalmazott fÄuggv¶eny nem teljes¶³ti a t¶avols¶agfÄuggv¶enyek
minden tulajdons¶ag¶at. A kÄovetkez}o r¶eszben bemutatunk k¶et elt¶er¶esfÄuggv¶eny-
csal¶adot, amelyek tagjai alkalmasak lehetnek arra, hogy ezekkel m¶erjÄuk az
A p¶aros Äosszehasonl¶³t¶as m¶atrix ¶es a priorit¶asvektorb¶ol k¶epzett B = fpi=pjg
konzisztens m¶atrix elt¶er¶es¶et, kÄozels¶eg¶et. A harmadik r¶eszben az A ¶es B
m¶atrixok elt¶er¶es¶et a pi ¶es aijpj ¶ert¶ekeknek az inform¶aci¶oelm¶eletben, statisz-
tik¶aban ¶es sz¶amos m¶as terÄuleten alkalmazott Kullback-Leibler relat¶³v entr¶o-
pia-fÄuggv¶eny alkalmaz¶as¶aval kapott elt¶er¶eseinek Äosszegek¶ent fogjuk fel (erre
a tov¶abbiakban A ¶es B Kullback-Leibler elt¶er¶esek¶ent hivatkozunk), bemu-
tatjuk az ¶³gy sz¶armaztatott (K-L) minimaliz¶al¶asi modellt, amelynek a tu-
lajdons¶agait tanulm¶anyozzuk: bizony¶³tjuk a c¶elfÄuggv¶eny konvexit¶as¶at, ¶es
hogy a modellnek van egyetlen pozit¶³v megold¶asa. A negyedik r¶eszben a
c¶elfÄuggv¶enynek a modell param¶etereit}ol val¶o fÄugg¶es¶et vizsg¶aljuk ¶es egyben a
konzisztencia nÄovel¶es¶enek m¶odj¶ara teszÄunk javaslatot. Az ÄotÄodik r¶eszben al-
goritmust javaslunk a feladat megold¶as¶ara, felhaszn¶alva a feladathoz tartoz¶o
Kuhn-Tucker stacion¶arius pont probl¶em¶at alkot¶o egyenletrendszert; bemu-
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tatjuk, hogy a feladat egyetlen p optim¶alis megold¶as¶ahoz tartoz¶o c¶elfÄuggv¶eny-
¶ert¶ek, amely az A m¶atrix ¶es az optim¶alis p vektor ¶altal meghat¶arozott B
m¶atrix Kullback-Leibler elt¶er¶ese, egyenl}o a k¶et m¶atrix elemeinek Äosszegei
kÄozÄotti kÄulÄonbs¶eg n-ed r¶esz¶evel is (n a feladat m¶erete). A hatodik r¶eszben
vizsg¶aljuk a nem teljesen kitÄoltÄott p¶aros Äosszehasonl¶³t¶as m¶atrix eset¶en kapott
feladatot, amelyet egy ¯xpont-probl¶em¶aval azonos¶³tunk. V¶egÄul a numerikus
sz¶am¶³t¶asokat illusztr¶aljuk k¶et klasszikus p¶eld¶an. Az Äosszefoglal¶as ¶es az iro-
dalom z¶arj¶ak a dolgozatot.

2 Entr¶opiaszer}u elt¶er¶esfÄuggv¶enyek

Az x 2 Rn vektornak az y 2 Rn vektort¶ol val¶o elt¶er¶es¶et m¶er}o fÄuggv¶enynek
a kÄovetkez}o k¶et tulajdons¶aggal kell rendelkeznie: a) nemnegat¶³v legyen, ¶es
b) ¶ert¶eke akkor ¶es csak akkor legyen 0, ha x = y. Nem kÄoveteljÄuk meg a
t¶avols¶agfÄuggv¶eny tov¶abbi tulajdons¶agait: nem ¶³rjuk el}o a szimmetricit¶ast ¶es
a h¶aromszÄog-egyenl}otlens¶eget.

A k¶et legismertebb elt¶er¶esfÄuggv¶eny-csal¶ad: a Bregman-divergencia ¶es a
Csisz¶ar-f¶ele '-divergencia.

A Bregman-divergencia (ld. Bregman [1967]) arra az ¶eszrev¶etelre ¶epÄul,
hogy egy X0 ½ Rn ny¶³lt halmazon ¶ertelmezett tetsz}oleges n-v¶altoz¶os szigo-
r¶uan konvex, di®erenci¶alhat¶o f fÄuggv¶enyre fenn¶all, hogy

f(x) ¡ f(y) > rf(y)(x ¡ y) ; 8x; y 2 X0 ; x 6= y :

¶Igy d(x; y) = f(x)¡ f(y)¡rf(y)(x¡ y) elt¶er¶esfÄuggv¶eny, mert d(x; y) > 0 ¶es
d(x; y) = 0 akkor ¶es csak akkor, ha x = y.

Ha p¶eld¶aul f(x) =
Pn

i=1 x2
i , akkor d(x; y) =

Pn
i=1(xi¡yi)2 { az euklideszi

t¶avols¶ag n¶egyzet¶et kapjuk. Ha f(x) =
Pn

i=1 xi lnxi, xi > 0 (i = 1; . . . ; n),
akkor d(x; y) =

Pn
i=1(xi ln xi

yi
+yi ¡xi), y > 0 { ez a Kullback-Leibler relat¶³v

entr¶opia-fÄuggv¶eny. Ha f(x) = ¡Pn
i=1 lnxi, xi > 0 (i = 1; . . . ; n), akkor

d(x; y) =
Pn

i=1(¡ ln xi

yi
+ xi

yi
¡ 1) { ez a Burg entr¶opia.

Tov¶abbi p¶eld¶akat ¶es gazdag irodalomjegyz¶eket tal¶alhat az ¶erdekl}od}o olvas¶o
pl. Kiwiel dolgozat¶aban [1997].

A Bregman-divergencia nem korl¶atoz¶odik a szepar¶abilis fÄuggv¶enyekre, a
Csisz¶ar-f¶ele '-divergencia (ld. Csisz¶ar Imre [1967]) azonban igen. A sz¶oban
forg¶o '(t) a pozit¶³v f¶elegyenesen ¶ertelmezett k¶etszer di®erenci¶alhat¶o szigor¶u-
an konvex val¶os fÄuggv¶eny az al¶abbi tulajdons¶agokkal:

'(1) = 0 ; '0(1) = 0 ; '00(1) > 0 ; lim
t!0

'0(t) = ¡1 ;

Az x 2 Rn
++ vektornak az y 2 Rn

++ vektort¶ol val¶o '-divergencia elt¶er¶es¶et
ekkor ¶³gy kapjuk:

d(x; y) =
nX

i=1

di(xi; yi) =
nX

i=1

yi'(
xi

yi
) :
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KÄonny}u bel¶atni, hogy ekkor di(xi; yi) folytonosan di®erenci¶alhat¶o ¶es szigor¶uan
konvex az els}o v¶altoz¶oj¶aban, limt!+1 d0(t; a) = +1, limt!0 d0(t; a) = ¡1,
d0(a; a) = 0, ha a > 0. Ha p¶eld¶aul '(t) = t ln t ¡ t + 1, akkor a Kullback-
Leibler relat¶³v entr¶opia-fÄuggv¶enyt kapjuk. Ha '(t) = ¡ ln t + t ¡ 1, akkor

di(xi; yi) = yi ln
yi

xi
+ xi ¡ yi :

Ha '(t) = (
p

t¡1)2, akkor di(xi; yi) = (
p

xi ¡p
yi)

2 { ez a Hellinger t¶avols¶ag
n¶egyzet¶enek egy konstans-szorosa.

Tov¶abbi p¶eld¶akat tal¶alhat az ¶erdekl}od}o olvas¶o pl. Iusem, Svaiter, Teboulle
dolgozat¶aban [1994].

3 Az A ¶es B m¶atrixok elt¶er¶es¶enek m¶er¶ese a
Kullback-Leibler relat¶³v entr¶opia-fÄuggv¶eny
seg¶³ts¶eg¶evel

Minthogy a B = fpi=pjg m¶atrix elemei v¶altozatlanok, ha a p vektort egy po-
zit¶³v sz¶ammal megszorozzuk, a p vektor normaliz¶al¶asa ¶erdek¶eben bevezetjÄuk
a

Pn
i=1 pi = 1 felt¶etelt. Ebben ¶es a kÄovetkez}o r¶eszekben feltesszÄuk, hogy az

A m¶atrix teljesen kitÄoltÄott.
Mind a s¶ulyozott legkisebb n¶egyzetek m¶odszere, mind a legkisebb n¶egy-

zetek m¶odszere a Bregman fÄuggv¶enyek csal¶adj¶aba tartoz¶o elt¶er¶esfÄuggv¶enyt
alkalmaz: a pi ¶es az aijpj, illetve az aij ¶es a pi=pj (i = 1; . . . ; n; j = 1; . . . ; n)
¶ert¶ekek kÄulÄonbs¶egeinek n¶egyzetÄosszeg¶enek minimaliz¶al¶asa form¶aj¶aban keresi
a priorit¶asvektort. E m¶odszerek el}onyeir}ol ¶es h¶atr¶anyair¶ol az olvas¶o a hi-
vatkozott dolgozatokb¶ol is t¶aj¶ekoz¶odhat.

A jelen dolgozatban egy m¶as megkÄozel¶³t¶est aj¶anlunk: A ¶es B elt¶er¶es¶et a
pi ¶es az aijpj ¶ert¶ekeknek a Kullback-Leibler relat¶³v entr¶opi¶aval m¶ert elt¶er¶ese
Äosszegek¶ent hat¶arozzuk meg. Ez azt jelenti, hogy a priorit¶asvektort olyan
p0 = (p0

1; . . . ; p
0
n) vektor form¶aj¶aban keressÄuk, amely minimaliz¶alja az elt¶er¶e-

sek Äosszeg¶et, amelyre

p0 2 argminP
i
pi=1;p>0

X

i

X

j

(pi ln
pi

aijpj
+ aijpj ¡ pi) :

Mi¶ert j¶o ez a m¶odszer?

² mert a minimumpont egy¶ertelm}u;

² mert a minimumpont pozit¶³v ¶es a p0 vektor form¶aj¶aban kinyilv¶an¶³tott
sorrendek nem v¶altoznak, ha a vektort megszorozzuk egy pozit¶³v kon-
stanssal;

² mert B priorit¶asvektora szint¶en p0 akkor, ha elemeit p0 elemei seg¶³ts¶e-
g¶evel hat¶arozzuk meg;
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² mert nem kell az alkalmaz¶ashoz a p¶aros Äosszehasonl¶³t¶as m¶atrixnak tel-
jesen kitÄoltÄottnek lennie (csak ÄosszefÄugg}onek);

² mert p0 azzal a tulajdons¶aggal rendelkezik, hogy az optim¶alis c¶elfÄugg-
v¶eny-¶ert¶ek legnagyobb csÄokken¶es¶et az A m¶atrix aij elem¶enek ¶es recipro-
k¶anak v¶altoztat¶as¶aval, a tÄobbi elem v¶altozatlanul hagy¶asa mellett akkor
¶erjÄuk el, ha ezt az elemet az optim¶alis p0

i =p0
j ¶ert¶ekkel helyettes¶³tjÄuk.

Ezeket az ¶eszrev¶eteleket igazoljuk a kÄovetkez}o r¶eszben, amelyben el}oszÄor az
al¶abbi matematikai programoz¶asi feladat tulajdons¶agait vizsg¶aljuk:

(K-L)

C(A; p) =
nX

i=1

nX

j=1

(pi ln
pi

aijpj
+ aijpj ¡ pi) ! min

p 2 P = f p 2 Rn
+ :

nX

j=1

pj = 1g p > 0 ;

ahol A az adott p¶aros Äosszehasonl¶³t¶as m¶atrix, Rn
+ a nemnegat¶³v t¶ernegyed.

A C(A; p) fÄuggv¶enyt a tov¶abbiakban az A p¶aros Äosszehasonl¶³t¶as m¶atrix ¶es
a p elemei seg¶³ts¶eg¶evel meghat¶arozott konzisztens B m¶atrix Kullback-Leibler
elt¶er¶es¶enek nevezzÄuk ¶es az A ¶es B kÄozels¶egek¶ent fogjuk fel. A (K-L) feladat
egy optim¶alis p megold¶as¶ab¶ol sz¶armaztatott B m¶atrix pedig e felfog¶asnak
megfelel}oen a ,,legkÄozelebbi" az A p¶aros Äosszehasonl¶³t¶as m¶atrixhoz. Felh¶³vjuk
a ¯gyelmet arra, hogy ez a de¯n¶³ci¶o tetsz}oleges k¶et m¶atrix, vagy ak¶ar a B
¶es A m¶atrixok { a sorrend fontos! { elt¶er¶es¶enek, kÄozels¶eg¶enek m¶er¶es¶ere nem
alkalmas.

Vizsg¶aljuk a (K-L) feladatot. El}oszÄor vegyÄuk ¶eszre, hogy a c¶elfÄuggv¶eny
¶ertelmez¶esi tartom¶anya a pozit¶³v p vektorok Rn

++ ny¶³lt halmaza, ez¶ert vizs-
g¶alnunk kell majd azt a k¶erd¶est, felveszi-e a minimum¶at C(A; p) a korl¶atos,
z¶art, konvex P halmaz ¶es Rn

++ metszet¶en. Az els}o ¶all¶³t¶asokban C(A; p) tu-
lajdons¶agait p 2 Rn

++ vektorokra vizsg¶aljuk.
VegyÄuk ¶eszre, hogy C(A;p) di®erenci¶alhat¶o a P halmaz relat¶³v bels}o pont-

jainak halmaz¶an: a

rel intP = fp 2 Rn
++ :

nX

j=1

pj = 1g = P \ Rn
++

halmazon, hiszen a fÄuggv¶enyt alkot¶o Äosszeg minden tagja di®erenci¶alhat¶o a
rel intP halmazon.

1. ¶All¶³t¶as. Ha p 2 Rn
++, akkor a C(A;p) fÄuggv¶eny nemnegat¶³v ¶es ¶ert¶eke

0 akkor ¶es csak akkor, ha pi = aijpj minden i; j indexp¶ar (i = 1; . . . ; n;
j = 1; . . . ; n) eset¶en.

Bizony¶³t¶as. EmeljÄuk ki a c¶elfÄuggv¶enyben pi-t rÄogz¶³tett i ¶es j indexek eset¶en
(megtehetjÄuk, mert pi a feltev¶es szerint pozit¶³v):

pi ln
pi

aijpj
+ aijpj ¡ pi = pi(¡ ln

aijpj

pi
+

aijpj

pi
¡ 1) :
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Mint ismeretes, lna · a ¡ 1 8a 2 R++ eset¶en ¶es egyenl}os¶eg teljesÄul akkor
¶es csak akkor, ha a = 1. Az ¶all¶³t¶as fenn¶all teh¶at a C(A; p)-t alkot¶o Äosszeg
minden tagj¶ara, ¶³gy mag¶ara az Äosszegre is. 2

2. ¶All¶³t¶as. C(A; p) szigor¶uan konvex ¶es di®erenci¶alhat¶o a rel intP halmazon.

Bizony¶³t¶as. ¶Irjuk fel a C(A;p) fÄuggv¶eny tagjait az al¶abbi m¶odon:

C(A;p) =
nX

i=1

(npi lnpi ¡ pi

nX

j=1

lnaij ¡ pi

nX

j=1

ln pj +
nX

j=1

aijpj ¡ npi) :

Az x lnx szigor¶uan konvex fÄuggv¶eny ¶ertelmez¶esi tartom¶anya az R++ pozit¶³v
ny¶³lt f¶elegyenes, a fÄuggv¶enyt azonban a szok¶asoknak megfelel}oen lez¶arhatjuk
a limx!0 x lnx = 0 ln 0 = 0 fÄuggv¶eny¶ert¶ek-ad¶assal. ¶Igy a C(A; p)-t alkot¶o
fenti szumm¶aban az els}o tag, ¶es a m¶asodik, negyedik ¶es ÄotÄodik tag, amelyek
line¶arisak, Äosszege:

C1(A;p) =
nX

i=1

³
npi ln pi ¡ pi

nX

j=1

lnaij +
nX

j=1

aijpj ¡ npi

´

szepar¶abilis z¶art szigor¶uan konvex fÄuggv¶enyt alkot Rn
+- n. C(A;p) fenn-

marad¶o tagja

C2(A;p) = ¡
nX

i=1

pi

nX

j=1

ln pj =
³
¡

nX

j=1

pj

´³ nX

j=1

ln pj

´
;

¶es C2(A; p) = ¡Pn
j=1 ln pj a rel int P tartom¶anyon, vagyis szigor¶uan konvex.

Ezzel az ¶all¶³t¶ast bel¶attuk. 2

A kÄovetkez}o ¶all¶³t¶as itt le¶³rt bizony¶³t¶asa FÄulÄop J¶anost¶ol sz¶armazik, aki
ezt az eredeti k¶eziratban szerepl}o el¶egg¶e kÄorÄulm¶enyes gondolatmenet helyett
aj¶anlotta.

3. ¶All¶³t¶as. C(A;p) felveszi a minimum¶at a rel intP halmazon, a minimum-
pont egy¶ertelm}u.

Bizony¶³t¶as. Az egy¶ertelm}us¶eg C(A;p) szigor¶uan konvex volt¶ab¶ol kÄovetkezik.
A l¶etez¶est kell bizony¶³tanunk. VegyÄuk ¶eszre, hogy az el}oz}o bizony¶³t¶asban sze-
repl}o C1(A; p) fÄuggv¶eny a minimum¶at a korl¶atos ¶es z¶art P halmazon felveszi,
jelÄolje a minimum¶ert¶eket L. V¶alasszunk egy tetsz}oleges p̂ 2 P , p̂ > 0 pon-
tot ¶es legyen K = C(A; p̂). Az optim¶alis megold¶as szempontj¶ab¶ol P azon p
pontjai ¶erdekesek, amelyekre K ¸ C(A;p). B¶armely p 2 P , p > 0 eset¶en
¡ ln pi ¸ 0, mivel pi < 1, i = 1; . . . ; n, ¶³gy

L ¡ ln pi · L ¡
nX

j=1

ln pj · C(A;p) ; 8p > 0; p 2 P; i = 1; . . . ; n :

V¶alasszunk tetsz}olegesen egy ·p 2 P pontot, amelyre ·p > 0 ¶es K ¸ C(A; ·p).
Ekkor L ¡ ln ·pi · K, azaz

·pi ¸ eL¡K ; i = 1; . . . ; n :
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A P halmaznak a K ¸ C(A; p) felt¶etelt kiel¶eg¶³t}o pontjai teh¶at kompakt hal-
mazt alkotnak, amelyen a folytonos C(A; p) fÄuggv¶eny szÄuks¶egk¶eppen felveszi
a minimum¶at. A minimumpont egyben C(A;p) minimumpontja a P halma-
zon. Ezzel az ¶all¶³t¶ast bel¶attuk. 2

4 Konzisztencia

A kÄozels¶eg fenti de¯n¶³ci¶oja alapj¶an az A p¶aros Äosszehasonl¶³t¶as m¶atrixhoz
l¶etezik pontosan egy ,,legkÄozelebbi" B konzisztens m¶atrix: a (K-L) feladat
egyetlen optim¶alis megold¶as¶at alkot¶o p priorit¶asvektor elemeib}ol alkotott h¶a-
nyadosok m¶atrixa. Mivel az elt¶er¶es nemnegat¶³v ¶es z¶er¶o akkor ¶es csak akkor,
ha a k¶et m¶atrix egyenl}o, ez¶ert a k¶et m¶atrix elt¶er¶ese egyben az A m¶atrix inkon-
zisztenci¶aj¶anak m¶er¶es¶eÄul is szolg¶alhat. Ebben a meg¶allap¶³t¶asban Saaty (1987)
gondolatmenet¶et kÄovettÄuk, aki az inkonzisztencia m¶er¶es¶ere az¶ert alkalmazta
a C:I: = (¸max ¡ n)=(n ¡ 1) relat¶³v elt¶er¶est (ill. ennek egy konstanssal val¶o
szorzat¶at), mert ¸max > n. Hasonl¶oan ehhez a gondolatmenethez, javasoljuk
a relat¶³v elt¶er¶es ¶es egyben az inkonzisztencia m¶er¶es¶ere a minC(A;p) ¶ert¶eket,
amely javaslatot a kÄovetkez}o r¶eszben le¶³rt 1. KÄovetkezm¶eny sz¶and¶ekunk sze-
rint meggy}oz}oen al¶at¶amasztja.

A kÄovetkez}o k¶erd¶es az, hogyan kellene megv¶altoztatnunk az A m¶atrix
i0-adik sor¶aban ¶es j0-adik oszlop¶aban l¶ev}o ai0j0 elemet, illetve ennek a re-
ciprok¶at a j0-adik sorban ¶es i0-adik oszlopban, hogy az A tÄobbi elem¶enek
v¶altozatlanul hagy¶asa mellett a legnagyobb csÄokken¶est ¶erjÄuk el a c¶elfÄuggv¶eny-
¶ert¶ekben.

4. ¶All¶³t¶as. Adott i0; j0 indexp¶ar ¶es adott p priorit¶asvektor eset¶en az A ¶es
B m¶atrixok Kullback-Leibler elt¶er¶ese akkor csÄokken a legnagyobb m¶ert¶ekben,
ha az ai0j0 ¶ert¶ek¶et a pi0=pj0 h¶anyadossal helyettes¶³tjÄuk; C(A;p), mint ai0j0

fÄuggv¶enye pi0=pj0 egy kÄornyezet¶eben konvex.

Bizony¶³t¶as. Minimaliz¶alni akarjuk adott p mellett a

C(A; p) =
X

i

X

j

(pi ln
pi

aijpj
+ aijpj ¡ pi)

fÄuggv¶enyt, mint a pozit¶³v ai0j0 -ban egyv¶altoz¶os fÄuggv¶enyt. ¶Irjuk fel a de-
riv¶altj¶at:

dC(A;p)

dai0j0

=
³
pi0 ln

pi0

ai0j0pj0

+ ai0j0pj0 ¡ pi0 + pj0 ln
pj0
1

ai0j0
pi0

+
1

ai0j0

pi0 ¡ pj0

´0

=
³
¡pi0 lnai0j0 + pj0ai0j0 + pj0 lnai0j0 +

pi0

ai0j0

´0

= ¡ pi0

ai0j0

+ pj0 +
pj0

ai0j0

¡ pi0

a2
i0j0

=
³
1 +

1

ai0j0

´³
pj0 ¡ pi0

ai0j0

´
:

Mivel ai0j0 negat¶³v nem lehet, ez¶ert a deriv¶alt ¶ert¶eke 0, amint ezt v¶artuk

is, ha: ai0j0 = pi0=pj0 . N¶ezzÄuk meg, hogy e pontban konvex-e. ¶Irjuk fel a
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C(A; p) fÄuggv¶eny ai0j0 szerinti m¶asodik deriv¶altj¶at:

d2C(A;p)

da2
i0j0

=
pi0

a2
i0j0

¡ pj0

a2
i0j0

+
2pi0

a3
i0j0

=
1

a2
i0j0

³
pi0 ¡ pj0 +

2pi0

ai0j0

´
:

Ha pi0 ¸ pj0 , akkor d2C(A; p)=da2
i0j0

> 0. Ha pi0 < pj0 , akkor d2C(A; p)=da2
i0j0

> 0, ha 0 < ai0j0 < 2pi0=(pj0 ¡ pi0). Adott tetsz}oleges priorit¶asvektor
eset¶en teh¶at C(A; p) mint ai0j0 fÄuggv¶enye konvex a pozit¶³v sz¶amegyenesen,

ha pi0 ¸ pj0 ¶es konvex a (0;
2pi0

pj0¡pi0
) tartom¶anyban, ha pi0 < pj0 . A pi0=pj0

¶ert¶ek eleme mindk¶et tartom¶anynak:

pi0

pj0

· 2pi0

pj0 ¡ pi0

, pj0 ¡ pi0 · 2pj0 , ¡pi0 · pj0 :

Ez¶ert C(A;p) konvex e pont egy kÄornyezet¶eben. Ezt akartuk bel¶atni. 2

VegyÄuk ¶eszre, hogy az ai0j0 = pi0=pj0 helyettes¶³t¶essel az A ¶es B m¶atrixok
Kullback-Leibler elt¶er¶ese csÄokken¶es¶enek nagys¶aga maga az elt¶er¶es:

pi0 ln
pi0

ai0j0pj0

+ ai0j0pj0 ¡ pi0 + pj0 ln
pj0
1

ai0j0
pi0

+
1

ai0j0

pi0 ¡ pj0 :

Ha teh¶at abb¶ol a szempontb¶ol vizsg¶aljuk meg az A m¶atrixot, hogy a konzisz-
tencia nÄovel¶ese ¶erdek¶eben melyik Äosszehasonl¶³t¶as eset¶eben aj¶anljuk a dÄont¶es-
hoz¶onak, hogy vizsg¶alja felÄul a dÄont¶es¶et, akkor A azon elem¶et kell kiv¶alasz-
tanunk, amelyre e csÄokken¶es a legnagyobb. Mivel ez egyben a legnagyobb
elt¶er¶es kiv¶alaszt¶as¶at is jelenti, a v¶alaszt¶as Äosszhangban van Saaty (2003) k¶et
javasolt m¶odszer¶evel is: az egyik a legnagyobb elt¶er¶es, a m¶asik a legnagyobb
csÄokken¶es (Harker, 1987) kiv¶alaszt¶as¶anak felel meg.

5. ¶All¶³t¶as. Legyen p0 az A p¶aros Äosszehasonl¶³t¶as m¶atrix priorit¶asvektora {
a (K-L) feladat optim¶alis megold¶asa {, ¶es a B m¶atrix elemeit a p0 elemeinek
h¶anyadosai alkoss¶ak. Akkor a B m¶atrix priorit¶asvektora is p0 .

Az ¶all¶³t¶as kÄovetkezik abb¶ol, hogy a B m¶atrixnak Äonmag¶at¶ol val¶o elt¶er¶ese
0, mikÄozben minden m¶as pozit¶³v m¶atrixt¶ol val¶o elt¶er¶ese pozit¶³v az 1. ¶All¶³t¶as
szerint.

5 A Kullback-Leibler relat¶³v entr¶opia mini-
maliz¶al¶asa: a feladat megold¶asa

¶Irjuk fel C(A;p) gradiens¶et:

@

@pi
C(A; p) =

nX

j=1

aji+
nX

j=1

lnaji+n ln pi¡
nX

j=1

ln pj¡
Pn

j=1 pj

pi
; i = 1; . . . ; n :

Kihaszn¶altuk, hogy aij = 1=aji, i = 1; . . . ; n, j = 1; . . . ; n. ¶Irjuk fel a
(K-L) feladathoz tartoz¶o stacion¶arius pont probl¶em¶at. A probl¶em¶at ¶es az
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itt kÄovetkez}o ¶all¶³t¶asokat ld. Mangasarian kÄonyv¶eben [1969]. Olyan p =
(p1; . . . ; pn; !; v1; . . . ; vn) ¶ert¶ekeket keresÄunk, amelyek kiel¶eg¶³tik az al¶abbi fel-
t¶eteleket:

(K-T)

nX

j=1

pj = 1 ; p = (p1; . . . ; pn) 2 Rn
++

@C(A; p)

@pi
¡ ! ¡ vi = 0 ; vi ¸ 0 ; i = 1; . . . ; n ;

nX

j=1

vjpj = 0 :

Legyen p0 = (p0
1; . . . ; p

0
n) a (K-L) feladat optim¶alis megold¶asa { ez a 3. ¶All¶³t¶as

¶ertelm¶eben l¶etezik ¶es pozit¶³v. Az optimalit¶as szÄuks¶egess¶eg¶ere vonatkoz¶o Kuhn-
Tucker t¶etel azt mondja ki, hogy a) mivel Rn

++ ny¶³lt ¶es a (K-L) feladat
c¶elfÄuggv¶enye ¶es felt¶eteli fÄuggv¶enyei di®erenci¶alhat¶ok a p0 2 Rn

++ pontban;
b) mivel a (K-L) felt¶etelrendszere regul¶aris: line¶aris; ez¶ert l¶eteznek olyan
v0
1 ; . . . ; v0

n ¸ 0, !0 du¶alis v¶altoz¶o ¶ert¶ekek, hogy (p0
1; . . . ; p

0
n; !0; v0

1; . . . ; v
0
n)

egyÄuttesen megold¶as¶at alkotj¶ak a (K-T) feladatnak. Minthogy p0 2 Rn
++,

ez¶ert a
Pn

j=1 v0
j p0

j = 0 komplementarit¶asi felt¶etel csak akkor teljesÄul, ha

v0
1 = 0, . . ., v0

n = 0.
Az ¶all¶³t¶as ford¶³tva is fenn¶all. Az optimalit¶as el¶egs¶egess¶eg¶ere vonatkoz¶o

Kuhn-Tucker t¶etel azt mondja ki, hogy ha (p0
1; . . . ; p

0
n; !0; v0

1; . . . ; v
0
n) megol-

d¶asa a (K-T) feladatnak, akkor a) mivel Rn
++ ny¶³lt ¶es konvex; b) mivel a (K-

L) feladat c¶elfÄuggv¶enye ¶es felt¶eteli fÄuggv¶enyei di®erenci¶alhat¶ok a p0 2 Rn
++

pontban ¶es konvexek az Rn
++ konvex halmazon, ez¶ert p0 optim¶alis megold¶asa

a (K-L) feladatnak.
A (K-L) feladat egyetlen pozit¶³v optim¶alis megold¶asa, ¶es csak az, teh¶at

kiel¶eg¶³ti a kÄovetkez}o probl¶em¶at:

(K-T)

nX

j=1

pj = 1 ; p 2 Rn
++

nX

j=1

³
ln

pi

aijpj
¡ pj

pi
+ aji

´
= ! ; i = 1; . . . ; n :

A (K-T) feladatb¶ol kit}unik az ! v¶altoz¶o jelent¶ese. Szorozzuk meg az i-edik
felt¶etelt pi-vel, ¶es adjuk Äossze az egyenleteket. Azt kapjuk, hogy

nX

i=1

pi

nX

j=1

³
ln

pi

aijpj
¡ pj

pi
+ aji

´
= !

nX

i=1

pi , C(A;p) = ! :

! teh¶at az adott p vektorhoz tartoz¶o, egyben optim¶alis, c¶elfÄuggv¶eny-¶ert¶eke
a (K-L) feladatnak, ! nemnegat¶³v ¶es 0 akkor ¶es csak akkor, ha aij = pi=pj

minden i, j indexp¶arra. M¶eri az A m¶atrix ¶es a p vektor ¶altal meghat¶arozott B
m¶atrix Kullback-Leibler elt¶er¶es¶et. De vegyÄuk ¶eszre azt is, hogy az A m¶atrix
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reciprok volta miatt

nX

i=1

nX

j=1

³
ln

pi

aijpj
¡ pj

pi
+ aji

´
=

nX

i=1

nX

j=1

³
aji ¡ pj

pi

´
= n! ;

vagyis ! az ¶atlaga az A m¶atrix illetve a B m¶atrix elemei Äosszegeinek kÄulÄonb-
s¶eg¶enek, ilyen ¶ertelemben is m¶eri az A m¶atrix B-t}ol val¶o elt¶er¶es¶et. Foglaljuk
ezt Äossze:

1. KÄovetkezm¶eny. A (K-T) feladat egyetlen (p0; !0) megold¶as¶ara fenn¶all,
hogy

!0 = min
p2P;p2Rn

++

C(A;p) = C(A;p0) ; !0 =
1

n

nX

i=1

nX

j=1

³
aij ¡ p0

i

p0
j

´
:

A stacion¶arius pont probl¶ema al¶abbi vizsg¶alat¶aval ¶es ¶atalak¶³t¶as¶aval az a
c¶elunk, hogy a (K-L) feladat megold¶as¶ara m¶odszert mutassunk be a (K-T)
feladat megold¶asa r¶ev¶en. Az egyenletrendszert alak¶³tsuk ¶at. El}oszÄor ¶³rjuk fel
mindk¶et oldalt logaritmusfÄuggv¶eny form¶aj¶aban:

(K-T)

nX

j=1

pj = 1 ; p 2 Rn
++

ln
³
pn

i ¢
nY

j=1

ajie
aji ¢

nY

j=1

1

pj
e¡pj=pi

´
= lne! ; i = 1; . . . ; n :

Figyelembe v¶eve, hogy a logaritmus szigor¶uan nÄovekv}o fÄuggv¶eny, ez¶ert az
i-edik egyenletben a k¶et oldal egyenl}o, ha az argumentumok egyenl}ok:

nY

j=1

ajie
aji = e! ¢

nY

j=1

pj ¢ 1

pn
i

e1=pi ; i = 1; . . . ; n :

Osszuk el az els}o egyenlet k¶et oldal¶at a m¶asodik, . . ., n-edik egyenlet megfelel}o
oldalaival! Az oszt¶as elv¶egezhet}o, mert a szorzatok minden t¶enyez}oje pozit¶³v.
Az al¶abbi ekvivalens feladathoz jutunk:

(K-T)

X

j

pj = 1 ; p 2 Rn
++ ;

1

pn
i

e1=pi =

Q
j ajie

aji

Q
j aj1eaj1

¢ 1

pn
1

e1=p1 ; i = 2; . . . ; n :

Az i = 1 eset azonoss¶ag. KÄonnyen l¶athat¶o, hogy

² f(x) = 1
xn e1=x a pozit¶³v f¶elegyenesen ¶ertelmezett pozit¶³v, szigor¶uan

csÄokken}o, di®erenci¶alhat¶o konvex fÄuggv¶eny, lim
x!0

f(x) = +1, lim
x!+1

f(x)

= 0;
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² f¡1(y) a pozit¶³v f¶elegyenesen ¶ertelmezett pozit¶³v, szigor¶uan csÄokken}o,
di®erenci¶alhat¶o konvex fÄuggv¶eny, lim

y!0
f¡1(y) = +1, lim

y!+1
f¡1(y) = 0;

² pi = f¡1(Cif(p1)), ahol Ci =
¡Qn

j=1 ajieaji
¢
=
¡Qn

j=1 aj1eaj1
¢
, i =

2; . . . ; n;

² f¡1(Cif(p1)) a pozit¶³v f¶elegyenesen ¶ertelmezett pozit¶³v, szigor¶uan nÄo-
vekv}o, di®erenci¶alhat¶o fÄuggv¶eny, limp1!0 f¡1(Cif(p1)) = 0, limp1!+1
f¡1(Cif(p1)) = +1, (f¡1)0(Cif(p1)) > 0 (p1 > 0).

A (K-T) feladat ¶³gy a

g(p1) =
nX

i=1

f¡1(Cif(p1)) = 1

egyenlet form¶aj¶aban ¶³rhat¶o fel, ahol C1 = 1. A fentiek szerint g(p1) a po-
zit¶³v f¶elegyenesen ¶ertelmezett pozit¶³v, szigor¶uan nÄovekv}o, di®erenci¶alhat¶o
fÄuggv¶eny, limp1!0 g(p1) = 0, limp1!+1 g(p1) = +1, g0(p1) > 0, (p1 > 0).

A g fÄuggv¶eny j¶o tulajdons¶agai miatt az egyenlet megold¶as¶ara alkalmaz-
hat¶ok ismert numerikus m¶odszerek: a biztosan konvergens intervallumfelez}o
m¶odszer ¶es a h¶urm¶odszer, valamint a j¶o kezd}opontok v¶alaszt¶asa eset¶en hat¶e-
konyabb szel}o m¶odszer, ak¶ar egyszer}u Excel programk¶ent is. A szel}o m¶od-
szerrel val¶o megold¶as menet¶et bemutatjuk:

a. Kiindul¶ask¶ent v¶alasszunk k¶et pozit¶³v p1
1, p2

1 ¶ert¶eket, amelyekre g(p1
1) ·

1, g(p2
1) ¸ 1 . Ha valamelyikre egyenl}os¶eg teljesÄul, akkor az elj¶ar¶as

v¶eget ¶er. KÄulÄonben: legyen k = 3, folytassuk az elj¶ar¶ast a b. l¶ep¶essel.

b. Hat¶arozzuk meg pk
1 -t a kÄovetkez}o m¶odon:

pk
1 = pk¡1

1 ¡ g(pk¡1
1 ) ¡ 1

g(pk¡1
1 ) ¡ g(pk¡2

1 )
(pk¡1

1 ¡ pk¡2
1 ) :

c. Ha g(pk
1) = 1, akkor az elj¶ar¶as v¶eget ¶er. KÄulÄonben: legyen k = k + 1,

folytassuk az elj¶ar¶ast a b. l¶ep¶essel.

(A sz¶oban forg¶o egyenletek kiel¶eg¶³t¶es¶et a szok¶asoknak megfelel}o ,,el¶eg nagy
pontoss¶aggal" kÄoveteljÄuk meg. Hogy alkalmank¶ent milyen pontoss¶agot c¶el-
szer}u el¶erni, erre itt nem t¶erÄunk ki. Az egyenlet megold¶as¶ara az Excel solvere
is haszn¶alhat¶o term¶eszetesen, de el}ofordul, hogy egy egyszer}u solver nem
tal¶al megold¶ast, mert a kisz¶am¶³tand¶o priorit¶asok 0-hoz kÄozeli ¶ert¶ekek ¶es ez
kilend¶³theti a kÄozel¶³t}o elj¶ar¶ast a menet¶eb}ol.)

6 A (K-L) feladat nem teljesen kitÄoltÄott p¶aros
Äosszehasonl¶³t¶as m¶atrix eset¶en

A Kullback-Leibler relat¶³v entr¶opia elt¶er¶esfÄuggv¶eny ez esetben kevesebb tagot
tartalmaz. Legyenek az A m¶atrix megadott (kitÄoltÄott) elemeihez tartoz¶o
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index-halmazok soronk¶ent a kÄovetkez}ok: ¡i = f j : aij > 0; (i; j) kitÄoltÄott g.
Nyilv¶anval¶o, a p¶aros Äosszehasonl¶³t¶as m¶atrix pozit¶³v reciprok volta miatt,
hogy j 2 ¡i akkor ¶es csak akkor, ha i 2 ¡j . Ekkor a (K-L) feladat, az
elt¶er¶esfÄuggv¶eny gradiense ¶es a feladathoz tartoz¶o Kuhn-Tucker stacion¶arius
feladat az al¶abbi lesz:

(K-L-1)

C(A; p) =
nX

i=1

X

j2¡i

³
pi ln

pi

aijpj
+ aijpj ¡ pi

´
! min

p 2 P = f p 2 Rn
+ :

nX

j=1

pj = 1 g ; p 2 Rn
++ :

(K-T-1)

@C(A;p)

@pi
=

X

j2¡i

³
ln

pi

aijpj
¡ pj

pi
+ aji

´
; i = 1; . . . ; n ;

nX

i=1

pi = 1 ; p 2 Rn
++ ;

X

j2¡i

³
ln

pi

aijpj
¡ pj

pi
+ aji

´
= ! ; i = 1; . . . ; n :

(A fenti szumm¶akban a megfelel}o tag 0 ¶ert¶ek}u, ha ¡i Äures.) A nem teljesen
kitÄoltÄott A m¶atrixot ÄosszefÄugg}onek nevezzÄuk, ha b¶arhogyan is v¶alasztjuk az
f1; 2; . . . ; ng indexhalmaz egy I val¶odi r¶eszhalmaz¶at, az

S
i2Ifj : j 2 ¡ig hal-

maz b}ovebb, mint az I halmaz: 9k 2 S
i2Ifj : j 2 ¡ig, hogy k nem eleme az

I halmaznak. Ez m¶ask¶ent azt jelenti, hogy A nem ÄosszefÄugg}o, ha a sorokat ¶es
oszlopokat (az alternat¶³v¶akat) Äosszehangolt m¶odon ¶atrendezhetjÄuk ¶ugy, hogy
az eredm¶enyÄul kapott m¶atrix dekompon¶alt: a kitÄoltÄott elemek els}o csoportja
a m¶atrix bal fels}o k1 sor¶aban ¶es oszlop¶aban helyezkedik el, a marad¶ek pedig
a k1 +1-edik, . . ., n-edik sorban ¶es oszlopban, k1 < n. A kitÄoltÄott ¶es nem tel-
jesen kitÄoltÄott p¶aros Äosszehasonl¶³t¶as m¶atrix gr¶af reprezent¶aci¶oja seg¶³ts¶eg¶evel
az ÄosszefÄugg}os¶eget is j¶ol lehet szeml¶eltetni, err}ol ld. p¶eld¶aul Boz¶oki-FÄulÄop-
R¶onyai cikk¶et [2010].

Nem teljesen kitÄoltÄott A m¶atrix eset¶eben a (K-L-1) feladat konvexit¶as¶ara
nem t¶amaszkodhatunk. T¶amaszkodhatunk azonban arra az ¶eszrev¶etelre,
hogy C(A;p) ¶ert¶eke nem v¶altozik, ha adott p > 0 priorit¶asvektor mellett a
m¶atrix hi¶anyz¶o elemeit kitÄoltjÄuk a pi

pj
¶ert¶ekekkel. JelÄolje A(p) azt a {teljesen

kitÄoltÄott{ m¶atrixot, amelynek elemei a kÄovetkez}ok:

aij(p) =

½
aij; ha j 2 ¡i
pi

pj
kÄulÄonben.

Vil¶agos, hogy C(A;p) = C(A(p); p). A (K-L) probl¶em¶at teh¶at nem teljesen
kitÄoltÄott A p¶aros Äosszehasonl¶³t¶as m¶atrix eset¶en a kÄovetkez}ok¶eppen ¶³rjuk fel:

(K-L-1)
C(A; p) = C(A(p); p) =

nX

i=1

X

j2¡i

³
pi ln

pi

aijpj
+ aijpj ¡ pi

´
! min

p 2 P ; p 2 Rn
++ :
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Vizsg¶aljuk a c¶elfÄuggv¶eny ¶ert¶ek¶et. Legyen adott a p1 2 Rn
++ ¶es legyen p2 =

arg minp2P C(A(p1); p). A 3. ¶All¶³t¶as ¶ertelm¶eben p2 l¶etezik ¶es pozit¶³v. Nyil-
v¶anval¶o, hogy C(A(p1); p) > C(A(p1); p2) minden p2-t}ol kÄulÄonbÄoz}o p > 0 vek-
tor eset¶en, p1-t is bele¶ertve, ha p1 6= p2, vagyis C(A(p1); p1) > C(A(p1); p2).
VegyÄuk ¶eszre m¶asfel}ol, hogy C(A(p1); p1) = minp2P C(A(p); p1), a 4. ¶All¶³t¶as
szerint. Ha teh¶at a (K-L-1) feladatnak van p̂ > 0 optim¶alis megold¶asa, azaz

C(A(p̂); p̂) = min
q2P

min
p2P

C(A(p); q) ;

akkor a p̂ pontra fenn¶all, hogy

(¤)
C(A(p); p̂) ¸ C(A(p̂); p̂) ¶es C(A(p̂); q) > C(A(p̂); p̂)

minden p 2 P; q 2 P; q 6= p̂ eset¶en .

A (*) tulajdons¶ag teh¶at maga ut¶an vonja, hogy p̂ ¯xpontja az al¶abbi lek¶epe-
z¶esnek:

f(p) : P ! P; f(p) = arg min
q2P

C(A(p); q) :

Azt, hogy ha p̂ a (*) tulajdons¶aggal rendelkezik, akkor optim¶alis megold¶asa
lenne a (K-L-1) feladatnak, vagyis hogy p̂ nem csak lok¶alis, hanem glob¶alis
minimumpont lenne, csak akkor ¶all¶³thatn¶ank, ha a feladat konvexit¶as¶at is
bel¶atn¶ank { erre ebben a dolgozatban nem kerÄul sor.

A tov¶abbiakban nem teljesen kitÄoltÄott p¶aros Äosszehasonl¶³t¶as m¶atrix ese-
t¶en olyan priorit¶asvektor keresÄunk { ¶es ennek birtok¶aban a feladatunkat
megoldottnak tekintjÄuk {, amely a (*) tulajdons¶aggal rendelkezik. Ilyen pri-
orit¶asvektor l¶etez¶es¶ere az al¶abbiakban konstrukt¶³v bizony¶³t¶ast adunk.

6. ¶All¶³t¶as. TegyÄuk fel, hogy az A nem teljesen kitÄoltÄott p¶aros Äosszehasonl¶³t¶as
m¶atrix ÄosszefÄugg}o. Ekkor a (K-L-1) feladatnak van olyan pozit¶³v megold¶asa,
amelyre a (*) tulajdons¶ag teljesÄul.

Bizony¶³t¶as. Induljunk ki tetsz}oleges pozit¶³v p0 2 P vektorb¶ol. Hozzuk l¶etre
a pk sorozatot, ennek a k = 1; 2; . . . elem¶et az al¶abbi m¶odon:

Vizsg¶aljuk meg el}oszÄor, hogy pk¡1 rendelkezik-e a (*) tulajdons¶aggal.
Ha igen, k¶eszen vagyunk, az elj¶ar¶as befejez}odÄott. Ha nem, legyen pk =
arg minp2P C(A(pk¡1); p). A 3. ¶All¶³t¶as ¶ertelm¶eben pk l¶etezik ¶es pozit¶³v.
Az elj¶ar¶ast folytatjuk. Ha az elj¶ar¶as v¶eges l¶ep¶esben befejez}odik, akkor az
¶all¶³t¶asban szerepl}o pontot l¶etrehoztuk, a bizony¶³t¶as befejez}odÄott. Ha nem,
akkor egy v¶egtelen sorozatot kapunk. Mivel a sorozat minden tagja a P
korl¶atos z¶art halmazb¶ol sz¶armazik, ez¶ert kiv¶alaszthat¶o a fpkgk=0;1;... v¶egtelen
sorozatb¶ol egy konvergens fpkjgj=0;1;... r¶eszsorozat. JelÄolje e sorozat hat¶ar-
¶ert¶ek¶et p̂:

p̂ = lim
j!1

pkj ; p̂ 2 P :

A sorozat tagjaira fenn¶allnak az al¶abbi egyenl}otlens¶egek:

!kj¡1 = C(A(pkj¡1); pkj) ¸ C(A(pkj ); pkj ) > C(A(pkj); pkj+1) = !kj :
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Mivel f!kj
g alulr¶ol korl¶atos pozit¶³v csÄokken}o sorozat, ez¶ert l¶etezik a limesze:

lim
j!1

!kj
= lim

j!1
C(A(pkj ); pkj ) =

= lim
j!1

C(A(pkj¡1); pkj) = lim
j!1

C(A(pkj); pkj+1) = ! ¸ 0 :

Ha p̂ > 0, akkor

lim
j!1

C(A(pkj); pkj ) = min
p2P

C(A(p̂); p) =

= min
p2P

C(A(p); p̂) = C(A(p̂); p̂) = ! ¸ 0 ;

ekkor teh¶at p̂ rendelkezik a (*) tulajdons¶aggal ¶es az ¶all¶³t¶ast bizony¶³tottuk.
Bel¶atjuk m¶eg, hogy p̂ > 0. Ez kÄovetkezik. VegyÄuk ¶eszre, hogy minden
± > 0 sz¶amhoz l¶etezik olyan r index, hogy C(A(pkj ); pkj) < ! + ±, ha
j > r, mivel C(A(p); p) folytonos fÄuggv¶enye p-nek ¶es C(A(pkj ); pkj ) csÄokken}o
sorozat, amely ! ¸ 0 ¶ert¶ekhez tart. V¶alasszunk ±-t.

VegyÄuk ¶eszre, hogy p̂j > 0 legal¶abb egy indexre, mivel
Pn

j=1 p̂j = 1.
TegyÄuk fel az ¶all¶³t¶assal ellent¶etben, hogy legal¶abb egy i indexre p̂i = 0.
VegyÄuk ¶eszre, hogy e feltev¶es mellett van olyan i0, j0 indexp¶ar { ¶es ezt itt
kiv¶alasztjuk {, hogy p̂i0 = 0, p̂j0 > 0 ¶es az A m¶atrix (i0; j0)-adik helye ki
van tÄoltve. Ha ugyanis minden i indexre, amelyre p̂i = 0 fenn¶allna, hogy
p̂j = 0, ha j 2 fj : j 2 ¡ig, akkor az I = fi : p̂i = 0g indexhalmazra azt
kapn¶ank, hogy I =

S
i2Ifj : j 2 ¡ig, ellentmond¶asban azzal a feltev¶essel,

hogy A ÄosszefÄugg}o. ¶Irjuk fel C(A(pkr ); pkr ) ¶ert¶ek¶et:

C(A(pkr ); pkr ) =
X

i2f1;...;ng;j2¡i

³
pkr

i ln
pkr

i

aijp
kr
j

+ aijp
kr
j ¡ pkr

i

´
=

=
X

i2f1;...;ng;j2¡i
(i;j);(j;i)6=(i0;j0)

³
pkr

i ln
pkr

i

aijp
kr
j

+ aijp
kr
j ¡ pkr

i

´
+

+ pkr
i0

ln
pkr

i0

ai0j0p
kr
j0

+ ai0j0p
kr
j0

¡ pkr
i0

+ pkr
j0

ln
pkr

j0

aj0i0p
kr
i0

+ aj0i0p
kr
i0

¡ pkr
j0

:

A szumma minden tagja nemnegat¶³v, ÄosszegÄuk ¶es ¶³gy tagjaik ¶ert¶eke is kisebb,
mint ! + ±. ¶Irjuk fel az Äosszeg utols¶o tagj¶ara vonatkoz¶o egyenl}otlens¶eget
r¶eszletesebben:

pkr
j0

ln pkr
j0

¡ pkr
j0

lnaj0i0 ¡ pkr
j0

ln pkr
i0

+ aj0i0p
kr
i0

¡ pkr
j0

< ! + ± :

De a bal oldalon l¶ev}o tagok kÄozÄul ¡pkr
j0

ln pkr
i0

! +1 , ha j ! +1, mikÄozben
a tÄobbi tag v¶eges ¶ert¶ekhez tart. Ellentmond¶asra jutottunk teh¶at azzal a
feltev¶essel, hogy a p̂ priorit¶asvektornak lehet 0 ¶ert¶ek}u eleme. Ezzel az ¶all¶³t¶ast
bizony¶³tottuk. 2

A 6. ¶All¶³t¶asb¶ol ¶es bizony¶³t¶asa gondolatmenet¶eb}ol kÄovetkezik, hogy a (K-
T-1) feladatnak van megold¶asa, azt azonban nem z¶artuk ki, hogy egyn¶el tÄobb
megold¶asa is lenne. B¶armely megold¶as¶ara azonban fenn¶all a kÄovetkez}o
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2. KÄovetkezm¶eny. A (K-T-1) feladat egy (p0; !0) megold¶as¶ara fenn¶all,
hogy

!0 = min
p2P;p2Rn

++

C(A(p0); p) = C(A(p0); p0) ; !0 =
1

n

nX

i=1

X

j2¡i

³
aij ¡ p0

i

p0
j

´
:

7 Numerikus vizsg¶alatok

K¶et klasszikus p¶eld¶at v¶alasztottunk abb¶ol a c¶elb¶ol, hogy az eredm¶enyeket
m¶as szerz}ok eredm¶enyeivel ÄosszevethessÄuk. A teljesen kitÄoltÄott p¶aros Äossze-
hasonl¶³t¶as m¶atrix-szal kapcsolatos sz¶am¶³t¶asokat a ,,T¶avols¶ag Philadelphi¶at¶ol"
p¶eld¶aval, a nem teljesen kitÄoltÄott esetben pedig a ,,A csal¶ad h¶azat v¶as¶arol"
p¶eld¶aval is illusztr¶aljuk, mindkett}o Saaty h¶³res kÄonyv¶eb}ol [1980] sz¶armazik.

7.1 ,,T¶avols¶ag Philadelphi¶at¶ol"

Ebben a p¶eld¶aban a dÄont¶eshoz¶o hat v¶arost hasonl¶³tott Äossze azoknak Philadel-
phi¶at¶ol val¶o relat¶³v t¶avols¶aguk tekintet¶eben. E v¶arosok (alternat¶³v¶ak) sorra:
Kair¶o, Toki¶o, Chicago, San Francisco, London, Montreal. A m¶atrixnak el¶eg
lenne csak a jobb fels}o h¶aromszÄog¶et feltÄuntetni, a bal als¶o h¶aromszÄog szÄuk-
s¶egk¶eppen a reciprok ¶ert¶ekeket tartalmazza:

0
BBBBB@

1 1=3 8 3 3 7
3 1 9 3 3 9

1=8 1=9 1 1=6 1=5 2
1=3 1=3 6 1 1=3 6
1=3 1=3 5 3 1 6
1=7 1=9 1=2 1=6 1=6 1

1
CCCCCA

Al¶abb az els}o sorban a jelen dolgozatban le¶³rt m¶odszerrel kapott priorit¶as-
vektort, a m¶asodik sorban pedig Saaty saj¶at¶ert¶ek m¶odszer¶evel kapott ered-
m¶enyt tÄuntettÄuk fel. A harmadik sorban pedig az alternat¶³v¶ak sorrendj¶et,
amely a k¶et priorit¶asvektor eset¶eben ugyanaz lett:

0;24368 0;42483 0;03444 0;10662 0;14868 0;03176
0;26185 0;39749 0;03343 0;11639 0;16424 0;02660

2 1 5 4 3 6

Ugyanezt a m¶atrixot nem teljesen kitÄoltÄott¶e alak¶³tottuk Harker [1987b] p¶el-
d¶aja nyom¶an. KitÄoltÄottek maradtak az (1,2), (1,3), (2,5), (3,6), (4,5) ¶es (5,6)
elemek, p¶arjaik ¶es a f}odiagon¶alis. Az ¶³gy kapott priorit¶asvektort al¶abb a
dolgozatban le¶³rt m¶odszerrel az els}o, illetve Harker m¶odszer¶evel a m¶asodik
sorban tÄuntettÄuk fel, a harmadikban pedig ism¶et az alternat¶³v¶ak sorrendj¶et,
amely a k¶et vektor eset¶eben ism¶et ugyanaz lett:

0;1859 0;5371 0;0261 0;0570 0;1704 0;0235
0;2339 0;4612 0;0382 0;0659 0;1734 0;0273

2 1 5 4 3 6
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MegjegyezzÄuk, hogy C(A; p) optim¶alis ¶ert¶eke 0,442755 a teljesen kitÄoltÄott
m¶atrix eset¶eben, ¶es C(A(p); p) ¶ert¶eke 0,015089, amikor p = (0,1859; 0,5371;
0,0261; 0,0570; 0,1704; 0,0235). Ezeket az ¶ert¶ekeket az inkonzisztencia m¶er-
t¶ek¶enek tekintjÄuk, ¶es amint v¶artuk, l¶enyegesen kisebb a hi¶anyos elemeket
tartalmaz¶o m¶atrix eset¶eben.

7.2 ,,A csal¶ad h¶azat v¶as¶arol"

Az eredeti m¶atrix Saaty kÄonyv¶eben teljesen kitÄoltÄott, itt arra a nem teljesen
kitÄoltÄott v¶altozat¶ara vonatkoz¶o sz¶am¶³t¶asi eredm¶enyeket mutatjuk be, ame-
lyet Boz¶oki, FÄulÄop ¶es R¶onyai haszn¶alt [2010]. Ezt a nem teljesen kitÄoltÄott
m¶atrixot az al¶abbi t¶abl¶azat tartalmazza, ha a kivastag¶³tott elemeket elhagy-
juk. A m¶atrix sorai ¶es oszlopai ¶altal k¶epviselt szempontok sorra a kÄovetkez}ok
voltak: m¶eret, kÄozleked¶es, szomsz¶eds¶ag, kor, a kert, korszer}us¶eg, ¶allapot, ¶ar.

A t¶abl¶azatot kitÄoltÄottÄuk a sz¶am¶³t¶asunk eredm¶enyek¶ent kapott p =(0,1439;
0,0695; 0,1063; 0,0318; 0,0242; 0,0525; 0,0657; 0,5061) priorit¶asvektor seg¶³t-
s¶eg¶evel, a hi¶anyz¶o elemeket p¶otoltuk teh¶at a kivastag¶³tott ¶ert¶ekekkel.

0
BBBBBBBB@

1 5 3 7 6 6 0; 3333 0; 25
0;2 1 0;6539 5 2;8754 3 1;0588 0;1429

0;3333 1;5293 1 3;3451 3 2;0264 6 0;2101
0;1429 0;2 0;2989 1 1;3146 0;25 0;4841 0;125
0;1667 0;3478 0;3333 0;7607 1 0;4608 0;2 0;0478
0;1667 0;3333 0;4935 4 2;1701 1 0;7991 0;1667
3 0;9445 0;1667 2;0658 5 1;2514 1 0;1297
4 7 4;7602 8 20;9332 6 7;7081 1

1
CCCCCCCCA

Az eml¶³tett szerz}ok k¶et m¶odszer seg¶³ts¶eg¶evel hat¶arozt¶ak meg a hi¶anyz¶o
elemek ¶ert¶ek¶et. Az els}o a saj¶at¶ert¶ek m¶odszer, a m¶asodik az LLSM { a loga-
ritmikus legkisebb n¶egyzetek m¶odszere { kiterjeszt¶ese nem teljesen kitÄoltÄott
p¶aros Äosszehasonl¶³t¶as m¶atrixok eset¶ere. A k¶et eredm¶eny { mind a priori-
t¶asvektor, mind a hi¶anyz¶o elemek ¶ert¶ekei tekintet¶eben l¶enyegesen elt¶er. Az
¶altalunk kapott eredm¶eny az LLSM seg¶³ts¶eg¶evel kapott eredm¶enyhez kÄozelebb
¶all, a kapott priorit¶asvektorok nem azonosak term¶eszetesen, de az egyes al-
ternat¶³v¶ak ¶altaluk meghat¶arozott sorrendjei is ink¶abb csak a kis priorit¶as¶u
alternat¶³v¶ak eset¶eben cser¶el}odnek fel. A tanuls¶ag, ha egy¶altal¶an van, tal¶an
az lehet, hogy ¶erdemes tÄobb m¶odszert alkalmazni ¶es a konkr¶et alkalmaz¶as il-
letve a konkr¶et p¶aros Äosszehasonl¶³t¶as m¶atrix ismeret¶eben tov¶abbi elemz¶eseket
v¶egezni az egyes alternat¶³v¶ak fontoss¶ag¶at illet}oen.

8 ÄOsszefoglal¶as

A dolgozatban a dÄont¶eselm¶eletben fontos szerepet j¶atsz¶o p¶aros Äosszehasonl¶³t¶as
m¶atrix priorit¶asvektor¶anak meghat¶aroz¶as¶ara ¶uj megkÄozel¶³t¶est alkalmaztunk:
az A p¶aros Äosszehasonl¶³t¶as m¶atrix ¶es a priorit¶asvektor ¶altal de¯ni¶alt B kon-
zisztens m¶atrix kÄozÄotti elt¶er¶est a Kullback-Leibler relat¶³v entr¶opia-fÄuggv¶eny
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seg¶³ts¶eg¶evel m¶ertÄuk. Ezen elt¶er¶es minimaliz¶al¶asa teljesen kitÄoltÄott m¶atrix ese-
t¶eben konvex programoz¶asi feladathoz vezetett, nem teljesen kitÄoltÄott m¶atrix
eset¶eben pedig egy ¯xpont probl¶em¶ahoz. A Kullback-Leibler elt¶er¶esfÄuggv¶enyt
minimaliz¶al¶o priorit¶asvektor egyben azzal a tulajdons¶aggal is rendelkezik,
hogy az A m¶atrix elemeinek Äosszege ¶es a B m¶atrix elemeinek Äosszege kÄozÄotti
kÄulÄonbs¶eg ¶eppen az elt¶er¶esfÄuggv¶eny minimum¶anak az n-szerese, ahol n a fel-
adat m¶erete. ¶Igy az elt¶er¶esfÄuggv¶eny minimum¶anak ¶ert¶eke k¶et szempontb¶ol
is lehet alkalmas az A m¶atrix inkonzisztenci¶aj¶anak a m¶er¶es¶ere. A feladat
vizsg¶alata sor¶an alkalmazott bizony¶³t¶asok egy r¶esze konstrukt¶³v volt, egyben
elj¶ar¶ast adott a priorit¶asvektor kisz¶am¶³t¶as¶ara. Nyitva maradt j¶o n¶eh¶any k¶er-
d¶es, amelyek tov¶abbi elemz¶est ig¶enyelnek, pl. a nem teljesen kitÄoltÄott p¶aros
Äosszehasonl¶³t¶as m¶atrix eset¶eben a 6. ¶All¶³t¶as bizony¶³t¶as¶aban szerepl}o sorozat
{ ¶es nem csak a r¶eszsorozat { konvergenci¶aj¶anak a vizsg¶alata. ¶Erdekesnek
l¶atszik egy k¶³s¶erlet a Burg entr¶opia mint elt¶er¶esfÄuggv¶eny alkalmaz¶as¶ara is.
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APPLYING THE KULLBACK-LEIBLER RELATIVE ENTROPY FUNCTION

FOR DETERMINING PRIORITIES FOR THE PAIRWISE COMPARISON

MATRIX

In this paper we apply a new approach for determining a priority vector for the
pairwise comparison matrix which plays an important role in Decision Theory. The
divergence between the pairwise comparison matrix A and the consistent matrix
B de¯ned by the priority vector is measured with the help of the Kullback-Leibler
relative entropy function. The minimization of this divergence leads to a convex
program in case of a complete matrix, leads to a ¯xed-point problem in case of
an incomplete matrix. The priority vector minimizing the divergence also has the
property that the di®erence of the sums of elements of the matrix A and the matrix
B is n times the minimum of the divergence function where n is the dimension of the
problem. Thus we developed two reasons for considering the value of the minimum
of the divergence as a measure of inconsistency of the matrix A.
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MARTING¶ALM¶ERT¶EKEK ¶ES A V¶ARHAT¶O
DISZKONT¶ALT JELEN¶ERT¶EK SZAB¶ALY1

MEDVEGYEV P¶ETER
Budapesti Corvinus Egyetem

A dolgozatban a legegyszer}ubb k¶erd¶est feszegetjÄuk: Hogyan kell az ¶arakat
meghat¶arozni v¶eletlen jÄov}obeli ki¯zet¶esek eset¶en. A t¶argyal¶as n¶emik¶eppen
absztrakt, de a funkcion¶alanal¶³zis n¶eh¶any kÄozismert t¶etel¶en k¶³vÄul semmilyen
m¶as m¶elyebb matematikai terÄuletre nem kell hivatkozni. A dolgozat k¶erd¶ese,
hogy mik¶ent indokolhat¶o a v¶arhat¶o jelen¶ert¶ek szab¶alya, vagyis hogy minden
jÄov}obeli ki¯zet¶es jelen id}opontban ¶erv¶enyes ¶ara a jÄov}obeli ki¯zet¶es diszkont¶alt
v¶arhat¶o ¶ert¶eke. A dologban az egyetlen csavar az, hogy a v¶arhat¶o ¶ert¶ekhez
tartoz¶o val¶osz¶³n}us¶egi m¶ert¶ekr}ol nem tudunk semmit. Csak annyit tudunk,
hogy l¶etezik a matematikai p¶enzÄugyek legtÄobbet hivatkozott fogalma, a misz-
tikus Q m¶ert¶ek. A dolgozat meg¶³r¶as¶anak legfontosabb indoka az volt, hogy
megpr¶ob¶altam kiiktatni a megengedett portf¶oli¶o fogalm¶at a sz¶armaztatott
term¶ekek ¶araz¶as¶anak elm¶elet¶eb}ol. Mik¶ent kÄozismert, a sz¶armaztatott term¶e-
kek ¶araz¶as¶anak elm¶elete a fedez¶es fogalm¶ara ¶epÄul. De milyen m¶odon lehet
fedezni? Diszkr¶et ¶es v¶eges id}ohorizonton a fedez}o portf¶oli¶onak egyedÄul Äon-
¯nansz¶³roz¶onak kell lenni. Az Äon¯nansz¶³roz¶as ilyenkor megadott de¯n¶³ci¶oja
igen egyszer}u ¶es meggy}oz}o [7]. J¶oval nagyobb probl¶em¶at jelent azonban a
folytonos id}ohorizont esete. Ha eltekintÄunk is att¶ol, hogy lehetetlen a fedez}o
portf¶oli¶oban a s¶ulyokat folytonosan v¶altoztatni k¶et tov¶abbi probl¶ema marad:
Egyr¶eszt az Äon¯nasz¶³roz¶as de¯n¶³ci¶oj¶aban szerepl}o k¶esleltet¶es, nevezetesen a
t ¶es a t + 1 id}opontok szerepeltet¶ese folytonos id}ohorizonton matematikailag
nem ¶ertelmezhet}o, m¶asr¶eszt, ¶es ez a fontosabb, a dupl¶az¶asi strat¶egia ¶altal
de¯ni¶alt mindig l¶etez}o arbitr¶azs lehet}os¶eg kiiktat¶asa miatt be kell vezetni
a megengedett portf¶oli¶okat, amely fogalomra a v¶eges id}opontot tartalmaz¶o
modellek eset¶en, mik¶ent eml¶³tettem, nincsen szÄuks¶eg. Az els}o probl¶ema meg-
kerÄul¶es¶et avval szok¶as indokolni, vagy ink¶abb sz}onyeg al¶a sÄopÄorni, hogy az
Itô-kalkulus integr¶alfogalma valamik¶eppen tartalmazza az Äon¯nansz¶³roz¶asban
szerepl}o id}opontk¶esleltet¶est. Hogy ez mennyire helyes, vagy helytelen, nem
¶erdemes feszegetni, ugyanis j¶oval nagyobb gondot jelent a megengedett port-
f¶oli¶ok bevezet¶ese. Az irodalomban k¶et megkÄozel¶³t¶es l¶etezik: Az els}oben fel-
tesszÄuk, hogy a megengedett portf¶oli¶o alulr¶ol korl¶atos [1,2,3,6,16]. Ennek
k¶ets¶egtelen el}onye, hogy viszonylag egyszer}uen interpret¶alhat¶o, illetve em-
l¶ekeztet a t¶enyleges p¶enzÄugyi gyakorlatra: Adott valamilyen kezd}oÄosszeg,
amib}ol gazd¶alkodni kell, ¶es amikor ez a kezd}olimit elfogy, akkor a portf¶oli¶ot
le kell z¶arni. Ugyanakkor evvel azt ¶erjÄuk el, hogy az elad¶as, illetve a v¶etel
nem lesz azonosan megengedett, vagyis a fedez}o portf¶oli¶ok halmaza nem lesz
line¶aris t¶er, hanem k¶up lesz, ¶³gy a sz¶armaztatott term¶ekek ¶araz¶as¶aban kulcs

1Be¶erkezett: 2013. m¶ajus 26. E-mail: medvegyev@uni-corvinus.hu.
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szerepet j¶atsz¶o gondolat, miszerint a vev}ok ¶es az elad¶ok egyszerre vannak
jelen, elv¶esz, ¶es a v¶eteli ¶es az elad¶asi oldalon m¶as ¶es m¶as gondolatmene-
tet kell az ¶ar indokl¶asakor alkalmazni. A m¶asik megold¶as szerint pedig a
megengedett porf¶oli¶ok azok a portf¶oli¶ok, amelyekre a porf¶oli¶o ¶ert¶eke a koc-
k¶azatsemleges ¶arrendszer eset¶en marting¶al lesz [7,14]. A k¶erd¶es jogos: Mi¶ert
is? Nem ¶eppen a marting¶alm¶ert¶eket akarjuk bevezetni? Mi van akkor, ha
tÄobb marting¶alm¶ert¶ek van? Akkor melyik szerint kell a fedez}o portf¶oli¶onak
marting¶alnak lenni? Erre mintha nem lenne v¶alasz. K¶ets¶egtelen, hogy a
megengedett portf¶oli¶o ezen de¯n¶³ci¶oja helyre¶all¶³tja a fedez}o portf¶oli¶ok azon
tulajdons¶ag¶at, hogy a vev}ok ¶es az elad¶ok szempontj¶ab¶ol a helyzetet azonosan
kezeli, de a korrekci¶o durv¶an matematikai, technikai jelleg}u ¶es v¶elem¶enyem
szerint nagyon kil¶og a nevezetes l¶ol¶ab.

1 Bevezet¶es

A p¶enzÄugyi elm¶elet legfontosabb, s}ot tal¶an egyedÄuli eszkÄoze a v¶arhat¶o je-
len¶ert¶ek szab¶aly [4,5,9,13,17,18]. E rendk¶³vÄul praktikus ¶es l¶atsz¶olag igen
egyszer}u szab¶aly szerint egy jÄov}oben esed¶ekes ki¯zet¶eskor k¶et t¶enyez}ot kell ¯-
gyelembe venni: Az id}ot¶avot, illetve a ki¯zet¶es bizonytalans¶ag¶at. Az id}ohori-
zontt¶ol val¶o fÄugg¶est a diszkontt¶enyez}ovel szok¶as ¯gyelembe venni. A jÄov}oben
biztosan ki¯zetett Äosszeg ¶ert¶eke a jelenben kevesebb, vagy legal¶abbis nem
tÄobb, mint a jÄov}oben kapott ¶ert¶ek. Hogy mennyivel kevesebb, az a piaci
szerepl}ok id}ovel kapcsolatos preferenci¶ainak a fÄuggv¶enye. A jelen ¶es a jÄov}o
kÄozÄotti transzform¶aci¶ot megad¶o szorz¶osz¶am kÄozÄons¶eges ¶ark¶ent viselkedik, ¶es
elvileg semmiben nem kÄulÄonbÄozik k¶et egyszerre megv¶as¶arolhat¶o term¶ek csere-
ar¶any¶at¶ol. A ki¯zet¶es bizonytalans¶aga hasonl¶oan m}ukÄodik. A m¶odos¶³t¶o ¶ert¶ek
a bizonytalans¶aggal kapcsolatos preferenci¶ak ¶altal meghat¶arozott kereslet ¶es
k¶³n¶alat ered}oje. Tal¶an az egyetlen elt¶er¶es az, hogy a bizonytalans¶ag fogalma
nehezebben ragadhat¶o meg.

A dolgozatban vizsg¶alt k¶erd¶es a kÄovetkez}o: Ha ¼(») jelÄoli a » jÄov}obeli
v¶eletlen ki¯zet¶es jelen id}opontban ¶erv¶enyes ¶ar¶at, akkor milyen tulajdons¶a-
gokkal, illetve reprezent¶aci¶oval rendelkezik a ¼ fÄuggv¶eny? Az ¶araz¶o fÄuggv¶eny
alapvet}o tulajdons¶aga a linearit¶as. B¶ar ez nem teljess¶eggel nyilv¶anval¶o, m¶egis
a p¶enzÄugyi modellekben mindig evvel a hallgat¶olagos felt¶etellel ¶elÄunk. Tov¶abbi
k¶ezenfekv}o tulajdons¶agnak t}unik a ¼ nem negativit¶asa, vagyis ha » ¸ 0, akkor
¼(») ¸ 0. Azonban ez a k¶et felt¶etel egyszerre minden tov¶abbi megkÄot¶es n¶elkÄul
¶altal¶aban nem teljesÄulhet.

1. P¶elda. A val¶osz¶³n}us¶egi v¶altoz¶ok L0 ter¶en ¶altal¶aban nincs a trivi¶alist¶ol
kÄulÄonbÄoz}o nem negat¶³v line¶aris funkcion¶al.

JelÄolje L0 a [0; 1] szakaszon m¶erhet}o fÄuggv¶enyek Lebesgue-m¶ert¶ek szerinti
ekvivalenciaoszt¶alyait. Az L0 t¶eren a topol¶ogi¶at a sztochasztikus konver-
genci¶aval szok¶as de¯ni¶alni, ugyanakkor vegyÄuk ¶eszre, hogy a line¶aris funk-
cion¶alokt¶ol a folytonoss¶agot nem kÄoveteljÄuk meg. MegjegyezzÄuk, hogy a
K

±
= f» ¸ 0g fÄuggv¶enyek olyan k¶upot alkotnak, amely z¶art a sztochasztikus

konvergenci¶aban, de a k¶upnak a sztochasztikus konvergencia ¶altal gener¶alt
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topol¶ogi¶aban nincsen bels}o pontja, ¶³gy a v¶egtelen dimenzi¶os szepar¶aci¶os t¶etel,
a Hahn{Banach-t¶etel, nem alkalmazhat¶o. TegyÄuk fel, hogy egy alkalmas ¤
line¶aris funkcion¶alra ¤(») ¸ 0, ha » ¸ 0, ¶es egy alkalmas »0 ¸ 0 fÄuggv¶enyre

®
±
= ¤(»0) > 0. Nyilv¶anval¶oan a ¤ monoton, vagyis ha » · ´, akkor

¤(») · ¤(´), ugyanis ¤(´) ¡ ¤(») = ¤(´ ¡ ») ¸ 0. Ekkor a »0Â[0; 1=2] ¶es a
»0Â(1=2; 1] fÄuggv¶enyek Äosszege »0, amib}ol a kett}o kÄozÄul az egyikre a ¤ ¶ert¶eke
¸ ®=2. JelÄolje »1 az ¶³gy kapott fÄuggv¶eny n¶egyszeres¶et. Vil¶agos, hogy »1 ¸ 0,
¶es ¤(»1) ¸ 2®. FelezzÄuk meg az intervallumot ¶es ism¶eteljÄuk meg az elj¶ar¶ast

a »1-re, stb. Az ¶³gy kapott (»n) sorozatra az ´
±
= supn »n 2 L0 fÄuggv¶eny

v¶eges, ugyanis legfeljebb egyetlen olyan pont van, ahol a (»n) sorozat tagjai
egy indext}ol m¶ar nem null¶ak. Mivel »n · ´, ez¶ert a ¤ monotonit¶asa miatt
2n® · ¤(»n) · ¤(´), amib}ol ¤(´) = 1, ami lehetetlen, ugyanis a line¶aris
funkcion¶alok ¶ert¶eke de¯n¶³ci¶o szerint v¶eges. 2

2. P¶elda. A val¶osz¶³n}us¶egi v¶altoz¶ok L0 ter¶en nincsen folytonos line¶aris funk-
cion¶al.

Az el}oz}o p¶elda egyszer}u m¶odos¶³t¶as¶aval azonnal l¶athat¶o, hogy tetsz}oleges olyan
»0 eset¶en, amelyre ¤(»0)

±
= ® > 0, »n

p! 0; ¶es ¤(»n) ! 1, amib}ol a ¤
nem lehet folytonos a sztochasztikus konvergenci¶aban, vagyis az L0 t¶eren
nem adhat¶o meg ¤ 6= 0 a sztochasztikus konvergenci¶aban folytonos line¶aris
funkcion¶al. 2

Az L0 t¶er a sztochasztikus konvergenci¶aval egy teljes metriz¶alhat¶o line¶aris
t¶er. A metrik¶at az k»k0

±
= E (j»j ^ 1) k¶eplettel de¯ni¶alhatjuk. Nyilv¶anval¶oan

k» + ´k0 · k»k0 + k´k0. A k¶et p¶eld¶at a kÄovetkez}o egyszer}u ¶eszrev¶etellel
kapcsolhatjuk Äossze:

3. ¶All¶³t¶as. Legyen L µ L0 egy line¶aris t¶er, ¶es tegyÄuk fel, hogy ha » 2 L,
akkor j»j 2 L. TegyÄuk fel, hogy az L-en adott egy k»k fÄuggv¶eny, amelyre

1. k»k ¸ 0 ¶es k»k = 0 pontosan akkor, ha » = 0:

2. k»k = k¡»k :

3. k» + ´k · k»k + k´k :

Ha a d(»; ´) = k» ¡ ´k t¶avols¶agra n¶ezve az L teljes metrikus t¶er, akkor az L
t¶eren ¶ertelmezett minden nem negat¶³v line¶aris funkcion¶al folytonos.

Bizony¶³t¶as. Legyen ¤ az L t¶eren ¶ertelmezett nem negat¶³v line¶aris funkcion¶al,
¶es legyen (»n) egy null¶ahoz konverg¶al¶o sorozat. Ez de¯n¶³ci¶o szerint azt jelenti,
hogy k»nk ! 0. A linearit¶as ¶es a nem negativit¶as miatt j¤(»n)j · ¤(j»n)j).
Elegend}o teh¶at bel¶atni, hogy ¤(j»n)j) ! 0. Feltehet}o teh¶at, hogy a »n

nem negat¶³v. Elegend}o bel¶atni, hogy minden (»n) sorozatnak van egy (»nk)
r¶eszsorozata, amelyre ¤(»nk

) ! 0. Ha k»nk
k · 2¡k, akkor a

P1
k=1 »nk

sor
szeletei Cauchy-sorozatot alkotnak, ugyanis ha M > N; akkor

°°°°°
MX

k=1

»nk ¡
NX

k=1

»nk

°°°°° =

°°°°°
MX

k=N+1

»nk

°°°°° ·
MX

k=N+1

k»nkk =
MX

k=N+1

2¡k ! 0 :
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Az L felt¶etelezett teljess¶ege miatt a sor konvergens. Legyen a sor Äosszege »1.
Mivel a ¤ nem negat¶³v ¶es »nk

¸ 0; ez¶ert

NX

k=1

¤(»nk
) · ¤(»1) < 1 :

Mivel ez minden N -re igaz, ez¶ert a
P1

k=1 ¤(»nk) sor is konvergens, kÄovetke-
z¶esk¶eppen ¤(»nk

) ! 0. 2

Az id¶aig tett megfontol¶asokb¶ol evidens, hogy ahhoz, hogy egy ¶ertelmes
p¶enzÄugyi elm¶eletet tudjunk fel¶ep¶³teni, meg kell kÄovetelni, hogy a ¼ ¶ertelmez¶esi
tartom¶anya el¶eg sz}uk legyen. Legegyszer}ubben akkor j¶arunk el, ha feltesszÄuk,
hogy a ¼ ¶araz¶o fÄuggv¶eny L ¶ertelmez¶esi tartom¶anya egy alkalmas 1 · p < 1
kitev}ovel egy Lp( ;A;P) t¶er2. Egy megjegyz¶es erej¶eig ¶erdemes utalni azon-
ban arra, hogy b¶ar a felt¶etel igen egyszer}u, m¶egsem probl¶emamentes, mert a
Lp t¶er nem invari¶ans a matematikai p¶enzÄugyekben alapvet}o szerepet j¶atsz¶o
m¶ert¶ekcser¶ere. Ugyanakkor a k¶et k¶ezenfekv}o alternat¶³va, az L0 ¶es az L1

terek, b¶ar invari¶ansak az ekvivalens m¶ert¶ekcser¶ere, egyikÄuk sem megfelel}o,
ugyanis mik¶ent l¶attuk az L0 t¶erben nincsenek folytonos line¶aris funkcion¶alok,
az L1 t¶erben pedig bizonyos ¶ertelemben t¶ul sok is van bel}olÄuk, mivel mik¶ent
ismert az L1 terekben vannak olyan folytonos line¶aris funkcion¶alok is, ame-
lyek nem m¶ert¶ekkel reprezent¶alhat¶oak. Tov¶abbi probl¶ema forr¶asa, hogy az
L = Lp felt¶etel hallgat¶olagosan megkÄoveteli egy P val¶osz¶³n}us¶egi m¶ert¶ek l¶et¶et.
Ennek szok¶asos interpret¶aci¶oja, hogy adott egy statisztikai val¶osz¶³n}us¶egi me-
z}o, ¶es felt¶etelezzÄuk, hogy az ¶arfolyamok alakul¶asa a klasszikus val¶osz¶³n}us¶eg-
sz¶am¶³t¶asi modelleknek megfelel}oen alakul, ami azonban csak r¶eszben tekint-
het}o helyes felt¶etelnek, ugyanis a p¶enzÄugyek elvileg, vagy ink¶abb rem¶elhet}oleg
nem egy szerencsej¶at¶ek3.

Az Lp terekben minden folytonos line¶aris funkcion¶al integr¶alk¶ent repre-
zent¶alhat¶o, ¶³gy az L = Lp felt¶etel legf}obb oka/kÄovetkezm¶enye az al¶abbi
egyszer}u ¶eszrev¶etel:

4. Lemma. L¶etezik, m¶egpedig egyetlen olyan, a P-m¶ert¶ekre abszol¶ut folytonos
¹ m¶ert¶ek, amelyre ¼(») =

R
» d¹.

Mivel a ¼ nem negat¶³v, ez¶ert a ¹ val¶odi m¶ert¶ek. Amikor a ¼ ¶ertelmez¶esi
tartom¶any¶ar¶ol, az L-r}ol megkÄoveteltÄuk, hogy line¶aris teret alkosson, akkor
hallgat¶olagosan megkÄoveteltÄuk, hogy az L elemei m¶ar eleve diszkont¶alva van-
nak, ugyanis ellenkez}o esetben nem lehetne }oket p¶enzÄugyileg ¶ertelmes m¶odon
Äosszeadni. Egy tov¶abbi trivi¶alis megkÄot¶es/felt¶etel, hogy elv¶arjuk, hogy az 1
konstans ki¯zet¶es eleme legyen a lehets¶eges ki¯zet¶esek L alter¶enek ¶es

1 = ¼(1) =

Z
1 d¹ ;

2 ¶Altal¶aban p = 2; de id}onk¶ent a p = 1 esettel is tal¶alkozhatunk.
3Evvel kiz¶arjuk a bizonytalans¶agot a p¶enzÄugyi modellez¶esb}ol ¶es kock¶azat l¶etez¶es¶et

tesszÄuk hallgat¶olagosan fel. [17]

� 

� 

� 
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vagyis a ¹ val¶osz¶³n}us¶egi m¶ert¶ek. A matematikai p¶enzÄugyek szok¶asos jelÄol¶es¶et
haszn¶alva a ¹ reprezent¶al¶o m¶ert¶eket Q-val fogjuk jelÄolni. ¶Erdemes nyo-
mat¶ekosan hangs¶ulyozni, hogy az Lp( ;A;P) ¶es az Lp( ;A;Q) terek nem
azonosak. A ¼ ¶ertelmez¶esi tartom¶anya tov¶abbra is az Lp( ;A;P) t¶er. Hang-
s¶ulyozni kell, hogy nem ¶all¶³tjuk, hogy a P ¶es a Q ekvivalensek, vagyis hogy a
P ¶es a Q alatti nullm¶ert¶ek}u halmazok egybeesnek. Ennek megkÄovetel¶es¶ehez
szÄuks¶egÄunk lenne arra, hogy a ¼ szigor¶uan monoton nÄoveked}o legyen, vagyis
hogy minden P szerint nem nulla, nem negat¶³v v¶altoz¶o ¶ara pozit¶³v legyen. Ezt
azonban nem kÄoveteljÄuk meg. Mivel a ¼ ¶arfÄuggv¶enyt reprezent¶al¶o m¶ert¶ekek a
P-re n¶ezve abszol¶ut folytonosak, ezt hallgat¶olagosan, minden tov¶abbi eml¶³t¶es
n¶elkÄul, mindig meg fogjuk kÄovetelni.

A megadott matematikai ¶es kÄozgazdas¶agi megkÄot¶esek egyÄuttes¶et a kÄovet-
kez}o ¶all¶³t¶asban foglalhatjuk Äossze:

5. T¶etel (V¶arhat¶o jelen¶ert¶ek szab¶aly). A megadott felt¶etelek eset¶en ¶erv¶enyes
a v¶arhat¶o jelen¶ert¶ek szab¶alya, vagyis tetsz}oleges H jÄov}obeli ki¯zet¶es jelenbeli
¼(H) ¶ar¶ara ¶erv¶enyes a

¼(H) = EQ(H)

reprezent¶aci¶o, ahol H a H diszkont¶alt ¶ert¶eke ¶es EQ a Q val¶osz¶³n}us¶egi m¶ert¶ek
szerint vett v¶arhat¶o ¶ert¶ek oper¶atora.

¶Erdemes felh¶³vni a ¯gyelmet arra, hogy a t¶etel meglehet}osen semmit-
mond¶o, ugyanis nem tartalmaz semmilyen ¶utmutat¶ast arra, hogy hogyan
kell a Q m¶ert¶eket egy modellben fel¶³rni, vagy a modell param¶eterei alapj¶an
meghat¶arozni.

2 Marting¶alok ¶es a v¶arhat¶o jelen¶ert¶ek szab¶aly

A v¶arhat¶o jelen¶ert¶ek szab¶alynak van egy t¶avolr¶ol sem trivi¶alis kÄovetkezm¶enye.
JelÄolje Q azt a m¶ert¶eket, amelyet a v¶arhat¶o jelen¶ert¶ek szab¶alyban haszn¶alni
kell. A v¶arhat¶o jelen¶ert¶ek szab¶aly pontosan azt ¶all¶³tja, hogy ilyen Q m¶ert¶ek
l¶etezik. Legyen S valamilyen kereskedett term¶ek4 ¶arfolyam¶at megad¶o szto-
chasztikus folyamat. K¶ezenfekv}o k¶erd¶es, hogy az S milyen t¶³pus¶u folyamatot
alkot a Q m¶ert¶ek alatt?

Term¶eszetesen kÄulÄonbÄoz}o t id}opontokban az S folyamat ¶ert¶eke kÄulÄonbÄoz}o
term¶ek. K¶ezenfekv}o megkÄovetelni, hogy nem csak ¯x id}opontokban sz¶amol-
hatjuk ki az S ¶ert¶ek¶et. Ha a ¿ id}opont v¶eletlen, akkor jelÄolje S(¿) azt a
v¶altoz¶ot, amely ¶eppen az S ¶ert¶ek¶et adja meg a ¿ (v¶eletlen) id}opontban. Ha
¿ egy v¶eges ¶ert¶ekeket felvev}o meg¶all¶asi id}o, akkor az S(¿) term¶eszetesen
szint¶en egy Äon¶all¶o p¶enzÄugyi term¶ek. Az S term¶ek kereskedett, ami de¯n¶³ci¶o
szerint azt jelenti, hogy a t = 0 id}opontban b¶armely ¯x, vagy az aktu¶alis
kimenetelt}ol fÄugg}o ¿ id}opontban esed¶ekes ¶ert¶eke eladhat¶o, vagy megvehet}o.
JelÄolje R a diszkont¶al¶asra haszn¶alt folyamatot ¶es jelÄolje S

±
= S=R a diszkont¶alt

folyamatot. TekintsÄunk k¶et id}opontot: legyenek ezek t1 ¶es t2. Az S(t1) ¶es

4Hogy mit tekintÄunk kereskedett term¶eknek, az a konkr¶et fel¶ep¶³t¶est}ol fÄugg. K¶es}obb a fo-
galom pontosabban de¯ni¶alva lesz, ezen a ponton a fogalom m¶eg sz¶and¶ekosan de¯ni¶alatlan.

� � 
� 
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az S(t2) k¶et kÄulÄonbÄoz}o hat¶arid}os term¶ek, amelyek ¼ ¶ara a v¶arhat¶o jelen¶ert¶ek
szab¶aly miatt a t = 0 id}opontban

¼ (S (t1)) = EQ
¡
S (t1)

¢
; ¼ (S (t2)) = EQ

¡
S (t2)

¢
;

ahol a Q fels}o index a v¶arhat¶o ¶ert¶ek sor¶an haszn¶alt m¶ert¶ekre utal. Mi a kap-
csolat a k¶et ¶ar kÄozÄott? Megmutatjuk, hogy ¼(S(t1)) = ¼(S(t2)) [9]. Ehhez
elegend}o megmutatni, hogy a kÄozÄos ¶ert¶ek ¶eppen a kereskedett term¶ek S0-lal
jelÄolt t = 0 id}opontban ¶erv¶enyes aktu¶alis ¶ara. Ennek oka nagyon egyszer}u.
A p¶enzÄugyi term¶ekek, szemben a hagyom¶anyos term¶ekekkel, kÄolts¶egmentesen
t¶arolhat¶oak, ugyanis az id}ob}ol sz¶armaz¶o ¶ert¶ekveszt¶est m¶ar a diszkont¶al¶askor
¯gyelembe vettÄuk. A tk id}opontban esed¶ekes hat¶arid}os ki¯zet¶eshez az ingye-
nes t¶arol¶as felt¶etele miatt k¶et elt¶er}o m¶odon is hozz¶ajuthatunk. Vagy a t = 0
id}opontban S0-¶ert megvesszÄuk a term¶eket ¶es kiv¶arjuk a tk id}opontot, vagy a
t = 0 id}opontban ¼(S(tk))-¶ert megvesszÄuk a tk id}opontban val¶o ,,hozz¶af¶er¶es"
jog¶at. Mivel mind a k¶et esetben a tk id}opontban azonos ¶ert¶ekÄunk lesz, ez¶ert a
ki¯zetett v¶etel¶araknak a t = 0 id}opontban is meg kell egyezniÄuk. P¶eld¶aul ha
S0 < ¼(S(tk)), akkor a hat¶arid}os term¶eket eladva, majd a kapott Äosszegb}ol a
term¶eket mag¶at megv¶eve, majd kÄolts¶egmentesen tartva a tk id}opontig biztos
pro¯thoz juthatunk, annak ellen¶ere, hogy a portf¶oli¶o ¶ert¶eke a tk id}opontban
nulla. Mivel ezt b¶armilyen nagys¶agrendben megtehetjÄuk, v¶egtelen pro¯tra
tehetÄunk szert, amit de¯n¶³ci¶o szerint kiz¶arunk5. N¶emik¶eppen m¶ask¶eppen
fogalmazva, ha feltesszÄuk, hogy a b¶armely jÄov}oben esed¶ekes nulla ki¯zet¶es je-
lenbeli ¶ara is nulla, valamint megkÄoveteljÄuk, hogy a ¼ ¶araz¶o fÄuggv¶eny line¶aris
legyen, akkor a kÄulÄonbÄoz}o id}opontokra vonatkoz¶o hat¶arid}os term¶ekek jelen-
ben esed¶ekes ¶ara meg kell hogy egyezzen. KÄovetkez¶esk¶eppen,

EQ
¡
S (t1)

¢
= ¼ (S (t1)) = S0 = ¼ (S (t2)) = EQ

¡
S (t2)

¢
:

Mivel a t1; t2 id}opontok lehetnek meg¶all¶asi id}ok is, ez¶ert a meg¶all¶asi opci¶okr¶ol
sz¶ol¶o t¶etel alapj¶an igaz a kÄovetkez}o ¶all¶³t¶as:

6. T¶etel (Kereskedett term¶ekek marting¶alm¶ert¶eke). Ha az S term¶ek keres-
kedett, ¶es a Q m¶ert¶ek eset¶en ¶erv¶enyes a v¶arhat¶o jelen¶ert¶ek szab¶aly, akkor a
diszkont¶alt ¶arfolyamokb¶ol ¶all¶o S folyamat marting¶al a Q m¶ert¶ek alatt.

VegyÄuk ¶eszre, hogy a bizony¶³t¶ashoz a v¶arhat¶o jelen¶ert¶ek szab¶alyon k¶³vÄul
csak azt haszn¶altuk, hogy egy kereskedett term¶ek b¶armely jÄov}obeli id}opontra
vonatkoz¶o hat¶arid}os ki¯zet¶es¶enek jelenlegi ¶ara fÄuggetlen att¶ol, hogy melyik
jÄov}obeli id}opontr¶ol van sz¶o. Ennek oka az, hogy a modell felt¶etelez¶ese szerint
minden p¶enzÄugyi term¶ek kÄolts¶egmentesen t¶arolhat¶o, illetve, ugyancsak de¯-
n¶³ci¶o szerint, a biztos v¶egtelen pro¯tot kiz¶arjuk. ¶Erdemes fel¯gyelni azonban
arra is, hogy hallgat¶olagosan feltettÄuk, hogy a piac igen fejlett: Tetsz}oleges

5VegyÄuk ¶eszre, hogy a gondolatmenet a matematikai p¶enzÄugyekben kÄozponti szerepet
j¶atsz¶o nincsen arbitr¶azs felt¶etel egy igen enyhe verzi¶oja. VegyÄuk azt is ¶eszre, hogy a
gondolatmenetben kulcs szerepe volt annak, hogy mind a k¶et ir¶anyban alkalmazhattuk.
Ugyanakkor, mivel explicite nem hivatkoztunk sem a lehets¶eges portf¶oli¶ok halmaz¶ara, sem
az arbitr¶azs lehetetlens¶eg¶ere, a kor¶abban eml¶³tett technikai neh¶ezs¶egeket kiz¶artuk, mivel
az artitr¶al¶as lehet}os¶eg¶et csak a legegyszer}ubb esetben kÄoveteltÄuk meg.
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meg¶all¶asi id}o eset¶en a meg¶all¶asi id}oben leh¶³vhat¶o hat¶arid}os term¶eknek van
piaca, kÄovetkez¶esk¶eppen van ¶ara.

7. De¯n¶³ci¶o. A Q m¶ert¶eket az S kereskedett term¶ek marting¶alm¶ert¶ek¶enek
mondjuk, ha az S diszkont¶alt folyamat marting¶al a Q alatt.

A marting¶alm¶ert¶ekekkel kapcsolatos legfontosabb k¶erd¶es tov¶abbra is a kÄo-
vetkez}o: Ha adott az S folyamat, mik¶ent, ¶es milyen » diszkont¶alt ki¯zet¶esekre
hat¶arozhatjuk meg a ¼ fÄuggv¶enyt? Term¶eszetesen ha egyetlen olyan Q m¶er-
t¶ek van, amely eset¶en az S marting¶al ¶es a » ki¯zet¶esre ¶erv¶enyes a diszkont¶alt
jelen¶ert¶ek szab¶aly, akkor a ¼ fÄuggv¶eny ¶ertelemszer}uen a ¼(») = EQ(») alakot
Äolti. Ha azonban tÄobb marting¶alm¶ert¶ek is van, akkor nyilv¶anval¶oan csak az

inf
Q2M(S)

EQ(») · ¼(») · sup
Q2M(S)

EQ(»)

egyenl}otlens¶eg ¶³rhat¶o fel, ahol az M(S) az S diszkont¶alt ¶arfolyam martin-
g¶alm¶ert¶ekeinek halmaza, ahol ¶ertelemszer}uen marting¶alm¶ert¶eken az olyan
m¶ert¶ekeket ¶ertjÄuk, amely alatt az S marting¶al. Vagyis a diszkont¶alt je-
len¶ert¶ek szab¶allyal kapcsolatos tov¶abbi fontos k¶erd¶es a kÄovetkez}o: Mikor
l¶etezik egyetlen marting¶alm¶ert¶ek? Az ezt biztos¶³t¶o felt¶etelekre mint teljess¶egi
felt¶etel szok¶as hivatkozni. Hangs¶ulyozni kell, hogy a teljess¶eg probl¶em¶aja
abb¶ol ered, hogy a ¼ ¶ertelmez¶esi tartom¶any¶at megad¶o L = Lp t¶ernek az
S(¿) alak¶u meg¶all¶³tott v¶altoz¶ok ¶altal gener¶alt line¶aris t¶er esetlegesen csak
egy val¶odi altere, ¶³gy b¶ar a ¼ fÄuggv¶enyt reprezent¶al¶o Q ezen az alt¶eren adott,
de tÄobb olyan m¶ert¶ek is l¶etezhet, amely lesz}uk¶³t¶ese erre az alt¶erre a Q, ¶³gy
az alt¶erre val¶o lesz}uk¶³t¶esb}ol a ¼ nem rekonstru¶alhat¶o.

8. P¶elda. A Black{Scholes modell marting¶alm¶ert¶eke.

A matematikai p¶enzÄugyek kedvenc modellje az ¶ugynevezett Black{Scholes
modell. Err}ol elegend}o annyit megjegyezni, hogy a modellben k¶et eszkÄoz van,
a diszkont¶al¶asra haszn¶alt kÄotv¶eny, amely ¶arfolyam¶anak alakul¶as¶at a B(t) =
B0 exp(rt) folyamat ¶³rja le, illetve az S(t) = S0 exp((¹ ¡ ¾2=2)t + ¾w(t))
¶arfolyammal rendelkez}o r¶eszv¶eny. A modellben az r; ¹; ¾;B0 ¶es az S0 el}ore
adott konstansok ¶es a r¶eszv¶eny ¶arfolyam¶at megad¶o folyamat k¶eplet¶eben a w
egy Wiener-folyamatot jelÄol. A diszkont¶alt folyamat ¶ertelemszer}uen

S(t) =
S(t)

B(t)
=

S0

B0
exp

³³
¹ ¡ r ¡ ¾2

2

´
t + ¾w(t)

´
:

Mivel a k¶epletben szerepel egy Wiener-folyamat, ez¶ert l¶etezik az S(t) alaku-
l¶as¶at megad¶o valamilyen ( ; A;P) val¶osz¶³n}us¶egi mez}o. Az S(t) eloszl¶asa log-
norm¶alis, ¶es a lognorm¶alis val¶osz¶³n}us¶egi v¶altoz¶ok v¶arhat¶o ¶ert¶ek¶ere vonatkoz¶o
k¶eplet alapj¶an

EP(S(t)) =
S0

B0
EP(exp(N((¹ ¡ r ¡ ¾2

2
)t; ¾

p
t))) =

S0

B0
exp((¹ ¡ r)t) :

Ha ¹ 6= r; akkor a diszkont¶alt r¶eszv¶eny¶arfolyam v¶arhat¶o ¶ert¶eke nem konstans,
¶³gy az S nem marting¶al, kÄovetkez¶esk¶eppen a w Wiener-folyamat mÄogÄotti

� 
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val¶osz¶³n}us¶egi mez}ohÄoz tartoz¶o P val¶osz¶³n}us¶egi m¶ert¶ek a ¼ ¶ar funkcion¶al szem-
pontj¶ab¶ol nem relev¶ans.

A Black{Scholes modellel kapcsolatos legfontosabb matematikai k¶erd¶es
a kÄovetkez}o: L¶etezik-e, m¶egpedig egyetlen olyan Q m¶ert¶ek, amely eset¶en
az S marting¶al? A l¶etez¶essel kapcsolatos k¶erd¶esre a v¶alaszt az ¶ugynevezett
Girszanov-formula [7,12] tartalmazza, de a legfontosabb gondolatok a Gir-
szanov-formula n¶elkÄul is meg¶erthet}oek: Egyr¶eszt megmutathat¶o, hogy nincs
olyan Q m¶ert¶ek, amely alatt a diszkont¶alt ¶arfolyam a teljes [0; 1) id}otarto-
m¶anyon marting¶al lesz. ¶Eppen ez¶ert a Black{Scholes modellben fel kell tenni,
hogy az id}ohorizont egy v¶eges [0; T ] id}ointervallum. VezessÄuk be a

µ
±
=

¹ ¡ r

¾

jelÄol¶est ¶es legyen
dQ

dP
±
= exp

³
¡µw (T ) ¡ 1

2
µ2T

´
:

Ism¶etelten a lognorm¶alis eloszl¶as v¶arhat¶o ¶ert¶ek¶enek k¶eplete alapj¶an

E
³dQ

dP

´
= exp

³
¡1

2
µ2T +

1

2
µ2T

´
= 1 ;

vagyis a Q szint¶en val¶osz¶³n}us¶egi m¶ert¶ek. Mivel a w fÄuggetlen nÄovekm¶eny}u,
ez¶ert

¤(t)
±
= E

µ
dQ

dP
j Ft

¶
=

= exp
³
¡µw(t) ¡ 1

2
µ2T

´
E (exp(¡µ(w(T ) ¡ w(t))) j Ft) =

= exp
³
¡µw(t) ¡ 1

2
µ2T

´
E (exp(¡µ(w(T ) ¡ w(t)))) =

= exp
³
¡µw(t) ¡ 1

2
µ2T

´
exp

³1

2
µ2(T ¡ t)

´
=

= exp
³
¡µw(t) ¡ 1

2
µ2t

´
;

vagyis a

¤(t)
±
= exp(¡µw(t) ¡ 1

2
µ2t)

folyamat marting¶al. Ez m¶ask¶eppen a felt¶eteles v¶arhat¶o ¶ert¶ek de¯n¶³ci¶oja alap-
j¶an azt jelenti, hogy az Ft ¾-algebr¶an a dQ=dP Radon{Nikodym deriv¶alt
¶eppen a ¤ (t), ugyanis ha F 2 Ft; akkor

Q(F ) =

Z

F

dQ

dP
dP =

Z

F

E
³dQ

dP
j Ft

´
dP =

Z

F

¤(t) dP :

Ha t · T , akkor minden F 2 Ft eset¶en
Z

F

S(T ) dQ =

Z

F

S(T )¤(T ) dP =

Z

F

EP(S(T )¤(T ) j Ft) dP =

=

Z

F

EP(S(T )¤(T ) j Ft)¤
¡1(t) dQ :
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Ez a rel¶aci¶o ¶eppen a Bayes-formula speci¶alis esete. Ebb}ol kÄovetkez}oen

EQ(S(T ) j Ft) = EP(S(T )¤(T ) j Ft)¤
¡1(t) =

= S(t)
¤(t)

¤(t)
EP

³S(T )

S(t)

¤(T )

¤(t)
j Ft

´
=

= S(t)EP
³S(T )

S(t)

¤(T )

¤(t)
j Ft

´
= S(t) ;

ugyanis az S ¶es a ¤ exponenci¶alis alapj¶ab¶ol evidens, hogy a felt¶eteles v¶arhat¶o
¶ert¶ek mÄogÄotti kifejez¶esek a w (T ) ¡ w (t) fÄuggv¶enyei, ¶es mivel a w fÄuggetlen
nÄovekm¶eny}u, ez¶ert a felt¶eteles v¶arhat¶o kisz¶amol¶asakor a felt¶etel elhagyhat¶o,
¶es ha s

±
= T ¡ t, akkor

EP

µ
exp

³³
¹ ¡ r ¡ ¾2 + µ2

2

´
s + (¾ ¡ µ)w(s)

´¶
=

= exp
³³

¹ ¡ r ¡ ¾2 + µ2

2

´
s +

1

2
(¾ ¡ µ)2s

´
=

= exp
³³

¹ ¡ r ¡ ¾2 + µ2

2

´
s +

1

2
(¾ ¡ µ)2s

´
= 1 :

Ebb}ol kÄovetkez}oen az S marting¶al a Q alatt. 2

Mik¶ent megjegyeztÄuk, a Q marting¶alm¶ert¶ek megtal¶al¶asa csak f¶el siker,
mert nem tudjuk, hogy a marting¶alm¶ert¶ek egy¶ertelm}u-e vagy sem. ¶Altal¶aban
a matematikai p¶enzÄugyek irodalm¶aban a marting¶alm¶ert¶ek l¶etez¶ese matema-
tikailag egyszer}ubb ¶es k¶ezenfekv}obb felt¶etelnek t}unik. Sokkal kevesebbet tu-
dunk a teljess¶egr}ol, vagyis arr¶ol, hogy mikor lesz a marting¶alm¶ert¶ek egy¶er-
telm}u. TegyÄuk fel, hogy sikerÄult tal¶alnunk egy marting¶alm¶ert¶eket. Milyen
term¶ekeket tudunk seg¶³ts¶eg¶evel be¶arazni? TegyÄuk fel, hogy az S0 ¶ert¶ek is-
mert. Ekkor a marting¶alm¶ert¶ek tulajdons¶ag miatt az S(¿) v¶altoz¶ok ¶ert¶eke is
ismert ¶es mik¶ent megjegyeztÄuk ¼(S(¿)) = ¼(S(0)) = S(0). Mivel a ¼ line¶aris

funkcion¶al, ez¶ert az Äosszes »
±
= c0 +

P
k ck(S(¿k) ¡ S(¿k¡1)) alak¶u kifejez¶es

¶ara is ismert, nevezetesen a kifejez¶es ¶ara ¶eppen ¼(») = c0, ugyanis a m¶asodik
Äosszeg ¶ara a ¼ linearit¶asa miatt nulla. ¶Eppen a marting¶al tulajdons¶ag miatt,
ha ¿k > ¿k¡1 ¶es a ck nem konstans, hanem egy µk F¿k¡1

m¶erhet}o, korl¶atos
val¶osz¶³n}us¶egi v¶altoz¶o, akkor a marting¶al tulajdons¶ag miatt, tetsz}oleges mar-
ting¶alm¶ert¶ek eset¶en

¼(µk(S(¿k) ¡ S(¿k¡1))) = EQ(µk(S(¿k) ¡ S(¿k¡1))) =

= EQ(EQ(µk(S(¿k) ¡ S(¿k¡1)) j F¿k¡1)) =

= EQ(µkE
Q((S(¿k) ¡ S(¿k¡1)) j F¿k¡1

)) = EQ(µk ¢ 0) = 0 :

A sztochasztikus anal¶³zis irodalm¶aban az ilyen alak¶u kifejez¶eseket egyszer}u
integrandusoknak szok¶as mondani. Ebb}ol kÄovetkez}oen az egyszer}u integran-
dusk¶ent el}o¶all¶o val¶osz¶³n}us¶egi v¶altoz¶ok mindegyik¶ere a ¼ ¶arfÄuggv¶eny ¶ert¶eke
nulla. Mivel a ¼ folytonos az Lp( ;A;P) t¶er norm¶aj¶aban, ez¶ert az egyszer}u� 
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integrandusok Äosszegek¶ent el}o¶all¶o val¶osz¶³n}us¶egi v¶altoz¶ok Lp( ; A;P) norm¶a-
ban vett hat¶ar¶ert¶ekeinek ¶ara is nulla. Az egyszer}u integrandusok Äosszegek¶ent
el}o¶all¶o val¶osz¶³n}us¶egi v¶altoz¶ok sztochasztikus konvergenci¶aban vett hat¶ar¶ert¶e-
keit szok¶as sztochasztikus integr¶alnak mondani. Mivel a Csebisev-egyenl}ot-
lens¶eg miatt az Lp-konvergenci¶ab¶ol kÄovetkezik a sztochasztikus konvergencia,

ez¶ert azt mondhatjuk, hogy az
R T

0 µ(s) dS alak¶u sztochasztikus integr¶alk¶ent
el}o¶all¶o val¶osz¶³n}us¶egi v¶altoz¶ok egy r¶eszhalmaz¶anak ¼ ¶ara nulla. A sztochaszti-
kus anal¶³zisben [6,12] r¶eszletesen t¶argyal¶asra kerÄul, hogy milyen alak¶u folya-
matok eset¶en biztos¶³that¶o a sztochasztikus integr¶al l¶etez¶ese, ugyanakkor j¶oval
kevesebbet tudunk arr¶ol, hogy milyen tov¶abbi megkÄot¶esekkel biztos¶³that¶o,
hogy ne csak a sztochasztikus konvergenci¶aban, hanem er}osebb ¶ertelemben
is, vagyis p¶eld¶aul az Lp( ; A;P) t¶erben is konverg¶aljon az integr¶al. Az ezt
biztos¶³t¶o alkalmas felt¶etelek eset¶en ¶erv¶enyes a kÄovetkez}o t¶etel:

9. T¶etel (Derivat¶³v ¶araz¶as alapt¶etele). Ha valamely a T id}oszakban esed¶ekes
HT ki¯zet¶es HT diszkont¶alt ¶ert¶eke el}o¶all

HT = ¸ +

Z T

0

µ(s) dS (1)

alakban, ahol az integr¶al a ¼ folytonoss¶ag¶at biztos¶³t¶o Lp( ; A;P) t¶erben kon-
vergens, akkor

¼(HT ) = ¼(¸ ¢ 1) + ¼
³Z T

0

µ(s) dS
´

= ¸¼(1) + 0 = ¸ :

A t¶etelben szerepl}o (1) ÄosszefÄugg¶es szok¶asos kÄozgazdas¶agi megfogalmaz¶asa
az, hogy a HT ki¯zet¶est sikerÄult Äon¯nansz¶³roz¶o m¶odon lefedezni. A t¶etel sze-
rint az Äon¯nansz¶³roz¶o m¶odon fedezett p¶enzÄugyi tranzakci¶ok jelen pillanatban
¶erv¶enyes ¶ara ¶eppen az indul¶o befektet¶es kÄolts¶eg¶evel azonos. A matematikai
p¶enzÄugyek nem elhanyagolhat¶o technikai probl¶em¶ai r¶eszben abb¶ol erednek,
hogy mikÄozben a sztochasztikus integr¶al¶as term¶eszetes matematikai ¶elettere
az L0 t¶er, addig a ¼ ¶araz¶o fÄuggv¶enyek term¶eszetes ¶elettere az Lp t¶er. Az
ebb}ol ered}o kon°iktus sz¶amos neh¶ez ¶or¶at okozott ¶es val¶osz¶³n}uleg fog is m¶eg
okozni a terÄuleten tev¶ekenyked}o kutat¶oknak, ¶es ¶ugy t}unik, matematikailag
nem igen, vagy csak nagyon nehezen j¶arhat¶o [1,2,3].

Tov¶abbi k¶erd¶es lehet, hogy mik¶ent lehet a ¸ ¶ert¶eket kifejezni a HT ¶es a
Q seg¶³ts¶eg¶evel, ahol Q az S egy tetsz}oleges marting¶alm¶ert¶eke. Ehhez ele-
gend}o lenne azt biztos¶³tani, hogy a sztochasztikus integr¶al egy tetsz}oleges Q
marting¶alm¶ert¶ek szerinti v¶arhat¶o ¶ert¶eke nulla legyen, vagyis hogy az integr¶al
marting¶al legyen a Q alatt. Ez a sztochasztikus integr¶al¶as m¶asik neh¶ez tech-
nikai jelleg}u k¶erd¶es¶evel fÄugg Äossze, amely szerint egy marting¶al szerint vett
sztochasztikus integr¶al ¶altal¶aban csak lok¶alis marting¶al ¶es nem val¶odi martin-
g¶al. Ha azonban a marting¶alm¶ert¶ek egy¶ertelm}u, ¶es a sztochasztikus integr¶al
az Lp( ;A;P) t¶erben is konvergens, akkor ez a probl¶ema nem l¶ep fel, ugyanis
ilyenkor

¼
³Z T

0

µ(s) dS
´

= EQ
³Z T

0

µ(s) dS
´

= 0 ;

� 

� 

� 

� 
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kÄovetkez¶esk¶eppen a nevezetes ¼(HT ) = EQ(HT ) ¶araz¶o k¶eplet, vagyis a disz-
kont¶alt jelen¶ert¶ek szab¶aly, ilyenkor teljesÄul. Ha azonban a marting¶alm¶ert¶ek
nem egy¶ertelm}u, akkor mivel nincsen semmilyen garancia arra, hogy a szto-
chasztikus integr¶al a Q alatt nem val¶odi lok¶alis marting¶al, az integr¶al v¶arhat¶o
¶ert¶eke a Q alatt nem felt¶etlenÄul lesz nulla.

De ezzel nincsen v¶ege a technikai jelleg}u probl¶em¶aknak. Mik¶ent dÄonthet}o
el egy a T id}oszakban esed¶ekes HT ki¯zet¶esr}ol hogy el}o¶all¶³that¶o-e megadott
(1) alakban? Elegend}o-e ehhez az, hogy a HT m¶erhet}o legyen a S folyamat
¶altal gener¶alt ¯ltr¶aci¶ora n¶ezve? Az ezt garant¶al¶o t¶eteleket szok¶as integr¶al-
reprezent¶aci¶os t¶etelnek mondani. ¶Altal¶aban viszonylag enyhe felt¶etelek mel-
lett biztos¶³that¶o, hogy valamely HT rendelkezzen a k¶³v¶ant (1) el}o¶all¶³t¶assal.
Ugyanakkor a sztochasztikus integr¶alok konvergenci¶aja csak sztochasztikus
konvergenci¶aban teljesÄul, ¶es mikor biztos¶³that¶o az integr¶alok Lp norm¶aban
val¶o konvergenci¶aja? Erre ¶altal¶aban neh¶ez b¶amit mondani.

10. P¶elda. Eur¶opai call opci¶ok ¶araz¶asa a Black{Scholes modellben.

A matematikai p¶enzÄugyek felvir¶agoz¶asa nagyr¶eszt a kÄovetkez}o probl¶em¶a-
b¶ol sz¶armazik: Legyen adva egy S r¶eszv¶eny. Mi lesz a T id}opontban esed¶ekes
HT

±
= (S(T )¡K)+ ki¯zet¶es t = 0 id}opontban ¶erv¶enyes ¶ara. TegyÄuk fel, hogy

az S alakul¶as¶at a Black{Scholes modell ¶³rja le, ¶es tegyÄuk fel, hogy l¶etezik a
¼ ¶araz¶o fÄuggv¶eny. Term¶eszetesen meg kell mondani, hogy mi lesz a ¼ ¶araz¶o
fÄuggv¶eny L ¶ertelmez¶esi tartom¶anya. A Black{Scholes modellben hallgat¶ola-
gosan azt t¶etelezzÄuk fel, hogy az ( ; A;P) mez}o ¶eppen az S de¯n¶³ci¶oj¶aban
szerepl}o w Wiener-folyamat ¶altal gener¶alt ¯ltr¶aci¶o a T id}opontig bez¶ar¶olag,
vagyis A = ¾fw (t) j t · Tg ; ¶es p¶eld¶aul L = L2, vagyis az L a sz¶or¶assal
rendelkez}o v¶altoz¶okb¶ol ¶all. A n¶egyzetesen integr¶alhat¶os¶ag felt¶etel¶enek nincs
jelent}os¶ege, de a m¶erhet}os¶eg megkÄot¶ese alapvet}o. Megmutatjuk, hogy ezen
az elegend}oen sz}uk ( ;A) m¶erhet}o t¶eren a marting¶alm¶ert¶ek egy¶ertelm}u.
Ebb}ol kÄovetkez}oleg, mivel a HT m¶erhet}o, ¶es tÄobbek kÄozÄott van sz¶or¶asa, ez¶ert
¼(HT ) = EQ(HT ). A marting¶alm¶ert¶ek egy¶ertelm}us¶eg¶et a m¶ar eml¶³tett in-
tegr¶alreprezent¶aci¶os t¶etellel lehet megmutatni. E szerint a t¶etel szerint, ha
» n¶egyzetesen integr¶alhat¶o, ¶es m¶erhet}o a ¾fw(t) j t · Tg ¾-algebr¶ara n¶ezve,
akkor el}o¶all¶³that¶o sztochasztikus integr¶alk¶ent.

HT = ¸ +

Z T

0

X dw ;

m¶egpedig oly m¶odon, hogy a sztochasztikus integr¶al marting¶al6. Ugyanakkor
ez sajnos nekÄunk nem elegend}o, ugyanis nem a w, hanem az S szerint vett
integr¶alk¶ent val¶o el}o¶all¶³t¶asra van szÄuks¶egÄunk. Ahhoz, hogy ezt meg tudjuk
tenni, meg kell majd mutatni, hogy alkalmas ( ;A;Q) marting¶alm¶ert¶ek alatt
egy a m¶asik ew m¶odon jelÄolt Q m¶ert¶ek alatti Wiener-folyamattal dS = ¾Sd ew.
¶Erdemes hangs¶ulyozni, hogy a ew-ra val¶o ¶att¶er¶eskor ugyancsak biztos¶³tani

6TÄobb kÄulÄonbÄoz}o integr¶alreprezent¶aci¶os t¶etel is igazolhat¶o. A gondolatmenet l¶enyege,
hogy az el}o¶all¶³t¶asban szerepl}o sztochasztikus integr¶al val¶odi marting¶al, nem csak lok¶alis
marting¶al.

� 

� 

� 
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kell, hogy a ew ¶altal gener¶alt ¾-algebra azonos legyen a w ¶altal gener¶alt ¾-
algebr¶aval. A sztochasztikus integr¶alokra vonatkoz¶o asszociativit¶asi szab¶aly
alapj¶an minden, a Q m¶ert¶ek szerint n¶egyzetesen integr¶alhat¶o » v¶altoz¶ora,
felhaszn¶alva, hogy S > 0

» = ¸ +

Z T

0

X d ew = ¸ +

Z T

0

X

¾S
¾S d ew = ¸ +

Z T

0

X

¾S
dS

±
= ¸ +

Z T

0

µ dS ;

vagyis a » reprezent¶alhat¶o Äon¯nansz¶³roz¶o portf¶oli¶oval. Mivel a » n¶egyzetesen
integr¶alhat¶o, az integr¶alreprezent¶aci¶os t¶etel biztos¶³tja, hogy a sztochasztikus
integr¶al marting¶al legyen. Ha most a » korl¶atos, akkor az EQ(» j Ft) mar-

ting¶al korl¶atos, ¶³gy az
R t

0
µ dS = EQ(

R T

0
µdS j Ft) folyamat szint¶en korl¶atos.

Ha most R egy m¶asik marting¶alm¶ert¶ek, ¶es ÂA egy tetsz}oleges A 2 A halmaz
karakterisztikus fÄuggv¶enye, akkor az integr¶al el}o¶all¶³t¶asban szerepl}o integr¶al
olyan lok¶alis marting¶al az R alatt, amely korl¶atos, ez¶ert az R szerint is mar-
ting¶al. Az, hogy a sztochasztikus integr¶al az R alatt lok¶alis marting¶al, abb¶ol
kÄovetkezik, hogy egyr¶eszt a m¶ert¶ekcsere sor¶an a sztochasztikus integr¶alok
nem v¶altoznak, m¶asr¶eszt az S; a felt¶etel szerint, az R alatt is marting¶al, ¶es a
marting¶alok szerint vett sztochasztikus integr¶alok lok¶alis marting¶alok. Ebb}ol

Q(A) = EQ
³
¸ +

Z T

0

µ dS
´

= ¸ = ER
³
¸ +

Z T

0

µ dS
´

= R(A)

minden A 2 A eset¶en. ¶Igy teh¶at a marting¶alm¶ert¶ek az A ¾-algebr¶an egy¶er-
telm}u. Egy¶uttal azt is igazoltuk, hogy nincs a Q m¶ert¶eken k¶³vÄul olyan m¶asik
m¶ert¶ek, amely alatt az S esetleg lok¶alis marting¶al lesz, vagyis a Black{Scholes
modellben az alapul vett Wiener-folyamat ¶altal gener¶alt ¾-algebr¶an nem csak
a marting¶alm¶ert¶ek, hanem a lok¶alis marting¶alm¶ert¶ek is egy¶ertelm}u. 2

11. P¶elda. Amerikai opci¶ok ¶araz¶asa.

Eml¶ekeztetÄunk, hogy amerikai opci¶on olyan term¶eket ¶ertÄunk, amely ki-
¯zet¶es¶enek id}opontj¶at a term¶ek birtokosa hat¶arozza meg. P¶eld¶aul az amerikai
put opci¶ok eset¶en az opci¶o birtokosa ¶altal megv¶alaszthat¶o ¿ id}opontban a
term¶ek ¶ert¶eke (K ¡S(¿))+, ¶³gy az opci¶o birtokosa ezt az Äosszeget kapja meg.
Mivel a leh¶³v¶as id}opontja ut¶olag nem hat¶arozhat¶o meg, a ¿ meg¶all¶asi id}o.
Amerikai opci¶ok eset¶en teh¶at nem egy val¶osz¶³n}us¶egi v¶altoz¶o a ki¯zet¶es, ¶³gy
kÄozvetlenÄul a ¼ fÄuggv¶eny nem alkalmazhat¶o. Amerikai opci¶ok ¶ar¶anak meg-
hat¶aroz¶asakor abb¶ol szok¶as kiindulni, hogy az elad¶o a H(¿) alak¶u v¶altoz¶ok
kÄozÄotti v¶alaszt¶as lehet}os¶eg¶et adja el, ahol H egy folyamat. Mivel a vev}o
a H(¿) v¶altoz¶ok kÄozÄul b¶armelyiket v¶alaszthatja, ¶³gy k¶ezenfekv}o, ha ¶ark¶ent
az elad¶o a ¼(H(¿)) lehets¶eges ¶arak szupr¶emum¶at jelÄoli meg. Ha van Q
egy¶ertelm}u marting¶al m¶ert¶ek, akkor az ¶ar sup¿ ¼(H(¿)) = sup¿ EQ(H(¿)).
Ha van olyan ¿¤ optim¶alis leh¶³v¶asi id}opont, amelyre

sup
¿

¼(H(¿)) = sup
¿

EQ(H(¿)) = max
¿

EQ(H(¿)) = EQ(H(¿¤)) ;

akkor a ¼(H(¿¤)) a vev}o ¶altal is elfogadhat¶o, ugyanis nem fog szisztematiku-
san vesz¶³teni. 2
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MARTINGALE MEASURES AND THE LAW OF THE DISCOUNTED

PRESENT VALUE

In the article the author discusses some problems of the existence of the martingale
measure. In continuous time models one should restrict the set of self ¯nancing
portfolios and introduce the concept of the admissible portfolios. But to de¯ne the
admissible portfolios one should either de¯ne them under the martingale measure
or to turn the set of admissible portfolios to a cone which makes the interpretation
of the pricing formula di±cult.
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INTERNETES TERM¶EKKRITIK¶AK HASZNOSS¶AG¶ANAK
MEG¶ALLAP¶IT¶ASA FELÄUGYELT G¶EPI TANUL¶ASSAL1

KOV¶ACS BAL¶AZS { KRUZSLICZ FERENC { TORJAI L¶ASZL¶O
PTE KTK { BDE Research Kft.

Az elm¶ult ¶evek sor¶an az Internet a v¶allalati marketing funkci¶o sz¶am¶ara is
az egyik legfontosabb inform¶aci¶oforr¶ass¶a n}otte ki mag¶at. Ennek megfelel}oen
egyre tÄobb kutat¶as foglalkozik az internetes felhaszn¶al¶ok ¶altal gener¶alt doku-
mentumok hasznos¶³t¶asi lehet}os¶eg¶evel is. A term¶ekkritik¶akban (reviews, com-
ments) rejl}o inform¶aci¶o kinyer¶es¶et c¶elz¶o kutat¶asi ir¶anyok egyike, az ¶un. kon-
cepci¶o kinyer¶es (concept extraction), ami tÄobbek kÄozt a term¶ekekre vonatkoz¶o
fogyaszt¶oi ¶³t¶eleteket t¶arja fel ¶es elemzi. A vizsg¶alat f¶okusza lehet a felhasz-
n¶al¶oi hozz¶asz¶ol¶asok tartalma, de azok min}os¶ege, hasznoss¶aga is. CikkÄunk-
ben ¶attekintjÄuk a term¶ekkritika-hasznoss¶ag fogalm¶ahoz kapcsol¶od¶o kÄulÄonbÄoz}o
¶ertelmez¶esi megkÄozel¶³t¶eseket. C¶elunk, hogy a term¶ekkritik¶ak hasznoss¶ag¶anak
automatikus meg¶allap¶³t¶as¶ahoz dolgozzunk ki egy mesters¶eges neur¶alis h¶al¶o-
zatot ¶es egy Support Vector Machine-t alkalmaz¶o felÄugyelt tanul¶asi elj¶ar¶ast,
melyben kÄulÄonbÄoz}o szÄovegjellemz}o halmazokat haszn¶alunk a tan¶³t¶as sor¶an.

1 Bevezet¶es

Az internetes technol¶ogi¶akra ¶epÄul}o Äuzleti megold¶asok terjed¶es¶evel rohamosan
n}o az olyan t¶³pus¶u weblapok sz¶ama, ahol egy term¶ekr}ol le¶³rhatjuk tapaszta-
latainkat, v¶elem¶enyÄunket vagy valamilyen sk¶al¶an min}os¶³thetjÄuk azt. Lehet
ez egy web¶aruh¶az, egy f¶orum vagy ak¶ar egy elektronikus szaklap is. Az ilyen
t¶³pus¶u, online felhaszn¶al¶ok ¶altal ¶³rt v¶elem¶enyeket digit¶alis sz¶ajrekl¶amnak/sz¶o-
besz¶ednek (word of mouth) tekinthetjÄuk (Dellarocas, 2003), amik jelent}os be-
foly¶assal b¶³rnak a v¶as¶arl¶asi dÄont¶esekre, ¶es ¶³gy az ¶ert¶ekes¶³t¶esi eredm¶enyekre is
(Duan ¶es Whinston, 2008). Zhu ¶es Zhang (2010) azt tal¶alt¶ak, hogy az inter-
nethaszn¶al¶ok 24%-a t¶aj¶ekoz¶odik online term¶ekkommentekb}ol, miel}ott o®line
v¶as¶arol. Ugyanakkor nehez¶³ti az inform¶aci¶ogy}ujt¶est, hogy az eml¶³tett term¶ek-
v¶elem¶enyek sz¶etsz¶ortan ¶es rosszul struktur¶altan jelennek meg a vil¶agh¶al¶on,
r¶aad¶asul egy ¶atlagos felhaszn¶al¶o neh¶ezs¶egekbe ÄutkÄozhet, ha a dokumentumok-
ban tal¶alhat¶o inform¶aci¶ok hiteless¶eg¶et akarja meg¶³t¶elni.

A term¶ekv¶elem¶eny-keres}ok a fenti probl¶em¶ara k¶³n¶alnak megold¶ast: a po-
tenci¶alis v¶as¶arl¶ok inform¶aci¶ogy}ujt¶esi tev¶ekenys¶eg¶et hivatottak leegyszer}us¶³teni
¶es hat¶ekonyabb¶a tenni. Mindezt azzal ¶erik el, hogy

1Jelen tanulm¶any a ,,T¶AMOP-4.2.2.C-11/1/KONV-2012-0005, J¶ol-l¶et az inform¶aci¶os
t¶arsadalomban" p¶aly¶azati projekt t¶amogat¶as¶aval k¶eszÄult. Kov¶acs Bal¶azs kutat¶omunk¶aj¶at
r¶eszben a Felkai Andr¶as ÄosztÄond¶³j tette lehet}ov¶e, melyet a Citibank kezdem¶enyez¶es¶ere az
Alap¶³tv¶any a P¶enzÄugyi Kult¶ura Fejleszt¶es¶e¶ert hozott l¶etre. Be¶erkezett: 2012. november
23. E-mail: kovacsb@ktk.pte.hu, kruzslic@ktk.pte.hu, torjai.laszlo@bde.hu.



36 Kov¶acs Bal¶azs { Kruzslicz Ferenc { Torjai L¶aszl¶o

² a term¶ekv¶elem¶enyekkel kapcsolatos inform¶aci¶okat kinyerik a weblapokr¶ol,

² feldolgozz¶ak, rendszerezik, ¶ert¶ekelik azokat, valamint

² megfelel}o felÄuletet biztos¶³tanak az eredm¶enyek lek¶erdez¶es¶ehez ¶es meg-
jelen¶³t¶es¶ehez.

Ezen megold¶asok alkalmazhat¶os¶aga azonban t¶ulmutat a potenci¶alis v¶a-
s¶arl¶ok inform¶aci¶o¶ehs¶eg¶enek kiel¶eg¶³t¶es¶en. ÄUzleti szervezetek sz¶am¶ara az egyik
legk¶ezenfekv}obb felhaszn¶al¶asi terÄulet a vev}oel¶egedetts¶eg-vizsg¶alat, amit az
¶erzelmi t¶ajol¶as elemz¶es (sentiment orientation analysis) seg¶³ts¶eg¶evel lehet
elv¶egezni (Li ¶es Wu, 2010). Ehhez az egyes kritik¶akban megfogalmazott v¶e-
lem¶enyeket valamilyen min}os¶egi sk¶al¶an (p¶eld¶aul j¶o-semleges-rossz v¶elem¶eny
a term¶ekr}ol) kell ¶abr¶azolni. Az adott term¶ekre vonatkoz¶o ¶erzelmi t¶ajol¶asok
megfelel}o Äosszegz¶es¶evel az individu¶alis fogyaszt¶ok v¶elem¶eny¶et aggreg¶alt v¶a-
s¶arl¶oi preferenci¶av¶a alak¶³thatjuk ¶at (Decker ¶es Trusov, 2010). Amennyiben
a felhaszn¶al¶ok regisztr¶alva kÄozÄolnek v¶elem¶enyeket, ¶ugy az Äosszegy}ujtÄott Äugy-
f¶eladatb¶azist felhaszn¶alva szem¶elyre szabott rekl¶amok k¶esz¶³thet}ok ¶es juttat-
hat¶ok el a c¶³mzettekhez (Cheung ¶es sztsai, 2003). Hasonl¶o megkÄozel¶³t¶es al-
kalmazhat¶o az Äugyf¶elszolg¶alatokra be¶erkez}o Äuzenetek (Äugyf¶elpanaszok, elis-
mer¶esek stb.) elemz¶ese kapcs¶an is (Burk, 2007; Coussement ¶es Van den Poel,
2008).

A kutat¶asok egy m¶asik ir¶anya nem a hozz¶asz¶ol¶asokban tal¶alhat¶o v¶ele-
m¶enyek ¶erzelmi t¶ajol¶as¶at elemzi, hanem a bejegyz¶es min}os¶eg¶et, inform¶a-
ci¶otartalm¶at, hiteless¶eg¶et. A tov¶abbiakban Äosszefoglal¶oan a hozz¶asz¶ol¶asok
hasznoss¶agak¶ent hivatkozunk e kateg¶ori¶akra. Ezen elemz¶esek elv¶egz¶es¶et tÄobb
dolog is motiv¶alhatja:

² Gyakorlatilag lehetetlen feladat egy potenci¶alis v¶as¶arl¶o sz¶am¶ara, hogy
az Äosszes relev¶ans hozz¶asz¶ol¶ast elolvassa, f}ok¶ent olyan n¶epszer}u term¶ekek
eset¶en, melyekr}ol felhaszn¶al¶ok ezrei mondj¶ak el saj¶at v¶elem¶enyÄuket.
Csak a leghasznosabb hozz¶asz¶ol¶asokat kell megjelen¶³teni sz¶am¶ara.

² A term¶ekkommentek szerz}oi vagy a megjelen¶³t}o weblapok kÄulÄonbÄoz}o
,,hiteless¶egi szinten" helyezkedhetnek el, szÄuletnek hozz¶asz¶ol¶asok f¶elre-
vezet¶esi c¶ellal ¶es tal¶alkozhatunk spamekkel is (Duan ¶es Zirn, 2012; Xie
¶es sztsai, 2012).

² Az aggreg¶alt v¶as¶arl¶oi preferencia felm¶er¶es¶en¶el a kÄulÄonbÄoz}o inform¶aci¶o-
tartalm¶u, min}os¶eg}u vagy kor¶u bejegyz¶eseket m¶as-m¶as s¶ullyal ¶erdemes
¯gyelembe venni.

² Stb.

A term¶ekkritik¶akat kÄozl}o weboldalak egy r¶esze lehet}os¶eget ad arra, hogy
a felhaszn¶al¶ok ¶ert¶ekelj¶ek az ¶altaluk olvasott hozz¶asz¶ol¶asok hasznoss¶ag¶at. Az
Amazon.com-on p¶eld¶aul arra az eldÄontend}o k¶erd¶esre kell v¶alaszt adniuk az
olvas¶oknak, hogy hasznosnak tal¶alt¶ak-e a kritik¶at (Was this review helpful
to you?). Az ¶³gy kapott eredm¶enyeket fel lehet haszn¶alni a fenti c¶elokra,
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de sz¶amos esetben f¶elrevezet}o lehet ezek alkalmaz¶asa: a bejegyz¶esek jelent}os
sz¶azal¶ek¶ara p¶eld¶aul nem, vagy alig ¶erkezik visszajelz¶es, ami { fÄuggetlenÄul a
hozz¶asz¶ol¶as val¶odi hasznoss¶ag¶at¶ol { csÄokkenti annak es¶ely¶et, hogy ¶ujabb fel-
haszn¶al¶ok olvass¶ak ¶es ¶ert¶ekelj¶ek azt (Kim ¶es sztsai, 2006; O'Mahony ¶es Smyth,
2010) (ezen probl¶em¶ar¶ol b}ovebb le¶³r¶ast adunk a kÄovetkez}o szakaszban). Ne-
h¶ezs¶eget okozhat az is, hogy kÄulÄonbÄoz}o forr¶asb¶ol sz¶armaz¶o hozz¶asz¶ol¶asok
m¶as m¶odszerrel ¶es olvas¶oi b¶azis ¶altal kerÄulnek ¶ert¶ekel¶esre, ¶³gy a nyert mu-
tat¶ok nem Äosszehasonl¶³that¶ok. Ezen korl¶atok motiv¶alt¶ak a hozz¶asz¶ol¶asok
hasznoss¶ag¶anak automatikus (g¶epi) meghat¶aroz¶as¶ara ir¶anyul¶o tÄorekv¶eseket.

Az 1. ¶abra a szÄovegb¶any¶aszati, azon belÄul pedig a koncepci¶o kinyer¶esi
kutat¶asok egy lehets¶eges kategoriz¶al¶as¶at mutatja.

1. ¶abra. A ,,hasznoss¶ag meg¶allap¶³t¶as" helye a szÄovegb¶any¶aszati kutat¶asokban

Tanulm¶anyunk c¶elja, hogy egy olyan g¶epi tanul¶ason alapul¶o elj¶ar¶ast dol-
gozzunk ki, melynek seg¶³ts¶eg¶evel automatiz¶alni lehet a term¶ekekre vonatkoz¶o
internetes hozz¶asz¶ol¶asok hasznoss¶ag¶anak meg¶allap¶³t¶as¶at. Az elj¶ar¶as kidol-
goz¶as¶ahoz magyar nyelv}u, mobiltelefonokra adott kommentek 1000 elem}u
korpusz¶at haszn¶altuk fel.

CikkÄunk m¶asodik szakasz¶aban rÄoviden Äosszefoglaljuk, hogy a nemzetkÄozi
irodalomban milyen megkÄozel¶³t¶esek ¶es megold¶asok szÄulettek a kommentek
hasznoss¶ag¶anak ¶ert¶ekel¶es¶ere. A harmadik szakaszban sorra vesszÄuk azon
szÄovegjellemz}oket, melyek felhaszn¶alhat¶ok a hozz¶asz¶ol¶asok hasznoss¶ag¶anak
becsl¶es¶ehez. A negyedik szakaszban sz}uk¶³tjÄuk ezen jellemz}ok kÄor¶et, hogy
haszn¶alhat¶o m¶eret}u adathalmazzal hajthassuk v¶egre a felÄugyelt tan¶³t¶ast. Az
ÄotÄodik szakaszban bemutatjuk a felÄugyelt tanul¶asi elj¶ar¶ast, a hatodik sza-
kaszban pedig ismertetjÄuk a tanul¶as eredm¶enyeit. A tanulm¶any v¶eg¶en Äossze-
foglaljuk elemz¶eseinket, ¶es tov¶abbi kutat¶asi lehet}os¶egeket v¶azolunk fel.
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2 Irodalmi ¶attekint¶es

Jelen szakaszban ¶attekint¶est adunk az irodalomban fellelhet}o azon eredm¶e-
nyekr}ol, melyek a term¶ekkritik¶ak hasznoss¶ag¶at ¶ert¶ekelik.

Pan ¶es Zhang (2011) olyan jellemz}oket kerestek kutat¶asuk sor¶an, melyek
¶erdemben befoly¶asolj¶ak a term¶ekkritik¶ak olvas¶ok ¶altal ¶eszlelt hasznoss¶ag¶at
(perceived review helpfulness/usefulness). Az Amazon.com oldalon fellelhet}o
hozz¶asz¶ol¶asokat elemezt¶ek haszn¶alati ¶es ¶elvezeti term¶ekt¶³pusok eset¶en, ahol
az ¶eszlelt hasznoss¶ag ¶ert¶ek¶et a felhaszn¶al¶oi visszajelz¶esekb}ol sz¶armaztatt¶ak.
Kvantitat¶³v elemz¶esÄuk sor¶an kimutatt¶ak, hogy a pozit¶³v tartalm¶u ¶es a hosz-
szabb term¶ekv¶elem¶enyeket hasznosabbnak tartj¶ak a felhaszn¶al¶ok, de a kap-
csolat er}oss¶ege elt¶er term¶ekt¶³pusonk¶ent. Felh¶³vj¶ak a ¯gyelmet arra, hogy {
a racion¶alis magyar¶azatokon t¶ul { ennek oka lehet egyr¶eszt, hogy egy olvas¶o
¶altal¶aban m¶ar rendelkezik v¶as¶arl¶asi sz¶and¶ekkal a kritik¶ak olvas¶asa kÄozben,
¶³gy egy pozit¶³v tartalm¶u v¶elem¶enyt meger}os¶³t¶esk¶ent ¶el meg, m¶asr¶eszt { a
kognit¶³v disszonancia csÄokkent¶ese ¶erdek¶eben { a hosszabb kritika elolvas¶asa
miatti nagyobb er}ofesz¶³t¶est magasabb ¶eszlelt hasznoss¶agi szinttel ellens¶ulyoz.
A szerz}ok kvalitat¶³v elemz¶esÄuk sor¶an a term¶ekv¶elem¶eny¶³r¶oj¶anak innov¶aci¶o-el-
fogad¶asi szintj¶et is sz¶amszer}us¶³tett¶ek, majd kimutatt¶ak, hogy a magas szinten
¶all¶ok (v¶elem¶enyvez¶erek) hozz¶asz¶ol¶asait hasznosabbnak v¶elik az olvas¶ok, de a
t¶uls¶agosan innovat¶³vak m¶ar olyan extr¶em v¶elem¶ennyel b¶³rnak, ami csÄokkenti
kritik¶ajuk elfogadotts¶ag¶at.

Az ¶eszlelt hasznoss¶ag (helpfulness) kÄornyezetfÄugg}o jelleg¶et emeli ki Danes-
cu-Niculescu-Mizil ¶es sztsai (2009) eredm¶enye, akik azt tal¶alt¶ak, hogy az egyes
hozz¶asz¶ol¶asok ¶eszlelt hasznoss¶ag¶at a term¶ekr}ol el¶erhet}o tÄobbi kritika sz¶ama ¶es
min}os¶ege is befoly¶asolja: kev¶es el¶erhet}o komment eset¶en fel¶ert¶ekel}odik azok
inform¶aci¶otartalma ¶es ¶³gy hasznoss¶aga is.

Kim ¶es sztsai (2006) az Amazon.com weboldalr¶ol gy}ujtÄott term¶ekkritik¶ak
hasznoss¶ag¶at (helpfulness) azok szÄovegjellemz}oi seg¶³ts¶eg¶evel modellezt¶ek. Ku-
tat¶asuk c¶elja { a v¶altoz¶ok kÄozÄotti ÄosszefÄugg¶esek felt¶ar¶as¶an t¶ul { az volt, hogy
k¶epess¶e v¶aljanak ¶uj hozz¶asz¶ol¶asok hasznoss¶ag¶anak automatikus becsl¶es¶ere. A
szerz}ok a term¶ekkritik¶akra adott olvas¶oi szavazatokb¶ol (hasznos vs. nem hasz-
nos) sz¶amolt ar¶annyal jellemezt¶ek a tan¶³t¶ohalmaz hozz¶asz¶ol¶asait. Elemz¶e-
sÄukben MP3 lej¶atsz¶okra ¶es digit¶alis kamer¶akra koncentr¶altak, a hasznoss¶agot
pedig a kÄovetkez}o szÄovegjellemz}okkel pr¶ob¶alt¶ak le¶³rni:

² struktur¶alis jellemz}ok (a hozz¶asz¶ol¶asban szerepl}o tokenek, mondatok
sz¶ama, mondatok ¶atlagos hossza, k¶erd}o ¶es felki¶alt¶o mondatok ar¶anya,
kiemel¶esek ¶es sortÄor¶esek sz¶ama stb.),

² lexik¶alis jellemz}ok (tokenek ¶es bigramok tf-idf ¶ert¶eke stb.),

² szintaktikai jellemz}ok (f}onevek, ig¶ek ¶es mell¶eknevek ar¶anya stb.),

² szemantikai jellemz}ok (term¶ekjellemz}okre vonatkoz¶o objekt¶³v adatok,
pozit¶³v ¶es negat¶³v ¶ertelm}u szavak sz¶ama stb.),

² metaadat jellemz}ok (term¶ekmin}os¶³t}o csillagok sz¶ama, az ¶atlag¶ert¶ekt}ol
val¶o elt¶er¶es nagys¶aga stb.).



Internetes term¶ekkritik¶ak hasznoss¶ag¶anak meg¶allap¶³t¶asa . . . 39

Az SVM regresszi¶o keret¶eben line¶aris, polinomi¶alis, valamint radi¶alis b¶a-
zisfÄuggv¶enyt is kipr¶ob¶altak, melyek kÄozÄul az ut¶obbi teljes¶³tett legjobban. Az
elemz¶es eredm¶enye azt mutatta, hogy legink¶abb a struktur¶alis (hozz¶asz¶ol¶as
hossza) ¶es a metaadat jellemz}ok hat¶arozt¶ak meg a hasznoss¶agot.

Az a megold¶as, hogy a hozz¶asz¶ol¶asok hasznoss¶ag¶ara ¶erkez}o olvas¶oi szavaza-
tok kerÄuljenek felhaszn¶al¶asra a g¶epi tanul¶as sor¶an tÄobb kritik¶at is kapott. Cao
¶es sztsai (2011) p¶eld¶aul azt vizsg¶alt¶ak, hogy milyen t¶enyez}ok hat¶as¶ara kap-
nak egyes term¶ekkritik¶ak sok, m¶³g m¶asok kev¶es szavazatot (helpfulness ¶es
unhelpfulness szavazatok Äosszege) ak¶ar olyan esetekben is, amikor ezen kri-
tik¶ak ,,objekt¶³v" hasznoss¶aga megegyezik. Adatforr¶ask¶ent a CNET Down-
load.com oldal¶at haszn¶alt¶ak fel, ahol szoftverterm¶ekekhez kapcsol¶od¶o beje-
gyz¶esek tal¶alhat¶ok.

Elemz¶esÄuk sor¶an h¶arom jellemz}ocsoportot vizsg¶altak:

² alapjellemz}ok: kritika megjelen¶es¶enek id}opontja, a term¶ek ¶ert¶ekel¶ese
stb.,

² stilisztikai jellemz}ok: mondatok hossza, haszn¶alt szavak halmaza stb.,

² szemantikai jellemz}ok: tÄobb szavazatot kaphat-e p¶eld¶aul a ,,bÄolcs be-
fektet¶es ez a szoftver" kifejez¶es, mint az ,,ez egy j¶o szoftver".

Elemz¶esÄuk azt mutatja, hogy a kapott szavazatok sz¶ama jelent}os sz¶or¶assal
rendelkezik, ¶es a szemantikai jellemz}ok b¶³rnak a legnagyobb befoly¶assal erre,
ami elt¶er a kor¶abbi tanulm¶anyok ¶altal ezen jellemz}oknek tulajdon¶³tott sze-
rept}ol. Emellett azt tal¶alt¶ak, hogy az extr¶em v¶elem¶enyek tÄobb szavazatot
vonzanak, mint a vegyes vagy semleges hozz¶asz¶ol¶asok.

Az Amazon.com oldal¶an tal¶alhat¶o szavazatok alkalmaz¶as¶anak els}o jelent}os
kritik¶aj¶at Liu ¶es sztsai (2007) fogalmazt¶ak meg. Kutat¶asuk c¶elja az alacsony
min}os¶eg}u (low-quality) term¶ekkritik¶ak megtal¶al¶asa volt annak ¶erdek¶eben,
hogy az adott term¶ekre vonatkoz¶o v¶elem¶enyÄosszegz¶es sor¶an ¯gyelmen k¶³vÄul
hagyhass¶ak azokat. Els}ok¶ent azt ¶allap¶³tott¶ak meg, hogy az Amazon.com
oldalon alkalmazott { olvas¶oi szavazatokra ¶ep¶³t}o { ¶ert¶ekel}o m¶odszer h¶arom
t¶enyez}o miatt is torz¶³tott eredm¶enyt ad:

² Az olvas¶ok jobban szeretnek pozit¶³v szavazatot (helpful) adni, ¶³gy bi-
zonyos hozz¶asz¶ol¶asok 100%-ban hasznos c¶³mk¶et kapnak, mikÄozben csak
egy rÄovid ¶ert¶ekel¶est adnak a term¶ekr}ol. (,,imbalance vote" torz¶³t¶as)

² Nagysz¶am¶u kor¶abbi szavazat t¶ulzott m¶ert¶ekben kelti a felhaszn¶al¶okban
azt a k¶epzetet, hogy a term¶ekkritika ,,hiteles", fÄuggetlenÄul annak t¶eny-
leges min}os¶eg¶et}ol. Ez tov¶abb nÄoveli a szavazatok sz¶am¶at, ¶es csÄokkenti
a szavaz¶ok objektivit¶as¶at. (,,winner circle" torz¶³t¶as)

² A term¶ek piacra dob¶as¶anak id}opontj¶ahoz kÄozel megjelen}o hozz¶asz¶ol¶asok
tÄobb szavazatot kapnak, mint a magasabb min}os¶eg}u, de k¶es}obb megje-
len}o kritik¶ak. (,,early bird" torz¶³t¶as)
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A fenti torz¶³t¶asok miatt a term¶ekkritik¶ak hasznoss¶ag¶anak { a bin¶aris SVM
tan¶³t¶as¶ahoz szÄuks¶eges { c¶³mk¶ez¶es¶et manu¶alisan v¶egezt¶ek el. Az automatikus
¶ert¶ekel¶eshez speci¯k¶alt¶ak a hozz¶asz¶ol¶as-min}os¶eg (quality) m¶er¶es¶enek szten-
derd m¶odj¶at, melynek sor¶an h¶arom f}o faktort azonos¶³tottak. Az informativi-
t¶ast (informativeness) a mondatokra, szavakra ¶es term¶ekjellemz}okre vonatko-
z¶o mutat¶okkal m¶ert¶ek, mint p¶eld¶aul azok hossza, sz¶ama, el}ofordul¶asuk gyako-
ris¶aga a szÄovegben ¶es a c¶³mben. Az olvashat¶os¶agot (readability) a bekezd¶esek
sz¶am¶aval, a bekezd¶esek ¶atlagos hossz¶aval, valamint a szÄovegelv¶alaszt¶o jelek
sz¶am¶aval jellemezt¶ek. A szubjektivit¶ast (subjectiveness) a pozit¶³v, illetve
negat¶³v mondatok ar¶any¶aval, valamint a szubjekt¶³v (felhaszn¶al¶oi v¶elem¶enyt
tartalmaz¶o) mondatok sz¶am¶aval jellemezt¶ek. Eredm¶enyk¶ent azt kapt¶ak, hogy
legink¶abb az informativit¶as jellemz}ok alapj¶an lehet kÄovetkeztetni a kritik¶ak
min}os¶eg¶ere, ¶es a szubjektivit¶as faktor csak minim¶alis m¶ert¶ekben j¶arul hozz¶a
a becsl¶es pontoss¶ag¶anak javul¶as¶ahoz.

Chen ¶es Tseng (2011) egy olyan m¶odszert dolgoztak ki, mellyel a term¶ek-
kritik¶ak inform¶aci¶omin}os¶eg¶et (quality of information) ¶ert¶ekelik. A hozz¶a-
sz¶ol¶asok jellemz}oinek struktur¶al¶as¶ara egy { m¶as terÄuleteken m¶ar sikeresen
alkalmazott { inform¶aci¶omin}os¶eg (information quality { IQ) keretrendszert
haszn¶altak fel, majd k¶et kÄulÄonbÄoz}o, tÄobboszt¶alyos SVM-mel (line¶aris ker-
nel mellett) ¶ert¶ekelt¶ek azokat. A tÄobb weboldalr¶ol sz¶armaz¶o hozz¶asz¶ol¶asokat
manu¶alisan sorolt¶ak a kÄovetkez}o csoportokba: magas min}os¶eg}u (high-quality),
kÄozepes min}os¶eg}u (medium-quality), alacsony min}os¶eg}u (low-quality), m¶aso-
lat (duplicate) ¶es spam. Az IQ keretrendszer hierarchikus fel¶ep¶³t¶es}u, kilenc
dimenzi¶o ment¶en 51 mutat¶ot alkalmaz a term¶ekkritik¶ak jellemz¶es¶ere. A di-
menzi¶ok az al¶abbiak:

² hihet}os¶eg (believability),

² v¶elem¶enymentess¶eg (objectivity { szubjektivit¶as ellent¶ete),

² elismerts¶eg (reputation { szerz}o elismerts¶ege),

² relevancia (relevancy),

² id}oszer}us¶eg (timeliness),

² teljess¶eg (completeness { term¶ek teljes kÄor}u bemutat¶asa),

² inform¶aci¶omennyis¶eg (appropriate amount of information),

² ¶erthet}os¶eg (ease of understanding),

² tÄomÄors¶eg (concise representation).

A 10-szeres keresztvalid¶aci¶o sor¶an azt tapasztalt¶ak, hogy a v¶elem¶eny-
mentess¶eg ¶es az inform¶aci¶omennyis¶eg jellemz}ok b¶³rnak a legnagyobb magya-
r¶az¶o er}ovel a hozz¶asz¶ol¶asok oszt¶alyoz¶asa sor¶an.

Wu ¶es sztsai (2010) olyan hozz¶asz¶ol¶as-jellemz}oket kerestek, melyek se-
g¶³ts¶eg¶evel kiv¶alaszthat¶ok a k¶etes term¶ekkritik¶ak (suspicious reviews). Ezek
olyan bejegyz¶esek, melyeket nem val¶os felhaszn¶al¶ok, hanem p¶eld¶aul forgal-
maz¶ok vagy azok versenyt¶arsai ¶³rtak azzal a c¶ellal, hogy a val¶os¶agosn¶al jobb
vagy ¶eppen rosszabb f¶enyben tÄuntess¶ek fel a term¶ekeket. A kutat¶as sor¶an a
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szerz}ok a TripAdvisor oldal¶an tal¶alhat¶o, sz¶all¶ashelyekre vonatkoz¶o kritik¶akat
elemezt¶ek, ¶es azt tal¶alt¶ak, hogy egy bejegyz¶es k¶etes jelleg¶et az jelzi legink¶abb,
ha az pozit¶³v ¶es rÄogtÄon egy negat¶³v ut¶an kÄovetkezik.

A fent bemutatott megold¶asok alapvet}oen a term¶ekkritik¶ak szÄovegjellem-
z}oit haszn¶alt¶ak fel arra, hogy felÄugyelt tanul¶as seg¶³ts¶eg¶evel modellezz¶ek azok
hasznoss¶ag¶at. Tsur ¶es Rappoport (2009) egy mer}oben ¶uj technik¶aval pr¶ob¶al-
t¶ak meg ¶ert¶ekelni az online ¶ert¶ekes¶³tett kÄonyvekre vonatkoz¶o hozz¶asz¶ol¶asok
hasznoss¶ag¶at (helpfulness), ahol akkor tekintettek egy bejegyz¶est hasznosnak,
ha az t¶amogatta az olvas¶o v¶as¶arl¶assal kapcsolatos dÄont¶es¶et. A probl¶ema ke-
zel¶es¶ere fejlesztett¶ek ki a RevRank algoritmust. Els}ok¶ent a vizsg¶alt term¶ekr}ol
¶³rt kritik¶akban azonos¶³tott¶ak a legfontosabb kifejez¶eseket, vagyis a nem t¶ul
gyakori, de az adott term¶ekre vonatkoz¶oan magas inform¶aci¶otartalommal b¶³r¶o
szavakat, sz¶oÄosszet¶eteleket, majd ezek Äosszegz¶es¶eb}ol l¶etrehoztak egy virtu¶alis
mag hozz¶asz¶ol¶ast (virtual core review). A bejegyz¶esek hasznoss¶ag¶anak ¶er-
t¶ekel¶ese az ,,optim¶alisnak" tekinthet}o mag hozz¶asz¶ol¶ashoz m¶ert hasonl¶os¶ag
alapj¶an tÄort¶enik. Az elj¶ar¶as nagy el}onye az irodalomban tal¶alhat¶o tÄobbi
megold¶ashoz k¶epest, hogy teljes m¶ert¶ekben felÄugyelet, azaz manu¶alis c¶³mk¶ez¶es
n¶elkÄul tud m}ukÄodni.

Lu ¶es sztsai (2010) egy sz¶amottev}oen ¶uj elemet vontak be a hasznoss¶ag
¶ert¶ekel¶es¶enek m¶odszertan¶aba. A szÄovegjellemz}ok mellett a term¶ekkritik¶ak
szerz}oinek t¶arsas(¶agi) h¶al¶ozat¶at (social network), mint kÄornyezeti inform¶aci¶ot
is ¯gyelembe vett¶ek a hozz¶asz¶ol¶asok min}os¶eg¶enek (quality) becsl¶esekor. A kÄo-
vetkez}o k¶et felt¶etelez¶essel ¶eltek:

² A term¶ekkritika min}os¶ege fÄugg a szerz}o min}os¶eg¶et}ol.

² Egy szerz}o min}os¶ege fÄugg a h¶al¶ozatban vele kapcsolatban ¶all¶o szerz}ok
min}os¶eg¶et}ol, ugyanis a h¶al¶ozati kapcsolatok egyfajta bizalmat, bar¶at-
s¶agot fejeznek ki.

Adatforr¶ask¶ent a Ciao UK1 oldal bejegyz¶eseit haszn¶alt¶ak fel, ahol az
olvas¶oknak lehet}os¶ege van a kritik¶ak ¶ert¶ekel¶es¶ere, ¶es arra is, hogy a sz¶amukra
tetsz}o szerz}oket hozz¶aadj¶ak saj¶at bizalmi kÄorÄukhÄoz (circle of trust). A csak
szÄovegjellemz}oket tartalmaz¶o regresszi¶os fÄuggv¶enyt mint alapmodellt kieg¶e-
sz¶³tett¶ek a t¶arsas¶agi h¶al¶ozatot ¯gyelembe vev}o v¶altoz¶okkal, melynek eredm¶e-
nyek¶ent szigni¯k¶ans m¶odon javult a modell becsl¶esi pontoss¶aga.

Az irodalmi Äosszefoglal¶o v¶eg¶en k¶et olyan cikket eml¶³tÄunk meg, melyek
nem term¶ekkritik¶ak, hanem m¶as online dokumentumok kapcs¶an v¶egeznek a
fentiekhez hasonl¶o elemz¶eseket.

Siersdorfer ¶es sztsai (2010) dolgoztak ki els}ok¶ent automatikus oszt¶alyoz¶o
elj¶ar¶ast YouTube hozz¶asz¶ol¶asok kÄozÄoss¶eg ¶altali elfogad¶as¶ara vonatkoz¶oan (ac-
cepted or not accepted by the community). 67 000 YouTube vide¶ora adott
tÄobb mint hatmilli¶o komment kapcs¶an vizsg¶alt¶ak, hogy van-e ÄosszefÄugg¶es
azok elfogadotts¶aga, a megjelen}o tokenek gyakoris¶aga, az olvas¶oi szavazatok
sz¶ama ¶es a vide¶o tartalm¶anak kateg¶ori¶aja (zene, politika stb.) kÄozÄott.

Pon ¶es sztsai (2011) c¶elja egy olyan rendszer (iScore) fel¶ep¶³t¶ese volt, ami
k¶epes kisz}urni az olvas¶o sz¶am¶ara ¶erdektelen (uninteresting) h¶³reket az inter-
neten. B¶ar a term¶ekekre vonatkoz¶o kommentek ¶es a h¶³rek nem kezelhet}ok
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azonos m¶odszerrel, de az ¶erdekess¶eg-¶erdektelens¶eg (interesting-uninteresting)
koncepci¶oj¶anak bevezet¶ese felhaszn¶alhat¶o a term¶ekkritik¶ak ¶ert¶ekel¶ese eset¶en
is. A szerz}ok h¶arom relevancia kateg¶ori¶at azonos¶³tottak, melyek alapj¶an
¶erdekesnek (interesting) tekinthet}o egy cikk egy adott felhaszn¶al¶o sz¶am¶ara. A
kognit¶³v relevancia (cognitive relevance) akkor teljesÄul, ha a h¶³r informat¶³v,
¶ujszer}u ¶es magas min}os¶eg}u. A szitu¶aci¶os relevancia (situational relevance)
felt¶etele, hogy t¶amogassa a dÄont¶eshozatalt ¶es csÄokkentse a bizonytalans¶agot,
m¶³g a motiv¶aci¶os relevanci¶ahoz (motivational relevance) az szÄuks¶eges, hogy
illeszkedjen a felhaszn¶al¶o c¶eljaihoz, sz¶and¶ek¶ahoz. A fentiekb}ol l¶atszik, hogy
az ¶erdekess¶eg fogalma sokkal komplexebb, mint egyszer}uen a felhaszn¶al¶o
¶erdekl}od¶esi terÄulet¶enek val¶o megfelel¶es.

Ahogy az irodalmi p¶eld¶akb¶ol is l¶atszik, a ,,term¶ekkritik¶ak hasznoss¶aga"
er}osen szubjekt¶³v kateg¶oria. FÄugg a felhaszn¶al¶o c¶elj¶at¶ol (p¶eld¶aul v¶as¶arl¶asi
dÄont¶es t¶amogat¶asa, ¶altal¶anos inform¶aci¶ogy}ujt¶es), ¶es egy¶eb preferenci¶ait¶ol,
amik r¶aad¶asul v¶altozhatnak az id}o m¶ul¶as¶aval (p¶eld¶aul v¶altozik a felhaszn¶al¶o
tud¶asszintje a kritik¶ak olvas¶asa sor¶an). Elemz¶esÄunk sor¶an ez¶ert egyetlen
felhaszn¶al¶ot k¶ertÄunk meg arra, hogy ¶ert¶ekelje a hozz¶asz¶ol¶asokat Äotfokozat¶u
Likert-sk¶al¶an (,,Mennyire tal¶altad hasznosnak a hozz¶asz¶ol¶ast?"). Nem tÄo-
rekedtÄunk teh¶at a v¶alaszad¶o c¶eljainak, motiv¶aci¶oinak el}ozetes felt¶ar¶as¶ara,
a hasznoss¶agi ¶ert¶ekek az aktu¶alis, egy¶eni preferenci¶akat tÄukrÄozik. Megje-
gyezzÄuk, hogy a v¶alaszad¶o (¶es ¶altal¶aban a hasonl¶o k¶erd¶esekre v¶alaszt ad¶o
szem¶ely) nem felt¶etlenÄul tudja sz¶etv¶alasztani az egy¶eni hasznoss¶agra vonat-
koz¶o ¶es a hozz¶asz¶ol¶as inform¶aci¶otartalm¶ara (hasznoss¶agpotenci¶al) vonatkoz¶o
¶ert¶ekel¶es¶et.

3 A kommentek el}ofeldolgoz¶asa ¶es reprezen-
t¶aci¶os modelljei

Vizsg¶alataink sor¶an 1000 darab, mobiltelefonokkal kapcsolatos magyar nyelv}u
term¶ekkritik¶at gy}ujtÄottÄunk Äossze kÄulÄonbÄoz}o weboldalakr¶ol. A hozz¶asz¶ol¶asokat
egy k¶³s¶erleti alany manu¶alis ¶uton c¶³mk¶ezte fel oly m¶odon, hogy a kÄovetkez}o
egyszer}u k¶erd¶esre kellett v¶alaszt adnia: ,,Mennyire tal¶altad hasznosnak a
hozz¶asz¶ol¶ast?". Az Äotfokozat¶u Likert-sk¶al¶an kapott v¶alaszokat ezut¶an bin¶aris
mutat¶ov¶a konvert¶altuk: a 4-es ¶es 5-Äos ¶ert¶ekkel b¶³r¶o hozz¶asz¶ol¶asokat ,,hasznos"-
nak, az 1 ¶es 3 kÄozÄotti ¶ert¶ekkel rendelkez}oket pedig ,,nem hasznos"-nak tekin-
tettÄuk. Az al¶abbiakban { illusztr¶aci¶ok¶ent { bemutatunk egy hasznosnak ¶es
egy nem hasznos tekintett kommentet:

Egy hasznos hozz¶asz¶ol¶as: ,,Igazi Äuzleti telefon. Hib¶atlan. Nagy adat-
mennyis¶egn¶el (500 sms-n¶el picit belassul) 3 ¶evet haszn¶altam gond n¶elkÄul, most
fater haszn¶alja, 3 el}o-¶es h¶atlap csere volt, 1 akksi eddig, ¶es b¶³rja. J¶o akksi,
mem¶oria kapacit¶as. Az ¶ar¶at m¶eg mindig tartja. (Nem az ¶ujkori ¶arhoz k¶epest,
hanem amit kb. 3-4 ¶eve ¶ert el) egyszer pancsizott, az Äoreg beesett a st¶egr}ol a
v¶³zbe. Sz¶etkaptuk, kisz¶aradt, az¶ota eltelt 2 ¶ev. M}ukÄodik. El}onyÄok: Ergon¶omia,
tud¶as, mem¶oria. H¶atr¶anyok: ÄUzleti telefonk¶ent ugyan nem volt, de tal¶an a
kamera picit gyenge, amit soha nem haszn¶altam."
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Egy nem hasznos hozz¶asz¶ol¶as: ,, ¶En most fogok kapni ilyet narancsban.
Nagyon v¶arom, szerintem nagyon j¶o. Semmi bajom vele, csak egy picit tu-
cattel¶o"

A tanul¶asi folyamat c¶elja, hogy olyan { minden komment eset¶en sz¶am-
szer}us¶³thet}o { szÄovegjellemz}oket tal¶aljunk, melyek kombin¶aci¶oja magyar¶azza
a manu¶alis c¶³mk¶ez¶essel nyert hasznoss¶agi ¶ert¶ekeket. Ezen szÄovegjellemz}ok
azt¶an felhaszn¶alhat¶ok az el}ore nem c¶³mk¶ezett kommentek hasznoss¶ag¶anak au-
tomatikus meg¶allap¶³t¶as¶ahoz. A fenti c¶el el¶er¶es¶ere kidolgozott elj¶ar¶as l¶ep¶eseit
mutatja be a 2. ¶abra.

2. ¶abra. Kommentek hasznoss¶ag¶anak automatikus meg¶allap¶³t¶as¶ara kidolgozott elj¶ar¶as

A folyamat els}o l¶ep¶esek¶ent a rendelkez¶esre ¶all¶o 1000 hozz¶asz¶ol¶as szÄove-
g¶enek el}ofeldolgoz¶as¶at kellett elv¶egezni, hogy sz¶amszer}us¶³t¶esre kerÄulhessenek
a potenci¶alis magyar¶az¶o mutat¶ok. Mivel a term¶ekkritik¶ak gy}ujt¶ese sor¶an a
kÄulÄonbÄoz}o metaadatok (p¶eld¶aul szerz}o, d¶atum) csak r¶eszlegesen ¶alltak ren-
delkez¶esre, valamint nem minden weblap ad lehet}os¶eg a kommentek form¶az¶a-
s¶ara { ¶es ha van is r¶a m¶od, akkor a gyorsas¶ag miatt a felhaszn¶al¶ok ritk¶an ¶elnek
ezzel a lehet}os¶eggel {, ez¶ert mind a metaadatokat, mind a form¶az¶asban rejl}o
inform¶aci¶okat ¯gyelmen k¶³vÄul hagytuk. A hasznoss¶ag manu¶alis meg¶allap¶³-
t¶as¶ahoz ¶es g¶epi becsl¶es¶ehez mindÄossze a hozz¶asz¶ol¶asok form¶azatlan szÄoveg¶et
haszn¶altuk fel. Ezen forr¶asb¶ol az al¶abbi szÄovegv¶altozatokat k¶esz¶³tettÄuk el,
ahol a feldolgozotts¶agi ¶allapotok egym¶as ut¶an kÄovetkeznek ¶es egym¶asra ¶epÄul-
nek:

1. Nyers szÄoveg (az eredeti tartalom, v¶altozatlan HTML form¶atumban)

2. Foly¶o szÄoveg (a HTML tartalom egyszer}u szÄoveges TXT form¶atumra
alak¶³t¶asa)

3. Unik¶od szÄoveg (a foly¶o szÄoveg dokumentumainak egys¶eges karakterk¶o-
dol¶asa)
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4. Tokeniz¶alt szÄoveg (az unik¶od szÄoveg sz¶o ¶es ¶³r¶asjel blokkokra tagol¶asa)

5. Sz¶otÄovezett szÄoveg (a tokeniz¶alt szÄoveg sz¶otÄovezett v¶altozata)

6. Normaliz¶alt szÄoveg (a sz¶otÄovezett szÄoveg kisbet}usre alak¶³t¶asa ¶es egy¶eb
egys¶eges¶³t¶ese)

7. Stopszavazott szÄoveg (a normaliz¶alt szÄoveg gyakori tÄoltel¶ek szavainak
tÄorl¶es¶evel el}o¶all¶³tott szÄoveg)

Ezen transzform¶aci¶ok kÄozÄul a karakterk¶odol¶as, a sz¶otÄovez¶es ¶es a stop-
szavaz¶as csak nyelvfÄugg}o m¶odon ¶es eszkÄozÄokkel val¶os¶³that¶o meg. Az ut¶obbi
kett}o v¶egeredm¶eny¶et r¶aad¶asul er}osen befoly¶asolja a tÄomÄor¶³t¶esi fok megv¶alasz-
t¶asa, azaz az alkalmazott sz¶ot}okeres¶es m¶elys¶ege ¶es a stopsz¶o lista nagys¶aga.
Ezek a m¶odszerek kiz¶ar¶olag a nyelvtani szab¶alyok ismeret¶ere ¶ep¶³tve nem is
mindig egy¶ertelm}uek, p¶eld¶aul az ,,alm¶at" kifejez¶es sz¶otÄove a szÄovegkÄornyezet-
t}ol fÄugg}oen ,,alma" de ak¶ar ,,alom" is lehet. Az el}ofeldolgoz¶as eredm¶enyek¶ent
el}ofordult, hogy bizonyos kommentek t¶ulzottan lerÄovidÄultek, kiÄurÄultek. Az
¶³gy keletkez}o ,,Äures" hozz¶asz¶ol¶asok (az adathalmaz 10,29%-a) ¶altal¶aban sem-
mif¶ele hasznoss¶aggal nem rendelkeznek, ¶³gy azokat kiz¶artuk a tov¶abbi vizs-
g¶alatokb¶ol, hiszen csak ,,l¶atsz¶olag" jav¶³tan¶ak az oszt¶alyoz¶o m¶odszerek pon-
toss¶ag¶at.

A hozz¶asz¶ol¶asok jellemz¶es¶ehez alkalmazott mutat¶ok ¶ert¶eke fÄugg att¶ol,
hogy a szÄovegek mely feldolgozotts¶agi ¶allapot¶at haszn¶alva sz¶amszer}us¶³tjÄuk
azokat. ¶Altal¶anos szab¶alyk¶ent a mutat¶ok ¶ert¶ek¶et mindig abb¶ol a legma-
gasabb szinten feldolgozott szÄovegv¶altozatb¶ol kalkul¶altuk, ahol az m¶eg ¶eppen
¶ertelmezhet}o volt. P¶eld¶aul a kis ¶es nagy bet}uk sz¶am¶at a normaliz¶alt v¶altozat
el}otti sz¶otÄovezett v¶altozat alapj¶an, m¶³g az ¶³r¶asjelek sz¶am¶at az Unik¶od szÄoveg-
v¶altozatb¶ol ¶allap¶³tottuk meg.

Az irodalomkutat¶as alapj¶an Äosszegy}ujtÄottÄuk, jelÄol¶estechnikailag egys¶ege-
s¶³tettÄuk ¶es csoportos¶³tottuk azon szÄovegjellemz}oket, melyeket idegen nyelv}u
szÄovegek eset¶eben m¶ar felhaszn¶altak a hasznoss¶ag g¶epi meg¶allap¶³t¶as¶ahoz.
A kvantitat¶³v m¶er}osz¶amok jellegzetess¶ege illetve forr¶asa szerint az al¶abbi
kateg¶ori¶akat kÄulÄon¶³tettÄuk el.

1. Struktur¶alis jellemz}ok: egy adott dokumentumhoz tartoz¶o, annak ¶er-
telmez¶ese n¶elkÄul sz¶armaztathat¶o statisztikai mutat¶ok (p¶eld¶aul NWRD
{ a szavak sz¶ama, DWRD { a kÄulÄonbÄoz}o szavak sz¶ama).

2. Lexik¶alis jellemz}ok: a dokumentumokat egy egys¶eges gy}ujtem¶eny (kor-
pusz) r¶esz¶enek tekintve, a szÄovegelemek dokumentumok kÄozÄotti meg-
oszl¶as¶anak m¶er}osz¶amai (p¶eld¶aul UTDF { a sz¶ogyakoris¶agokat tartal-
maz¶o sz¶o-dokumentum m¶atrix).

3. Szintaktikai jellemz}ok: a szÄovegek helyess¶eg¶enek, a kÄulÄonf¶ele nyelvtani
szab¶alyoknak val¶o megfelel¶es ¶es nyelvtani oszt¶alyokba val¶o besorol¶asok
mutat¶oi (p¶eld¶aul NSMD { mosolyk¶odok (smiley-k) sz¶ama a dokumen-
tumban).
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4. Szemantikai jellemz}ok: a szavak ¶es mondatok ¶ertelmez¶es¶et is felhaszn¶al¶o
mutat¶ok. JellegÄukn¶el fogva ezek a mutat¶ok er}osen fÄuggnek az olvas¶o
szubjektum¶at¶ol is (p¶eld¶aul: LOPD { a dokumentum pozit¶³v, negat¶³v
vagy semleges t¶ajol¶asa).

Hasznos Nem hasznos
komment komment

Struktur¶alis jellemz}ok
Mondat jellemz}ok
Mondatok sz¶ama a dokumentumban nsnd 3 2
¶Atlagos mondathossz szavakban m¶erve aslw 27,33 8
¶Atlagos mondathossz bet}ukben m¶erve aslc 168 50

Sz¶o jellemz}ok
Szavak sz¶ama a dokumentumban (¶³r¶asjel tokenek n¶elkÄul) nwrd 82 16

Szavak sz¶am¶anak negyedik gyÄoke (n4wrd=nwrd1=4) n4wrd 3,01 2
KÄulÄonbÄoz}o szavak sz¶ama a dokumentumban dwrd 63 16
A szÄoveg lexik¶alis s}ur}us¶ege (dwrd/nwrd) lxdn 0,77 1
Nagybet}uvel kezd}od}o szavak sz¶ama a dokumentumban nfcwd 9 1
A csupa nagybet}us szavak sz¶ama a dokumentumban nacwd 5 0
Komplex (3 vagy tÄobb sz¶otag¶u) szavak sz¶ama ncwd 35 5
Komplex szavak r¶eszar¶anya (ncwd/nwrd) rcwd 0,43 0,31
¶Atlagos sz¶ohossz karakterekben m¶erve awlc 5,95 5,94
¶Atlagos sz¶ohossz sz¶otagokban m¶erve (nsyd/nwrd) awly 2,32 2,19

Sz¶otag jellemz}ok
Sz¶otagok sz¶ama a dokumentumban nsyd 190 35

Bet}u jellemz}ok
Karakterek sz¶ama a dokumentumban nchd 504 100
Nagybet}uk sz¶ama a dokumentumban ncchd 21 1
Nagybet}uk ar¶anya (ncchd/nchd) rcchd 0,04 0,01
Kisbet}uk sz¶ama a dokumentumban nlchd 462 93
Kisbet}uk ar¶anya (nlchd/nchd) rlchd 0,96 0,99
Nagybet}u-kisbet}u ar¶any (ncchd/nlchd) rclchd 0,04 0,01

Lexik¶alis jellemz}ok
Unigram jellemz}ok
Sz¶ogyakoris¶agokat tartalmaz¶o sz¶o-dokumentum m¶atrix utdf

Szintaktikai jellemz}ok
Nyelvtani jellemz}ok
Alfabetikus karakterek sz¶ama (ncchd+nlchd) nachd 483 94
Felki¶alt¶ojelek sz¶ama a dokumentumban nemd 0 0
K¶erd}ojelek sz¶ama a dokumentumban nqmd 0 0
Id¶ez}ojelek sz¶ama a dokumentumban nqqd 0 0
¶Ir¶asjelek sz¶ama a dokumentumban npchd 17 6
Sz¶amjegyek sz¶ama a dokumentumban nnchd 4 0
Mondatonk¶enti ¶atlagos numerikus inform¶aci¶otartalom

(rnchd=nnchd/nsnd)
rnchd 1,33 0

Mosolyk¶odok (smiley-k) sz¶ama a dokumentumban nsmd 3 0
Helyes¶³r¶asilag elfogadhat¶o szavak sz¶ama nspwd 91 16
Helyes¶³r¶asilag elfogadhat¶o szavak ar¶anya (nspwd/nwrd) rspwd 1,11 1

Szemantikai jellemz}ok
T¶ajol¶as
A dokumentum pozit¶³v, negat¶³v vagy semleges t¶ajol¶asa lopd 1 4

1. t¶abl¶azat. A hasznoss¶ag meg¶allap¶³t¶as¶ara felhaszn¶alhat¶o attrib¶utumok
2

2Fontos megeml¶³teni, hogy az UTDF indik¶ator { l¶ev¶en egy m¶atrix { val¶oj¶aban nem
egy, hanem az oszlopsz¶amnak (a dokumentumokban el}ofordul¶o kÄulÄonbÄoz}o szavak sz¶ama)
megfelel}o sz¶am¶u mutat¶ot jelÄol. Hasonl¶o m¶atrix k¶esz¶³thet}o a sz¶op¶arok (BTDF) illetve sz¶o n-
esek (NTDF) dokumentumbeli el}ofordul¶as¶ar¶ol is. A tov¶abbiakban a sz¶ogyakoris¶agi UTDF
mutat¶okra a szakirodalomban jobban elterjedt sz¶o-dokumentum m¶atrix (TDM) jelÄol¶est
haszn¶aljuk. Mivel a TDM m¶erete ¶es jellege alapj¶an is elt¶er a tÄobbi attrib¶utumt¶ol, ez¶ert a
k¶es}obbi elemz¶esek sor¶an szepar¶altan vizsg¶aljuk annak oszt¶alyoz¶o erej¶et.
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Bizonyos mutat¶ok el}o¶all¶³t¶asa tÄort¶enhet egyszer}u lesz¶aml¶al¶assal, m¶³g m¶asok
k¶epz¶ese komplexebb m¶odszereket k¶³v¶an meg, melyek lehetnek p¶eld¶aul

² sk¶alatorz¶³t¶as: az alap¶ert¶ekeket valamilyen fÄuggv¶eny szerint transzfor-
m¶aljuk az¶ert, hogy az alkalmazand¶o m¶odszerekben a nagys¶agrendi el-
t¶er¶esek ne okozzanak probl¶em¶akat,

² aggreg¶al¶as: egy mutat¶ohoz tartoz¶o r¶eszsokas¶ag numerikus jellemz¶ese
(p¶eld¶aul ¶atlag, sz¶or¶as),

² relativiz¶al¶as: a mutat¶o ¶ert¶ekeit egy konstanshoz vagy m¶asik mutat¶ohoz
viszony¶³tjuk.

A szÄovegjellemz}ok mindegyike k¶epezhet}o bekezd¶esekre vagy mondatokra
is, de j¶ol struktur¶alt dokumentumok eset¶en ak¶ar m¶as r¶eszegys¶egek (p¶eld¶aul
c¶³m, bevezet¶es, tÄorzs, Äosszefoglal¶o) bont¶as¶aban is. A lehets¶eges mutat¶ok sz¶e-
les sk¶al¶aj¶ab¶ol az 1. t¶abl¶azatban felsorolt indik¶atorok bizonyultak meghat¶aroz-
hat¶onak a rendelkez¶esre ¶all¶o dokumentumok jellemz¶es¶ere.

A sz¶am¶³t¶asok sor¶an, ha egy relativiz¶alt mutat¶o eset¶eben a nevez}o nulla
volt, ¶ugy a sz¶armaztatott ¶ert¶ek nem kerÄult de¯ni¶al¶asra. A karakterek lesz¶am-
l¶al¶asakor a magyar nyelv kett}os bet}uit (digr¶afok) k¶et bet}unek, de csak egy
hangnak tekintettÄuk. Amikor a sz¶oism¶etl¶esek Äosszesz¶aml¶al¶as¶ara kerÄult sor,
akkor azok kis- ¶es nagybet}us ¶³r¶asm¶odjait nem kÄulÄonbÄoztettÄuk meg egym¶ast¶ol.
N¶eh¶any speci¶alis ¶³r¶asjel (p¶eld¶aul az al¶ah¶uz¶as vagy kÄot}ojel) eset¶en azokat a
nem sz¶oalkot¶o bet}uk kÄoz¶e soroltuk.

A fent bemutatott ¶es sz¶amszer}us¶³tett indik¶atorok kÄor¶et tÄobb okb¶ol is
¶erdemes sz}uk¶³teni. El}oszÄor is, a dokumentumminta elemsz¶am¶anak jelent}osen
meg kell haladnia az indik¶atorok sz¶am¶at, ellenkez}o esetben ugyanis elkerÄul-
hetetlen az adatsorok egyedi felismer¶es¶et eredm¶enyez}o t¶ultanul¶as jelens¶ege.
M¶asodszor, a kevesebb indik¶ator el}o¶all¶³t¶asa jelent}osen csÄokkenti az oszt¶alyoz¶o
algoritmusok fut¶asidej¶et. Harmadszor, az adatok mÄogÄott zajl¶o folyamatok
felismer¶ese, a l¶enyegi jellemz}ok megragad¶asa csÄokkenti az egy¶eb forr¶asb¶ol
sz¶armaz¶o zajok hat¶as¶at. A fentiek ¶ertelm¶eben egyr¶eszt elfogadhat¶o m¶eret}ure
reduk¶altuk a TDM-et, m¶asr¶eszt megvizsg¶altuk a tÄobbi attrib¶utum (ezekre a
k¶es}obbiekben statisztikai szÄovegjellemz}okk¶ent (STAT) hivatkozunk) kÄozÄott
fenn¶all¶o redundanci¶at, ¶es meghat¶aroztuk a tanul¶o algoritmusok futtat¶asa
sor¶an felhaszn¶aland¶o sz}uk¶³tett mutat¶ohalmazt. Els}ok¶ent ez ut¶obbi indik¶ator-
sz}uk¶³t¶esi folyamatot mutatjuk be.

4 A statisztikai szÄovegjellemz}ok kÄor¶enek sz}u-
k¶³t¶ese

Guyon ¶es Elissee® (2003) munk¶aja alapj¶an ismert, hogy tÄok¶eletesen kor-
rel¶alt attrib¶utumok eset¶en azok b¶armelyike ugyanazzal az oszt¶alyoz¶o er}ovel
b¶³r, mint maga a teljesen korrel¶alt halmaz, ¶³gy a korrel¶aci¶os oszt¶alyokb¶ol
elegend}o egyetlen tetsz}oleges attrib¶utumot meghagyni a modellez¶es sor¶an.
Nem tÄok¶eletes korrel¶aci¶o eset¶en azonban l¶etezhetnek olyan mutat¶ok, melyek
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Äonmagukban nem hordoznak inform¶aci¶ot, de m¶as attrib¶utumokkal egyÄutt je-
lent}osen megn}o az oszt¶alyoz¶o k¶epess¶egÄuk. Ennek megfelel}oen nagyon er}os
(anti)korrel¶aci¶o eset¶en m¶ar nem ¶all¶³that¶o biztons¶aggal, hogy b¶armelyik in-
dik¶ator helyettes¶³thet}o lenne a tÄobbi seg¶³ts¶eg¶evel, de a gyakorlatban ez m¶egis
elfogadott kompromisszum. A fentiek alapj¶an a dokumentumonk¶ent sz¶amsze-
r}us¶³tett mutat¶ok ¶ert¶ekeire kisz¶am¶³tottuk a Pearson-f¶ele korrel¶aci¶os m¶atrixot
(3. ¶abra), melynek seg¶³ts¶eg¶evel meghat¶aroztuk az egyÄuttmozg¶o indik¶atorok
halmazait (ld. k¶es}obb). A m¶atrix sorait ¶es oszlopait ¶ugy rendeztÄuk, hogy
az egym¶assal nagyon er}os (anti)korrel¶aci¶ot mutat¶o indik¶atorok egym¶as mell¶e
kerÄuljenek, a f}o¶atl¶o ment¶en pedig bekereteztÄuk az egy halmazba kerÄul}o mu-
tat¶ok ¶ert¶ekeit.

3. ¶abra. Attrib¶utumok Pearson-f¶ele korrel¶aci¶os m¶atrixa

Az ¶³gy nyert halmazokb¶ol m¶ar csak egy-egy mutat¶ot ¶erdemes a tov¶abbi
elemz¶esekhez meghagyni. Ehhez tÄobbf¶ele attrib¶utum-sorrendez}o vagy attri-
b¶utum kiv¶alaszt¶o m¶odszert haszn¶altunk fel. Az el}obbiek eset¶en a korrel¶a-
ci¶os halmazonk¶ent legmagasabb pontsz¶ammal rendelkez}o mutat¶o nyert egy
szavazatot, m¶³g az ut¶obbiak sor¶an a korrel¶aci¶os halmazonk¶ent kiv¶alasztott
legels}o elem. Az attrib¶utum sz}uk¶³t}o m¶odszerek (dÄont¶esi bizotts¶ag tagjai)
¶altal leadott szavazatok Äosszes¶³t¶ese ut¶an a korrel¶aci¶os halmazonk¶ent legtÄobb
szavazatot nyert mutat¶o kerÄult kiv¶alaszt¶asra.

A kiv¶alaszt¶o bizotts¶ag 11 tagj¶at a Weka3 ny¶³lt forr¶as¶u adatb¶any¶aszati
alkalmaz¶as al¶abbi m¶odszerei alkott¶ak (az els}o m¶odszer attrib¶utum kiv¶alaszt¶o,
a tÄobbi attrib¶utum sorrendez}o):

3www.cs.waikato.ac.nz/ml/weka
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M¶odszer neve Weka elnevez¶es

Correlation-based Feature Subset Evaluation CfsSubsetEval
Consistency Attribute Subset Evaluation ConsistencySubsetEval
Latent Semantic Ananlysis LatentSemanticAnalysis*
Chi-squared Attribute Evaluation ChiSquaredAttributeEval
Filteres Attribute Evaluation FilteredAttributeEval
Gain Ration Attribute Evaluation GainRatioAttributeEval
Information Gain Attribute Evaluation InfoGainAttributeEval
OneR Attribute Evaluation OneRAttributeEval
Relief f Attribute Evaluation ReliefFAttributeEval
Support Vector Machine Attribute Evaluation SVMAttributeEval
Symmetrical Uncertainty Attribute Evaluation SymmetricalUncertAttributeEval

2. t¶abl¶azat. Attrib¶utum-sorrendez}o ¶es kiv¶alaszt¶o m¶odszerek a dÄont¶esi bizotts¶agban

A mutat¶onk¶enti szavazatok sz¶am¶at tartalmazza a 3. t¶abl¶azat, ahol csillag-
gal jelÄoltÄuk a korrel¶aci¶os halmazonk¶ent legtÄobb szavazatot szerzett statisztikai
szÄovegjellemz}oket.

Halmaz Indik¶ator Szavazat Halmaz Indik¶ator Szavazat

1 nsnd 1 4 rspwd* 11
1 npchd 1 5 nqqd* 10
1 nwrd 0 6 nfcwd* 7
1 n4wrd 2 6 nacwd 2
1 dwrd 1 6 ncchd 2
1 nsyd 0 7 nsmd* 10
1 nchd* 3 8 rnchd* 9
1 nlchd 0 9 rcchd 3
1 nachd 0 9 rlchd* 6
1 ncwd 2 10 rclchd* 9
1 nspwd 1 11 awlc* 9
1 lxdn 0 12 nemd* 9
2 rcwd* 6 13 nqmd* 9
2 awly 5 14 nnchd* 10
3 aslw 2 15 lopd* 9
3 aslc* 9

3. t¶abl¶azat. Az attrib¶utumok ¶altal nyert szavazatok sz¶ama

A szavaz¶as kapcs¶an ¶erdemes megjegyezni, hogy annak eredm¶enyei al¶a-
t¶amasztj¶ak Yang ¶es Pedersen (1997) eredm¶enyeit, miszerint ¶altal¶aban m¶ar az
inform¶aci¶onyeres¶eg (IG) ¶es a khi-n¶egyzet (CHI) alap¶u attrib¶utum sorrendez}o
m¶odszerek egyedÄuli alkalmaz¶asa is elegend}oen helyes kiv¶alaszt¶ast ad. Az is
b¶³ztat¶o, hogy a k¶es}obbiekben az oszt¶alyoz¶ashoz haszn¶aland¶o SVM-re ¶epÄul}o ki-
v¶alaszt¶asi m¶odszer sem adott a kÄozÄos dÄont¶est}ol jelent}osen elt¶er}o eredm¶enyt,
azaz az elhagyhat¶onak ¶³t¶elt indik¶atorok ezen m¶odszer szerint is kev¶es ad-
dicion¶alis inform¶aci¶ot hordoznak. A tov¶abbiakban a TDM reduk¶al¶as¶anak
folyamat¶at mutatjuk be.

5 TDM reduk¶al¶asa a vektort¶er-modellhez

A TDM alkalmaz¶as¶anak h¶atter¶eben az a feltev¶es h¶uz¶odik meg, hogy a kom-
mentek hasznoss¶ag¶anak meg¶³t¶el¶ese sor¶an jelent}os szerep juthat bizonyos in-
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dik¶ator ¶ert¶ek}u szavaknak, amelyek a mondatban az alany, a t¶argy vagy az ¶al-
l¶³tm¶any szerep¶et tÄoltik be. (MegjegyezzÄuk, hogy az elemz¶esek sor¶an a szavak
mondatban betÄoltÄott szerep¶et nem vesszÄuk ¯gyelembe, mert e n¶elkÄul is kell}o
inform¶aci¶ot kapunk a probl¶ema hat¶ekony megold¶as¶ahoz.) A szavak attrib¶u-
tumk¶ent val¶o ¯gyelembe v¶etel¶evel a vektort¶er-modellben haszn¶alt sz¶o-doku-
mentum m¶atrixhoz jutunk (TDM), amely azonban a meg¯gyel¶esekhez k¶epest
ar¶anytalanul sok dimenzi¶oval rendelkezik. Ez a t¶eny Äonmag¶aban kedvez}oen
hat a hasznos ¶es haszontalan dokumentumok szepar¶alhat¶os¶ag¶ara, azonban
fÄolÄosleges sz¶amol¶asi kapacit¶asokat em¶eszt fel, ez¶ert k¶³v¶anatos a m¶atrix m¶ere-
t¶enek csÄokkent¶ese. Ebben a szakaszban bemutatjuk, hogy milyen m¶odszerrel
csÄokkentettÄuk a probl¶emat¶er dimenzi¶oj¶anak sz¶am¶at, ¶es hogyan ¶allt el}o a v¶egs}o
adatb¶azis, amelyen a szÄovegoszt¶alyoz¶asi algoritmusokat futtattuk.

A 4. t¶abl¶azat mutatja be a TDM szerkezet¶et, melynek sorai k¶epezik a
dokumentumok reprezent¶aci¶oit a vektort¶er-modellben. Az oszlopok { a do-
kumentumvektorok dimenzi¶oi { pedig a korpuszban el}ofordul¶o szavak, ame-
lyeket nyelvtechnikai m¶odszerekkel el}ozetesen reduk¶altunk, ¶³gy az azonos
sz¶otÄov}u szavakhoz azonos dimenzi¶o tartozik (a sz¶ot}ovel azonos¶³tjuk az oszlo-
pokat). A vektorok koordin¶at¶ai az 1. t¶abl¶azatban l¶athat¶o reprezent¶aci¶oban
megmutatj¶ak, hogy h¶anyszor fordult el}o az adott sz¶ot}onek valamilyen v¶alto-
zata az adott dokumentumban.

Dokumentum fog k¶ep k¶er mer optika szerinte . . .
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
Egy hasznos hozz¶asz¶ol¶as 0 3 1 1 3 1 . . .
Egy nem hasznos hozz¶asz¶ol¶as 1 0 1 0 0 1 . . .
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

4. t¶abl¶azat. Minta TDM m¶atrix a p¶elda hozz¶asz¶ol¶asok alapj¶an

Az eredeti adatb¶azisban nyelvtechnikai dimenzi¶ocsÄokkent¶es (sz¶otÄovez¶es,
stopszavaz¶as) ut¶an kb. 6500 kifejez¶es szerepelt. A sz¶ot¶ar m¶eret¶enek tov¶abbi
reduk¶al¶as¶at matematikai-statisztikai m¶odszerekkel tÄort¶en}o dimenzi¶ocsÄokkent¶es
r¶ev¶en ¶ertÄuk el. Jellemz}okinyer}o m¶odszereket (p¶eld¶aul l¶atens szemantikus
anal¶³zis { LSA) az elemz¶es sor¶an nem alkalmaztunk, mert a kinyert szintetikus
jellemz}ok ¶ertelmez¶es¶ehez jelent}osen el kellett volna vonatkoztatni az eredeti
szavak jelent¶es¶et}ol. A jellemz}okiv¶alaszt¶o m¶odszerek kÄozÄul n¶egyet vizsg¶altunk
meg, melyek

² a gy}ujtem¶enyt¶amogatotts¶ag (collection frequency),

² a kÄolcsÄonÄos inform¶aci¶o (MI/PMI, (pointwise) mutual information),

² az inform¶aci¶onyeres¶eg (IG, information gain), ¶es

² a khi-n¶egyzet

mutat¶ok. Ezen mutat¶ok seg¶³ts¶eg¶evel a sz¶ot¶ar szavaihoz val¶os sz¶amokat ren-
delÄunk, melyekkel a szavak korpuszon belÄuli fontoss¶ag¶at m¶erjÄuk. Az ¶³gy
becsÄult fontoss¶ag ismeret¶eben hozhatunk dÄont¶est arr¶ol, hogy mely szavakat
tartsuk meg a tov¶abbi elemz¶esekhez. Az al¶abbiakban a mutat¶ok jelent¶es¶er}ol
adunk r¶eszletesebb le¶³r¶ast.



50 Kov¶acs Bal¶azs { Kruzslicz Ferenc { Torjai L¶aszl¶o

Alkalmazott jelÄol¶esek

cj j kateg¶oria, ahol j 2 fh; n g, h a hasznos ¶es n a nem hasznos kateg¶oria
azonos¶³t¶oja

tk a k-adik sz¶o tartalmaz¶asa

tk a k-adik sz¶o komplementere, azaz a k-adik sz¶o nem tartalmaz¶asa

n(cj) a j kateg¶ori¶aba tartoz¶o dokumentumok sz¶ama

n(tk) a k-adik sz¶ot tartalmaz¶o dokumentumok sz¶ama

n(tk; cj) a k-adik sz¶ot tartalmaz¶o ¶es a j kateg¶ori¶aba tartoz¶o dokumentumok
sz¶ama

N a dokumentumok sz¶ama a korpuszon belÄul

P (cj) egy dokumentum j kateg¶ori¶aba es¶es¶enek val¶osz¶³n}us¶ege

P (tk) a k-adik sz¶o felbukkan¶as¶anak val¶osz¶³n}us¶ege, a dokumentumgyako-
ris¶aggal (df = n(tk)=N) becsÄulhet}o

P (tk; cj) annak val¶osz¶³n}us¶ege, hogy egy dokumentum tartalmazza a k-adik
sz¶ot ¶es j kateg¶ori¶aj¶u

A gy}ujtem¶enyt¶amogatotts¶ag (collection frequency) l¶enyeg¶eben a sz¶o adott
korpuszon belÄuli el}ofordul¶asainak sz¶am¶at jelenti.

A kÄolcsÄonÄos inform¶aci¶o ((pointwise) mutual information) azt m¶eri, hogy
mennyi az adott sz¶o adott kateg¶ori¶aban (,,hasznos" illetve ,,nem hasznos")
val¶o el}ofordul¶as¶anak t¶enyleges ¶es fÄuggetlens¶eg eset¶en v¶arhat¶o inform¶aci¶otar-
talm¶anak kÄulÄonbs¶ege:

MIk = log
P (tk; ch)

P (tk)P (ch)

Az inform¶aci¶onyeres¶eg (information gain) ezzel szemben nem csak ezt a kÄu-
lÄonbs¶eget veszi ¯gyelembe: a sz¶onak, a sz¶o hi¶any¶anak, a kateg¶ori¶anak, va-
lamint a kateg¶oria komplementer¶enek Descartes-szorzatak¶ent el}o¶all¶o n¶egy
halmazra sz¶amolt kÄulÄonbs¶eg v¶arhat¶o ¶ert¶ek¶et adja meg:

IGk =
X

j2fh;ng

X

t2ftk;tkg
P (t; cj) log

P (t; cj)

P (t)P (cj)

A khi-n¶egyzet mutat¶o is hasonl¶o elven m}ukÄodik, hiszen ez is a sz¶o-kateg¶oria
halmazok Descartes-szorzatain belÄuli t¶enyleges ¶es fÄuggetlens¶eg eset¶en v¶arhat¶o
kÄozÄos el}ofordul¶asi val¶osz¶³n}us¶egekkel sz¶amol.

Â2
k =

N ¡
¡
n(tk; ch)n(tk; cn) ¡ n(tk; cn)n(tk; ch)

¢2

n(ch)n(cn)n(tk)n(tk)
:

Eredm¶enyeink szerint, a szavakra kisz¶amolt IG ¶es a khi-n¶egyzet mutat¶ok
a vizsg¶alt korpuszon er}osen korrel¶altak. A line¶aris korrel¶aci¶os egyÄutthat¶o
a k¶et adatsor kÄozÄott 98,65% volt, ez¶ert a tov¶abbiakban a khi-n¶egyzet mu-
tat¶ot nem vizsg¶altuk kÄulÄon. Az IG mutat¶oval pozit¶³van korrel¶alt tov¶abb¶a a
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gy}ujtem¶enyt¶amogatotts¶ag, 36,79%-os line¶aris korrel¶aci¶os egyÄutthat¶oval. Az
MI mutat¶o ¶ert¶ekei nem mutattak er}os korrel¶aci¶ot sem az IG sem a gy}uj-
tem¶enyt¶amogatotts¶ag adatsor¶aval (a line¶aris korrel¶aci¶os egyÄutthat¶ok rendre
-6,12% ¶es -14,2%). A fenti mutat¶ok kÄozÄuli v¶alaszt¶as sor¶an szakirodalmi for-
r¶asokra t¶amaszkodtunk.

Yang ¶es Pedersen (1997) nyom¶an tudjuk, hogy a kÄolcsÄonÄos inform¶aci¶on
alapul¶o dimenzi¶oredukci¶o teljes¶³tm¶enye nem kÄozel¶³ti meg a legeredm¶enyesebb
m¶odszerek kÄoz¶e tartoz¶o inform¶aci¶onyeres¶eg mutat¶o¶et. Tekintve, hogy az IG
mutat¶o sz¶am¶³t¶asa sor¶an az MI ¶ert¶ek¶et is ¯gyelembe veszi, nem meglep}o, hogy
a ki¯nomultabb mutat¶o jobb eredm¶enyre k¶epes. A gy}ujtem¶enyt¶amogatotts¶ag
a legjobb teljes¶³tm¶eny}u nem felÄugyelt dimenzi¶oredukci¶os m¶odszerek kÄoz¶e tar-
tozik (Garnes, 2009). Ez azt jelenti, hogy amennyiben nem ¶all rendelkez¶esre
el}ozetesen felc¶³mk¶ezett adatb¶azis { ¶es ¶³gy nem haszn¶alhat¶ok a felÄugyelt m¶od-
szerek, mint p¶eld¶aul az IG, akkor ezzel a m¶odszerrel hat¶ekonyan lehet csÄok-
kenteni a sz¶ot¶ar m¶eret¶et. Garnes (2009) vizsg¶alata sor¶an azonban az mutat-
kozott, hogy a gy}ujtem¶enyt¶amogatotts¶ag alulmarad az inform¶aci¶onyeres¶eg
mutat¶oval szemben oszt¶alyoz¶asi feladatok pontoss¶ag¶anak jav¶³t¶asa szempont-
j¶ab¶ol { Äosszhangban azzal, amit Yang ¶es Pedersen (1997) is ¶all¶³tott, hogy
az IG mutat¶o az egyik leghat¶ekonyabb az oszt¶alyoz¶asi probl¶em¶ak dimenzi¶o-
sz¶am¶anak csÄokkent¶es¶ere. A kor¶abbi kutat¶asi eredm¶enyek ¶attekint¶ese alapj¶an
teh¶at az inform¶aci¶onyeres¶eg mutat¶o bizonyult a legalkalmasabbnak a redu-
k¶aland¶o dimenzi¶ok kiv¶alaszt¶as¶ara, ez¶ert mi is ezt alkalmaztuk.

4. ¶abra. A tan¶³t¶asi folyamatba bevont reduk¶alt sz¶olista elemei
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Kutat¶asunkban az IG mutat¶o alapj¶an rangsorolt sz¶olista legkisebb ¶ert¶ek}u
elemeit hagytuk el, 100 elem}ure csÄokkentettÄuk a sz¶ot¶ar m¶eret¶et (ezek egyfajta
kategoriz¶al¶as¶at mutatja a 4. ¶abra).

Pr¶obafuttat¶asok sor¶an nem kaptunk jelent}osen jobb eredm¶enyt a tÄobb sz¶o-
b¶ol ¶all¶o TDM-ek seg¶³ts¶eg¶evel, az agressz¶³vebb redukci¶o viszont m¶ar jelent}osen
rontotta az eredm¶enyeket. Ennek oka nem csup¶an kÄozvetlenÄul a dimenzi¶o-
sz¶am csÄokkent¶ese volt, hanem { abb¶ol kÄovetkez}oen { a nemnulla koordin¶a-
t¶aj¶u dokumentumok sz¶am¶anak a csÄokken¶ese is. A TDM ritka m¶atrix, ez¶ert
v¶arhat¶o, hogy a dimenzi¶ok sz¶am¶anak csÄokkent¶ese maga ut¶an vonja a null-
vektorral jellemezhet}o dokumentumok sz¶am¶anak nÄoveked¶es¶et. Mivel mind
az ANN, mind az SVM szepar¶al¶os¶³kok r¶ev¶en oszt¶alyozza a dokumentumokat,
ez¶ert az orig¶o { a hat¶aresett}ol eltekintve { csak az egyik oszt¶alyt¶ernek lehet
eleme. Ha az orig¶oban elhelyezked}o dokumentumokban az oszt¶alyc¶³mk¶ek
koncentr¶aci¶oja alacsony { azaz a manu¶alis oszt¶alyoz¶assal sok hasznosnak, de
sok nem hasznosnak¶³t¶elt dokumentum is tal¶alhat¶o kÄoztÄuk { akkor az orig¶oban
l¶ev}o elemeknek b¶armely oszt¶alyhoz rendel¶ese magas hib¶at eredm¶enyezhet.

A r¶eszletes elemz¶es el}ott, a fenti okok miatt megvizsg¶altuk a mint¶aban
tal¶alhat¶o azon dokumentumokat, amelyeknek reprezent¶aci¶oja nullvektor volt
a reduk¶alt TDM-ben. Az eredetileg 991 dokumentumot tartalmaz¶o gy}ujte-
m¶enyb}ol a jellemz}o-kiv¶alaszt¶as ut¶an 93 dokumentumvektornak minden ko-
ordin¶at¶aja nulla volt. Ebben a 93 elem}u r¶eszmint¶aban 4 hasznos ¶es 89 nem
hasznos kommentet tal¶altunk, ebb}ol kÄovetkezik, hogy nem v¶etÄunk nagy hib¶at,
ha nem hasznosnak¶³t¶eljÄuk azokat a hozz¶asz¶ol¶asokat, amelyek nem tartalmaz-
nak egyet sem a reduk¶alt sz¶ot¶ar szavai kÄozÄul. Ebb}ol kifoly¶olag a nullvek-
torokat kiz¶artuk a mint¶ab¶ol, az oszt¶alyoz¶o algoritmusok j¶os¶ag¶at csak a tÄobbi
dokumentumvektoron el¶ert teljes¶³tm¶enyre ¶allap¶³tottuk meg.

6 A felÄugyelt tanul¶as folyamata

Az attrib¶utum sz}uk¶³t¶esi ¶es TDM reduk¶al¶asi folyamat eredm¶enyek¶ent egy 898
elem}u dokumentumgy}ujtem¶eny ¶allt el}o. Ezt t¶³z, kÄozel egyenl}o m¶eret}u r¶esz-
halmazra osztottuk, hogy rajtuk t¶³zszeres keresztvalid¶aci¶ot hajtsunk v¶egre.
A t¶³zszeres keresztvalid¶aci¶o sor¶an t¶³z fÄuggetlen futtat¶ast v¶egzÄunk, ahol az
egyes futtat¶asok sor¶an kilenc r¶eszhalmaz dokumentumai szolg¶alnak tan¶³t¶o-
mintak¶ent, m¶³g a marad¶ek r¶eszhalmaz j¶atssza a tesztminta szerep¶et. Az
oszt¶alyoz¶o m¶odszerek j¶os¶ag¶at a tesztmint¶akon el¶ert tal¶alati ar¶annyal m¶erjÄuk.
Az angol kifejez¶essel accuracy measure-nek nevezett mutat¶osz¶am k¶eplete a
kÄovetkez}o (Powers 2011):

Accuracy =

P
j2fh;ng n(ĉj; cj)

N
;

ahol ĉj a dokumentumok becsÄult kateg¶ori¶aj¶at jelÄoli (ĉh a hasznos, ĉn a nem
hasznos becsÄult kateg¶oria jele), n(ĉj; cj) pedig a manu¶alisan j kateg¶ori¶aba (cj)
sorolt ¶es j kateg¶ori¶aj¶unak is becsÄult (ĉj) dokumentumok sz¶ama. A sz¶aml¶al¶o
teh¶at azon dokumentumok sz¶am¶at adja meg, melyek manu¶alis ¶es g¶epi c¶³mk¶eje
(kateg¶ori¶aba sorol¶asa) megegyezik.
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Az 5. ¶abr¶an l¶athat¶o a { manu¶alis c¶³mk¶ez¶es szerint { hasznos ¶es nem hasz-
nos dokumentumok megoszl¶asa az egyes r¶eszhalmazokban, amelyeket 0-t¶ol
9-ig sz¶amoztunk. Mint l¶athat¶o, egyedÄul az 1. tesztmint¶aban haladta meg
a hasznos dokumentumok ar¶anya az 50%-ot (a reduk¶alt korpuszon belÄul a
hasznosnak ¶³t¶elt dokumentumok ar¶anya 28%).

5. ¶abra. A hasznos ¶es nem hasznos dokumentumok megoszl¶asa az egyes r¶eszmint¶akban

A hasznoss¶ag automatikus meg¶allap¶³t¶as¶ahoz k¶et m¶odszert alkalmaztunk:
mesters¶eges neur¶alis h¶al¶ozatot (Arti¯cial Neural Network { ANN) ¶es Support
Vector Machine-t (SVM). A felÄugyelt tan¶³t¶ast mindk¶et m¶odszer eset¶en h¶arom
verzi¶oban hajtottuk v¶egre:

² csak a TDM-en k¶³vÄuli, sz}uk¶³tett attrib¶utum halmaz, teh¶at a statisztikai
szÄovegjellemz}ok (STAT),

² csak a reduk¶alt sz¶o-dokumentum m¶atrix (TDM), valamint

² a k¶et halmaz uni¶oj¶anak (TDM+STAT) felhaszn¶al¶as¶aval.

A neur¶alis h¶al¶ozatok topol¶ogi¶aj¶ar¶ol elmondhatjuk, hogy kism¶ert¶ekben el-
t¶ernek egym¶ast¶ol a h¶arom verzi¶oban, viszont az Äosszehasonl¶³that¶os¶ag ¶erde-
k¶eben csak a felt¶etlenÄul szÄuks¶eges m¶odos¶³t¶asi lehet}os¶egekkel ¶eltÄunk. A mo-
dellez¶eshez a Weka 3.6 szoftver MultiLayer Perceptron (MLP) nev}u eszkÄoz¶et
haszn¶altuk.

Mindh¶arom tÄobbr¶eteg}u perceptron topol¶ogia egy input r¶etegb}ol, egy re-
jtett r¶etegb}ol ¶es egy output r¶etegb}ol ¶all. Az input r¶eteg a STAT inputhal-
maz eset¶eben 15 neuronos, teh¶at megegyezik a statisztikai szÄovegjellemz}ok
sz¶am¶aval. A TDM inputhalmazhoz tartoz¶o topol¶ogia eset¶en { a magyar¶az¶o
attrib¶utumok sz¶am¶anak megfelel}oen { 100, m¶³g a TDM+STAT inputhal-
maz eset¶en 115 neuron sz¶eles az input r¶eteg. Az input neuronok aktiv¶aci¶os
fÄuggv¶enye a szok¶asos line¶aris jelz¶esi fÄuggv¶eny. A rejtett r¶eteg mindh¶arom
esetben k¶et neuron sz¶eles, ¶es szigmoid jelz¶esi fÄuggv¶enyekkel rendelkezik. A
rejtett r¶eteg sz¶eless¶eg¶et nincs ¶ertelme MLP topol¶ogia eset¶en alacsonyabbra ¶al-
l¶³tani, mivel 1 rejtett neuron eset¶en a Perceptron topol¶ogi¶aval ekvivalens mo-
dellt kapunk. K¶et rejtett neuron viszont m¶ar nem csak line¶aris szepar¶aci¶okra
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ad lehet}os¶eget: az OR, AND ¶es NOT m}uveletek mellett az XOR kapcsolat
modellez¶es¶ere is k¶epess¶e teszi a h¶al¶ozatot. A kett}on¶el tÄobb rejtett neuronnal
rendelkez}o h¶al¶ozatok pontoss¶ag¶at is megvizsg¶altuk, de azok nem adtak jobb
becsl¶est a kateg¶ori¶ak c¶³mk¶eire. Ez al¶ol nem volt kiv¶etel az input- ¶es output
neuronok sz¶am¶an alapul¶o hÄuvelykujj szab¶aly ¶altal javasolt neuronsz¶am sem.
Hasonl¶ok¶eppen, a m¶elyebb topol¶ogi¶ak sem eredm¶enyezt¶ek a pontoss¶ag je-
lent}os javul¶as¶at, teh¶at nem alkalmaztunk egyn¶el tÄobb rejtett r¶eteget. Az out-
put r¶eteg tulajdons¶agai igazodnak a becsÄulend}o v¶altoz¶o lehets¶eges ¶ert¶ekeinek
sz¶am¶ahoz, teh¶at mindh¶arom esetben k¶et output neuronra van szÄuks¶eg { egyik
a hasznos kateg¶ori¶ahoz, m¶asik a nem hasznos kateg¶ori¶ahoz. Az output jelz¶esi
fÄuggv¶enyek szigmoid t¶³pus¶uak. A h¶arom r¶eteg kÄozÄott teljes el}orecsatol¶ast l¶e-
tes¶³tettÄunk, ahogy a Multilayer Perceptron topol¶ogi¶an¶al szok¶as. A h¶al¶ozat
szinaptikus s¶ulyait backpropagation algoritmussal ¶all¶³tottuk be, 500 epoch-
os tanul¶as sor¶an. A tanul¶ashoz 0,3-as tanul¶asi r¶at¶at ¶es 0,2-es momentum
param¶etert haszn¶altunk. Ezek az ¶ert¶ekek alapbe¶all¶³t¶asok a Weka 3.6-ban,
¶es a tov¶abbi, nem eml¶³tett param¶etereket is a szoftver ¶altal aj¶anlott ¶ert¶eken
hagytuk. A h¶arom topol¶ogia sematikus illusztr¶aci¶oi l¶athat¶ok a 6. ¶abr¶an.

6. ¶abra. A mesters¶eges neur¶alis h¶al¶ozatok topol¶ogi¶aja

A Support Vector Machine alkalmaz¶as¶ahoz a Weka 3.6 szoftver libSVM
modulj¶at haszn¶altuk. Mindh¶arom attrib¶utumhalmaz eset¶en º-SVM (Chen ¶es
sztsai (2005)) tanul¶asi m¶odszert ¶es radi¶alis b¶azis kernel fÄuggv¶enyt haszn¶altunk.
A h¶arom verzi¶oban r¶acs-keres¶esi (grid search) algoritmust alkalmazva hat¶a-
roztuk meg ° ¶es º azon ¶ert¶ekeit, melyek mellett a legjobb becsl¶esi eredm¶enye-
ket nyertÄuk (5. t¶abl¶azat). A tÄobbi param¶eter ¶ert¶ek¶et alapbe¶all¶³t¶ason hagytuk.

Attrib¶utumok kÄore ° º

TDM 0,04 0,028
STAT 0,0001 0,3

TDM+ STAT 0,0001 0,3

5. t¶abl¶azat. ° ¶es º ¶ert¶ekei az SVM kÄulÄonbÄoz}o verzi¶oiban
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7 A tanul¶as eredm¶enyess¶eg¶enek elemz¶ese

Ebben a szakaszban bemutatjuk, hogy milyen pontoss¶aggal ¶allap¶³tj¶ak meg a
hozz¶asz¶ol¶asok hasznoss¶ag¶at a vizsg¶alt m¶odszerek a kÄulÄonbÄoz}o attrib¶utumhal-
mazok eset¶en. A mesters¶eges neur¶alis h¶al¶ozattal oszt¶alyozott korpusz eset¶en
kisz¶am¶³tott pontoss¶ag mutat¶ok (accuracy measure) ¶ert¶ekei a 7. ¶es 8. ¶abr¶an
l¶athat¶ok. A t¶³zszeres keresztvalid¶aci¶o t¶³z tanul¶asi futtat¶as¶anak jelÄol¶ese az
aktu¶alis tesztminta sorsz¶am¶aval egyezik meg, azaz a diagram ,,0" jelz¶es}u
oszlopai azt az esetet mutatj¶ak, amikor a tesztmint¶at a 0. sorsz¶am¶u, m¶³g a
tan¶³t¶omint¶at az 1-9. sorsz¶am¶u r¶eszhalmazok alkott¶ak.

A 7. ¶abr¶an a tan¶³t¶omint¶an tÄort¶ent tanul¶as j¶os¶aga l¶athat¶o. A t¶³z tan¶³t¶omin-
t¶an hasonl¶o sorrendben kÄovett¶ek egym¶ast a h¶aromf¶ele attrib¶utumhalmaz ese-
t¶en sz¶am¶³tott pontoss¶agi mutat¶ok. A legjobb eredm¶enyt a 3-as jel}u futtat¶as
kiv¶etel¶evel mindig a kombin¶alt attrib¶utumhalmazhoz (TDM+STAT) tartoz¶o
oszt¶alyoz¶as adta, ¶altal¶aban 90% feletti ¶ert¶ekekkel. Ezt kÄovette a csup¶an a
TDM inform¶aci¶oit haszn¶al¶o c¶³mk¶ez¶es, azonban ennek pontoss¶aga m¶ar nem
mindenhol ¶erte el a 90%-ot. Az el}obbiekb}ol pedig az kÄovetkezik, hogy a
tan¶³t¶omint¶akon a leggyeng¶ebb eredm¶enyt a tiszt¶an szÄovegstatisztikai attri-
b¶utumokon (STAT) alapul¶o klasszi¯k¶aci¶o szolg¶altatta, melynek pontoss¶aga
csup¶an egy esetben ¶erte el a 90%-ot. Az oszlopdiagramhoz tartoz¶o sz¶amada-
tokat a FÄuggel¶ek tartalmazza.

7. ¶abra. Az ANN ¶altal el¶ert pontoss¶agi ¶ert¶ekek a tan¶³t¶omint¶akon

Min¶el magasabb dimenzi¶oj¶u t¶erben szeretn¶enk pontokat elhat¶arolni egy-
m¶ast¶ol, ann¶al kev¶esb¶e kell nemline¶aris szepar¶aci¶okhoz folyamodnunk, ¶³gy a
tÄobbr¶eteg}u perceptron topol¶ogia s¶ulyparam¶eterei gyorsabban konverg¶alnak.
Mivel a h¶arom inputminta kÄozÄul a szÄovegstatisztikai jellemz}ok vannak a leg-
kevesebben (15), ez¶ert v¶arhat¶o volt, hogy ebben a t¶erben nehezebben szepar¶al
az ANN. A 100, attrib¶utumk¶ent szolg¶al¶o sz¶oval kib}ov¶³tett input-adathalmaz
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(TDM+STAT) viszont { a v¶arakoz¶asoknak megfelel}oen { a legjobban sz¶et-
v¶alaszthat¶o input-teret szolg¶altatta.

Az 8. ¶abra a tesztmint¶akon tÄort¶en}o oszt¶alyoz¶as pontoss¶ag¶at mutatja. Azt
l¶athatjuk, hogy a tesztmint¶akon jelent}osen romlott a pontoss¶ag, ¶es a kor¶abbi
sorrendet sem }orizt¶ek meg a modellek. Meglep}o m¶odon a 90%-os hat¶art
most a STAT halmazt haszn¶al¶o modell ¶erte el a leggyakrabban, a kombin¶alt
(TDM+STAT) inputhalmaz alapj¶an tÄort¶en}o klasszi¯k¶aci¶ohoz k¶epest eggyel
tÄobbszÄor.

8. ¶abra. Az ANN ¶altal el¶ert pontoss¶agi ¶ert¶ekek a tesztmint¶akon

¶Arnyaltabb k¶epet kaphatunk a bekÄovetkezett v¶altoz¶asokr¶ol, ha megvizs-
g¶aljuk a tan¶³t¶omint¶akra ¶es a tesztmint¶akra sz¶am¶³tott pontoss¶ag mutat¶ok kÄu-
lÄonbs¶eg¶et (9. ¶abra).

Az ¶abra alapj¶an elmondhat¶o, hogy a ,,0", ,,1", ,,2" ¶es ,,8" jel}u tesztmint¶ak
eset¶en mindegyik m¶odszer jelent}osen rosszabb teszteredm¶enyeket szolg¶alta-
tott a tan¶³t¶omint¶akra sz¶am¶³tottn¶al. Ez a pontoss¶ag mutat¶ok pozit¶³v el}ojel}u
kÄulÄonbs¶eg¶eb}ol l¶atszik, ami azt jelenti, hogy a tan¶³t¶omint¶an magasabb pon-
toss¶agar¶anyt sikerÄult el¶erni, mint a tesztmint¶an. A tÄobbi tesztmint¶an viszont
a kiz¶ar¶olag szÄovegstatisztikai attrib¶utumokon (STAT) v¶egzett oszt¶alyoz¶as
m¶eg pontosabbnak is mutatkozik a tan¶³t¶omint¶ahoz k¶epest. Mivel a tan¶³t¶o-
minta seg¶³ts¶eg¶evel lettek be¶all¶³tva a neur¶alis h¶al¶ozatok param¶eterei, r¶aad¶asul
az Äosszes¶³tett n¶egyzetes hiba lok¶alis minimuma kÄozel¶eben, ez¶ert egy ett}ol a ta-
n¶³t¶omint¶at¶ol elt¶er}o adathalmaz eset¶en nem v¶arhat¶o jelent}osen jobb eredm¶eny.
Meg¯gyelhet}o tov¶abb¶a, hogy a k¶et m¶asik input-adathalmazra ¶epÄul}o modell
kÄozÄul csak egy-egy esetben kaptunk a tan¶³t¶omint¶an¶al jobb pontoss¶agmutat¶ot
a hozz¶a tartoz¶o tesztmint¶an. A pontos adatok a FÄuggel¶ekben megtekinthet}ok.

0%

10%

20%

30%

40%

50%

60%

70%

80%

90%

100%

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

Stat.

TDM

TDM-stat.

 

 

 

 



Internetes term¶ekkritik¶ak hasznoss¶ag¶anak meg¶allap¶³t¶asa . . . 57

9. ¶abra. Az ANN ¶altal oszt¶alyozott tan¶³t¶o- ¶es tesztmint¶ak pontoss¶agi ¶ert¶ek¶enek kÄulÄonbs¶ege

A fentiek arra engednek kÄovetkeztetni, hogy a magas dimenzi¶oj¶u terek-
ben a h¶al¶ozatok olyan szepar¶aci¶okat l¶etes¶³tenek, amelyek a tan¶³t¶omint¶aban
megl¶ev}o { csup¶an az adott mint¶ara jellemz}o { t¶err¶eszek felismer¶es¶et teszik
lehet}ov¶e, ¶es ez a tesztmint¶akon hib¶as szepar¶aci¶okhoz vezet. Ezt nevezzÄuk
a neur¶alis h¶al¶ozat t¶ultanul¶as¶anak is. A kis dimenzi¶oj¶u dÄont¶esi terekben
teh¶at sokkal jobb ¶altal¶anos¶³t¶o-k¶epess¶eg}u modelleket kaphatunk, felt¶eve, hogy
megfelel}o inform¶aci¶ot szolg¶altatnak ezek a dimenzi¶ok. (¶Igy p¶eld¶aul hi¶aba
pr¶ob¶alkozn¶ank a TDM dimenzi¶oinak tov¶abbi csÄokkent¶es¶evel, mert az m¶ar
jelent}os inform¶aci¶ovesztes¶eghez vezetne.)

Az SVM m¶odszerrel elv¶egzett tan¶³t¶as pontoss¶ag mutat¶o ¶ert¶ekei l¶athat¶ok a
10. ¶es 11. ¶abr¶an. A r¶eszmint¶ak jelÄol¶esei megegyeznek az ANN eredm¶enyeinek
bemutat¶asakor alkalmazottal. A 10. ¶abr¶an a tan¶³t¶omint¶ara val¶o r¶atanul¶as j¶o-
s¶aga l¶athat¶o. Mind a t¶³z tan¶³t¶omint¶an a TDM attrib¶utumhalmaz seg¶³ts¶eg¶evel
¶erte el a legnagyobb pontoss¶agi ¶ert¶eket az SVM algoritmus, minden esetben
90% fÄolÄotti pontoss¶aggal. A STAT, illetve a TDM+STAT attrib¶utumhalma-
zon minden esetben 90% alatt maradt (86-88%) a pontoss¶ag. Tov¶abbi ¶erde-
kess¶eg, hogy az ut¶obbi k¶et attrib¶utumhalmaz eset¶en pontosan ugyanazokat
az eredm¶enyeket kaptuk. Ennek magyar¶azata az lehet, hogy a kommentek
hasznoss¶ag¶at els}osorban a komment szerkezete befoly¶asolja, ¶es csak m¶asod-
sorban a kulcsszavak: a STAT dimenzi¶ok nagyobb s¶ulyt kapnak a szepar¶al¶os¶³-
kok illeszt¶es¶eben, ¶es ezek a szepar¶aci¶ok a TDM dimenzi¶ok ment¶en is pontosan
bontj¶ak sz¶et a meg¯gyel¶eseket hasznos ¶es nem hasznos dokumentumokra. Az
oszlopdiagramhoz tartoz¶o sz¶amadatokat a FÄuggel¶ek tartalmazza.
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10. ¶abra. Az SVM ¶altal el¶ert pontoss¶agi ¶ert¶ekek a tan¶³t¶omint¶akon

A 11. ¶abra a tesztmint¶akon tÄort¶en}o SVM-oszt¶alyoz¶as pontoss¶ag¶at mutat-
ja. Azt l¶athatjuk, hogy a tesztmint¶akon el¶ert pontoss¶ag sz¶or¶asa nagyobb a
t¶³z tesztminta eset¶en, mint a hozz¶ajuk tartoz¶o tan¶³t¶omint¶akn¶al. A 90%-os
pontoss¶agot ritk¶an ¶erte el a TDM ter¶eben oszt¶alyoz¶o SVM, viszont a m¶asik
k¶et attrib¶utumhalmaz { a tan¶³t¶omint¶akkal ellent¶etben { tÄobb tesztmint¶an is
meghaladta ezt a szintet.

11. ¶abra. Az SVM ¶altal el¶ert pontoss¶agi ¶ert¶ekek a tesztmint¶akon

A Weka adatb¶any¶aszati alkalmaz¶as { ahogy kor¶abban l¶attuk { lehet}os¶eget
ny¶ujt arra, hogy sorrendbe ¶all¶³tsuk az attrib¶utumokat aszerint, hogy azok

0%

10%

20%

30%

40%

50%

60%

70%

80%

90%

100%

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

Stat.

TDM

TDM-stat.

 

 

 

 

0%

10%

20%

30%

40%

50%

60%

70%

80%

90%

100%

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

Stat.

TDM

TDM-stat.

 

 

 

 

 



Internetes term¶ekkritik¶ak hasznoss¶ag¶anak meg¶allap¶³t¶asa . . . 59

egy SVM sor¶an milyen oszt¶alyoz¶o er}ovel b¶³rnak. A kor¶abban kiv¶alasztott
STAT attrib¶utumok kÄozÄul a karakterek sz¶ama (nchd), a nagybet}uvel kezd}od}o
szavak sz¶ama (nfcwd) ¶es a helyes¶³r¶asilag elfogadhat¶o szavak ar¶anya (rspwd)
jellemz}ok kerÄultek az els}o, m¶³g az ¶atlagos sz¶ohossz (awlc), az id¶ez}ojelek sz¶ama
(nqqd) ¶es a smiley-k sz¶ama (nsmd) attrib¶utumok az utols¶o h¶arom helyre. A
TDM elemei kapcs¶an { nem meglep}o m¶odon { a m}uszaki param¶eterekkel kap-
csolatos szavak kerÄultek nagyobb ar¶anyban a lista elej¶ere. Az egyÄuttes attri-
b¶utumhalmazra v¶egzett sorbarendez¶es kapcs¶an azt a meg¶allap¶³t¶ast tehetjÄuk,
hogy egyik jellemz}ot¶³pus sem domin¶alja a m¶asikat, az abszol¶ut els}o helyre
pedig a karakterek sz¶ama attrib¶utum kerÄult. MegjegyezzÄuk, hogy ilyen sor-
barendez¶est a mesters¶eges neur¶alis h¶al¶ozat eset¶en nem tudunk adni.

Vizsg¶aljuk meg az SVM eset¶en is a tan¶³t¶omint¶akra ¶es a tesztmint¶akra
sz¶am¶³tott pontoss¶ag mutat¶ok kÄulÄonbs¶eg¶et (12. ¶abra).

12. ¶abra. Az SVM ¶altal oszt¶alyozott tan¶³t¶o- ¶es tesztmint¶ak pontoss¶agi ¶ert¶ek¶enek kÄulÄonbs¶ege

Az ANN vizsg¶alat¶an¶al le¶³rtakhoz hasonl¶oan a pontoss¶ag mutat¶ok pozit¶³v
el}ojel}u kÄulÄonbs¶ege azt jelenti, hogy a tan¶³t¶omint¶an magasabb pontoss¶agar¶anyt
sikerÄult el¶erni, mint a tesztmint¶an. A 12. ¶abra alapj¶an elmondhat¶o, hogy
a ,,0", ,,1", ,,2" ¶es ,,4" jel}u tesztmint¶ak eset¶en mindegyik m¶odszer rosszabb
teszteredm¶enyeket szolg¶altatott a tan¶³t¶omint¶akra sz¶am¶³tottn¶al. A tÄobbi teszt-
mint¶an viszont a STAT ¶es TDM+STAT attrib¶utumokon v¶egzett oszt¶alyoz¶as
pontosabbnak (vagy legal¶abb ugyanolyan pontosnak) mutatkozott, mint a
tan¶³t¶omint¶akon v¶egrehajtott. A pontos adatok a FÄuggel¶ekben megtekint-
het}ok.

A fent nyert eredm¶enyek meg¶³t¶el¶es¶ehez seg¶³ts¶eget ny¶ujt, ha felid¶ezzÄuk,
hogy a meg¯gyel¶eseknek kb. 28 sz¶azal¶eka bizonyult hasznosnak a manu¶alis
c¶³mk¶ez¶es ut¶an. Ezt kihaszn¶alva konstru¶alhatunk olyan trivi¶alis modellt,
amely kb. 72%-os tal¶alati ar¶anyt k¶epes el¶erni ¶ugy, hogy minden dokumen-
tum eset¶en a ,,nem hasznos" c¶³mk¶et alkalmazza. Ebben az esetben az Äosszes
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nem hasznos dokumentumot helyesen becsÄuln¶enk, de lemondan¶ank a 28%-nyi
hasznos hozz¶asz¶ol¶as elkÄulÄon¶³t¶es¶er}ol. Az ¶altalunk haszn¶alt modellek kev¶esb¶e
biztosan c¶³mk¶ezik a nem hasznos hozz¶asz¶ol¶asokat, cser¶eben viszont a hasznos
hozz¶asz¶ol¶asok egy jelent}os r¶esz¶et felismerik. A teszteken el¶ert 80-90% kÄozÄotti
pontoss¶ag abb¶ol tev}odik Äossze, hogy egyr¶eszt a trivi¶alis modell ¶altal a hasznos
dokumentumok oszt¶alyoz¶asa kapcs¶an elkÄovetett 28%-nyi hib¶at az ANN ¶es az
SVM 10% al¶a szor¶³totta, m¶asr¶eszt a hib¶asan oszt¶alyozott negat¶³v dokumen-
tumok ar¶anya 0%-r¶ol kb. 5%-ra emelkedett ¶atlagosan.

8 ÄOsszefoglal¶as

CikkÄunkben ismertettÄuk, hogy az irodalomban mik¶ent ¶ertelmezik a term¶e-
kekre vonatkoz¶o internetes hozz¶asz¶ol¶asok hasznoss¶ag¶at, valamint hogy milyen
szÄovegjellemz}okkel modellezik azt. Az irodalmi tapasztalatokat is felhaszn¶al-
va mutattunk be egy mesters¶eges neur¶alis h¶al¶ozatra (ANN) ¶es egy support
vector machine-re (SVM) ¶epÄul}o m¶odszert, amikkel lehet}os¶eg ny¶³lik a hozz¶a-
sz¶ol¶asok hasznoss¶ag¶anak automatikus meg¶allap¶³t¶as¶ara.

A kapott eredm¶enyek azt mutatj¶ak, hogy a TDM attrib¶utumok ment¶en
mind az ANN, mind az SVM szepar¶al¶o m¶odszerek nagy pontoss¶agot (ac-
curacy) k¶epesek el¶erni a tan¶³t¶omint¶an, azonban a fÄuggetlen tesztmint¶akon
sz¶amottev}oen gyeng¶ebb eredm¶enyt produk¶alnak. Ezzel ellent¶etben, a sta-
tisztikai szÄovegjellemz}ok (STAT) seg¶³ts¶eg¶evel v¶egzett oszt¶alyoz¶as eset¶en, a
tesztmint¶an tÄort¶en}o valid¶aci¶o sor¶an m¶eg pontoss¶agjavul¶ast is ki tudtunk mu-
tatni a tan¶³t¶omint¶an el¶ert ¶ert¶ekekhez k¶epest. Az ANN ¶es SVM m¶odszerek
egym¶ashoz hasonl¶o eredm¶enyeket szolg¶altattak, ez¶ert azokat egyform¶an al-
kalmasnak tartjuk a szÄovegoszt¶alyoz¶asi feladat elv¶egz¶es¶ere.

MindekÄozben azt is meg¯gyelhettÄuk, hogy a statisztikai szÄovegjellemz}ok
(STAT) oszt¶alyoz¶asra val¶o alkalmass¶aguk szerint j¶ol meghat¶arozott csopor-
tokba (struktur¶alis, nyelvtani, t¶ajol¶as stb.) rendelhet}ok. Ezek kÄozÄul nyelv-
fÄuggetlen m¶odon egyedÄul a struktur¶alis attrib¶utumok kezelhet}ok, de a tÄobbi
jellemz}o ¶ert¶ek¶enek meghat¶aroz¶as¶ahoz sem alkalmaztunk speci¶alis nyelv¶eszeti
eszkÄozÄoket. Ilyen m¶odszerek felhaszn¶al¶as¶aval bizonyos attrib¶utumok prec¶³zebb
tartalmat kaphatnak, ami jelent}osen jav¶³thatja az oszt¶alyoz¶as pontoss¶ag¶at.

A kidolgozott elj¶ar¶as korl¶atai kÄozÄott els}ok¶ent azt eml¶³thetjÄuk, hogy m¶od-
szerÄunk statikus korpuszon alapul. A korpusz v¶altoz¶asa megkÄovetelheti a
teljes ¶ujrafuttat¶ast, egyes param¶eterek ism¶etelt kalibr¶al¶as¶at. Am¶³g az SVM
eset¶en az attrib¶utumok sorbarendezhet}ok oszt¶alyoz¶o erejÄuk szerint, addig
az alkalmazott mesters¶eges neur¶alis h¶al¶ozat kapcs¶an semmilyen elk¶epzel¶essel
nem rendelkezÄunk a jellemz}ok oszt¶alyoz¶ashoz val¶o hozz¶aj¶arul¶as¶ar¶ol. Ennek
legf}obb oka az, hogy a nem line¶aris topol¶ogia nem t¶amogatja az optim¶alis
param¶eterekb}ol tÄort¶en}o inform¶aci¶okinyer¶est. Tanulm¶anyunk meghat¶aroz¶o r¶e-
sz¶et tette ki az attrib¶utumok kiv¶alaszt¶as¶ara vonatkoz¶o r¶esz, aminek folyamata
teljes m¶ert¶ekben az aktu¶alis korpusz jellemz}oin alapult: az attrib¶utumok op-
tim¶alis r¶eszhalmaz¶anak meghat¶aroz¶as¶ara nem rendelkezÄunk ¶altal¶anos m¶od-
szerrel, ennek kidolgoz¶asa tov¶abbi kutat¶asi ir¶anyt jelÄol ki.
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Tov¶abbi fejleszt¶esi lehet}os¶egk¶ent merÄul fel a hozz¶asz¶ol¶asok gy}ujt¶ese sor¶an
megszerezhet}o metaadatok felhaszn¶al¶asa (p¶eld¶aul szerz}o, tetsz¶es index), de
egy¶eb attrib¶utumokkal is b}ov¶³thet}o a magyar¶az¶o v¶altoz¶ok kÄore. ¶Erdekes k¶er-
d¶esk¶ent merÄul fel a kommentek manu¶alis c¶³mk¶ez¶esi m¶odszer¶enek m¶odos¶³t¶asa,
ugyanis tÄobb megk¶erdezett bevon¶asa lehet}ov¶e tenn¶e a szubjektum szerep¶enek
m¶elyebb vizsg¶alat¶at.

FÄuggel¶ek

A 7. szakaszban bemutatott ¶abr¶akhoz tartoz¶o pontos sz¶amadatok az al¶abbi-
akban olvashat¶ok:

ANN pontoss¶agi ¶ert¶ekek, % SVM pontoss¶agi ¶ert¶ekek, %
STAT TDM TDM+STAT STAT TDM TDM+STAT

Tan¶³t¶ominta
0 89,85 90,35 94,31 87,50 93,94 87,50
1 89,11 90,72 91,58 87,87 93,44 87,87
2 88,12 89,98 91,09 86,39 93,56 86,39
3 87,75 90,72 89,73 85,77 93,56 85,77
4 87,62 89,36 92,70 86,63 93,56 86,63
5 87,13 88,49 92,70 86,26 93,94 86,26
6 87,13 88,86 92,70 86,01 93,81 86,01
7 87,13 87,00 91,21 85,52 93,32 85,52
8 87,13 90,70 93,44 86,39 93,81 86,39
9 84,81 88,15 93,09 85,93 93,83 85,93

Tesztminta
0 74,44 77,78 76,67 74,44 80,00 74,44
1 74,44 81,11 65,56 68,89 72,22 68,89
2 80,00 83,33 87,78 84,44 82,22 84,44
3 93,33 86,67 91,11 91,11 80,00 91,11
4 88,89 85,56 87,78 84,44 87,78 84,44
5 88,89 87,78 85,56 88,89 91,11 88,89
6 90,00 86,67 86,67 90,00 90,00 90,00
7 91,11 85,56 90,00 92,22 91,11 92,22
8 85,56 82,22 86,67 86,67 85,56 86,67
9 93,18 93,18 93,18 92,05 94,32 92,05

KÄulÄonbs¶eg
0 15,41 12,57 17,64 13,06 13,94 13,06
1 14,66 9,61 26,03 18,98 21,22 18,98
2 8,12 6,64 3,31 1,94 11,34 1,94
3 -5,59 4,05 -1,38 -5,34 13,56 -5,34
4 -1,27 3,80 4,92 2,19 5,79 2,19
5 -1,76 0,71 7,14 -2,63 2,82 -2,63
6 -2,87 2,19 6,03 -3,99 3,81 -3,99
7 -3,98 1,45 1,21 -6,70 2,21 -6,70
8 1,57 8,48 6,77 -0,28 8,26 -0,28
9 -8,37 -5,03 -0,10 -6,12 -0,49 -6,12
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ASSESSING THE HELPFULNESS OF ONLINE PRODUCT REVIEWS

WITH SUPERVISED MACHINE LEARNING TECHNIQUES

In recent years Internet became a major source of information for the corporate
marketing function. More and more articles study the opportunities to utilize user-
generated web documents. Concept Extraction (Concept Mining) is a potential
research direction of extracting information from customer reviews on products.
Concept Extraction explores and analyzes customers' opinions on products and
focuses on the content, quality or helpfulness of their reviews. In this paper, ¯rst
we collect and systematize the di®erent approaches of customer review helpfulness,
then we present an Arti¯cial Neural Network (ANN) and a Support Vector Machine
(SVM) supervised learning method based on three di®erent sets of text features to
automatically determine the helpfulness of customer reviews.
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M¶ATRIX-ALAP¶U, STRAT¶EGIAI PROJEKTTERVEZ¶ESI
ELJ¶AR¶ASOK1

KOSZTY¶AN ZSOLT TIBOR
Pannon Egyetem, Kvantitat¶³v M¶odszerek Tansz¶ek

A h¶al¶os projekttervez¶esi elj¶ar¶asok mellett, f}oleg strat¶egiai dÄont¶esek t¶amogat¶a-
s¶ara m¶atrix-alap¶u projekttervez¶esi m¶odszereket is haszn¶alhatunk. Ekkor le-
het}os¶egÄunk van az egyes tev¶ekenys¶egek v¶egrehajt¶as¶anak fontoss¶ag¶at vagy ¶ep-
pen megval¶os¶³t¶asi val¶osz¶³n}us¶eg¶et is jellemezni. Ez¶altal lehet}os¶eg van egy-egy
projektv¶altozat megval¶os¶³t¶asi val¶osz¶³n}us¶eg¶et is meghat¶arozni, illetve a pro-
jektterveket fontoss¶aguk alapj¶an sorrendbe rakni. Itt a legnagyobb kih¶³v¶ast a
lehets¶eges projektv¶altozatok, illetve projektstrukt¶ur¶ak gyors meghat¶aroz¶asa,
kÄulÄonbÄoz}o szempontok szerinti sorrendbe rak¶asa jelenti. Ez a tanulm¶any e
probl¶ema vizsg¶alat¶aval foglalkozik. Gyors elj¶ar¶asokat javaslunk, mellyel sor-
rendbe rakhat¶ok a lehets¶eges projektv¶altozatok megval¶os¶³t¶asi fontoss¶ag, id}o,
kÄolts¶eg- vagy ¶eppen er}oforr¶as-ig¶enyeik szerint. A menedzsment kiv¶alaszthatja,
hogy egy adott kÄolts¶eg-, id}o- ¶es er}oforr¶as-ig¶eny eset¶en mely projektek val¶os¶³t-
hat¶ok meg. Egy ilyen elj¶ar¶as alapja lehet egy projektszak¶ert}oi rendszernek,
amely a projektmenedzsment strat¶egiai dÄont¶eseit seg¶³theti. A tanulm¶any
v¶eg¶en a m¶odszereket gyakorlati p¶eld¶an is teszteljÄuk.

Kulcsszavak: projekttervez¶esi m¶odszerek, strat¶egiai dÄont¶est¶amogat¶as, szak-
¶ert}oi rendszerek.

1 Bevezet¶es

A projekttervez¶es sor¶an leggyakrabban alkalmazott h¶al¶otervez¶esi m¶odszerek
[1,2,3], Gantt-diagramok [4], ciklogramok [5] els}osorban a tervez¶esi folya-
mat operat¶³v f¶azis¶at seg¶³tik [6]. Egy projektterv eset¶en k¶epesek vagyunk e
m¶odszerekkel ¶es az ezekre ¶epÄul}o kÄolts¶eg- ¶es er}oforr¶as-tervez¶esi elj¶ar¶asokkal [7]
meghat¶arozni a projekt id}otartam¶at, kÄolts¶egig¶eny¶et, er}oforr¶as-szÄuks¶eglet¶et.
Azonban olyan k¶erd¶esek megv¶alaszol¶as¶aban, ahol dÄontenÄunk kell, mely te-
v¶ekenys¶eget, r¶eszprojektet val¶os¶³tjuk meg, milyen sorrendben v¶egezzÄuk el a
tev¶ekenys¶egeket, ha arra tÄobb m¶od is k¶³n¶alkozik, m¶ar nem adnak seg¶³ts¶eget
ezek az elj¶ar¶asok. Ebben az esetben m¶atrixos projekttervez¶esi m¶odszereket
[8,9] alkalmazhatunk. Ekkor azonban a legnagyobb probl¶em¶at a lehets¶eges
projekttervek meghat¶aroz¶asa illetve azok valamilyen szempont szerinti ren-
dez¶ese, rangsorol¶asa jelenti. Mindezid¶aig a legtÄobb probl¶em¶ara nem l¶etezett
gyors egzakt megold¶as. A most kÄovetkez}o tanulm¶anyban olyan m¶odszereket
mutatok be, melyekkel lehet}os¶eg van a legrÄovidebb, legkev¶esb¶e kÄolts¶eges, vagy

1Be¶erkezett: 2013. m¶arcius 20. E-mail: kzst@gtk.uni-pannon.hu.



66 Koszty¶an Zsolt Tibor

¶eppen a legfontosabb projektv¶altozat kiv¶alaszt¶as¶ara. A m¶odszer alkalmaz¶asa
sor¶an ¯gyelembe vesszÄuk a fel¶all¶³tott kÄolts¶eg-, id}o- ¶es er}oforr¶askorl¶atokat is.

2 Irodalmi ¶attekint¶es { m¶atrixos ¶es h¶al¶os ter-
vez¶esi elj¶ar¶asok Äosszehasonl¶³t¶asa

A h¶al¶otervez¶esi m¶odszerek mellett els}osorban term¶ekfejleszt¶esi [10] ¶es szoftver-
fejleszt¶esi [11] projektek kezel¶es¶en¶el egy m¶asik elj¶ar¶as-csal¶ad is el}ot¶erbe kerÄult,
amelyeket Äosszefoglal¶oan m¶atrixos tervez¶esi elj¶ar¶asoknak nevezÄunk.

Mivel a projekth¶al¶okat reprezent¶al¶o gr¶afokhoz megadhat¶ok a gr¶afok szom-
sz¶eds¶agi m¶atrixa, els}o r¶an¶ez¶esre azt gondolhatn¶ank, hogy a tekintett elj¶ar¶asok
csak a megjelen¶³t¶esben kÄulÄonbÄoznek a h¶al¶otervez¶esi elj¶ar¶asokt¶ol. Ugyanak-
kor a megjelen¶³t¶esen k¶³vÄul a k¶et m¶odszertant az is megkÄulÄonbÄozteti, hogy a
kifejlesztett algoritmusok a h¶al¶on vagy a m¶atrixon v¶egzik-e a m}uveleteket.

A m¶atrixos megjelen¶³t¶es eset¶en a sorokban ¶es az oszlopokban a tev¶ekeny-
s¶egek, a cell¶akban pedig a tev¶ekenys¶egek kÄozÄotti kapcsolatok jelennek meg.
A m¶atrixos m¶odszerek els}o v¶altozataiban, melyet Design Structure Matrix-
nak, illetve Dependency Structure Matrix-nak (vagy rÄoviden csak DSM-nek)
neveztek [10,12] m¶eg a tev¶ekenys¶egek kÄozÄotti kapcsolatokat szigor¶u r¶akÄovet-
kez¶esi rel¶aci¶onak tekintett¶ek. Ugyanakkor az elj¶ar¶asok ¶ujra kiemelten fog-
lalkoztak a kÄorfolyamatok ¯gyelembev¶etel¶evel, amik fokozatosan kikerÄultek
a hagyom¶anyos projekttervez¶esi m¶odszertanok l¶at¶okÄor¶eb}ol. A DSM-m¶odszer
legegyszer}ubb v¶altozata is m¶ar 3 alapkapcsolatot kezel a tev¶ekenys¶egek kÄozÄott.
Ezek a soros kapcsolatok, p¶arhuzamos kapcsolatok, illetve az iterat¶³v kapcso-
latok. B¶ar az iterat¶³v kapcsolatokkal, kÄorfolyamatokkal m¶ar egy 1966-ban
k¶eszÄult tanulm¶anyban [13] foglalkoztak, ezek az elj¶ar¶asok a projektmenedzs-
ment eszkÄozt¶ar¶aba m¶egsem ¶epÄultek be szervesen, pedig mind a term¶ekfejlesz-
t¶esi, mind a karbantart¶asi, mind pedig a szoftverfejleszt¶esi projektek eset¶en
id}or}ol-id}ore vissza kell t¶erni egy kor¶abbi f¶azisra.

Ezzel szemben a m¶atrixalap¶u megkÄozel¶³t¶es az iterat¶³v kapcsolatok ¶es a kÄo-
rÄok kezel¶es¶ere kÄulÄonÄos ¯gyelmet szentelt; mind a kÄorÄok megtal¶al¶as¶ara, mind
az esetleges felold¶asukra kÄulÄon tanulm¶anyok k¶eszÄultek (l¶asd pl. Xiao et.
al, 2007 [14] part¶³cion¶al¶o algoritmus¶at, amelyet e tanulm¶any is alkalmaz).
M¶atrix-alap¶u m¶odszereket alkalmaztak Äutemez¶esre [15,16], valamint er}ofor-
r¶as-korl¶atos projektÄutemez¶esi probl¶em¶ak megold¶as¶ara is [17]. A hagyom¶anyos
m¶atrix-alap¶u m¶odszerek h¶atr¶anya azonban, hogy a Steward-f¶ele bin¶aris DSM
csak szigor¶u megel}oz¶esi kapcsolatokat kezel (egy tev¶ekenys¶eg vagy fÄugg, vagy
nem fÄugg m¶as tev¶ekenys¶egt}ol), nem ny¶ujt tov¶abbi inform¶aci¶ot az interakci¶o/
kÄolcsÄonhat¶as/kapcsolat term¶eszet¶er}ol.

K¶es}obbi kutat¶asok [18,19] azonban r¶amutattak, hogy a m¶atrixban nem
csak biztos (determinisztikus) kapcsolatok jelÄol¶es¶ere van m¶od, lehet}os¶eg van
a kapcsolater}oss¶eg m¶ert¶ek¶enek jelÄol¶es¶ere is. Ezt a m¶odszert numerikus DSM-
m¶odszernek (NDSM) nevezik, az ,,X"-ek helyett sz¶amokat, vagy csak a bi-
zonytalans¶ag jelÄol¶ese eset¶en ,,?"-jelet ¶³runk. Az NDSM-m¶odszer alkalmaz¶asa
sor¶an megjelen¶³thetjÄuk k¶et tev¶ekenys¶eg kÄozÄotti fÄugg}os¶eg fok¶at. Ez lehet}ov¶e
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teszi p¶eld¶aul egy visszacsatol¶asi hurok val¶osz¶³n}us¶eg¶enek megjelen¶³t¶es¶et, ez¶altal
priorit¶asok k¶epezhet}ok a fontos iter¶aci¶ok kÄozÄott a folyamat tervez¶es¶eben
(dsmweb.org). Ez a le¶³r¶as tulajdonk¶eppen kapcsolati szinten kezeli a r¶akÄovet-
kez¶esi rel¶aci¶ok kÄozÄotti bizonytalans¶agot. Hogyan lehet a kapcsolatok bizony-
talans¶ag¶at felder¶³teni? E probl¶em¶aval is sz¶amos tanulm¶any foglalkozott: a
tev¶ekenys¶egek fÄugg}os¶egi viszony¶at meghat¶arozhatj¶ak kor¶abbi projekttapasz-
talatok [19], de ak¶ar szak¶ert}oi v¶elem¶enyek is [20]. Ezekkel a terÄuletekkel
r¶eszletesebben a kÄovetkez}o fejezetekben is foglalkozni fogok.

Informatikai ¶es innov¶aci¶os projektek eset¶en nagyon gyakran el}ofordul,
hogy egy tev¶ekenys¶eget ak¶ar egym¶as ut¶an sorosan, vagy ak¶ar p¶arhuzamosan is
v¶egre lehet hajtani. E probl¶ema modellez¶es¶ere alkalmas a szint¶en m¶atrixalap¶u
elj¶ar¶as, melyet sztochasztikus h¶al¶otervez¶esi elj¶ar¶asnak (angolul: Stochastic
Network Planning Method, rÄovid¶³tve: SNPM) neveztek el [9], utalva arra,
hogy eredm¶enyÄul tÄobb projekth¶al¶ot is kaphatunk.

A k¶et elgondol¶as kÄozÄott az a legf}obb kÄulÄonbs¶eg, hogy az SNPM seg¶³ts¶eg¶evel
meg is hat¶arozzuk a lehets¶eges projektstrukt¶ur¶akat. Ha pl. k¶et tev¶ekenys¶eg
sorosan ¶es p¶arhuzamosan is v¶egrehajthat¶o, akkor k¶et lehets¶eges projektstruk-
t¶ur¶at kell tekintenÄunk (az egyik esetben a tev¶ekenys¶egek sorosan, a m¶asikban
p¶arhuzamosan hajt¶odnak v¶egre). A bizonytalan kapcsolatok megval¶os¶³t¶as¶a-
hoz fontoss¶agi, pont- vagy szk¶or¶ert¶eket rendelhetÄunk, illetve a bekÄovetkez¶e-
sÄukhÄoz val¶osz¶³n}us¶egi ¶ert¶ek rendelhet}o. A bizonytalan kapcsolatok pont¶ert¶e-
keib}ol azut¶an a projektstrukt¶ur¶akra vonatkoz¶o pont¶ert¶ekek is sz¶am¶³that¶ok
[9]. A m¶odszer seg¶³ts¶eg¶evel egy sztochasztikus h¶al¶otervb}ol, amelyben tev¶e-
kenys¶egek kÄozÄott bizonytalan kapcsolatok is szerepelhetnek, determinisztikus
projekttervek adhat¶ok meg, amelyeket m¶ar hagyom¶anyos (m¶atrixos ¶es/vagy
h¶al¶os) projekttervez¶esi elj¶ar¶asokkal kezelhetÄunk, ÄutemezhetÄunk, allok¶alha-
tunk.

M¶ar az NDSM-m¶odszern¶el is utaltak arra, hogy a tev¶ekenys¶egek kÄozÄotti
fÄugg}os¶egi fokokat valamif¶elek¶eppen oszt¶alyozz¶ak [19]. A numerikus DSM
¶ert¶ekei a diagon¶alison k¶³vÄuli cell¶akban tÄobbek kÄozÄott a tev¶ekenys¶egek kÄozÄotti
fÄugg}os¶egek relat¶³v fontoss¶ag¶at is reprezent¶alhatj¶ak [18,21]. (ÄUres cella ¶ert¶eke
nulla, amely azt mutatja, hogy a tev¶ekenys¶egek kÄozÄott nincsen fÄugg}os¶eg.)
Ebben a modellben a diagon¶alis ¶ert¶ekek a tev¶ekenys¶eg elv¶egz¶es¶enek idej¶et
mutathatj¶ak.

Az SNPM-m¶odszerben is 0-val vagy Äures cell¶aval jelÄolhetjÄuk, ha k¶et te-
v¶ekenys¶eg kÄozÄott nincs fÄugg}os¶eg. 1-essel, ha k¶et tev¶ekenys¶eg kÄozÄott biztos
r¶akÄovetkez¶esi rel¶aci¶o van. Ha k¶et tev¶ekenys¶eg kÄozÄott a kapcsolat er}oss¶ege 0
¶es 1 kÄozÄott van, akkor azt mondjuk, hogy a tev¶ekenys¶egek kÄozÄott bizonytalan
kapcsolat ¶all fent.

Val¶osz¶³n}us¶egk¶ent akkor kezelhetjÄuk a tev¶ekenys¶egek kÄozÄotti kapcsolatot,
ha a lehets¶eges (kor¶abban m¶ar hasonl¶o projektekn¶el megval¶os¶³tott) techno-
l¶ogiai sorrendekre vonatkoz¶oan rendelkez¶esÄunkre ¶all valamilyen a priori in-
form¶aci¶o (ebben az esetben objekt¶³v val¶osz¶³n}us¶egekr}ol besz¶elhetÄunk), illetve
esetlegesen tÄobb szak¶ert}oi v¶elem¶eny alapj¶an alak¶³tottuk ki a lehets¶eges tech-
nol¶ogiai kapcsolatokat (ebben az esetben szubjekt¶³v val¶osz¶³n}us¶egekkel dolgo-
zunk).
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Ha nem a val¶osz¶³n}us¶egi le¶³r¶as mellett dÄontÄunk, akkor is besz¶elhetÄunk a
tev¶ekenys¶egek kÄozÄotti kapcsolat fÄugg}os¶egi fok¶ar¶ol, amelyet a kapcsolat er}os-
s¶eg¶enek is nevezÄunk. A ¶es B tev¶ekenys¶eg kÄozÄotti fÄugg}os¶egi fok megmutatja,
hogy mennyire fontos, hogy A tev¶ekenys¶eget B kÄovesse.

A kapcsolat er}oss¶ege ¶es/vagy val¶osz¶³n}us¶ege 0 ¶es 1 kÄozÄott b¶armilyen ¶ert¶eket
felvehet. B¶ar a bemutatand¶o m¶odszer szempontj¶ab¶ol hasonl¶ok¶eppen kezel-
het}ok azok a m¶atrixok, amelyekn¶el a diagon¶alison k¶³vÄuli 0 ¶es 1 kÄozÄotti sz¶amok
a kapcsolatok val¶osz¶³n}us¶eg¶et, illetve a kapcsolat er}oss¶eg¶et jelÄolik, mivel tar-
talmilag m¶ast jelentenek, megkÄulÄonbÄoztetjÄuk ezt a k¶et esetet egym¶ast¶ol ¶es
m¶ask¶eppen is jelÄoljÄuk majd }oket.

Az SNPM-m¶odszer tov¶abbfejlesztett v¶altozat¶aban, mely a projekt szak-
¶ert}oi m¶atrix (angolul: Project Expert Matrix, rÄovid¶³tve: PEM) nevet kapta
[11,22], m¶ar nem csak a tev¶ekenys¶egek kÄozÄotti kapcsolatok lehetnek bizony-
talanok, sztochasztikusak, hanem a projektben v¶egrehajtand¶o tev¶ekenys¶egek
el}ofordul¶asa is.

Ekkor is meghat¶arozhat¶ok a lehets¶eges projekttervek, csak ekkor k¶et l¶e-
p¶esben (l¶asd r¶eszletesen: [11]): Els}o l¶ep¶esben meg kell hat¶arozni, hogy mely
tev¶ekenys¶egeket hajtjuk v¶egre. Ezek lesznek az ¶un. projektv¶altozatok , ahol
a tev¶ekenys¶egek megval¶os¶³t¶as¶anak bizonytalans¶aga azt jelenti, hogy dÄonthet
¶ugy a projektvezet¶es, hogy a tev¶ekenys¶eget megval¶os¶³tja, illetve ¶ugy is, hogy
a tev¶ekenys¶egeket (kapcsolataikkal egyÄutt) elhagyja a projekttervb}ol. A pro-
jektv¶altozatok meghat¶aroz¶asa ut¶an m¶asodik l¶ep¶esk¶ent SNPM-m¶odszer seg¶³t-
s¶eg¶evel m¶ar meghat¶arozhat¶ok a lehets¶eges projekttervek. A k¶et l¶ep¶es ut¶an
determinisztikus projektterveket kapunk, amelyek m¶ar hagyom¶anyos projekt-
tervez}o eszkÄozÄokkel kezelhet}ok. A k¶et l¶ep¶es lehetne egy szak¶ert}oi modul r¶esze,
amennyiben l¶etezne egy gyors algoritmus, amely egy ilyen szak¶ert}oi m¶atrixb¶ol
meghat¶arozza a peremfelt¶eteleknek megfelel}o (adott id}o-, kÄolts¶eg- ¶es er}ofor-
r¶as-ig¶enyeket nem t¶ull¶ep}o) projekttervek kÄozÄul valamilyen szempont { pl. be-
kÄovetkez¶esi val¶osz¶³n}us¶eg/megval¶os¶³t¶asi fontoss¶ag, ¶atfut¶asi id}o, kÄolts¶eg- ¶es er}o-
forr¶asig¶enyek { szerinti sorrendben legjobbnak ¶ert¶ekelt projektv¶altozatokat.
E tanulm¶any pontosan ilyen keretalgoritmust mutat be.

Nagysz¶am¶u projektv¶altozat ¶es projektstrukt¶ura eset¶en hagyom¶anyos h¶a-
l¶otervez¶esi elj¶ar¶asokkal a fenti probl¶ema nehezen kezelhet}o, hiszen az ¶abr¶a-
zol¶ashoz vagy meg kell hat¶arozni az Äosszes lehets¶eges v¶altozatot, melyeket
megfelel}o oper¶atorokkal kell Äosszekapcsolni (l¶asd: GERT=(Graphical Eval-
uation and Review Technique) m¶odszer [13]), vagy be kell ¶ernÄunk a logikai
tervez¶essel, ahol szaggatott vonallal tudjuk jelezni a tev¶ekenys¶egek bizonyta-
lans¶ag¶at (PEG=Project Expert Graph [11]), illetve a tev¶ekenys¶egek kÄozÄotti
bizonytalan kapcsolatokat, de Äutemezni nem tudunk a h¶al¶on.

Ugyanakkor m¶atrixos m¶odszerekkel is kih¶³v¶ast jelentett a lehets¶eges pro-
jektv¶altozatok ¶es az ezen belÄul lehets¶eges projektstrukt¶ur¶ak nagy sz¶am¶anak
kezel¶ese. A kor¶abban bemutatott PEM- [24] ¶es SNPM-m¶odszerek [9] csak az
Äosszes lehets¶eges projektv¶altozatot, illetve projektstrukt¶ur¶at adt¶ak meg, mely
sok bizonytalan tev¶ekenys¶eg, illetve kapcsolat eset¶en nagyon sok lehets¶eges
projekttervet eredm¶enyez. TegyÄuk fel p¶eld¶aul, hogy t darab bizonytalan tev¶e-
kenys¶eg van a projekt szak¶ert}oi m¶atrixban. Att¶ol fÄugg}oen, hogy e tev¶ekeny-
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s¶egeket megval¶os¶³tjuk, vagy elhagyjuk, Äosszesen 2t lehets¶eges projektv¶altozat
l¶etezik. Ami m¶ar Äonmag¶aban is nagy sz¶am, ugyanakkor a lehets¶eges pro-
jektv¶altozatokon belÄul m¶eg projektstrukt¶ur¶akat is tekintenÄunk kell, amely k
bizonytalan kapcsolat eset¶en szint¶en 2k lehets¶eges projektstrukt¶ur¶at eredm¶e-
nyez. Sok¶aig rem¶enytelennek t}unt, hogy a nagysz¶am¶u projektv¶altozatokat,
projektstrukt¶ur¶akat adott szempontok szerint (id}o-, kÄolts¶eg-, er}oforr¶asszÄuk-
s¶eglet, fontoss¶ag stb.) sorrendbe tudjuk rakni. Ez¶ert legtÄobb esetben gene-
tikus algoritmusok seg¶³ts¶eg¶evel lehetett adott c¶elfÄuggv¶enynek megfelel}o meg-
old¶asokat keresni [23,24,25].

Egyetlen esetben tudtunk eddig egzakt, moh¶o algoritmust adni a fenti
probl¶em¶ara, nevezetesen, amikor a c¶el a legval¶osz¶³n}ubb projektterv megtal¶a-
l¶asa volt. A [11] tanulm¶anyban bemutatott APS (Agile Project Scheduling)
m¶odszer azonban nem volt alkalmazhat¶o m¶as c¶elfÄuggv¶enyek (pl. lehet}o legki-
sebb ¶atfut¶asi id}o, legkisebb projektkÄolts¶eg, legkisebb er}oforr¶as-ig¶eny stb.) al-
kalmaz¶asa eset¶en. Ad¶os maradt tov¶abb¶a a kÄorfolyamatok kezel¶es¶evel. Ebben
a tanulm¶anyban egy keretalgoritmust olvashatunk, ahol tÄobbfajta c¶elfÄuggv¶eny
(pl. legval¶osz¶³n}ubb/legfontosabb, legkisebb kÄolts¶eg}u/¶atfut¶asi idej}u/er}oforr¶as-
ig¶eny}u projektterv megtal¶al¶asa) ¶es korl¶atoz¶o felt¶etel (pl. id}o/kÄolts¶eg/er}ofor-
r¶as-korl¶at) is megadhat¶o. Kezelhet}ok ¶es feloldhat¶ok a kÄorfolyamatok. ¶Igy az
itt bemutatott m¶odszerek alapj¶at k¶epezhetik egy projektszak¶ert}oi rendszer-
nek.

3 Lehets¶eges projekttervek rendez¶ese

Miel}ott kiv¶alasztan¶ank egy adott c¶elfÄuggv¶eny szerinti legjobb megold¶ast,
a lehets¶eges projektv¶altozatokat, illetve projektstrukt¶ur¶akat megval¶os¶³t¶asi
val¶osz¶³n}us¶egÄuk, fontoss¶aguk, ¶atfut¶asi idejÄuk, kÄolts¶eg- ¶es er}oforr¶as-ig¶enyeik
alapj¶an pontoznunk kell. Ezeket az ¶ert¶ekeket fogjuk a tov¶abbiakban egyÄutte-
sen szk¶oroknak, vagy pont¶ert¶ekeknek nevezni. A kÄovetkez}o alfejezetben azt
fogom bemutatni, hogy hogyan lehet ezeket az ¶ert¶ekeket kisz¶am¶³tani, majd
ezut¶an megmutatom, hogy a pont¶ert¶ekeket felhaszn¶alva hogyan lehet meg-
tal¶alni egy adott c¶elfÄuggv¶enyre n¶ezve, adott korl¶atokat nem t¶ull¶ep}o legjobb
megold¶ast.

3.1 Projektv¶altozatok, projektstrukt¶ur¶ak jellemz¶ese

A pont¶ert¶ekek meg¶allap¶³t¶as¶an¶al kulcsfontoss¶ag¶u lesz a bizonytalan tev¶ekeny-
s¶eg-el}ofordul¶asok, illetve a bizonytalan kapcsolatok kezel¶ese. N¶egyfajta pont-
¶ert¶eket fogunk tekinteni. Ezekkel fogjuk tudni jellemezni a

1. Projektv¶altozat/projektstrukt¶ura bizonytalans¶ag¶at

a. El}ofordul¶asi val¶osz¶³n}us¶eg¶et

b. Megval¶os¶³t¶asi fontoss¶ag¶at

2. Projektv¶altozat/projektstrukt¶ura id}oig¶eny¶et
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3. Projektv¶altozat/projektstrukt¶ura er}oforr¶as-ig¶enyeit

4. Projektv¶altozat kÄolts¶egig¶eny¶et

3.1.1 Bizonytalans¶ag kezel¶ese

Ahogyan azt kor¶abban l¶athattuk, a projektszak¶ert}oi m¶atrixban bizonytalan-
k¶ent tekinthetjÄuk ak¶ar a tev¶ekenys¶egek el}ofordul¶as¶at, ak¶ar a tev¶ekenys¶egek
kapcsolat¶at is. A bizonytalans¶agot jellemezhetjÄuk kor¶abbi tapasztalatok alap-
j¶an val¶osz¶³n}us¶egekkel, de ak¶ar megval¶os¶³t¶asi fontoss¶agokkal is. El}oszÄor felt¶e-
telezzÄuk, hogy kor¶abbi tapasztalatok alapj¶an ezek a bizonytalans¶agok val¶osz¶³-
n}us¶egekk¶ent jellemezhet}ok. Ekkor felt¶etelezhet}o, hogy egy i-edik tev¶ekenys¶eg
megval¶os¶³t¶asi val¶osz¶³n}us¶ege Pi-vel jellemezhet}o. Ekkor annak val¶osz¶³n}us¶ege,
hogy i-edik tev¶ekenys¶eg nem val¶osul meg, 1¡Pi. (Itt az egys¶egess¶eg ¶erdek¶eben
a projektv¶altozatokra vonatkoz¶o ¶ert¶ekeket mindig nagy, m¶³g a projektstruk-
t¶ur¶akra vonatkoz¶o ¶ert¶ekeket (pl. val¶osz¶³n}us¶eg, fontoss¶ag, ¶atfut¶asi id}o stb.)
mindig kis bet}uvel jelÄoljÄuk.) Ha felt¶etelezzÄuk, hogy a tev¶ekenys¶egek meg-
val¶osul¶asi val¶osz¶³n}us¶ege egym¶ast¶ol fÄuggetlen, akkor egy t tev¶ekenys¶eget tar-
talmaz¶o projektv¶altozat megval¶osul¶asi val¶osz¶³n}us¶ege: P =

Qt
i=1 Ti, ahol

Ti = Pi, ha i-edik tev¶ekenys¶eget megval¶os¶³tjuk, ¶es Ti = Qi = 1¡Pi, ha i-edik
tev¶ekenys¶eget elhagyjuk a projektb}ol. Ugyan¶³gy meghat¶arozhat¶ok a projekt-
strukt¶ur¶ak megval¶osul¶asi val¶osz¶³n}us¶ege is. Ha ugyanis egy i ! j tev¶ekenys¶eg
kÄozÄotti rel¶aci¶o val¶osz¶³n}us¶eg¶et pi!j-vel jellemezzÄuk, akkor 1 ¡ pi!j -vel jelle-
mezhetjÄuk annak val¶osz¶³n}us¶eg¶et, hogy a k¶et tev¶ekenys¶eg kÄozÄott nincs kapcso-
lat. A k¶et tev¶ekenys¶eg eset¶en ez azt jelenti, hogy a k¶et tev¶ekenys¶eg sorosan,
vagy p¶arhuzamosan hajt¶odik v¶egre.

A lehets¶eges projektstrukt¶ur¶ak birtok¶aban a menedzsment dÄonthet arr¶ol,
hogy a tev¶ekenys¶egeket sorosan vagy p¶arhuzamosan val¶os¶³tsa meg. Soros v¶eg-
rehajt¶as eset¶en kevesebb lesz az ¶atlagos er}oforr¶asig¶enyÄunk, viszont a projekt
id}otartama hosszabb lesz, mint a p¶arhuzamos v¶egrehajt¶as eset¶en.

A kapcsolatokat ezek alapj¶an k¶et csoportra oszthatjuk: biztos (determi-
nisztikus, kÄotelez}o) kapcsolatokra, illetve bizonytalan (sztochasztikus, nem
kÄotelez}o) kapcsolatokra.

Le kell azonban szÄogezni, hogy a m¶atrixos tervez¶es sor¶an nem csup¶an egy
m¶asikfajta ¶abr¶azol¶asr¶ol van sz¶o. A kapcsolatoknak ¶ert¶eket adva a lehets¶eges
projektstrukt¶ur¶ak sorrendbe rakhat¶ok. TegyÄuk fel, hogy ebben a p¶eld¶aban a
kapcsolatokhoz rendelt ¶ert¶ekek val¶osz¶³n}us¶egek lesznek. Ekkor teljesÄul, hogy
annak a val¶osz¶³n}us¶ege, hogy A tev¶ekenys¶eget B kÄovet, pA!B , akkor annak
a val¶osz¶³n}us¶ege, hogy A ¶es B kÄozÄott nincs r¶akÄovetkez¶esi rel¶aci¶o, 1 ¡ pA!B.

Ha a rel¶aci¶okhoz rendelhet}o val¶osz¶³n}us¶eg, akkor meghat¶arozhat¶o a pro-
jektstrukt¶ura val¶osz¶³n}us¶ege is, amely a bizonytalan rel¶aci¶ok megval¶os¶³t¶as¶anak
¶es meg nem val¶os¶³t¶as¶anak szorzata lesz.

Ha a kapcsolat er}oss¶ege nem val¶osz¶³n}us¶eget, hanem a kapcsolat, mint
el}o¶³r¶as fontoss¶ag¶at jelÄoli, akkor a projektstrukt¶ura fontoss¶ag¶anak, mint a kap-
csolater}oss¶egek fontoss¶againak Äosszeg¶et lehet tekinteni.

Mivel nem mindegy, hogy h¶any kapcsolater}oss¶eget adunk/szorzunk Äossze,
¶³gy ¶ertelmezhet}o a projektstrukt¶ura ¶atlagos pont¶ert¶eke, illetve korrig¶alt ¶atla-
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gos pont¶ert¶eke. A projektstrukt¶ura ¶atlagos pont¶ert¶eke

² kisz¶am¶³that¶o a kapcsolatok pont¶ert¶ekeinek geometriai ¶atlag¶ab¶ol, ha a
kapcsolatok ¯gyelembe v¶etel¶et/elhagy¶as¶at jellemz}o pont¶ert¶ekek val¶osz¶³-
n}us¶egekk¶ent ¶ertelmezhet}ok (jelÄol¶ese: p);

² kisz¶am¶³that¶o a kapcsolatok pont¶ert¶ekeinek sz¶amtani ¶atlag¶ab¶ol, ha a
kapcsolatok ¯gyelembe v¶etel¶et/elhagy¶as¶at jellemz}o pont¶ert¶ekek fontos-
s¶agk¶ent ¶ertelmezhet}ok (jelÄol¶ese: ½).

TekintsÄuk az al¶abbi p¶eld¶at (1. t¶abl¶azat), ahol A, B ¶es C tev¶ekenys¶eget
val¶os¶³thatunk meg. Legyen A tev¶ekenys¶eg id}otartama 5 h¶onap, B tev¶ekenys¶eg¶e
4 h¶onap, m¶³g C tev¶ekenys¶eg¶e 3 h¶onap. TegyÄuk fel, hogy a kapcsolatok
kÄozÄotti pont¶ert¶ekek val¶osz¶³n}us¶egekk¶ent ¶ertelmezhet}oek. Sz¶am¶³tsuk ki a pro-
jektstrukt¶ura el}ofordul¶asi val¶osz¶³n}us¶eg¶et (p) ¶es ¶atlagos pont¶ert¶ek¶et (p)!

1. t¶abl¶azat. 3 bizonytalan kapcsolatot tartalmaz¶o SNPM-m¶atrix ki¶ert¶ekel¶ese

 

SNPM Reprezentációs gráf DSM Projektstruktúra p  TPT 
� A B C 
A  X X 
B    
C     

0,504 0,796 9 

 

� A B C 
A   X 
B    
C    

 

0,216 0,600 8 

 

� A B C 
A  X  
B    
C    

 

0,126 0,501 9 

 

� A B C 
A  X X 
B   X 
C    

 

0,056 0,383 12 

 

� A B C 
A    
B    
C    

 

0,054 0,378 5 

 

� A B C 
A   X 
B   X 
C    

 

0,024 0,288 8 

� A B C 
A  X  
B   X 
C    

 
0,014 0,241 12 

 

� A B C 
A  0,7 0,8 
B   0,1 
C    

 

 

� A B C 
A    
B   X 
C    

 

0,006 0,182 7 
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A projektstrukt¶ura val¶osz¶³n}us¶ege a bizonytalan kapcsolatok val¶osz¶³n}us¶e-
geinek szorzata lesz. Az els}o projektstrukt¶ura eset¶en ez az ¶ert¶ek:

p1 = pA!B ¤ pA!C ¤ (1 ¡ pB!C) = 0;7 ¤ 0;8 ¤ (1 ¡ 0;1) = 0;504 ;

hiszen A ¶es B, valamint A ¶es C tev¶ekenys¶egek kÄozÄotti rel¶aci¶ok val¶osz¶³n}us¶ege
0,7, illetve 0,8; B ¶es C tev¶ekenys¶eg kÄozÄotti rel¶aci¶o elhagy¶as¶anak val¶osz¶³n}us¶ege
pedig 1 ¡ 0;1. Kisz¶am¶³tva valamennyi projektstrukt¶ura val¶osz¶³n}us¶eg¶et ¶es
ezeket Äosszeadva 1-et kapunk, hiszen az Äosszes lehets¶eges projektstrukt¶ura
teljes esem¶enyrendszert alkot. (Az egyes projektstrukt¶ur¶ak egym¶ast kiz¶arj¶ak,
¶es val¶osz¶³n}us¶egÄuk Äosszege a biztos esem¶eny val¶osz¶³n}us¶eg¶et adja meg.)

A projektstrukt¶ura ¶atlagos pont¶ert¶eke megegyezik a korrig¶alt pont¶ert¶ek-
kel, hiszen ebben a p¶eld¶aban minden kapcsolatot bizonytalannak tekintet-
tÄunk.

¶Erdemes megjegyezni, hogy amennyiben valamennyi kapcsolat megval¶o-
sul¶as¶ahoz (p) / elhagy¶as¶ahoz (q = 1 ¡ p) 0 ¶es 1 kÄozÄotti sz¶amokat rendelÄunk,
valamint a projektstrukt¶ura pont¶ert¶eke jellemezhet}o a bizonytalan kapcsola-
tok pont¶ert¶ekeinek szorzatak¶ent, akkor a fentiek szerint meghat¶arozott pro-
jektstrukt¶ura ¶ert¶ekek Äosszege 1-et fog adni m¶eg akkor is, ha ezek a sz¶amok
nem ¶ertelmezhet}ok val¶osz¶³n}us¶egekk¶ent.

A bizonytalan kapcsolatok, illetve bizonytalan tev¶ekenys¶eg-el}ofordul¶asok
felhaszn¶al¶as¶aval a projektszak¶ert}oi m¶atrix ki¶ert¶ekel¶ese sor¶an fels}o/als¶o becs-
l¶est lehet adni a projektv¶altozatokhoz, projektstrukt¶ur¶akhoz tartoz¶o pont¶er-
t¶ekekhez. Ehhez nem kell m¶ast tennÄunk, mint a dÄont¶esÄunk eredm¶enyek¶ent
(mely szerint vagy v¶egrehajtunk, vagy elhagyunk egy tev¶ekenys¶eget, illetve
vagy ¯gyelembe veszÄunk, vagy elhagyunk k¶et tev¶ekenys¶eg kÄozÄotti kapcsola-
tot) kaphat¶o pont¶ert¶ek kÄozÄul mindig a maxim¶alisat/minim¶alisat tekintjÄuk,
akkor az ¶³gy k¶epzett pont¶ert¶ek ¶eles fels}o, illetve als¶o becsl¶ese lesz a meg-
val¶os¶³that¶o projektv¶altozatok/projektstrukt¶ur¶ak pont¶ert¶ekeinek. Az ¶eles sz¶o
itt azt jelenti, hogy a fels}o ¶es als¶o becsl¶eshez tartoz¶o pont¶ert¶ek konkr¶et
projektv¶altozathoz kÄot}odik. P¶eldak¶ent tekintsÄuk az 1. t¶abl¶azatban szerepl}o
SNPM m¶atrixot. Legyen p := SNPM; q := 1 ¡ SNPM 3£3-as m¶atrixok.
Ekkor a projektstrukt¶ura pont¶ert¶ek¶enek (ami jelen esetben a projektstrukt¶ura
megval¶osul¶asi val¶osz¶³n}us¶ege, ha a cell¶akban szerepl}o ¶ert¶ekek a kapcsolatok
megval¶osul¶asi val¶osz¶³n}us¶eg¶et jelÄolik ¶es ezek az ¶ert¶ekek fÄuggetlenek egym¶ast¶ol)
maxim¶alis ¶ert¶eke: maxs = 0;7 ¤ 0;8 ¤ 0;9 = 0;504, amihez az 1. t¶abl¶azatban
szerepl}o els}o projektstrukt¶ura tartozik; m¶³g a projektstrukt¶ur¶akhoz tartoz¶o
minim¶alis pont¶ert¶ek: mins = 0;3¤0;2¤0;1 = 0;006, ami pont az 1. t¶abl¶azatban
szerepl}o utols¶o projektstrukt¶ura lesz. Ez a felismer¶es egy ki¶ert¶ekel¶es sor¶an
kulcsfontoss¶ag¶u lesz, hiszen ha pl. egy kapcsolat el}o¶³r¶as¶ar¶ol, vagy elhagy¶as¶ar¶ol
dÄontÄunk, akkor azt a pont¶ert¶eket ¯xnek tekintve, a m¶eg bizonytalan kapcso-
latokat ¯gyelembe v¶eve, sz¶amolhat¶o egy el¶erhet}o maxim¶alis ¶es egy minim¶alis
pont¶ert¶ek.
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1. ¶abra. Lehets¶eges projektstrukt¶ur¶ak meghat¶aroz¶asa (a ki¶ert¶ekelt bizonytalan
kapcsolatot, ha elhagyjuk, Äures cell¶aval, ha el}o¶³rjuk, ,,X"-szel jelÄoljÄuk)

A kapcsolatok el}o¶³r¶as¶ar¶ol, elhagy¶as¶ar¶ol hozott dÄont¶esek az 1. ¶abra szerint
dÄont¶esi f¶aba rendezhet}ok. Ez a dÄont¶esi fa bin¶aris. Pontosan k¶et dÄont¶est hoz-
hatunk egy kapcsolatr¶ol: vagy el}o¶³rjuk a kapcsolatot k¶et tev¶ekenys¶eg kÄozÄott,
vagy elhagyjuk. A dÄont¶es ut¶an ezen m¶ar nem v¶altoztatunk, ¶³gy a kapcso-
lati pont¶ert¶ekeket a projektstrukt¶ur¶ara vonatkoz¶o pont¶ert¶ekek sz¶am¶³t¶as¶an¶al
m¶ar ¯x ¶ert¶eknek tekintjÄuk. A projektstrukt¶ur¶ara vonatkoz¶o pont¶ert¶ekeket
az al¶abbiak szerint sz¶amoljuk. Legyen adott egy n £ n-es SNPM -m¶atrix,
melynek diagon¶alison k¶³vÄuli elemei 0 ¶es 1 kÄozÄotti ¶ert¶ekek lehetnek, ahol
1 a biztos kapcsolatot jelenti k¶et tev¶ekenys¶eg kÄozÄott. 0 jelenti, hogy k¶et
tev¶ekenys¶eg kÄozÄott nincs r¶akÄovetkez¶esi rel¶aci¶o. 0 ¶es 1 kÄozÄotti tetsz}oleges
sz¶am pedig azt jelenti, hogy k¶et tev¶ekenys¶eg kÄozÄotti kapcsolat bizonytalan.
Legyen p, q szint¶en n £ n-es m¶atrixok, ahol p a kapcsolatok el}o¶³r¶as¶anak, q
pedig elhagy¶as¶anak pont¶ert¶ek¶et jelÄoli. (Ha a p a kapcsolatok el}ofordul¶as¶anak
val¶osz¶³n}us¶egeit tartalmaz¶o m¶atrix, akkor q = 1¡p, ahol 1 is n£n-es, 1-eseket
tartalmaz¶o m¶atrix.)

Ha a kapcsolati pont¶ert¶ekek val¶osz¶³n}us¶egekk¶ent ¶ertelmezhet}ok:

maxscore(SNPM;p;q) =
Y

i=1...n;j=1...n
p(i;j)2(0;1)

8
<
:

p(i; j); ha SNPM(i; j) = 1
q(i; j); ha SNPM(i; j) = 0
maxfp(i; j);q(i; j)g; kÄulÄonben.

(1)

 

 



74 Koszty¶an Zsolt Tibor

Ha a kapcsolati pont¶ert¶ekek fontoss¶agk¶ent ¶ertelmezhet}ok:

maxscore(SNPM;p;q) =
X

i=1...n;j=1...n
p(i;j)2(0;1)

8
<
:

p(i; j); ha SNPM(i; j) = 1
q(i; j); ha SNPM(i; j) = 0
maxfp(i; j);q(i; j)g; kÄulÄonben.

(2)

Ugyan¶³gy az als¶o becsl¶est megad¶o minscore fÄuggv¶enyt is megadhatjuk.
Ha a kapcsolati pont¶ert¶ekek val¶osz¶³n}us¶egekk¶ent ¶ertelmezhet}ok:

minscore(SNPM;p;q) =
Y

i=1...n;j=1...n
p(i;j)2(0;1)

8
<
:

p(i; j); ha SNPM(i; j) = 1
q(i; j); ha SNPM(i; j) = 0
minfp(i; j);q(i; j)g; kÄulÄonben.

(3)

Ha a kapcsolati pont¶ert¶ekek fontoss¶agk¶ent ¶ertelmezhet}ok:

minscore(SNPM;p;q) =
X

i=1...n;j=1...n
p(i;j)2(0;1)

8
<
:

p(i; j); ha SNPM(i; j) = 1
q(i; j); ha SNPM(i; j) = 0
minfp(i; j);q(i; j)g; kÄulÄonben.

(4)

Mivel a

mins = minscore(SNPM;p;q) ;

maxs = maxscore(SNPM;p;q)

fÄuggv¶enyek (¶eles) als¶o/fels}o becsl¶es¶et adj¶ak a projektstrukt¶ur¶ak pont¶ert¶ekei-
nek, ¶³gy ezek felhaszn¶alhat¶ok megfelel}o korl¶atoz¶o ¶es sz¶etv¶alaszt¶o algoritmus-
ban. A ki¶ert¶ekel¶es sor¶an kapott (bin¶aris) dÄont¶esi fa tetej¶en l¶ev}o maxs ¶ert¶ek
lesz a lehet}o legnagyobb el¶erhet}o pont¶ert¶ek. A m¶asodik legnagyobb ¶ert¶ek leg-
feljebb a kÄovetkez}o szinten jelenhet meg. ¶Igy a dÄont¶esi f¶aban a ki¶ert¶ekel¶es so-
r¶an mindig abba az ir¶anyba kell tov¶abbhaladni, ahol ez a maxim¶alis pont¶ert¶ek
szerepel. ¶Igy k bizonytalan kapcsolat eset¶en k l¶ep¶esben meg lehet hat¶arozni
a legnagyobb pont¶ert¶ekkel rendelkez}o projektstrukt¶ur¶at (2. ¶abra). KÄozben a
ki¶ert¶ekel¶es sor¶an a kÄovetkez}o legnagyobb pont¶ert¶ekkel is tal¶alkozunk, amely
legfeljebb a kÄovetkez}o szinten szerepelhet.

Ha elmentjÄuk egy rendezett bu®er halmazba a ki nem ¶ert¶ekelt pont¶ert¶eket,
akkor b¶armilyen sorrendben is ¶ert¶ekeljÄuk ki a kapcsolatokat (b¶armilyen sor-
rendben is dÄontsÄunk r¶oluk, hogy el}o¶³rjuk-e vagy elhagyjuk-e }oket), e halmaz
kÄovetkez}o eleme a kÄovetkez}o legnagyobb pont¶ert¶ekkel rendelkez}o projekt-
strukt¶ura lesz. Ennek oka a bin¶aris dÄont¶esi fa rendezetts¶eg¶eben keresend}o.
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2. ¶abra. Legnagyobb pont¶ert¶ekkel rendelkez}o projektstrukt¶ura megtal¶al¶asa (a bu®er-halmaz
vastaggal szedett elemei a ki¶ert¶ekel¶es sor¶an ¶ujonnan bekerÄult elemek)

A kÄovetkez}o pont¶ert¶ekkel rendelkez}o projektstrukt¶ur¶at tÄobbf¶elek¶eppen is
meghat¶arozhatjuk. Legegyszer}ubb megold¶as, hogy a bu®er-halmazban elt¶a-
rolt kÄovetkez}o pont¶ert¶ekkel rendelkez}o elemet keressÄuk. Felhaszn¶aljuk, hogy
azt az ¶agat nem kell ki¶ert¶ekelnÄunk, ahol a minscore fÄuggv¶eny ¶ert¶eke a kere-
send}o ¶ert¶ek felett, illetve a maxscore ¶ert¶eke a keresend}o ¶ert¶ek alatt van. A
bej¶ar¶asn¶al elt¶aroljuk a ki nem ¶ert¶ekelt ¶agak maxscore ¶ert¶ekeit (2-3. ¶abra).

A ki¶ert¶ekel¶es gyors¶³that¶o, ha a bizonytalan fÄugg}os¶egek, illetve projekt
v¶altozatok eset¶en a bizonytalan tev¶ekenys¶eg-el}ofordul¶asok ki¶ert¶ekel¶es¶et nem
tetsz}oleges sorrendben v¶egezzÄuk, hanem azon kapcsolatok/tev¶ekenys¶egek ki-
¶ert¶ekel¶es¶et v¶egezzÄuk el el}oszÄor, amelyekn¶el a kapcsolat (vagy tev¶ekenys¶eg)
megval¶os¶³t¶as¶anak (vagy elhagy¶as¶anak) a pont¶ert¶eke a legnagyobb.
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3. ¶abra. Ki¶ert¶ekel¶es menete, ha a keresend}o elem a m¶asodik legnagyobb felvehet}o ¶ert¶ek

KÄorÄok felold¶asa

Az el}oz}o p¶eld¶akban feltettÄuk, hogy a projekt nem tartalmaz kÄort. Vagyis a
m¶atrix fels}oh¶aromszÄog-m¶atrixba rendezhet}o. Azonban a lehets¶eges projekt-
strukt¶ur¶ak meghat¶aroz¶as¶an¶al ezt sehol nem haszn¶altuk ki. Az Äutemez¶esn¶el
is csak annyit kell kiz¶arnunk, hogy 1 val¶osz¶³n}us¶eg}u kÄorfolyamat nem lehet
a reprezent¶aci¶os gr¶afban, illetve a projektstrukt¶ur¶aban. ¶Eppen ez¶ert el}oszÄor
part¶³cion¶aljuk az SNPM-m¶atrixot, majd a kÄorfolyamatokat oldjuk fel ¶ugy,
hogy kisz¶am¶³tjuk a visszacsatol¶as eredm¶enyek¶eppen a m¶odos¶³tott ¶atfut¶asi
id}okkel a lehets¶eges projekttervek ¶atfut¶asi idej¶et. L¶assunk erre egy p¶eld¶at.
Legyen a part¶³cion¶alt SNPM-m¶atrixunk az al¶abbi 2. t¶abl¶azatban szerepl}o
m¶atrix, ahol A tev¶ekenys¶eg id}otartama 5 h¶onap, B tev¶ekenys¶eg¶e 4 h¶onap,
m¶³g C tev¶ekenys¶eg¶e 3 h¶onap. ¶Ert¶ekeljÄuk ki el}oszÄor az el}oz}oek alapj¶an a le-
hets¶eges projektstrukt¶ur¶akat ¶ugy, hogy el}oszÄor csak a m¶atrix fels}o h¶aromszÄog
r¶esz¶et tekintjÄuk. TegyÄuk fel, hogy a m¶atrixban szerepl}o ¶ert¶ekek a kapcsolatok
val¶osz¶³n}us¶eg¶et jelentik.
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2. t¶abl¶azat. KÄorÄok felold¶asa

Ha a part¶³cion¶alt SNPM m¶atrix tartalmaz kÄort, akkor el}oszÄor meg kell
hat¶aroznunk a lehets¶eges projektstrukt¶ur¶akat a m¶atrix fels}oh¶aromszÄog ¶ert¶e-
keinek ¯gyelembev¶etel¶evel. Ha a m¶atrix tov¶abbra is tartalmaz kÄort, akkor
a GERT-m¶odszern¶el (Graphical Evaluation and Review Technique) [13] al-
kalmazott m¶odon fel kell oldani a kÄort. Ekkor (ezt a projektstrukt¶ur¶at '-vel
jelÄolve) A tev¶ekenys¶eg id}otartama dA0 = dA=(1 ¡ p) = 5=(1 ¡ 0;2) = 6;25
h¶onap, dB0 = 5 h¶onap, m¶³g dC0 = 3;75 h¶onap. ¶Igy ekkor a v¶arhat¶o ¶atfut¶asi id}o
TPT 0 = dA0 +dB0 +dC0 = 6;25+5+3;75 = 15 h¶onap. Ez a projektstrukt¶ura
akkor teljesÄul, ha B ¶es C tev¶ekenys¶eg kÄozÄotti kapcsolat is megval¶osul, aminek
a val¶osz¶³n}us¶ege 0;7. Ha a B ¶es a C tev¶ekenys¶eg kÄozÄotti kapcsolat elhagy-
hat¶o, akkor m¶ar nem lesz kÄor a h¶al¶ozatban. Ebb}ol ad¶od¶oan meghat¶arozhat¶o
egy ¶uj SNPM -m¶atrix, mely eset¶eben C ¶es A tev¶ekenys¶eg kÄozÄotti kapcsolat
val¶osz¶³n}us¶ege 0;2 lesz. Ekkor a k¶et lehets¶eges projektstrukt¶ura megval¶osul¶a-
s¶anak val¶osz¶³n}us¶ege (1 ¡ 0;7) ¤ 0;2 = 0;06, illetve (1 ¡ 0;7) ¤ (1 ¡ 0;2) = 0;24.
Az ¶atfut¶asi id}ok TPT1 = dC + dA +dB = 3 + 5 + 4 = 12 h¶onap, m¶³g a m¶asik
esetben TPT2 = max(dC ; dA + dB) = max(3; 5 + 4) = 9. Ekkor is teljes
esem¶enyrendszert kapunk, hiszen p0 + p1 + p2 = 0;7 + 0;06 + 0;24 = 1 lesz.

Ilyen m¶odon teh¶at 2 l¶ep¶esben a kÄorÄok is kezelhet}ok, illetve feloldhat¶ok a
h¶al¶ozatban.

Projektv¶altozatok meghat¶aroz¶asa

Hasonl¶oan a projektstrukt¶ur¶ak pont¶ert¶ekeinek meghat¶aroz¶as¶ahoz, a projekt-
v¶altozatok pont¶ert¶ekei is megadhat¶ok. A tev¶ekenys¶egek megval¶os¶³t¶asi szint-
j¶en a pont¶ert¶ek jelenthet el}ofordul¶asi val¶osz¶³n}us¶eget, illetve a tev¶ekenys¶eg
megval¶os¶³t¶as¶anak fontoss¶ag¶at is. Ennek megfelel}oen a tev¶ekenys¶egek pont-
¶ert¶ekeib}ol sz¶armaztatott projektv¶altozatokra vonatkoz¶o pont¶ert¶ek jelenthet
el}ofordul¶asi val¶osz¶³n}us¶eget, vagy egy, a tev¶ekenys¶egek megval¶os¶³t¶as¶ab¶ol sz¶ar-
maztatott megval¶os¶³t¶asi priorit¶ast.

A projektv¶altozatok meghat¶aroz¶asa ut¶an az ¶atl¶oban l¶ev}o Äures cell¶ak eset¶en
az Äures oszlopokat ¶es Äures sorokat elhagyjuk (4. ¶abra), ¶³gy egy SNPM m¶atrixot
kapunk, amit a fenti m¶odon ki¶ert¶ekelhetÄunk.
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4. ¶abra. Legnagyobb pont¶ert¶ekkel rendelkez}o projektv¶altozat meghat¶aroz¶asa

A val¶osz¶³n}us¶egek/fontoss¶agok szerinti sorrend nem felt¶etlenÄul adja meg az
id}otartam minimaliz¶al¶asa szerinti sorrendet. ¶Eppen ez¶ert a ki¶ert¶ekel¶es sor¶an
komplex c¶elfÄuggv¶enyeket hat¶arozhatunk meg, melyekben a val¶osz¶³n}us¶egek/
fontoss¶agok mellett az id}otartamok ¶es er}oforr¶as-ig¶enyek is szerepet j¶atszanak.

3.1.2 ¶Atfut¶asi id}ok, kÄolts¶eg- ¶es er}oforr¶as-ig¶enyek becsl¶ese

Id}otervez¶es eset¶en (ha a kÄovet}o tev¶ekenys¶eg nem kezd}odhet el}obb, mint a
megel}oz}o), akkor a projekt ¶atfut¶asi idej¶enek fels}o becsl¶es¶et az a projektstruk-
t¶ura adja, amely eset¶en valamennyi bizonytalan kapcsolat megval¶osul (,,soros
v¶egrehajt¶as"). Az ¶atfut¶asi id}o als¶o becsl¶ese pedig az a projektstrukt¶ura lesz,
ahol a tev¶ekenys¶egek p¶arhuzamosan hajt¶odnak v¶egre, vagyis a bizonytalan
kapcsolatokat elhagyjuk a projekth¶al¶ob¶ol. Ekkor az ¶atfut¶asi id}o becsl¶es¶ere
vonatkoz¶o maxscoreTPT ¶es minscoreTPT ¶ert¶ekek a kÄovetkez}ok¶eppen ad-
hat¶ok meg:

minscoreTPT := MPM(bSNPMc; t) ;

maxscoreTPT := MPM(dSNPMe; t) ;
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ahol b¢c az als¶o eg¶eszr¶eszt, m¶³g d¢e a fels}o eg¶eszr¶eszt jelÄolik, t pedig a tev¶e-
kenys¶egek id}otartamait tartalmaz¶o vektor. Az MPM fÄuggv¶eny egy adjacen-
cia m¶atrix seg¶³ts¶eg¶evel le¶³rt, kÄort nem tartalmaz¶o tev¶ekenys¶eg-csom¶opont¶u
h¶al¶on sz¶amolja ki a t vektorban szerepl}o tev¶ekenys¶egid}ok alapj¶an a projekt-
strukt¶ura ¶atfut¶asi idej¶et.

P¶eldak¶eppen tekintsÄuk az el}oz}o feladatot. Itt SNPM =

0
@

0 0; 7 0; 8
0 0 0; 1
0 0 0

1
A.

Ekkor bSNPMc =

0
@

0 0 0
0 0 0
0 0 0

1
A, ami a teljes p¶arhuzamos¶³t¶ast, dSNPMe =

0
@

0 1 1
0 0 1
0 0 0

1
A, ami valamennyi kapcsolat megval¶os¶³t¶as¶at jelenti. Mivel dA = 5,

dB = 4, dC = 3 h¶onap id}otartamot ig¶enyel, ez¶ert a maxim¶alis p¶arhuzamos¶³t¶as
melletti ¶atfut¶asi id}o 5 h¶onapot, m¶³g valamennyi kapcsolat betart¶asa eset¶en
12 h¶onapot ig¶enyelne a projekt megval¶os¶³t¶asa.

Egy tev¶ekenys¶eg-csom¶opont¶u h¶al¶otervez¶esi, pl. MPM-m¶odszerrel kisz¶a-
m¶³tva az ¶atfut¶asi id}oket, a legnagyobb ¶ert¶eket valamennyi kapcsolat ¯gye-
lembev¶etele eset¶en kapjuk. Azonban m¶eg ekkor is elhagyhat¶ok azok a kap-
csolatok, amelyek nem kritikus ¶uton vannak (3. t¶abl¶azat).

3. t¶abl¶azat. Nem kritikus ¶uton l¶ev}o kapcsolatok elhagy¶asa

L¶athat¶o, hogy a projekt ¶atfut¶asi ideje nem v¶altozott, ugyanakkor a kapott
h¶al¶ostrukt¶ura egyszer}ubb lett.

Am¶³g a maxim¶alis p¶arhuzamos¶³t¶as adja a legrÄovidebb id}ot, addig az is
igaz, hogyha a tev¶ekenys¶egeket p¶arhuzamosan hajtjuk v¶egre, akkor ig¶enylik
a legtÄobb er}oforr¶ast, m¶³g a soros v¶egrehajt¶as adja a legkevesebb ¶atlagos er}o-
forr¶asig¶enyt. Az ¶atlagos er}oforr¶as-ig¶enyt itt sem befoly¶asolja, hogy a nem kri-
tikus ¶uton l¶ev}o bizonytalan kapcsolatokat megtartjuk vagy sem. Ugyanakkor
min¶el kevesebb megkÄot¶esÄunk van, teh¶at min¶el kevesebb kapcsolatot tartal-
maz a h¶al¶o, ann¶al kÄonnyebb ezt az ¶atlagos er}oforr¶asig¶enyt egy er}oforr¶as-
kiegyenl¶³t¶esi algoritmussal [7] el¶erni, vagy legal¶abbis megkÄozel¶³teni.

Projektv¶altozatok kÄolts¶egbecsl¶ese

Ha nem a fontoss¶ag vagy a val¶osz¶³n}us¶eg alapj¶an rangsoroljuk az egyes projekt-
v¶altozatokat, hanem pl. a kÄolts¶egig¶enyeik szerint, akkor elmondhat¶o, hogy
azok a projektv¶altozatok tartalmazz¶ak a legkevesebb kÄolts¶eget, ahol a lehet}o
legkevesebb tev¶ekenys¶eget val¶os¶³tjuk meg (a bizonytalan tev¶ekenys¶egeket el-
hagyjuk). Ugyan¶³gy elmondhat¶o, hogy a legtÄobb kÄolts¶eget az a projekt ered-
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m¶enyezi, ahol valamennyi (bizonytalan) tev¶ekenys¶eget megval¶os¶³tjuk. Ezek
alapj¶an adhat¶o egy MAXSCORETPC ¶es egy MINSCORETPC fÄuggv¶eny
az al¶abbiak szerint. JelÄolje n tev¶ekenys¶eg eset¶en PEM^-m¶atrix azt az n£n-es
m¶atrixot, ahol a PEM-m¶atrix diagon¶alis¶aban l¶ev}o ¶ert¶ekek fels}o eg¶esz r¶esz¶et
vesszÄuk. Ha teh¶at PEM(i; j) (i; j := 1 . . . n) a PEM-m¶atrix eleme, akkor
i 6= eset¶en PEM(i; j) PEM^-m¶atrix eleme is, ugyanakkor i = j eset¶en
dPEM(i; i)e eleme PEM^-m¶atrixnak. Ugyan¶³gy PEM-m¶atrix m¶odos¶³t¶as¶at
PEM_-m¶atrixszal jelÄoljÄuk, ahol az eredeti PEM-m¶atrix diagon¶alis¶aban l¶ev}o
elemek als¶o eg¶esz r¶esz¶et fogja tartalmazni az eredm¶enyÄul kapott PEM_-
m¶atrix. Ezek alapj¶an az el}oz}o p¶eld¶ara:

PEM =

0
BBB@

0;8 1 0;8 0;2 0;1
0 1 0 0;4 0;9
0 0 0;1 0 0;1
0 0 0 0 0;3
0 0 0 0 0;7

1
CCCA ;

PEM^ =

0
BBB@

1 1 0;8 0;2 0;1
0 1 0 0;4 0;9
0 0 1 0 0;1
0 0 0 0 0;3
0 0 0 0 1

1
CCCA PEM_ =

0
BBB@

0 1 0;8 0;2 0;1
0 1 0 0;4 0;9
0 0 0 0 0;1
0 0 0 0 0;3
0 0 0 0 0

1
CCCA :

Legyen TPC(PEM;P;Q;COSTS) a PEM-m¶atrixban szerepl}o biztos
tev¶ekenys¶eg-el}ofordul¶asokra vonatkoz¶o kÄolts¶egig¶enyek Äosszeg¶et megad¶o fÄugg-
v¶eny, ahol COSTS a tev¶ekenys¶egek kÄolts¶egig¶eny¶et tartalmaz¶o vektor. Ekkor

MAXSCORETPC(PEM;P;Q;COSTS) = TPC(PEM^;P;Q;COSTS) ;

MINSCORETPC(PEM;P;Q;COSTS) = TPC(PEM_;P;Q;COSTS) :

Projektv¶altozatok ¶atfut¶asi idej¶enek ¶es er}oforr¶as-ig¶eny¶enek becsl¶ese

¶Atfut¶asi id}ot, ¶atlagos er}oforr¶as-ig¶enyt projektstrukt¶ur¶ak szintj¶en sz¶amolha-
tunk. Ugyanakkor az ¶atfut¶asi id}o, valamint az ¶atlagos er}oforr¶asig¶eny als¶o ¶es
fels}o becsl¶es¶et m¶ar projektv¶altozatok szintj¶en is elv¶egezhetjÄuk.

Az ¶atfut¶asi id}o fels}o becsl¶ese az a projektstrukt¶ura lesz, ahol valamennyi
bizonytalan tev¶ekenys¶eget megval¶os¶³tunk ¶es valamennyi bizonytalan kapcso-
latot el}o¶³runk. Az ¶atfut¶asi id}o minimuma (legkor¶abbi kezd¶esre val¶o Äutemez¶es
eset¶en) az a projektstrukt¶ura lesz, ahol valamennyi bizonytalan tev¶ekenys¶eget
elhagyunk ¶es valamennyi bizonytalan kapcsolatot feloldunk. Az ¶atlagos er}o-
forr¶as-ig¶eny fels}o becsl¶es¶et akkor kapjuk, ha egy PEM-m¶atrixban valamennyi
(bizonytalan) tev¶ekenys¶eget megval¶os¶³tjuk, de valamennyi (bizonytalan) kap-
csolatot feloldunk. A legkisebb ¶atlagos er}oforr¶as-ig¶enyt akkor kapjuk, ha
valamennyi (bizonytalan) tev¶ekenys¶eget elhagyjuk, ugyanakkor valamennyi
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er}oforr¶as-ig¶enyt el}o¶³rjuk. JelÄolje T a tev¶ekenys¶egek id}otartam¶at tartalmaz¶o
n elem}u vektort, R az er}oforr¶as-ig¶enyeket tartalmaz¶o n£ r-es m¶atrixot, ahol
n a tev¶ekenys¶egek, r az er}oforr¶asok sz¶am¶at jelÄoli. JelÄolje P n£n-es m¶atrix a
tev¶ekenys¶egek ¶es a kapcsolatok megval¶os¶³t¶as¶anak fontoss¶ag¶at/val¶osz¶³n}us¶eg¶et,
Q n £ n-es m¶atrix a tev¶ekenys¶egek ¶es kapcsolatok elhagy¶as¶anak val¶osz¶³n}u-
s¶eg¶et/fontoss¶ag¶at. JelÄolje tov¶abb¶a t := synchronize t(PEM;P;Q;T) azt
a fÄuggv¶enyt, amely a PEM-m¶atrix diagon¶alis¶aban l¶ev}o Äures cell¶ak alapj¶an
T vektorb¶ol tÄorli a meg nem val¶os¶³tott tev¶ekenys¶egeket ¶es adja vissza a t
vektorba.

Ekkor legyen

t1 := synchronize t(dPEMe;P;Q;T) ;

t0 := synchronize t(bPEMc;P;Q;T) :

TekintsÄuk kiindul¶ask¶eppen az al¶abbi PEM m¶atrixot. Legyen p¶eld¶ankban
P := PEM, Q = 1¡PEM, ahol 1 egy n£ n-es 1-eseket tartalmaz¶o m¶atrix.

PEM =

0
BBB@

0;8 1 0;8 0;2 0;1
0 1 0 0;4 0;9
0 0 0;1 0 0;1
0 0 0 0 0;3
0 0 0 0 0;7

1
CCCA ; SNPM1 =

0
B@

1 1 1 1
0 1 0 1
0 0 1 1
0 0 0 1

1
CA ;

SNPM0 = (1). Legyenek adottak a tev¶ekenys¶egek id}o- ¶es er}oforr¶asadatai.
Az id}oadatokat napokban tartalmaz¶o T vektor legyen a kÄovetkez}ok¶eppen
megadva: T = (4; 2; 4; 10; 3) h¶et. Az er}oforr¶asig¶enyeket megad¶o R vektor:
R = (2; 3; 8; 14; 1) f}o. Ezek alapj¶an hat¶arozzuk meg a maxim¶alis priorit¶as¶u
projekttervet, ami 8 h¶et alatt 4 f}ovel elv¶egezhet}o. (A szakemberek heti b¶ere
legyen egys¶egesen 300 EUR/h¶et). (Az egyszer}us¶eg kedv¶e¶ert a kÄolts¶egek te-
kintet¶eben csak er}oforr¶askÄolts¶egekkel sz¶amolunk.) Ebb}ol ad¶od¶oan az er}ofor-
r¶askÄolts¶egeket COSTS vektor jelÄoli EUR-ban. COSTS = (2400; 1800; 9600;
42000; 900) EUR. Ekkor t1 = (4; 2; 4; 3) nap. t0 := 2 nap, hiszen 4. tev¶ekeny-
s¶eget, melyeknek id}otartama 10 nap, mindenk¶eppen elhagyunk, m¶³g az Äosszes
bizonytalan kapcsolat elhagy¶asa eset¶en csak B tev¶ekenys¶eget fogjuk megva-
l¶os¶³tani. A tev¶ekenys¶egid}ok fels}o becsl¶ese MAXT := MPM(SNPM1; t1),
als¶o becsl¶ese MINT := MPM(SNPM0; t0).

Ugyan¶³gy becsÄulhet}ok az er}oforr¶as-ig¶enyek ¶atlagai. Ez az ¶ert¶ek akkor mi-
nim¶alis, ha valamennyi bizonytalan tev¶ekenys¶eget elhagyjuk, ¶es valamennyi
kapcsolatot el}o¶³rjuk. Ezt a dPEM_e m¶atrix adja meg. A legtÄobb ¶atlagos
er}oforr¶as-ig¶eny akkor jelentkezik, ha valamennyi tev¶ekenys¶eget megval¶os¶³tjuk,
¶es valamennyi bizonytalan kapcsolatot feloldjuk. Ezt a bPEM^c m¶atrix adja
meg. Ha az eredm¶enyÄul kapott projektterven er}oforr¶as-kiegyenl¶³t¶est szeret-
n¶enk v¶egezni, akkor az er}oforr¶as-ig¶eny(ek)re vonatkoz¶o mutat¶ok az er}ofor-
r¶as-ig¶eny(ek) ¶atlag¶at jelÄolik. Ha az eredm¶enyÄul kapott projekttervekb}ol egy
olyan er}oforr¶as-tervet szeretn¶enk meghat¶arozni, amely az er}oforr¶as-korl¶atot
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nem l¶epi t¶ul, de a tev¶ekenys¶egek a lehet}o legkor¶abbi id}opontban kezd}odnek,
akkor az er}oforr¶as-ig¶enyek jellemz¶es¶ere a legmegfelel}obb mutat¶o az er}oforr¶as-
ig¶enyek maximuma (MAXR). Ha ugyanis ez a mutat¶o az er}oforr¶as-korl¶at
alatt van, akkor nincs is szÄuks¶egÄunk er}oforr¶as-optimaliz¶al¶asra. Ha pedig
felette van, akkor is csak a t¶enyleges projektterv ismeret¶eben kell az er}oforr¶as-
tervez¶est elv¶egezni. Ebb}ol ad¶od¶oan a ki¶ert¶ekel¶eskor egy lehets¶eges projekt-
v¶altozatot, projektstrukt¶ur¶at nem z¶arunk ki puszt¶an az¶ert, mert a maxim¶alis
er}oforr¶as-ig¶eny t¶ull¶epi az er}oforr¶as-korl¶atot. Csak akkor z¶arunk ki egy pro-
jekttervet a lehets¶eges megold¶asok kÄozÄul, ha nem tal¶alhat¶o r¶a megengedett,
illetve egy optim¶al¶o, pl. ERALL-OPT m¶odszerrel [26] sz¶am¶³that¶o optim¶alis
megold¶as.

3.2 Projektv¶altozatok ¶es projektstrukt¶ur¶ak gyors meg-
hat¶aroz¶asa

Legyen az er}oforr¶as-korl¶at 4 f}o, az id}okorl¶at 8 h¶et, a kÄolts¶egkorl¶at pedig
legyen 6000 EUR. Hat¶arozzuk meg a korl¶atokat kiel¶eg¶³t}o legjobb (legnagyobb
pont¶ert¶ekkel rendelkez}o/legnagyobb val¶osz¶³n}us¶eggel bekÄovetkez}o) megold¶ast!
Az ¶atlagos er}oforr¶as-ig¶eny helyett sz¶am¶³tsuk ki az er}oforr¶as-ig¶enyek maxi-
mum¶at ¶es a pont¶ert¶ekeket e szerint sz¶amoljuk ki. A 4. t¶abl¶azatban szerepl}o
jelÄol¶eseket haszn¶aljuk.

JelÄol¶es Magyar¶azat

MAXS A projektv¶altozatokra vonatkoz¶o legnagyobb el¶erhet}o pont¶ert¶ek

MINS A projektv¶altozatokra vonatkoz¶o legkisebb el¶erhet}o pont¶ert¶ek

maxs A projektstrukt¶ur¶akra vonatkoz¶o legnagyobb el¶erhet}o pont¶ert¶ek

mins A projektstrukt¶ur¶akra vonatkoz¶o legkisebb el¶erhet}o pont¶ert¶ek

MAXC A projektv¶altozatokra vonatkoz¶o legnagyobb el¶erhet}o kÄolts¶egig¶eny

MINC A projektv¶altozatokra vonatkoz¶o legkisebb el¶erhet}o kÄolts¶egig¶eny

MAXT A projektv¶altozatokra vonatkoz¶o legnagyobb el¶erhet}o id}oig¶eny

MINT A projektv¶altozatokra vonatkoz¶o legkisebb el¶erhet}o id}oig¶eny

maxt A projektstrukt¶ur¶akra vonatkoz¶o legnagyobb el¶erhet}o id}oig¶eny

mint A projektstrukt¶ur¶akra vonatkoz¶o legkisebb el¶erhet}o id}oig¶eny

MAXR A projektv¶altozatokra vonatkoz¶o legnagyobb er}oforr¶as-ig¶eny maximuma

MINR A projektv¶altozatokra vonatkoz¶o legkisebb er}oforr¶as-ig¶eny maximuma

maxr A projektstrukt¶ur¶akra vonatkoz¶o legnagyobb er}oforr¶as-ig¶eny maximuma

minr A projektstrukt¶ur¶akra vonatkoz¶o legkisebb er}oforr¶as-ig¶eny maximuma

4. t¶abl¶azat. Pont¶ert¶ekek jelÄol¶esei ¶es magyar¶azata

Ahogyan a 4. t¶abl¶azatb¶ol is l¶athat¶o, nagybet}uk mutatj¶ak a projektv¶alto-
zatok, m¶³g kisbet}uk a projektstrukt¶ur¶ak jellemz}oit.
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5. ¶abra. Korl¶atoknak megfelel}o projektterv meghat¶aroz¶asa

Az 5. ¶abr¶an l¶athat¶o, hogy a legval¶osz¶³n}ubb projektstrukt¶ura nem felel
meg a felt¶eteleknek, ebb}ol ad¶od¶oan a kÄovetkez}o projektstrukt¶ur¶at kell megk-
eresnÄunk, mely pont¶ert¶eke 0,09. Ebb}ol kett}o is tal¶alhat¶o, ugyanakkor csak
egy felel meg a korl¶atoknak (6. ¶abra). A kÄovetkez}o projektv¶altozatot csak
akkor kell tekinteni, ha az itt tal¶alhat¶o projektstrukt¶ur¶ahoz egyetlen megfelel}o
projektv¶altozat sem tartozik.
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6. ¶abra. Korl¶atoknak megfelel}o projektterv meghat¶aroz¶asa

Ha a bizonytalan tev¶ekenys¶egek sz¶ama t, a bizonytalan kapcsolatok sz¶ama
pedig k, akkor O(k+t) l¶ep¶esben lehet meghat¶arozni a legnagyobb pont¶ert¶ekkel
rendelkez}o megold¶ast. Az n-edik legjobb megold¶ast pedig O(n(k + t)) l¶ep¶es-
ben. Az al¶abbi pszeudok¶od mutatja a fenti ¶abr¶an bemutatott algoritmus
v¶az¶at. A fontosabb alkalmazott elj¶ar¶asokat tartalmazza az 5. t¶abl¶azat .

FÄuggv¶eny Magyar¶azat

maxscore(SNPM; p;q) A projektstrukt¶ur¶akra vonatkoz¶o legnagyobb
el¶erhet}o pont¶ert¶eket adja meg.

minscore(SNPM;p; q) A projektstrukt¶ur¶akra vonatkoz¶o legkisebb
el¶erhet}o pont¶ert¶eket adja meg.

maxscoreTPT (SNPM; p;q; t) A leghosszabb lehets¶eges projektstrukt¶ura id}o-
tartam¶at adja vissza.

minscoreTP T (SNPM;p; q; t) A legrÄovidebb lehets¶eges projektstrukt¶ura id}o-
tartam¶at adja vissza.

ERALL ¡ OP T (SNPM; maxRES; t; r) Egy ki¶ert¶ekelt projektstrukt¶ur¶ara vonatkoz¶o
optim¶alis er}oforr¶as-allok¶aci¶ot adja meg.

MAXSCORE(PEM; P; Q) A projektv¶altozatokra vonatkoz¶o legnagyobb
el¶erhet}o pont¶ert¶eket adja meg.

MINSCORE(PEM; P;Q) A projektv¶altozatokra vonatkoz¶o legkisebb
el¶erhet}o pont¶ert¶eket adja meg.

MAXSCORETPC(PEM;P;Q; COSTS) A projektv¶altozatokra vonatkoz¶o legnagyobb
kÄolts¶egig¶enyt adja meg.

MINSCORETPC(PEM; P;Q; COSTS) A projektv¶altozatokra vonatkoz¶o legkisebb
kÄolts¶egig¶enyt adja meg.

MAXSCORETPT (PEM;P;Q;T) A leghosszabb lehets¶eges projektv¶altozat id}o-
tartam¶at adja vissza.

MINSCORETPT (PEM;P;Q; T) A legrÄovidebb lehets¶eges projektv¶altozat id}o-
tartam¶at adja vissza.

5. t¶abl¶azat. Fontosabb fÄuggv¶enyek felsorol¶asa ¶es magyar¶azata
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1. pszeudok¶od: EPR (Expert Project Ranking)

Ezzel a m¶odszerrel a korl¶atoknak megfelel}o legnagyobb pont¶ert¶ekkel ren-
delkez}o projektv¶altozatot, projektstrukt¶ur¶at lehet meghat¶arozni.

Azonban ez a keretalgoritmus pont¶ert¶ekeket sz¶amol¶o fÄuggv¶enyek v¶altoz-
tat¶as¶aval ¶atalak¶³that¶o lehet}o legrÄovidebb, lehet}o legkisebb kÄolts¶eggel rendel-
kez}o, vagy ak¶ar lehet}o legkevesebb er}oforr¶ast ig¶enyl}o projektv¶altozatok, pro-
jektstrukt¶ur¶ak meghat¶aroz¶as¶ara is. Ehhez csak a pont¶ert¶ekek ¯gyelembe-

 

 

 

 1 function DSMs:=DSMfind(SNPM,DSMs,p,q,c,t,r,maxTPT,maxRES): 
 2    [i,j]=argmax(p,q)where 0<SNPM<1 //bizonytalan kapcsolatok közül keressük meg  
 3    if i≠ 0 and j≠ 0: //a maximális p, vagy q értékűt és adjuk vissza a találat helyét 
 4       SNPM(i,j):=0 //A bizonytalan ka pcsolat értéke legyen 0. 
 5       maxs 0:=maxscore(SNPM,p,q)| mins 0:=minscore(SNPM,p,q) 
 6       maxt 0:=maxscoreTPT(SNPM,p,q,t)  
 7       mint 0:=minscoreTPT(SNPM,p,q,t) 
 8       if maxs 0>=c and mins 0<=c and mint 0<=maxTPT then:  
 9          DSMs:=DSMfind(SNPM,DSMs,p,q,t,r,maxTPT,maxRES) 
10       else: //Ekkor csak a maxscore értéket mentjük el. 
11          if maxs 0∉BUFFER then: BUFFER=insertdescend(maxs 0) 
12          SNPM(i,j):=1 //A bizonytalan kapcsolat értéke legyen 1. 
13          maxs 1:=maxscore(SNPM,p,q)| mins 1:=minscore(SNPM,p,q) 
14          maxt 1:=maxscoreTPT(SNPM,p,q,t)  
15          mint 1:=minscoreTPT(SNPM,p,q,t) 
16          if maxs 1>=c and mins 1<=c and mint 1<=maxTPT then: 
17             DSMs:=DSMfind(SNPM,DSMs,p,q,c,t,r,maxTPT,maxRES)  
18          else: //Ekkor csak a maxscore értéket mentjük el. 
19             if maxs 1∉BUFFER then: BUFFER=insertdescend(maxs 1) 
20    else: if ERALL-OPT(SNPM,maxRES,t,r) is feasible than : DSMs:=DSMs∪ SNPM  
21 return DSMs 
 
22 function SNPMs:=SNPMfind(PEM,SNPMs,P,Q,C,T,R,COSTS,maxTPT,maxTPC): 
23    i=argmax(diag(P),diag(Q))where 0<diag(PEM)<1 //bizonytalan tevékenységek közül 
24    if i≠ 0: //keressük meg a maximális P, vagy Q értékűt és adjuk vissza a találat helyét 
25       PEM(i,i):=0 //A bizonytalan tevékenység értéke legyen 0. 
26       MAXS 0:=MAXSCORE(PEM,P,Q)| MINS 0:=MINSCORE(PEM,P,Q) 
27       MAXC 0:=MAXSCORETPC(PEM,P,Q,COSTS)| MINC 0:=MINSCORETPC(PEM,P,Q,COSTS) 
28       MAXT 0:=MAXSCORETPT(PEM,P,Q,T)| MINT 0:=MINSCORETPT(PEM,P,Q,T) 
29       if MAXS 0>=C and MINS 0<=C and MINC 0<=maxTPC and MINT 0<=maxTPT then:  
30          SNPMs:=SNPMfind(PEM,SNPMs,P,Q,C,T,R,COSTS,maxTPT,maxTPC) 
31       else: //Ekkor csak a MAXSCORE értéket mentjük el. 
32          if MAXS 0∉BUFFER then: BUFFER=insertdescend(maxs 0) 
33          PEM(i,i):=1 //A bizonytalan tevékenység értéke legyen 1. 
34          MAXS 1:=MAXSCORE(PEM,P,Q)| MINS 1:=MINSCORE(PEM,P,Q) 
35          MAXC 1:=MAXSCORETPC(PEM,P,Q,COSTS)| MINC 1:=MINSCORETPC(PEM,P,Q,COSTS) 
36          MAXT 1:=MAXSCORETPT(PEM,P,Q,T)| MINT 1:=MINSCORETPT(PEM,P,Q,T) 
37          if MAXS 1>=C and MINS 1<=C and MINC 0<=maxTPC and MINT 0<=maxTPT then: 
38             SNPMs:=SNPMfind(PEM,SNPMs,P,Q,C,T,R,COSTS,maxTPT,maxTPC)  
39          else: //Ekkor csak a maxscore értéket mentjük el. 
40             if MAXS 1∉BUFFER then: BUFFER=insertdescend(maxs 1) 
41    else: SNPMs:=SNPMs∪ delete_empty_cells(PEM) //A kiértékelt PEM-et vegyük fel 
42 return SNPMs 
 
43 function DSMs=EPR(PEM,P,Q,T,R,COSTS,maxTPT,maxRES,maxTPC) 
44    global BUFFER,buffer 
45    BUFFER:=MAXSCORE(PEM,P,Q) 
46    SNPMs:=∅ | DSMs:= ∅ 
47    i:=1 
48    do 
49       SNPMs=SNPMs∪ SNPMfind(PEM,SNPMs,P,Q,BUFFER(i),T,R,COSTS,maxTPT,maxTPC) 
50       p:=synchronize(SNPMs(i),P); //A kitörölt sorokat/oszlopokat P-ből is töröljük 
51       q:=synchronize(SNPMs(i),Q); //A kitörölt sorokat/oszlopokat Q-ból is töröljük 
52       t:=synchronize_t(SNPMs(i),T); //A kitörölt sorokat/oszlopokat T-ből is töröljük 
53       r:=synchronize_r(SNPMs(i),R); //A kitörölt sorokat/oszlopokat R-ból is töröljük 
54       buffer:=maxscore(SNPMs(i),p,q) 
55       j:=1 
56       do 
57          DSMs=DSMs∪ DSMfind(SNPMs(i),DSMs,p,q,buffer(j),t,r,maxTPT,maxRES) 
58          j:=j+1 
59       while j<=numel(buffer) and DSMSs=∅ : 
60       i:=i+1 
61    while i<=numel(BUFFER) and DSMSs=∅ : 
62 return 
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v¶etel¶et kell ¶atalak¶³tanunk. Ami most c¶elfÄuggv¶enyk¶ent szerepelt (pl. lehet}o
legfontosabb projektv¶altozat, projektstrukt¶ura megtal¶al¶asa) az lehet most
ak¶ar korl¶atoz¶o felt¶etel, ¶es ami eddig korl¶atoz¶o felt¶etel volt (pl. ¶atfut¶asi id}o,
kÄolts¶egig¶eny), az most c¶elfÄuggv¶enyk¶ent kerÄul ¯gyelembe.

4 Szimul¶aci¶os eredm¶enyek

A szimul¶aci¶ok c¶elja annak bemutat¶asa, hogy nagysz¶am¶u lehets¶eges projekt-
v¶altozat, illetve projektstrukt¶ura eset¶en is lehet}os¶eg ny¶³lik az els}o m legjobb
pont¶ert¶ekkel rendelkez}o, adott korl¶atoknak megfelel}o lehets¶eges projektterv
meghat¶aroz¶as¶ara. A tesztel¶es sor¶an el}oszÄor egy projektv¶altozatot jellemz}o
SNPM-m¶atrixot gener¶altunk, ahol az ¶atl¶o feletti cella¶ert¶ekek (0; 1) kÄozÄott
b¶armilyen sz¶amot felvehettek. Ekkor n tev¶ekenys¶eg eset¶en k = n ¤ (n ¡ 1)=2
bizonytalan kapcsolatot kapunk, amely 2k = 2n¤(n¡1)=2 lehets¶eges projekt-
strukt¶ur¶at jelent, ahol k a bizonytalan kapcsolatokat, n pedig a tev¶ekenys¶egek
sz¶am¶at jelÄoli. Ekkor a feladat az els}o m legjobb pont¶ert¶ekkel rendelkez}o pro-
jektv¶altozat meghat¶aroz¶asa volt.

A m¶asodik szimul¶aci¶o eset¶en egy n tev¶ekenys¶egb}ol ¶all¶o PEM-m¶atrixot
hat¶aroztunk meg, ahol az ¶atl¶o ¶es az ¶atl¶o feletti ¶ert¶ekek (0; 1) kÄozÄotti sz¶amokat
vehetnek fel. Ebben az esetben a lehets¶eges projektv¶altozatok sz¶ama t = n
eset¶en 2t = 2n, ahol t a bizonytalan tev¶ekenys¶eg-el}ofordul¶asok sz¶am¶at, n
pedig a lehets¶eges tev¶ekenys¶egek sz¶am¶at jelÄoli. Mindegyik lehets¶eges pro-
jektv¶altozatot lehet k¶odolni t biten ¶abr¶azolhat¶o bin¶aris sz¶ammal. A bin¶aris
sz¶amban, j-edik helyi ¶ert¶eken szerepl}o bin¶aris 0 azt jelÄoli, hogy azt a j-edik
tev¶ekenys¶eget elhagyjuk. Az 1-es pedig azt, hogy megval¶os¶³tjuk. ¶Igy pl. t = 4
eset¶en a bin¶aris 0101 azt jelÄoli, hogy a m¶asodik ¶es a negyedik bizonytalan
tev¶ekenys¶eget fogjuk megval¶os¶³tani, a tÄobbit elhagyjuk. Ez lesz a lehets¶eges
projektv¶altozatok kÄozÄul decim¶alisan az 5-Äos sz¶am¶u projektv¶altozat, hiszen a
bin¶aris 0101 decim¶alisan 5-Äot jelÄol.

A lehets¶eges projektv¶altozatokon belÄul kell azut¶an meghat¶arozni a lehet-

s¶eges projektstrukt¶ur¶ak sz¶am¶at, ami
P2t¡1

i=0 2bin1(i)¤(bin1(i)¡1)=2, ahol bin1(i)
az i bin¶aris sz¶amrendszerben szerepl}o 1-eseinek sz¶am¶at adja meg. A formula
egyszer}us¶³thet}o, ha ¯gyelembe vesszÄuk, hogy j = 0; 1; 2; . . . ; t tev¶ekenys¶eget
kell tetsz}olegesen kiv¶alasztanunk, amit, ha minden tev¶ekenys¶eg kÄozÄott lehet
kapcsolat, akkor 2j(j¡1)=2-f¶elek¶eppen tudunk elrendezni, hiszen pontosan eny-
nyi projektstrukt¶ura l¶etezhet. Ekkor az Äosszes lehets¶eges projektstrukt¶ura
sz¶ama a kÄovetkez}ok¶eppen sz¶am¶³that¶o:

Pt
j=0

¡
t
j

¢
2j(j¡1)=2. L¶athat¶o, hogy

viszonylag kÄonny}u nagyon sok projektv¶altozatot, projektstrukt¶ur¶at tartal-
maz¶o projekttervet megadni. Egy 10£10-es PEM-m¶atrix eset¶en a lehets¶eges
projektstrukt¶ur¶ak sz¶ama m¶ar tÄobb mint 3;588 ¤ 1013. Bel¶athat¶o, hogy itt
nem megoldhat¶o, hogy kisz¶amoljuk az Äosszes lehet}os¶eget, majd azokat sor-
rendbe rakjuk valamely rendez}o algoritmussal. ¶Eppen ez¶ert a fent bemutatott
m¶odszerekkel fogjuk meghat¶arozni az els}o m darab projektstrukt¶ur¶at ¶ugy,
hogy a lehet}o legnagyobb pont¶ert¶ekkel rendelkez}o projektv¶altozatokon belÄul
keressÄuk a lehet}o legnagyobb pont¶ert¶ekkel rendelkez}o projektstrukt¶ur¶akat.
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A harmadik szimul¶aci¶oban m¶ar a tev¶ekenys¶egekhez kÄolts¶eg-, id}o- ¶es er}o-
forr¶as-adatokat is rendelÄunk. Megvizsg¶aljuk, hogy az adott id}o-, kÄolts¶eg- ¶es
er}oforr¶as-korl¶atokat nem t¶ull¶ep}o lehets¶eges projektv¶altozatok kÄozÄul melyek
lesznek a legnagyobb pont¶ert¶ek}uek.

Az olvas¶oban jogosan felmerÄulhet a k¶erd¶es, ha m¶ar 10 tev¶ekenys¶eg eset¶en
ekkora mennyis¶eg}u lehets¶eges projektstrukt¶ura kÄozÄul kell v¶alogatnunk, akkor
egy tÄobb ezer tev¶ekenys¶eget tartalmaz¶o projektben hogyan lehetne b¶armilyen
algoritmikus m¶odszerrel a lehet}o legnagyobb pont¶ert¶ekkel rendelkez}o (leg-
fontosabb, legval¶osz¶³n}ubb) projekttervet megtal¶alni.

A fenti pont¶ert¶ekek becsl¶ese pont a l¶ep¶essz¶am csÄokkent¶es¶et szolg¶alta.
L¶athattuk, hogy O(k+t) l¶ep¶esben megtal¶altuk a legnagyobb pont¶ert¶ekkel ren-
delkez}o projekttervet (projektv¶altozaton belÄul lehets¶eges projektstrukt¶ur¶at).
Ez pl. egy n = 1000, t = n, k = n ¤ (n ¡ 1)=2, n £ n-es PEM-m¶atrixban
legfeljebb O(k + t) = O(t + t ¤ (t ¡ 1)=2) = O(t2) l¶ep¶est jelent. A l¶ep¶essz¶am
r¶aad¶asul nem a tev¶ekenys¶egek sz¶am¶at¶ol, hanem a bizonytalan tev¶ekenys¶eg-
el}ofordul¶asok ¶es a bizonytalan kapcsolatok sz¶am¶at¶ol fÄugg. ¶Igy ez az ¶ert¶ek is
csak egy fels}o becsl¶ese a lehets¶eges l¶ep¶essz¶amnak.

Lehets¶eges projektstrukt¶ur¶ak meghat¶aroz¶asa

A fenti m¶odon, egy SNPM-m¶atrix ¶atl¶o feletti cell¶ait v¶eletlen sz¶amokkal
tÄoltÄottÄuk fel. Kezdetben felt¶eteleztÄuk, hogy p = SNPM, q = 1 ¡ SNPM.
Ebben az esetben az els}o 1, 10, 100, illetve 1000 projektstrukt¶ur¶at kel-
lett meghat¶arozni. Arra is k¶³v¶ancsiak voltunk, hogy az els}o m legnagyobb
pont¶ert¶ekkel rendelkez}o projektv¶altozathoz h¶any tov¶abbi pont¶ert¶eket kellett
elt¶arolni. Ahogy az el}oz}o p¶eld¶akb¶ol l¶athattuk, ezeket a pont¶ert¶ekeket kell
majd megkeresnÄunk, ha a keres¶est tov¶abb folytatn¶ank. Ha a bu®er -halmaz
m¶erete t¶uls¶agosan nagy lenne, akkor ez egyr¶eszt arra utal, hogy sok pont¶er-
t¶eket kellett kisz¶am¶³tani, vagyis sok projektstrukt¶ur¶at kellett meghat¶arozni,
m¶asr¶eszt a sz¶am¶³t¶as ¶es a bu®er -halmaz rendez¶ese sok id}ot venne ig¶enybe.

n Projektv¶altozatok m Bu®er-halmaz
sz¶ama m¶erete

5 210 = 1024 1 11
10 22
100 126
1000 1009

10 245 ¼ 3; 52 ¤ 1013 1 46
10 54
100 162
1000 1267

25 2300 ¼ 2; 04 ¤ 1090 1 301
10 322
100 351
1000 1807

50 21225 ¼ 5; 78 ¤ 10368 1 1226
10 1410
100 1821
1000 2237

6. t¶abl¶azat. Projektstrukt¶ur¶ak meghat¶aroz¶asa
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A ki¶ert¶ekel¶es sor¶an legfeljebb a bu®er-halmazban szerepl}o pont¶ert¶ekekhez
tartoz¶o projektterveket ¶ert¶ekeljÄuk ki. A gyors ki¶ert¶ekel}o algoritmusnak kÄo-
szÄonhet}oen azonban m¶eg ilyen sok lehets¶eges projektstrukt¶ura kÄozÄul is ki
lehet v¶alasztani az els}o ak¶ar 1000 legnagyobb pont¶ert¶ekkel rendelkez}ot.

Lehets¶eges projekttervek meghat¶aroz¶asa

Egy szak¶ert}oi m¶atrixb¶ol a lehets¶eges projekttervek meghat¶aroz¶asa k¶et l¶ep¶es-
ben tÄort¶enik. Els}o l¶ep¶esben a legnagyobb pont¶ert¶ekkel rendelkez}o projektv¶al-
tozatokat kell meghat¶arozni. Majd ezen belÄul kell megtal¶alni a legnagyobb
pont¶ert¶ekkel rendelkez}o projektstrukt¶ur¶akat. A legtÄobb lehets¶eges projekt-
strukt¶ura akkor jelenik meg, ha valamennyi tev¶ekenys¶eget megval¶os¶³tjuk.
Ekkor a lehets¶eges projektstrukt¶ur¶ak sz¶ama (amennyiben minden tev¶ekenys¶eg
kÄozÄott ¶ertelmezhetÄunk sztochasztikus kapcsolatokat) 2t(t¡1)=2.

Ugyanakkor, ha csak egy tev¶ekenys¶eget nem val¶os¶³tunk meg, a lehets¶eges
projektstrukt¶ur¶ak sz¶ama m¶ar drasztikusan csÄokken. Ezt l¶athatjuk a 7. ¶abr¶an
is. A feladat itt is az els}o m darab projektterv (legjobb projektv¶altozaton be-
lÄul megval¶os¶³that¶o legjobb projektstrukt¶ura) meghat¶aroz¶asa. Ennek maxim¶a-
lis ¶ert¶eke s =

Pt
j=0

¡
t
j

¢
2j(j¡1)=2, ahol t a tev¶ekenys¶egek sz¶am¶at, s a lehets¶eges

strukt¶ur¶ak sz¶am¶at jelÄoli. Az ¶abr¶an a lehets¶eges projektstrukt¶ur¶ak sz¶am¶anak
2-es alap¶u logaritmus n¶egyzetgyÄok¶et szeml¶eltettÄuk, hiszen egy t tev¶ekenys¶eget
tartalmaz¶o projektstrukt¶ura sz¶ama s = 2t(t¡1)=2, ¶³gy

p
log2 s =

p
t(t ¡ 1)=2,

ami
p

2(t=2 ¡ 1=4)-hez tart, ¶³gy j¶o kÄozel¶³t¶essel line¶aris fÄuggv¶enye a tev¶ekeny-
s¶egek sz¶am¶anak (7. ¶abra). L¶athat¶o, hogy a projektstrukt¶ur¶ak sz¶am¶at j¶o kÄo-
zel¶³t¶essel a legtÄobb tev¶ekenys¶eget tartalmaz¶o (¶un. maxim¶alis) projektv¶altozat
lehets¶eges projektstrukt¶ur¶ainak sz¶ama hat¶arozza meg.

7. ¶abra. Lehets¶eges projektstrukt¶ur¶ak sz¶ama
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A fenti 6. t¶abl¶azathoz hasonl¶o eredm¶enyeket kaptunk a szak¶ert}oi m¶atrix
ki¶ert¶ekel¶ese sor¶an is. 50 tev¶ekenys¶eget tartalmaz¶o szak¶ert}oi m¶atrix eset¶en,
ahol a lehets¶eges projektstrukt¶ur¶ak sz¶ama: 5;78 ¤ 10368, a ki¶ert¶ekelt projekt-
tervek (projektv¶altozatok, ¶es azon belÄul kisz¶am¶³tott projektstrukt¶ur¶ak) 2458
volt, ami alig magasabb az el}oz}o feladatban meghat¶arozott projektstrukt¶u-
r¶ak sz¶am¶an¶al. Az els}o m projektstrukt¶ura fut¶asig¶enye: mO(t + k), ahol k
maxim¶alisan t(t¡1)=2 lehet, ¶³gy a fut¶asid}o ekkor mO(t(t+1)=2) ¼ mO(t2)-tel
becsÄulhet}o. Annak kÄoszÄonhet}oen, hogy azokat a projektstrukt¶ur¶akat, ame-
lyek egy adott korl¶at alatt vannak, nem kell ki¶ert¶ekelnÄunk, a v¶eletlen pont-
¶ert¶ekeket tartalmaz¶o szimul¶aci¶okban j¶oval kevesebb, kv¶azi line¶aris l¶ep¶esben
is meghat¶arozhattuk az els}o legnagyobb pont¶ert¶ekkel rendelkez}o projekt-
strukt¶ur¶at.

Korl¶atokat ¯gyelembe vev}o projekttervek meghat¶aroz¶asa

A logikai tervez¶es ut¶an kÄovetkezik a kÄolts¶eg- ¶es er}oforr¶as-tervez¶es, melyet
vagy a ki¶ert¶ekelt projektstrukt¶ur¶akon v¶egezhetÄunk el, vagy m¶ar a ki¶ert¶ekel¶es
kÄozben kisz¶am¶³thatjuk a maxim¶alis ¶atfut¶asi id}oket, kÄolts¶eg- ¶es er}oforr¶asig¶e-
nyeket. Ehhez tudnunk kell, hogy a projektstrukt¶ura kÄolts¶eg¶enek kisz¶am¶³t¶asa
O(t), hiszen itt egyszer}uen csak Äossze kell adni a tev¶ekenys¶egeket. Az ¶atfut¶asi
id}o meghat¶aroz¶asa topol¶ogikus rendez¶esen alapul¶o leghosszabb ¶ut keres¶es¶evel
O(t+k) [27]. Az ¶atlagos er}oforr¶asig¶enyek meghat¶aroz¶asa (legkor¶abbi id}opont-
ra Äutemezett tev¶ekenys¶egek er}oforr¶as-ig¶eny¶et ¯gyelembe v¶eve): rO(t + k),
ahol r az er}oforr¶asok sz¶am¶at jelÄoli. Mivel azonban a leggyorsabb kiegyenl¶³t¶esi
algoritmus is O(t4) rend}u, az optim¶alis er}oforr¶as-allok¶aci¶os probl¶em¶ak pedig
¶altal¶aban m¶ar ¶un. NP-teljes probl¶em¶ak [7], melyekre gyors algoritmus mind-
ezid¶aig nem l¶etezik, ¶³gy az er}oforr¶as-tervez¶est csak a lehets¶eges projektstruk-
t¶ur¶ak meghat¶aroz¶asa ut¶an fogjuk elv¶egezni.

Ebben a feladatban v¶eletlenszer}uen gener¶altunk tev¶ekenys¶egekhez ¶atfut¶asi
id}oket, kÄolts¶eg- ¶es er}oforr¶as-ig¶enyeket. Az ¶atfut¶asi id}ok 1-10 nap kÄozÄott, a
kÄolts¶egig¶enyek 100 ¶es 1000 EUR kÄozÄott, a n¶egyfajta er}oforr¶asig¶eny, mely
jelÄolhetett emberi er}oforr¶ast ¶es berendez¶eseket is, 1 ¶es 5 diszkr¶et ¶ert¶ek kÄozÄott
b¶armilyen ¶ert¶eket felvehetett egyenl}o val¶osz¶³n}us¶eggel. A kÄolts¶egkorl¶at az
Äosszes kÄolts¶eg (valamennyi tev¶ekenys¶eg v¶egrehajt¶asa eset¶en a teljes kÄolts¶eg)
tpc = (60; 70; 80; 90; 100)%-a, az ¶atfut¶asi id}o az Äosszes tev¶ekenys¶eg soros v¶eg-
rehajt¶as¶anak ¶atfut¶asi idej¶enek tpt = 25; 50; 75%-a volt. Az er}oforr¶as-korl¶at
minden esetben 20 egys¶egnyi volt. A tev¶ekenys¶egek pont¶ert¶ekei 0,5 ¶es 1 kÄo-
zÄott vehettek fel ¶ert¶eket. Ezzel szimul¶alva, hogy a projekttervben szerepl}o
tev¶ekenys¶egeket, ha lehet}os¶egÄunk ny¶³lik, akkor ink¶abb val¶os¶³tsuk meg. A
kapcsolatok 0 ¶es 1 kÄozÄott vehettek fel ¶ert¶ekeket. Ebben a feladatban 50£50-es
m¶atrixot tekintettÄunk, ahol valamennyi tev¶ekenys¶eget ¶es valamennyi kapcso-
latot is bizonytalannak tekintettÄunk. A lehets¶eges projektstrukt¶ur¶ak sz¶ama
5;78 ¤ 10368. Ennek ellen¶ere a legfeljebb 1815 l¶ep¶esben meghat¶aroztuk a kor-
l¶atokat (id}o ¶es kÄolts¶egkorl¶atot) nem t¶ull¶ep}o projekttervet. Ezut¶an kÄovetkez-
hetett az id}o- ¶es er}oforr¶as-korl¶atokat nem t¶ull¶ep}o lehet}o legkor¶abbi kezd¶esi
id}opontokat megad¶o optim¶alis megold¶as megtal¶al¶asa. Mivel az eredm¶enyÄul
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kapott projektstrukt¶ur¶aknak volt megengedett megold¶asa, ¶³gy az ERALL-
OPT [26] m¶odszerrel a lehet}o legkor¶abbi kezd¶esre vonatkoz¶o optim¶alis meg-
old¶as is megadhat¶o volt.

5 Gyakorlati alkalmaz¶as

A kÄovetkez}o esetp¶eld¶aban egy sz¶am¶³t¶astechnikai infrastrukt¶ura karbantar-
t¶as¶anak t¶amogat¶as¶at l¶athatjuk, melyen keresztÄul ismertetem a kifejlesztett
szak¶ert}oi rendszer alkalmaz¶as¶anak lehet}os¶egeit.

A hardverek ¶es szoftverek karbantart¶asa komplex ¶es bonyolult kapcsolati
rendszerrel rendelkezik, ezt a gyakorlatb¶ol kiemelt 8. ¶abra is al¶at¶amasztja.
A kor¶abban bemutatott m¶atrixos tervez¶esi m¶odszer alkalmaz¶as¶aval a kar-
bantart¶as tervezhet}ov¶e v¶alik. A tev¶ekenys¶egek kock¶azat alap¶u ¶ert¶ekel¶es¶et
kÄovet}oen karbantart¶asi tervet ¶all¶³thatunk Äossze, amely az id}o-, er}oforr¶as- ¶es
kÄolts¶egkorl¶atnak megfelel.

Az informatikai infrastrukt¶ura karbantart¶asi szolg¶altat¶ast megrendel}o Äugy-
felek modulokat, ezzel egyÄutt tev¶ekenys¶egeket v¶as¶arolnak, amelyek a karban-
tart¶asi m}uveleteket tartalmazz¶ak. A szolg¶altat¶o v¶allalattal megegyezik a vev}o
a v¶egrehajt¶asi id}okorl¶atban ¶es kÄolts¶egr¶aford¶³t¶asban. P¶eld¶ankban a megkÄotÄott
szerz}od¶esbe 49 db modult foglaltak, ezeken belÄul pedig a tev¶ekenys¶egek ese-
tenk¶ent sorosan, de legtÄobb esetben p¶arhuzamosan is v¶egrehajthat¶ok.

8. ¶abra. El}ozetes karbantart¶asi terv modul¶aris fel¶ep¶³tetts¶ege - r¶eszlet
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A karbantart¶asi szolg¶altat¶ast megrendel}o Äugyf¶el a 8. ¶abra fels}o r¶esz¶en
jelÄolt (1 db) oper¶atori ¶allom¶as karbantart¶asi tev¶ekenys¶egeire szeretne kevesebb
id}ot ¶es kÄolts¶eget ford¶³tani. Korl¶atk¶ent ¶allom¶asonk¶ent 4 m¶ernÄok¶or¶at ¶es 100 000
Ft/¶allom¶as kÄolts¶egkeretet adott meg, ¶³gy a karbantart¶ast v¶egz}o szolg¶altat¶o
v¶allalat munkat¶arsainak (4 f}o) ezekhez a korl¶atokhoz kell tartaniuk magukat
a terÄulet ellen}orz¶ese ¶es jav¶³t¶asa sor¶an. Abban az esetben, ha minden egyes
tev¶ekenys¶eget elv¶egezne, 4,85 m¶ernÄok¶or¶ara lenne szÄuks¶ege 1 karbantart¶onak,
¶es 101 850 Ft-ba kerÄulne 1 ¶allom¶as teljes ¶atvizsg¶al¶asa ¶es jav¶³t¶asa.

Az eml¶³tett oper¶atori ¶allom¶as karbantart¶as¶ahoz kÄothet}o modulkombin¶aci¶ot
emeltem ki, amelyet tev¶ekenys¶egekre bontunk le. A tev¶ekenys¶egeket meg-
vizsg¶alva, kock¶azati kateg¶ori¶akba sorolhatjuk, ¶³gy magas (1;0 ¸ kock.csop. >
0;8), kÄozepes (0;8 ¸ kock.csop. > 0;6) illetve alacsony (0;6 ¸ kock.csop. ¸ 0)
kock¶azati csoportokat ¶allap¶³tottunk meg a v¶allalati szakemberek bevon¶as¶aval.
A fel¶all¶³tott projekt szak¶ert}oi m¶atrix ¶atl¶oj¶aba foglaltuk Äossze a meghib¶asod¶asi
val¶osz¶³n}us¶egeket. Ezek ut¶an m¶ar a karbantart¶as tev¶ekenys¶egeinek sorrendje
kÄonnyen meg¶allap¶³that¶o. A magas kock¶azat¶u karbantart¶asi tev¶ekenys¶egek
mellett esetÄunkben a kÄozepes kock¶azat¶u tev¶ekenys¶egeket is szerepeltettÄuk a
karbantart¶asi tervÄunkben. Majd a tev¶ekenys¶egek kÄozti kapcsolatok ¯gye-
lembev¶etel¶evel a tev¶ekenys¶egek sorrendj¶et is meg¶allap¶³tottuk. A modulok
v¶egrehajt¶as¶at a szigor¶uan el}o¶³rt tev¶ekenys¶egekkel kezdt¶ek meg, majd ezt a
tÄobbi tev¶ekenys¶eg v¶egrehajt¶asa kÄovette. Egyszerre tÄobb tev¶ekenys¶eg volt
v¶egrehajthat¶o, hiszen sz¶am¶³t¶og¶epes diagnosztika alkalmaz¶as¶aval egy id}oben
tÄobb ellen}orz}o program is futtathat¶o. Az er}oforr¶as minden egyes oper¶atori
¶allom¶as eset¶eben 1 karbantart¶o szem¶elyre korl¶atoz¶odik.

9. ¶abra. oper¶atori ¶allom¶as alacsony kock¶azat¶u tev¶ekenys¶egekkel reduk¶alt kapcsolati m¶atrixa
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Az id}o- ¶es kÄolts¶egkorl¶atokat ¯gyelembe v¶eve pedig a legnagyobb priorit¶as-
sal rendelkez}o projektv¶altozatot kerestÄuk. Kimenetk¶ent olyan karbantart¶asi
tervet kaptunk (9. ¶abra), amelyben az alacsony kock¶azat¶u tev¶ekenys¶egek m¶ar
nem szerepeltek. A kÄolts¶egek reduk¶al¶odnak 33 850 Ft-tal. A m¶atrixos terve-
z¶esi m¶odszer alkalmaz¶as¶aval ¶³gy a megrendel}o ¶altal t¶amasztott korl¶atoknak
megfelelt az ¶³gy Äossze¶all¶³tott karbantart¶asi terv.

6 ÄOsszefoglal¶as

A bemutatott m¶odszerek a lehets¶eges projekttervek meghat¶aroz¶as¶aban, kÄu-
lÄonbÄoz}o szempontok szerinti meghat¶aroz¶as¶aban ny¶ujthatnak seg¶³ts¶eget. A
m¶odszer v¶egeredm¶enyek¶ent egy olyan projekttervet kapunk, amely a megfo-
galmazott c¶eloknak legink¶abb megfelel, tartalmazza a legfontosabb elv¶egzend}o
feladatokat, ugyanakkor a rendelkez¶esre ¶all¶o id}o- kÄolts¶eg- ¶es er}oforr¶askere-
tet sem l¶epi t¶ul. A m¶odszer alkalmaz¶as¶anak eredm¶enyek¶eppen projektterve-
ket kapunk, amelyek m¶ar hagyom¶anyos projektmenedzsment szoftverekkel is
kÄonnyen menedzselhet}ok, nyomon kÄovethet}ok. Ugyanakkor a megfelel}o pro-
jektterv kiv¶alaszt¶as¶anak szerep¶et egy erre ¶epÄul}o projekt szak¶ert}oi rendszer
v¶egezheti el. Az itt bemutatott elj¶ar¶as egy ilyen rendszer kialak¶³t¶as¶ahoz is
seg¶³ts¶eget ny¶ujthat.
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MATRIX-BASED STRATEGIC PROJECT PLANNING

Beside network planning methods matrix-based methods can also be used in project
management, primarily for supporting strategic decision-making. In this case either
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importance or probability of possible project scenarios and project structures can be
determined and ranked by theirs importance or probabilities. When using matrix-
based project planning the main challenge is to select the project scenario and
project structures regarding the management claims. In this study fast, exact
algorithms are introduced to select the most important project scenarios or the least
cost/time demanded project structures. This algorithm is a framework algorithm
which can be a fundamental basis of a project expert system.
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