FOGALMAK ES MODSZEREK

ANONIMUS

Egy Gj optimalasi algoritmus*

Eljardst mutatunk be egy specidlis problémafajta megoldasara.

1. Bevezetés

Az eddig ismert médszerek, amelyek megoldjik azt az optimélési problémat,
hogy egy [ fiiggvény maximumét egy S tartoményban megtalaljuk, a kovet-
kezG hianyossigokat mutatjék:

(1) Gyakran kiilonleges kovetelményeket (pl. differencidlhatésag vagy kon-
kavitas) tAmasztanak a fiiggvénnyel szemben.

(2) A tartoméanytdl rendszerint megkovetelik, hogy Osszefiiggd, vagy éppen-
séggel konvex legyen.

(3) Az eljarasok gyakran komplikaltak, ezért nehéz megérteni és szdmito-
gépre programozni Oket.

Ezért én és aldbb emlitendé munkatérsaim olyan eljaras kifejlesztésére tore-

kedtiink, amelyik nincsen ezeknek a kotottségeknek aldvetve.

2. Matematikai alapok

Legyen S az U szeparabilis metrikus térnek egy részhalmaza. Mint ismeretes,
van az U pontjaibol all6 olyan {P,, Py, ...} sorozat, amelyik U-ban siirf.
Ha S rendelkezik a kovetkezé tulajdonsiggal:
(A) S belsejének zart burka tartalmazza S-et,
akkor {P,, P,, ...} siiri S-ben is. Tovdbb4 ha még f folytonos akkor

Sup {f(x) :2 € 8} = Sup{f(z) :x € SN {Py, Py,...}} =
= Sup, {/(P)) : P, € S}.

* A tanulmdny eredetileg angol nyelven jelent meg a Mathematical Programming
1972. évi 3. kotetében, 124—128. oldalakon, a szerkeszt6 kovetkezd megjegyzésével:

A kéziratot, szakadozottan és szamdrfilekkel, Philipp Wolfe kiildte el a Mathematical
Programming-nak, az 6 kisér6levelébdl idéziink: ,,Sok olyan cikket lektordltam mér,
amelyek optimdlési eljardsokat javasoltak, anélkiil, hogy hatékonysdgukat megvizs-
galtdk volna. Idém kimélésére egy mondatot idézek: »Ez az algoritmus minden olyan
problémét megold, amelynek megoldédsédra az én médszere képes, éspedig, mint a rendel-
kezésre 4116 bizonyitékok mutatjak, ugyanolyan j6l.« Ezért javasolom a cikk megjelen-
tetését . . . és remélem, hogy a szerz6 felfedi majd kilétét, hogy megkapja ..., amit
béven megérdemel.”

A SZIGMA szerkesztGje koszonetet mond a Mathematical Programming Society-nak a
kozlési engedélyért és Martos Bélanak, aki a cikkre figyelmét felhivta.
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Ezéaltal f-nek a megszdmlalhatatlan szdmossagia S tartomdnyban valé maxi-
malasat egy olyan maximalasi feladatra vezettiik vissza, amelynél a tartomany
sokkal kisebb lett.

3. Az algoritmus

Legyen f, S és a { P,} sorozat a 2. szakaszban mondottak szerint definidlva.
Kezdetben legyen j = 0, £ = 0, z, = P,
A k-adik 16pés kezdetén adva van j << k, x; és P,f
(i) Ha P, nem eleme S-nek, tégy k helycbe 3 + 1-et és menj (i)-re. Egyébként
menj ( i)-re.
(ii) [Pk € S] Ha f(P,) >f(x;), legyen x;,, = P, t(,g,y k helyébe k +4 1-et
¢és menj (i)-re. huycbkcnt tc,gy k helyébe k -+ 1-et és ment (i)-re
(Ebben az alakjiban az eljirdst az irodalom [1] ,,Wolfe Umverzahs Algorit-
musa’’ néven ismeri.)

4. Az algoritmus konvergenciaja

Tétel. A 2. fejezet feltételei mellett az {f(x;)} sorozat az f-nek S-beli supre-
muméhoz konvergil éspedig monoton n()vekvoen

Bizonyitds. A tétel egyenesen kivetkezik egy klasszikus eredménybdl [2].
Ujabban egy fejlettebb madszereket alkalmazé bizonyitdst is talaltak [3].

5. Az algoritmus gépi programja

Hogy az algoritmust az automatikus szdmolds szempontjabol kényelmesebbé
tegyiik, ugy dontottiink, hogy az U teret tovabb spec lflkfnljuk a val6s szamok
négyzetesen osweguheto sorozatainak Hilbert terévé. Az igy elalls | Szepa-
rabilis Hilbert Iterdcios Modszer” lehetGvé teszi, hogy a { P} sorozatot beliil-
rél generdljuk ahelyett, hogy egy KkiilsG forrasbol olvasnok be. A tagokat
blokkokban generdljuk, a blokkok indexe N = 1,2, ... és az N-edik blokk
M-edik eleme az [a,, a,, ..., ay, 0,0,0,...] vekt()r, ahol [a,, a,, ..., ay]
a lexikografikus sorrend szerinti M-edik (wwpont az origd koré irt N él-
ho%/usagu N-dimenzids kocka 1/N élhosszusdiga kockiakra val6 felosztéssban.
(Ily médon P, csak véges szdmi nemzérs elemet tartalmaz, ami szdmitds-
technikailag elonys.) Persze, ha a probléma véges D dimenzi6ji, akkor P -nak
minden a D-edik utdan kovetkezs komponense ('llmgyha,to A program ALP/[360-
ban irva a kovetkezs:

\/ SZEPARABHILBERTITERACIO
[1] N <0
(2] X < (N« N + 2+ M « ~1)p0
B18:>(8 - M>-1+(1+N*2)*N), X (X X~ V)+ P XV «
~ @P)AN(FX)<FP «
«~ (705X N)+ (Nl + N*2) TM«— M +1):N
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A felhasznilénak csak két fiiggvényt, F-et és G-t, kell specifikdlnia. Az F fiigg-
vénynek meg kell adnia az f célfiiggvény értékét, a G fiiggvénynek pedig 1
vagy 0 értéket kell felvennie, aszerint, hogy argumentuma S-hez tartozik-e
vagy sem.

Fenti programunk biztositja ugyan az j algoritmus miikodését, de haté-
konysagat tovabb fokozhatjuk, ha kihasznaljuk péarhuzamos szdmitdsokra
val6 alkalmassigat. Ennek megfelelen az eljardst djraprogramoztuk, dgy
hogy futtathatd legyen 7' szdmid parhuzamos aritmetikai regiszterrel rendel-
kez$ szamitégépen. (Ez a kéd sajnos tal hosszi semhogy itt reprodukélni
lehessen.) Megmutathat6, hogy 7' megfelel valasztasaval a futdsi id6t szdmot-
tevé aranyban csokkenteni lehet.

6. A médszer tovabbi finomitasa és kiterjesztése

Kutatas folyik arra, hogy az algoritmust még hatékonyabbd tegyiik opti-
malasi feladatok megolddsaban. Bebizonyitottuk, hogy ha S megszamlilhaté
halmaz, akkor elegendé {P;} D S-et vélasztani ahhoz, hogy a 4. fejezetbeli
konvergencia tétel érvényes maradjon, és igy az algoritmust kiterjeszthetjiik
olyan esetekre is, amelyben a tétel feltételei nincsenek kielégitve, példdul arra
az esetre, amikor S az KP tér azon vektoraibél all, amelynek komponensei
egész értékiliek. (Kzt | integer programozisi probléméanak’ nevezik (ldsd [4].)
Meg kell jegyezni, hogy az 5. fejezetben programozott médon éppen ezt
tettiik. Ilyesféle kiterjesztéseket tovabbi cikkekben fogunk targyalni.

Lekotelezettje vagyok annak a munkatarsamnak, aki rdmutatott az algo-
ritmus egy lehetséges meggyorsitasara. Legtobb feladatndl az a helyzet,
hogy a {P,, Py, P,, ...} sorozat siirii a {P,, P,, P,, . ..} sorozatban, amelybdl
kovetkezik, hogy az el6bbi siirti U-ban is. Tehdt, ha a 2. fejezetbeli algorit-
musban a {P,} sorozatot a {P,,} sorozattal helyettesitjiik, a konvergencia-
tétel még mindig all, de az eljarasban a lépések szama az eredetihez képest
50 9%-kal csokken. Kz az otlet tovabbi gyorsitdsi médszereket sugallt és ezek
lényeges plusz megtakaritassal kecsegtetnek. Kell§ idében beszamolunk majd
réluk az irodalomban.

7. Az algoritmus hatékonysaginak vizsgilata

Mivel az optimdlési és egyéb feladatok megolddsara sok eljardst ismeriink,
gondosan Osszehasonlitottuk az Gj algoritmust a kordbbiakkal. Mivel 7’ regisz-
teres parallel szamol6 berendezés nem 4llt rendelkezésiinkre, felkértiik fen-
tebb mar emlitett munkatdrsunkat, hogy végezze el egy ilyen komputeren
val6 szdmolds kézi szimuldldsat. O igen megnyugtaté eldrehaladdsrél szamolt
be [4] az optimalasi algoritmusok hatékonysdgi vizsgdlatdra szolgalé probléma
megoldisa soran.

Egy ettol fiiggetlen hatékonysagi vizsgélatként osszehasonlitottuk a mi
algoritmusunkat 43 més publikdlt optiméldsi algoritmussal minden jelentd-
sebb képességiik szempontjabol:
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Publikalt A mi algo-
‘*lffg(f;f,’f’},‘/s";‘ ritmusunk
3s 2 0"
Nemdifferencialhaté fiiggvények 139, igen
Nemkonkav fiiggvények 339, igen
Egészértékili valtozok 289, igen
Nemkonvex tartomany 359% igen
Egyszeriiség 8% igen
Szamitégépre programozva 399 igen
Feladaton kiprébalva 389, igen
,,Nagyon kielégité”’-nek mondott 929%, igen
Bizonyitott konvergencia 229, igen

Konvergencia sebességét megéllapitottak

(Az utolsé rovatbdl az adat azért hidnyzik, mert az algoritmusok konver-
gencidajanak sebességérdl semmit sem tudunk. Lasd [1]. Ez egy kovetkezd
cikk téméja lesz.)

Vilagos, hogy az 4j algoritmus feliilmalja a tobbieket, ha a publikélz’tsukhoz
sziikséges kritériumok szerint merjuk le Gket; valéban 9 pontot ér el a lehetsé-
ges 10-bdl, az atlagos 3,5-del és a mdxmmhs 8-cal szemben, amit az ellenérzé
csoportnal mértiink.

8. Koivetkeztetések
A dolgozat téméajahoz tartozé eredményeket mutattuk be.

Készometnyilvanitds. A szerzé koszonetet mond azért a mértékért, amellyel
munkéjaban tamogattak.
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