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A KULLBACK-LEIBLER RELATIV ENTROPIA
FUGGVENY ALKALMAZASA PAROS
OSSZEHASONLITAS MATRIX EGY
PRIORITASVEKTORA MEGHATAROZASARA!

KOMAROMI EVA
Budapesti Corvinus Egyetem

A dolgozatban a dontéselméletben fontos szerepet jatszé paros 6sszehasonlitds
matrix prioritasvektoranak meghatarozasira j megkozelitést alkalmazunk.
Az A péaros 6sszehasonlitds matrix és a prioritasvektor altal definidlt B kon-
zisztens matrix kozotti eltérést a Kullback-Leibler relativ entrépia-fiiggvény
segitségével mérjiilk. Ezen eltérés minimalizalasa teljesen kitoltott matrix
esetében konvex programozasi feladathoz vezet, nem teljesen kitoltott matrix
esetében pedig egy fixpont problémédhoz. Az eltérésfiiggvényt minimalizald
prioritasvektor egyben azzal a tulajdonsdggal is rendelkezik, hogy az A métrix
elemeinek Osszege és a B matrix elemeinek Osszege kozotti kiilonbség éppen
az eltérésfiggvény minimumaéanak az n-szerese, ahol n a feladat mérete. fgy
az eltérésfiiggvény minimumanak értéke két szempontbdl is lehet alkalmas az
A maétrix inkonzisztencidjanak a mérésére.

Kulcsszavak: AHP, péaros 6sszehasonlitds métrix, tébbszemponti déntések,
Kullback-Leibler relativ entropia, eltérésfiiggvények, konvex program.

1 Bevezetés

Az AHP (Analytic Hierarchy Process) a t6bbszemponti déntési probléméak
kezelésére alkalmas eljards. Kulcseleme a paronkénti Osszehasonlitasok —
maésként: péros Osszehasonlitdsok — hasznélata. A péaros Osszehasonlitds a
dontéshozd véleményének numerikus reprezentacidja az egyes dontési alter-
nativak fontossagarol minden egyes masik dontési alternativahoz viszonyitva
egy adott kritérium szempontjabdl: a;; azt mutatja meg, hdnyszor fontosabb
az i-edik alternativa a j-ediknél. Nyilvanvald, hogy

aij >0, ai=1, aj;=—; 4,j=1,...,n,

ahol n a dontési alternativik szdma. Az AHP alkalmazésa sordn az egyes al-
ternativdkhoz prioritdsokat hatdrozunk meg — ezeket az irodalomban gyakran
preferencia értékeknek, vagy sulyoknak is nevezik. Ha a dontéshozé a fontos-
sdgok megitélésében konzisztens lenne, vagyis ha a;; = a;rax; lenne minden
1,7,k indexhdrmas esetén, akkor az m alternativdhoz tartozé prioritasokat
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(preferencia értékeket, silyokat) kénnyen megkaphatndnk. De a dontéshozdk
megitélése rendszerint csokkenGen konzisztens az alternativak szamanak no-
vekedésével. A kérdés ez: hogyan rendeljiink az egyes alternativikhoz pri-
oritdsokat — az n alternativdhoz prioritdsvektort — ha a megadott A = {a;;} €
R™ ™ péros sszehasonlitds matrix nem konzisztens? Az alapelképzelés az,
hogy olyan p = (p1,...,pn) vektor alkalmas a déntéshozé prioritdsainak a
kifejezésére, amely esetében az A métrix a B = {p;/p, } konzisztens métrixtdl
lehetOleg kevéssé tér el.

Az AHP-vel jelzett kutatési teriilet és médszertan Thomas L. Saaty nevé-
hez fiiz6dik [1980], aki szdmos cikket, konyvet szentelt a sajatérték mddszer
(EM) kifejlesztésére és vizsgdlatara — koziilik egyet emeliink itt ki, amely-
ben a szerzé a mddszer legfontosabb tulajdonsdgait foglalja Gssze [2003].
E mddszer lényege az, hogy a prioritdsvektort igy kapjuk: p = arg{Ap =
AmaxP}, ahol Apax a4z A méatrix legnagyobb sajatértéke. Mivel Ay ax értéke n,
ha a matrix konzisztens, és nagyobb n-nél egyébként, ezért az inkonzisztencia
mérészamaul Saaty a (Amax —n)/(n—1) értéket, illetve ennek egy tapasztalati
konstanssal vett szorzatat vélasztotta. A mddszer tanulményozasara iskola
alakult, amelynek szamos jeles képvisel6je kozul itt hivatkozunk P. T. Harker-
re és két dolgozatara [1987 és 1987a]. A mésodikban Harker a nem teljesen
kitoltott paros oOsszehasonlitdas matrix esetével foglalkozik. Megjegyezziik,
hogy a hidnyzo elemek kitoltése érdekében a célprogramozas illetve a fuzzy
preferencia reldciok alkalmazéasara is vannak torekvések, 1d. M. Fedrizzi és
S. Giove dolgozatat [2007].

Hidnyos matrixok meglétekor tobb féle kérdés vetddik fel. Az egyik az,
hogy sziikséges-e a dontéshozot tovabb kérdezgetni nézetérdl az alternativak
fontossagat illetéen — pl. ha a dontéshozo csak a matrix elsé sorat toltotte
ki, akkor ezzel megadta a prioritasait, amelyekkel a hianyzé elemeket mar
gy tudjuk kitolteni, hogy konzisztens matrixot kapjunk. Ez azonban nincs
Osszhangban azzal a tapasztalattal, hogy a dontéshozok dontései altalaban
nem konzisztensek, ezért néhany tovabbi elemre is sziikség van, hogy mélyebb
betekintést kapjunk a dontéshozénak az alternativak fontossagat illeté véle-
ményébe. Ha a matrix lényegesen tobb elemét tolti ki a dontéshozd, akkor
szembesiil a véleményeibol fakadd inkonzisztencidval, igy hajlik korabbi vé-
leményei feliilvizsgalatara. Ezek azonban olyan ,,puha” kérdések, amelyekkel
e dolgozat nem foglalkozik.

A mdédszerek méasik csoportjat olyan ,,tavolsdgminimalizaldsi” eljarasok
alkotjak, amelyekben a p = (p1,...,pn) prioritdsvektorra kikotjiik, hogy az
A matrix a B = {p;/p;} konzisztens matrixhoz a ,legktzelebbi” legyen.
A |, legkdzelebbi” sz6 jelentésétdl fiigg az alkalmazott mddszer, kiillonbozé
modszerek rendszerint kiillonb6zo p vektorokhoz vezetnek. E médszerek koziil
a legismertebbek:

ep€ argmin ;> (aj — pi/p;)* — legkisebb négyzetek mddszere
Zi pi=1,p>0
(LSM);
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ep € argmin >, > (ayp; — pi)? — stlyozott legkisebb négyzetek

Zi pi=1,p>0

mébdszere;

e pe argmin ), > (aj— pi/p;)* p—J — chi-négyzet mdédszer;
>, pi=1,p>0 pi

ep€ argmin ;> .(lna; —Inp; + Inp;)? — logaritmikus legkisebb
Zi pi=1,p>0
négyzetek médszere (LLSM).

S. 1. Gass és T. Rapcsdk [2004] a fenti két irdnyzatot Osszekapcsolta, J.
Krovék [1987] numerikusan 6sszehasonlitotta az EM, az LSM és LLSM méd-
szereket. E. U. Choo és W. C. Wedley e mddszerekrol szolé Osszefoglald
cikkére [2004], illetve A. Ishizaka és A. Labibnak az AHP 1j fejleményeit
bemutaté cikkére [2011] hivjuk fel itt a figyelmet, az utébbit ajanlva azon
érdekl6d6 olvasonak, aki az AHP hatalmas irodalmérdl attekintést akar sze-
rezni. Megemlitjiik, hogy miikédik az AHP iskola magyar kutatdi csoportja
is, mindenekel6tt a SZTAKI Operécidkutatds Laboratériuméban és a Corvi-
nus Egyetem Operacidkutatas Tanszékén, Rapcsdk Tamas és Temesi Jozsef
kezdeményezésére alakult. Tagjai jelentos publikacidkkal jarultak hozza az
AHP médszertandnak a fejlesztéséhez, k6zottitk Bozoki S., Fiilop J. és Rényai
L. [2010], Csaté L. [2012], Bozdki S., Fiilop J., Poesz A. [2011] cikkei az EM és
LLSM médszerek alkalmazésaval a nem teljesen kitoltott paros Gsszehason-
litdas matrixok optimélis kiegészitésérdl kozol eredményeket, Temesi J. cikke
[2010] és Farkas A., P. Lancaster, Rézsa P. dolgozata [2003] a péros Gssze-
hasonlitds matrixok konzisztencidjat tanulméanyozta, Kéri Gerzson munkaja
[2005] a paros Gsszehasonlitds matrixokra fogalmaz meg kritériumokat.

A jelen dolgozat a paros Osszehasonlitds matrix egy prioritdsvektoranak
meghatarozasara olyan médszert alkalmaz, amely a ,,tadvolsigminimalizalasi”
eljarasok csoportjaba tartozik. Tavolsag helyett azonban eltérést kell mon-
danunk, mert az alkalmazott fliiggvény nem teljesiti a tavolsagfliiggvények
minden tulajdonsdgat. A kdvetkezd részben bemutatunk két eltérésfiiggvény-
csalddot, amelyek tagjai alkalmasak lehetnek arra, hogy ezekkel mérjiikk az
A péros Osszehasonlitds matrix és a prioritdsvektorbdl képzett B = {p;/p,}
konzisztens matrix eltérését, kozelségét. A harmadik részben az A és B
matrixok eltérését a p; és a;;p; értékeknek az informécidéelméletben, statisz-
tikdban és szamos mas teriileten alkalmazott Kullback-Leibler relativ entro-
pia-fliggvény alkalmazdsival kapott eltéréseinek Gsszegeként fogjuk fel (erre
a tovdbbiakban A és B Kullback-Leibler eltéréseként hivatkozunk), bemu-
tatjuk az igy szdrmaztatott (K-L) minimalizdldsi modellt, amelynek a tu-
lajdonsagait tanulmanyozzuk: bizonyitjuk a célfliggvény konvexitasat, és
hogy a modellnek van egyetlen pozitiv megolddsa. A negyedik részben a
célfiiggvénynek a modell paramétereitol vald fliggését vizsgaljuk és egyben a
konzisztencia novelésének maédjéara tesziink javaslatot. Az 6todik részben al-
goritmust javaslunk a feladat megoldasara, felhasznalva a feladathoz tartozo
Kuhn-Tucker staciondrius pont problémat alkoté egyenletrendszert; bemu-
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tatjuk, hogy a feladat egyetlen p optimalis megoldasahoz tartozoé célfiiggvény-
érték, amely az A métrix és az optimdlis p vektor dltal meghatarozott B
matrix Kullback-Leibler eltérése, egyenlé a két matrix elemeinek Osszegei
kozotti kildénbség n-ed részével is (n a feladat mérete). A hatodik részben
vizsgaljuk a nem teljesen kitoltott paros osszehasonlitas matrix esetén kapott
feladatot, amelyet egy fixpont-problémaval azonositunk. Végiil a numerikus
szamitasokat illusztraljuk két klasszikus példdn. Az dsszefoglalds és az iro-
dalom zarjak a dolgozatot.

2 Entroépiaszeri eltérésfiiggvények

Az x € R"™ vektornak az y € R" vektortdl vald eltérését méré fiiggvénynek
a kovetkez6 két tulajdonsiggal kell rendelkeznie: a) nemnegativ legyen, és
b) értéke akkor és csak akkor legyen 0, ha z = y. Nem koveteljik meg a
tavolsagfiiggvény tovabbi tulajdonsigait: nem irjuk el a szimmetricitast és
a haromszog-egyenlotlenséget.

A két legismertebb eltérésfiiggvény-csalad: a Bregman-divergencia és a
Csiszar-féle p-divergencia.

A Bregman-divergencia (1d. Bregman [1967]) arra az észrevételre épiil,
hogy egy Xo C R" nyilt halmazon értelmezett tetszéleges n-valtozds szigo-
ruan konvex, differencidlhaté f fiiggvényre fennall, hogy

f@) = fly) >Viy)lz—-y); VryeXo,z#y.

Igy d(z,y) = f(x)— f(y) — Vf(y)(z —y) eltéréstiiggvény, mert d(x,y) > 0 és
d(x,y) = 0 akkor és csak akkor ha x = y.

Ha példaul f(x) = Y1, 2, akkor d(z,y) = > i, (z;—y;)* — az euklideszi
tavolsag négyzetét kapjuk. Ha fl) =" jxilna;, & >0 (i =1,...,n),
akkor d(z,y) = > (% In £ +y; —2;), y > 0 — ez a Kullback-Leibler relativ

entrépia-fiiggvény. Ha f(z ) =—>" Inz;, x; >0 (i =1,...,n), akkor
d(z,y) => ;1 (~InZ j‘ + 4¢ — 1) ~ ez a Burg entrépia.

Tovabbi példékat és gazdag irodalomjegyzéket talalhat az érdekl6dé olvaséd
pl. Kiwiel dolgozatédban [1997].

A Bregman-divergencia nem korlatozodik a szepardbilis fliggvényekre, a
Csiszdr-féle -divergencia (1d. Csiszér Imre [1967]) azonban igen. A széban
forgd o(t) a pozitiv félegyenesen értelmezett kétszer differencidlhaté szigori-
an konvex valds fliggvény az aldbbi tulajdonsagokkal:

p()=0; @(1)=05 ¢"(1)>0; lme(t)=—oo,

Az v € R, vektornak az y € R}, vektortdl valé p-divergencia eltérését
ekkor igy kapjuk:

= Zdi(xi,y,-) = ZWP(&)
i=1 =1 vi
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Konny beldtni, hogy ekkor d;(x;, y;) folytonosan differencidlhaté és szigorian
konvex az els§ valtozdjaban, lim;, o d'(t,a) = +o0, lim;— d'(t,a) = —o0,
d'(a,a) = 0, ha a > 0. Ha példaul ¢(t) = tlnt — ¢t 4+ 1, akkor a Kullback-
Leibler relativ entrépia-fiiggvényt kapjuk. Ha ¢(t) = —Int + ¢ — 1, akkor

d(x“yt)—ytln +xt Yi -

Ha o(t \/_ 1)2, akkor d;(x;, ;) = (VT — \/_ — ez a Hellinger tavolsag
negyzetenek egy konstans -SZ0rosa.

Tovabbi példakat talalhat az érdeklédo olvasé pl. Tusem, Svaiter, Teboulle
dolgozatdban [1994].

3 Az A és B matrixok eltérésének mérése a
Kullback-Leibler relativ entrépia-fliiggvény
segitségével

Minthogy a B = {p;/p;} matrix elemei valtozatlanok, ha a p vektort egy po-
zitiv szdmmal megszorozzuk, a p vektor normalizdlasa érdekében bevezetjiik
a Yy i p; =1 feltételt. Ebben és a kovetkezd részekben feltessziik, hogy az
A maétrix teljesen kitoltott.

Mind a sulyozott legkisebb négyzetek mddszere, mind a legkisebb négy-
zetek modszere a Bregman fiiggvények csalddjaba tartozo eltérésfliiggvényt
alkalmaz: a p; és az a;;p;, illetve az a;; ésap;/p; (i=1,...,n;5=1,...,n)
értékek kiilonbségeinek négyzetosszegének minimalizdlasa formajaban keresi
a prioritasvektort. E moddszerek elonyeirdl és hatranyairdl az olvasé a hi-
vatkozott dolgozatokbdl is tajékozddhat.

A jelen dolgozatban egy méas megkozelitést ajanlunk: A és B eltérését a
p; és az a;;p; értékeknek a Kullback-Leibler relativ entrépidval mért eltérése
Osszegeként hatdrozzuk meg. Ez azt jelenti, hogy a prioritasvektort olyan
P’ = (p},...,p") vektor formdjdban keressiik, amely minimalizdlja az eltéré-
sek Osszegét, amelyre

p’ € argmin ZZptln —l—aUpJ Di) -
Z pi=Lp>0 4 4

Miért jo ez a modszer?
e mert a minimumpont egyértelmi;

e mert a minimumpont pozitiv és a p® vektor formajaban kinyilvanitott
sorrendek nem véltoznak, ha a vektort megszorozzuk egy pozitiv kon-
stanssal;

e mert B prioritdsvektora szintén p® akkor, ha elemeit p° elemei segitsé-
gével hatarozzuk meg;
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e mert nem kell az alkalmazashoz a paros 6sszehasonlitas matrixnak tel-
jesen kitoltottnek lennie (csak Osszefliggének);

e mert p° azzal a tulajdonsdggal rendelkezik, hogy az optimadlis célfiigg-
vény-érték legnagyobb csokkenését az A matrix a,; elemének és recipro-
kanak valtoztatasaval, a tobbi elem valtozatlanul hagyasa mellett akkor
érjiik el, ha ezt az elemet az optimalis p?/ p? értékkel helyettesitjiik.

Ezeket az észrevételeket igazoljuk a kovetkezo részben, amelyben elészor az
aldbbi matematikai programozasi feladat tulajdonsagait vizsgaljuk:

n n

C(A,p) = ZZ(M m L aijpj — pi) — min

=1 i— @ijPj
(K-L) s
pEPz{pERQL_:ijzl} p>0,
j=1

ahol A az adott paros Osszehasonlitds matrix, R’l a nemnegativ térnegyed.

A C(A,p) figgvényt a tovdbbiakban az A péros Gsszehasonlitds matrix és
a p elemei segitségével meghatarozott konzisztens B matrix Kullback-Leibler
eltérésének nevezziik és az A és B kozelségeként fogjuk fel. A (K-L) feladat
egy optimalis p megoldasabdl szarmaztatott B matrix pedig e felfogasnak
megfeleléen a ,,legkbzelebbi” az A paros 6sszehasonlitds méatrixhoz. Felhivjuk
a figyelmet arra, hogy ez a definici6 tetszoleges két matrix, vagy akar a B
és A matrixok — a sorrend fontos! — eltérésének, kozelségének mérésére nem
alkalmas.

Vizsgaljuk a (K-L) feladatot. ElGszor vegyiik észre, hogy a célfiiggvény
értelmezési tartomdnya a pozitiv p vektorok R, nyilt halmaza, ezért vizs-
gélnunk kell majd azt a kérdést, felveszi-e a minimumdat C(A,p) a korldtos,
zért, konvex P halmaz és R, metszetén. Az els6 allitasokban C(A,p) tu-
lajdonsagait p € Ry, vektorokra vizsgaljuk.

Vegyiik észre, hogy C(A, p) differencidlhaté a P halmaz relativ belsé pont-
jainak halmazén: a

relint P={pe R}, : Y pj=1}=PNR},
j=1

halmazon, hiszen a fliggvényt alkotd Gsszeg minden tagja differencidlhaté a
rel int P halmazon.

1. Allitds. Hap € R% ., akkor a C(A,p) figgvény nemnegativ és értcke
0 akkor és csak akkor, ha p; = a;;p; minden i,j indexpdr (i = 1,...,n;
j=1,...,n) esetén.

BizoNYITAS. Emeljiik ki a célfiiggvényben p;-t rogzitett ¢ és j indexek esetén
(megtehetjiik, mert p; a feltevés szerint pozitiv):

; aiiP; a;iiDj
b +aijp; —pi = pi(—In ==L 4 =24 1)
ai;D;j pi 2

piln
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Mint ismeretes, Ina < a —1 Va € Ry esetén és egyenloség teljesiil akkor
és csak akkor, ha a = 1. Az 4llitds fenndll tehat a C(A, p)-t alkotd Gsszeg
minden tagjara, igy magara az Osszegre is. |

2. Allitas. C(A,p) szigorian konvex és differencidlhatd arelint P halmazon.

BI1zONY{TAS. Irjuk fel a C(A,p) fiiggvény tagjait az alabbi médon:

n

C(A,p) = Z(npz‘ Inp; — p; Zln aij — Pi Zlnpj + Zaz‘jpj —np;) .

i=1 j=1 j=1 j=1

Az x1nzx szigorian konvex fliggvény értelmezési tartoméanya az R, pozitiv
nyilt félegyenes, a fiiggvényt azonban a szokasoknak megfelel6en lezarhatjuk
a limy_oxlnz = 0ln0 = 0 fiiggvényérték-addssal. Igy a C(A, p)-t alkoté
fenti szumméban az elsé tag, és a masodik, negyedik és 6todik tag, amelyek
lineérisak, osszege:

n

Ci(4,p) = Z(npz‘ Inp; —p;  Ina;+ Y aip;— npi)
j=1 j=1

i=1

szeparabilis zart szigorian konvex fiiggvényt alkot R’} - n. C(A,p) fenn-
maradé tagja

Ca2(4,p) = —ipiilnpj = (—ipj) (ilnpj) :
i=1 j=1 j=1 j=1

és Cy(A,p) = —>77_ Inp; arelint P tartomanyon, vagyis szigortan konvex.
Ezzel az allitast belattuk. O

A kovetkezd &llitas itt leirt bizonyitasa Fiilop Jénostdl szarmazik, aki
ezt az eredeti kéziratban szereplo eléggé koriilményes gondolatmenet helyett
ajanlotta.

3. Allitas. C(A,p) felveszi a minimumdat o relint P halmazon, a minimum-
pont egyértelmi.

BizoNYITAS. Az egyértelmiiség C(A, p) szigortan konvex voltabdl kovetkezik.
A 1étezést kell bizonyitanunk. Vegyiik észre, hogy az eléz6 bizonyitdsban sze-
replé C1 (A, p) fiiggvény a minimumat a korldtos és zart P halmazon felveszi,
jelolje a minimumértéket L. Viélasszunk egy tetszéleges p € P, p > 0 pon-
tot és legyen K = C(A,p). Az optimélis megoldds szempontjabdl P azon p
pontjai érdekesek, amelyekre K > C(A,p). Barmely p € P, p > 0 esetén
—Ilnp; >0, mivel p; < 1,i=1,...,n,igy

L—lnpiSL—ZlnijC(A,p), Vp>0,peP i=1,...,n.
=1

Viélasszunk tetszélegesen egy p € P pontot, amelyre p > 0 és K > C(A,p).
Ekkor L —Inp; < K, azaz

. L—K .
p; > e , 1=1,...,n.
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A P halmaznak a K > C(A,p) feltételt kielégit6é pontjai tehat kompakt hal-
mazt alkotnak, amelyen a folytonos C'(A, p) fliggvény szlikségképpen felveszi
a minimumét. A minimumpont egyben C(A,p) minimumpontja a P halma-
zon. Ezzel az éllitast belattuk. m|

4 Konzisztencia

A kozelség fenti definiciéja alapjan az A paros Gsszehasonlitds métrixhoz
létezik pontosan egy ,,legkozelebbi” B konzisztens matrix: a (K-L) feladat
egyetlen optimalis megoldéasat alkoté p prioritasvektor elemeibdl alkotott ha-
nyadosok métrixa. Mivel az eltérés nemnegativ és zér6 akkor és csak akkor,
ha a két matrix egyenld, ezért a két matrix eltérése egyben az A métrix inkon-
zisztencidjanak méréséiil is szolgdlhat. Ebben a megéllapitdsban Saaty (1987)
gondolatmenetét kovettik, aki az inkonzisztencia mérésére azért alkalmazta
a C.I. = (Amax — n)/(n — 1) relativ eltérést (ill. ennek egy konstanssal valé
szorzatdt), mert Apmax > n. Hasonléan ehhez a gondolatmenethez, javasoljuk
a relativ eltérés és egyben az inkonzisztencia mérésére a min C(A, p) értéket,
amely javaslatot a kovetkezo részben leirt 1. Kovetkezmény szandékunk sze-
rint meggy6zoen alatamasztja.

A kovetkezd kérdés az, hogyan kellene megvéltoztatnunk az A métrix
1p-adik sordban és jo-adik oszlopaban 1év6 a;,j, elemet, illetve ennek a re-
ciprokat a jp-adik sorban és ig-adik oszlopban, hogy az A tobbi elemének
valtozatlanul hagyasa mellett a legnagyobb csckkenést érjiik el a célfiiggvény-
értékben.

4. Allitas.  Adott ig, jo indexpdr és adott p prioritdsvektor esetén az A és
B mdtrizok Kullback-Leibler eltérése akkor csokken a legnagyobb mértékben,
ha az a;yj;, értékét a p;,/pj, hdnyadossal helyettesitjik; C(A,p), mint a;,j,
flggvénye pi, /pj, egy kdrnyezetében konve.

Bi1zoNYITAS. Minimalizdlni akarjuk adott p mellett a

C(A,p)=> > (piln % + ai;p; — pi)
i g ¢

ij g

fiiggvényt, mint a pozitiv a;,;,-ban egyvéltozds fiiggvényt. frjuk fel a de-
rivaltjat:

D) _(,, b 1 :
— — (p; In S Qi io Do — Pig + Dj, IN —22— + Dip — Pj )
da j, Pio 0 Gagopse | odoPdo T Pio T B T—Pip  Tiojo oo

Pio '
= (_pio In Qigjo T PjoUigjo + Pio In Aigjo + - )
Qigjo
~ Lo, D Lo (1+ )(pjﬂ - ) '
Qigjo Qigjo Qi 4o Qigjo Qigjo

Mivel a;,;, negativ nem lehet, ezért a derivalt értéke 0, amint ezt vartuk
is, ha: @iy, = Dio/Pj,- Nézziik meg, hogy e pontban konvex-e. Irjuk fel a
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C(A,p) fiiggvény a;,;, szerinti masodik derivaltjét:

d’C(A, ’ ; 2p; 1 2p;
d(z D) Do Do P (pio —pia + =) .
@iy g0 @iy jo @iy g0 @iy g0 @iy g0 @igjo

Ha pi, > pj,, akkor d°C(A, p)/daZ ; > 0. Hap;, < pj,, akkor d*C(A, p)/daZ ;.
> 0, ha 0 < @i, < 2piy/(Pjo — Piy)- Adott tetszleges prioritdsvektor
esetén tehat C(A,p) mint a;,;, fliggvénye konvex a pozitiv szdmegyenesen,

ha p;, > pj, és konvex a (0, pLL) tartomanyban, ha p;, < pj,. A pi,/Dj,

DPi

érték eleme mindkét tartomanynak

bi 2p;
ﬁ = Pjo _mpzo < Pio ~ Pio < 2pj0 = ~Pio < Pjq -
Ezért C(A,p) konvex e pont egy kornyezetében. Ezt akartuk beldtni. |

Vegytik észre, hogy az a;,j, = Di,/Dj, helyettesitéssel az A és B matrixok
Kullback-Leibler eltérése csokkenésének nagysaga maga az eltérés:
iy

Qigj0Pjo

1
+ ——Diy — Pjo -

Pip In
pm igjo

+ igjoPjo — Pio + Pjo In

“10J0

Ha tehdt abbdl a szempontbdl vizsgdljuk meg az A métrixot, hogy a konzisz-
tencia novelése érdekében melyik Gsszehasonlitas esetében ajanljuk a dontés-
hozoénak, hogy vizsgalja felil a dontését, akkor A azon elemét kell kivélasz-
tanunk, amelyre e csokkenés a legnagyobb. Mivel ez egyben a legnagyobb
eltérés kivilasztdsdt is jelenti, a vilasztds dsszhangban van Saaty (2003) két
javasolt mddszerével is: az egyik a legnagyobb eltérés, a masik a legnagyobb
csOkkenés (Harker, 1987) kivélasztdsdnak felel meg.

5. Allitds. Legyen p° az A pdros dsszehasonlitds mdtriz prioritdsvektora —
a (K-L) feladat optimdlis megolddsa —, és a B mdtriz elemeit a p° elemeinek
hdnyadosai alkossdk. Akkor a B mdtrixz prioritdsvektora is p°

Az allitas kovetkezik abbdl, hogy a B matrixnak 6nmagétdl valé eltérése
0, mik6zben minden més pozitiv matrixtdl valé eltérése pozitiv az 1. Allitds
szerint.

5 A Kullback-Leibler relativ entrépia mini-
malizalasa: a feladat megoldasa

Irjuk fel C(A,p) gradiensét:

fL

5’p Zaﬂ—l-zmaﬂ—l—nlnpt Zlan 2 lllpJ, i=1,...,n.

Kihasznéltuk, hogy a;; = 1/a;;, ¢ = 1,...,n, j = 1,...,n. frjuk fel a
(K-L) feladathoz tartozé staciondrius pont problémdt. A problémaét és az
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itt kovetkezo allitdsokat 1d. Mangasarian kényvében [1969]. Olyan p =
(D1, -y Pnyw, V1, . .., Uy ) értékeket keresiink, amelyek kielégitik az alabbi fel-
tételeket:

n
> opi=1, p=(p1,---,pn) € R},
j=1

J
A
(K-T) OCAD) =0, 530, i=1.....n.

Ip;
n
> up=0.
i=1

Legyen p° = (19, ...,p°) a (K-L) feladat optimélis megoldésa — ez a 3. Allités
értelmében létezik és pozitiv. Az optimalités sziikségességére vonatkozé Kuhn-
Tucker tétel azt mondja ki, hogy a) mivel R}, nyilt és a (K-L) feladat
célfiiggvénye és feltételi fiiggvényei differencidlhatdk a p° € R, pontban;
b) mivel a (K-L) feltételrendszere reguldris: linedris; ezért léteznek olyan
)00 > 0, WO dudlis véltozd értékek, hogy (pY,...,p0,w° v, ... 02)

»¥n e n

egylittesen megolddsdt alkotjék a (K-T) feladatnak. Minthogy p € R,

ezért a Z?Zl UJO»p? = 0 komplementaritasi feltétel csak akkor teljestil, ha
W =0,...,2=0.
Az &llitas forditva is fenndll. Az optimalitds elégségességére vonatkozd

Kuhn-Tucker tétel azt mondja ki, hogy ha (p{,...,p2, w% v?,... v?) megol-

désa a (K-T) feladatnak, akkor a) mivel R | nyilt és konvex; b) mivel a (K-
L) feladat célfiiggvénye és feltételi fiiggvényei differencidlhatok a p® € Ry,
pontban és konvexek az I’} | konvex halmazon, ezért p° optim4lis megoldasa
a (K-L) feladatnak.

A (K-L) feladat egyetlen pozitiv optimdlis megolddsa, és csak az, tehat
kielégiti a kovetkez6 problémat:

n
> pi=1, peRy,
=1

Z(lni—&+aji)=w, i=1,...,n.

- Q;5Pj DPi

(K-T)

A (K-T) feladatbdl kitlinik az w valtozd jelentése. Szorozzuk meg az i-edik
feltételt p;-vel, és adjuk Ossze az egyenleteket. Azt kapjuk, hogy

n n

ipiZ(ln% — p—{—l—aﬂ) szp,- < C(A)p) =w.
i=1  j=1 i

w tehat az adott p vektorhoz tartozd, egyben optimdlis, célfiiggvény-értéke
a (K-L) feladatnak, w nemnegativ és 0 akkor és csak akkor, ha a;; = p;/p;
minden ¢, j indexpéarra. Méri az A métrix és a p vektor dltal meghatarozott B
matrix Kullback-Leibler eltérését. De vegyiik észre azt is, hogy az A métrix
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reciprok volta miatt

n n n n

ZZOH& —%—l—aﬁ) :ZZ(%"'_%) =nw,

i=1 j=1 =1 =1 i

vagyis w az dtlaga az A matrix illetve a B métrix elemei 6sszegeinek kiilonb-
ségének, ilyen értelemben is méri az A métrix B-t6l vald eltérését. Foglaljuk
ezt Ossze:

1. Kévetkezmény. A (K-T) feladat egyetlen (p°,w®) megolddsdra fenndll,
hogy

’ 0
0 : 0 0 p;
= C(A,p) = C(A,p"), - = (i»——‘).
W = A, O4p)=04r"), v nzz =
A staciondrius pont probléma alabbi vizsgalatdval és atalakitdsaval az a
célunk, hogy a (K-L) feladat megolddsira médszert mutassunk be a (K-T)

feladat megoldésa révén. Az egyenletrendszert alakitsuk dt. El6szor irjuk fel
mindkét oldalt logaritmusfliggvény formajaban:

n
Y pi=1. peRL,
j=1

n

n
1n(p,? : Haj,-e““ : H—e_"ﬂ/‘”) =lneY, i=1,...,n.
Jj=1

j=1Pi

(K-T)

Figyelembe véve, hogy a logaritmus szigorian névekvé fliggvény, ezért az
i-edik egyenletben a két oldal egyenlO, ha az argumentumok egyenlok:

n n 1

aji __ W 1/p; <
Ilaﬂ-e“—e -Ilpj-Te/"’, 1=1,...,n.
j=1 P

j=1
Osszuk el az els6 egyenlet két oldalat a mésodik, .. ., n-edik egyenlet megfelel6
oldalaival! Az osztas elvégezhetd, mert a szorzatok minden tényezdje pozitiv.
Az alédbbi ekvivalens feladathoz jutunk:

Y pi=1, peR,,

(K-T) !
Lope  Aae™ 1
2 [I; ajie®r p} 7 Y

Az i =1 eset azonossdg. Konnyen lathatd, hogy

o f(z) = l% 1= a pozitiv félegyenesen értelmezett pozitiv, szigordan
csokkend, differencidlhat6 konvex fiiggvény, limo f(z) = 400, lir_~r_1 f(z)
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o f~1(y) a porzitiv félegyenesen értelmezett pozitiv, szigorian csokkend,
differencialhaté konvex fiiggvény, lir% F(y) = +o0, 1121 ft(y) =0;
y— y——o0

o p;, = f7YC;f(p1)), ahol C; = (H;‘L:1 ajie“ii)/(Hz;l aj16aj1), i =

2,...,m;

o f~YC;f(p1)) a pozitiv félegyenesen értelmezett pozitiv, szigorian no-
vekvé, differencidlhaté fiiggvény, limy, o f~1(Cif(p1)) = 0, limy, — 4 oo
J7HCif(p1)) = +oo, (f71) (Cif(p1)) > 0 (p1 > 0).

A (K-T) feladat igy a

9(p) = Zf’l(@f(p =1

egyenlet formdjdban frhaté fel, ahol Cy = 1. A fentiek szerint g(p1) a po-
zitiv félegyenesen értelmezett pozitiv, szigorian novekvd, differencidlhatéd
figgvény, lim,, o g(p1) =0, lim,, 4o g(p1) = 400, ¢'(p1) > 0, (p1 > 0).

A g fliggvény jé tulajdonsdgai miatt az egyenlet megolddsara alkalmaz-
hatdék ismert numerikus mddszerek: a biztosan konvergens intervallumfelezo
modszer és a hirmddszer, valamint a jé kezdOpontok valasztisa esetén haté-
konyabb szel6 médszer, akar egyszerti Excel programként is. A szel6 mdd-
szerrel valé megoldas menetét bemutatjuk:

a. Kiinduldsként vdlasszunk két pozitiv pi, p? értéket, amelyekre g(p1) <
1, g(p?) > 1 . Ha valamelyikre egyenl8ség teljesiil, akkor az eljaras
véget ér. Kiilonben: legyen k = 3, folytassuk az eljarast a b. 1épéssel.

b. Hatarozzuk meg p¥-t a kovetkezé modon:

k—1
k k—1 !J(p1 )—1 k—1 k—2
pi=p == —-(Pi —pi )
g™ —g(pi™?)

c. Ha g(p¥) = 1, akkor az eljaras véget ér. Kiilonben: legyen k = k + 1,
folytassuk az eljarast a b. 1épéssel.

(A széban forgd egyenletek kielégitését a szokdasoknak megfeleld ,,elég nagy
pontossaggal” koveteljik meg. Hogy alkalmanként milyen pontossagot cél-
szeril elérni, erre itt nem tériink ki. Az egyenlet megoldaséra az Excel solvere
is hasznalhat6 természetesen, de eléfordul, hogy egy egyszerti solver nem
talal megoldast, mert a kiszamitandé prioritasok 0-hoz kozeli értékek és ez
kilenditheti a kozelitd eljardst a menetébol.)

6 A (K-L) feladat nem teljesen kit6ltott paros
osszehasonlitas matrix esetén

A Kullback-Leibler relativ entrépia eltérésfiiggvény ez esetben kevesebb tagot
tartalmaz. Legyenek az A matrix megadott (kitoltott) elemeihez tartozd
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index-halmazok soronként a kovetkezék: T'; = {j : ai; > 0, (i, 7) kitoltott }.
Nyilvanvald, a paros Osszehasonlitds matrix pozitiv reciprok volta miatt,
hogy j € I'; akkor és csak akkor, ha ¢ € I';. Ekkor a (K-L) feladat, az
eltérésfiiggvény gradiense és a feladathoz tartozé Kuhn-Tucker stacionarius
feladat az aldbbi lesz:

n

C(A,p) = Z Z (pt hl ap;) —|— a,-jpj — pt) — min

P21 ien, ijPj

(K-L-1) el

peP={peR}:) pj=1}, peRy, .
j=1

0C(A,p) _ Z(lni_&_‘_aﬁ)’ i=1,...,n,

Opi Ty aijPj  Di
n
(K-T-1) dpi=1, peRL,
i=1
Z(lni—&—l—aﬂ-) =w, t=1,...,n.
aijpj  Pi

JET:

(A fenti szummadkban a megfeleld tag 0 értékil, ha T'; iires.) A nem teljesen
kitoltott A méatrixot dsszefiiggének nevezziik, ha barhogyan is vélasztjuk az
{1,2,...,n} indexhalmaz egy I valédi részhalmazit, az | J,.,{j : j € [';} hal-
maz bévebb, mint az I halmaz: 3k € (J;c;{j : j € '}, hogy k nem eleme az
I halmaznak. Ez masként azt jelenti, hogy A nem Osszefiiggd, ha a sorokat és
oszlopokat (az alternativékat) dsszehangolt médon dtrendezhetjiik igy, hogy
az eredményiil kapott matrix dekomponalt: a kitoltott elemek els6 csoportja
a matrix bal fels6 ki soraban és oszlopaban helyezkedik el, a maradék pedig
a ki + 1-edik, . .., n-edik sorban és oszlopban, k; < n. A kitoltott és nem tel-
jesen kitoltott paros Osszehasonlitas matrix graf reprezentécidja segitségével
az Osszefliggbséget is jol lehet szemléltetni, errdl 1d. példaul Bozdki-Fulop-
Roényai cikkét [2010].

Nem teljesen kitoltott A matrix esetében a (K-L-1) feladat konvexitdsara
nem tamaszkodhatunk. Tamaszkodhatunk azonban arra az észrevételre,
hogy C(A,p) értéke nem véltozik, ha adott p > 0 prioritdsvektor mellett a
matrix hidnyzo6 elemeit kitoltjiik a % értékekkel. Jelolje A(p) azt a —teljesen
kitoltott— matrixot, amelynek elemei a kovetkezok:

Qi ha jely
aij(p) = Z—’ kiilonben.
J

Vildgos, hogy C(A,p) = C(A(p),p). A (K-L) problémét tehat nem teljesen
kitoltott A paros Osszehasonlitds matrix esetén a kévetkezdképpen irjuk fel:

- Di .
C(A,p) =C(A(p),p) = p;In + a;;pj — p; ) — min
(K-L-1) ZZ( o 1)

pelP, peR}, .
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Vizsgéljuk a célfiiggvény értékét. Legyen adott a p' € R, és legyen p? =
argmin,. p C(A(p'),p). A 3. Allitas értelmében p? létezik és pozitiv. Nyil-
vanvald, hogy C(A(p'),p) > C(A(p'), p?) minden p3-t8l kiilonbozd p > 0 vek-
tor esetén, p'-t is beleértve, ha p' # p?, vagyis C(A(p'),p') > C(A(p"),p?).
Vegyiik észre masfelél, hogy C(A(p'), p') = minyep C(A(p),p'), a 4. Allitds
szerint. Ha tehat a (K-L-1) feladatnak van p > 0 optimélis megoldasa, azaz

C(A(p),p) = {Irgg ggg C(A(p),q)

akkor a p pontra fennall, hogy

C(A(p),p) = C(A(p),p) ¢ C(A(D),q) > C(A(p),p)
minden p € P,q € P,q # p esetén .

(%)
A (*) tulajdonsédg tehdt maga utén vonja, hogy p fixpontja az aldbbi leképe-
zésnek:

fp): P—P, f(p) = argrginC(A(p),q) .

qe<

Azt, hogy ha p a (*) tulajdonsdggal rendelkezik, akkor optimdlis megolddsa
lenne a (K-L-1) feladatnak, vagyis hogy p nem csak lokélis, hanem globélis
minimumpont lenne, csak akkor &llithatnank, ha a feladat konvexitdsat is
belatnank — erre ebben a dolgozatban nem keriil sor.

A tovabbiakban nem teljesen kitoltott paros osszehasonlitds matrix ese-
tén olyan prioritasvektor keresiink — és ennek birtokaban a feladatunkat
megoldottnak tekintjiik —, amely a (*) tulajdonsdggal rendelkezik. Ilyen pri-
oritasvektor 1étezésére az alabbiakban konstruktiv bizonyitast adunk.

6. Allitas. Tegyiik fel, hogy az A nem teljesen kitoltétt pdros dsszehasonlitds
mdtriz 0sszefiiggd. Ekkor a (K-L-1) feladatnak van olyan pozitiv megolddsa,
amelyre a (*) tulajdonsdy teljesiil.

BizoNyiTAS. Induljunk ki tetszdleges pozitiv p® € P vektorbdl. Hozzuk létre
a p¥ sorozatot, ennek a k = 1,2, ... elemét az alabbi médon:

Vizsgaljuk meg elészor, hogy p*~! rendelkezik-e a (*) tulajdonsdggal.
Ha igen, készen vagyunk, az eljards befejez6dott. Ha nem, legyen p* =
argmin,c p C(A(pF—1),p). A 3. Allités értelmében pF létezik és pozitiv.
Az eljarast folytatjuk. Ha az eljards véges lépésben befejezédik, akkor az
allitasban szerepl6 pontot létrehoztuk, a bizonyitds befejezédott. Ha nem,
akkor egy végtelen sorozatot kapunk. Mivel a sorozat minden tagja a P
korldtos zart halmazbdl szdrmazik, ezért kivélaszthatd a {p*}r—o 1, végtelen
sorozatbol egy konvergens {p"'i }j=0,1,.. részsorozat. Jeldlje e sorozat hatér-
értékét p:

p=lim pk, peP.
j—o00

A sorozat tagjaira fennéllnak az aldbbi egyenl6tlenségek:

wiy—1 = C(APH~1),p") > C(APY),p*) > C(AWP™), p ) = w; -

J
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Mivel {wy, } alulrdl korldtos pozitiv csékkend sorozat, ezért létezik a limesze:

lim wy, = lim C(A(pkf),pkj) =
j—o00 j—o00

= lim C(A(pk~1),ph) = lim C(A(p*),pt*t Yy =w>0.

j—oo J—00
Ha p > 0, akkor
lim C(A(p*),p") = min C(A(p),p) =

j—o0 peP

= min C(A(p).p) = C(A(p),p) =w 2 0,
ekkor tehat p rendelkezik a (*) tulajdonsdggal és az &llitdst bizonyitottuk.
Beldtjuk még, hogy p > 0. FEz kovetkezik. Vegyiik észre, hogy minden
§ > 0 szamhoz létezik olyan r index, hogy C(A(p*i),p%) < w + 8, ha
j > r, mivel C(A(p),p) folytonos fiiggvénye p-nek és C(A(p*s), p*i) csokkend
sorozat, amely w > 0 értékhez tart. Valasszunk 6-t.

Vegyiik észre, hogy p; > 0 legaldbb egy indexre, mivel Y77, p; = 1.
Tegyiik fel az &llitassal ellentétben, hogy legalabb egy ¢ indexre p; = 0.
Vegyiik észre, hogy e feltevés mellett van olyan g, jo indexpar — és ezt itt
kivalasztjuk —, hogy p;, = 0, pj, > 0 és az A métrix (o, jo)-adik helye ki
van toltve. Ha ugyanis minden 7 indexre, amelyre p; = 0 fenndllna, hogy
p; =0,haje{j:jel;}, akkor az I = {i : p; = 0} indexhalmazra azt
kapnank, hogy I = (J;c;{j : j € I'i}, ellentmondésban azzal a feltevéssel,
hogy A Gsszefiiggs. Irjuk fel C(A(pFr), phr) értékét:

kr
. ") — Ky D; Ky ke _
CA@). P = Y (p,- In ——— 4 a;;p;" — p; ) =
i€{l,...,n},j€r; @ijPj
kr
Db;
= X gt e opl) ¢
i€{1,....,n},j€T; a’ijpj
(4.3),(3.0)#(i0.40)
k. k.
k. b; [ . D kK
+p’i0 In - k- +ai0j0pjo — Dy +pj0 In - k- +aj0i0pi0 - Dy, -

QigjoPj, Qjoio Py,
A szumma minden tagja nemnegativ, Osszegiik és igy tagjaik értéke is kisebb,
mint w + 6. Irjuk fel az Osszeg utolsé tagjara vonatkozd egyenlétlenséget
részletesebben:
R S K 1 ko ke ke
Pjo hlpjo ~ Pj, In ajyi, ~ Pjo hlp’io T @joioPiy —Pjg < wté.

De a bal oldalon 1év6 tagok koziil —pfor In pfor — 400, ha j — 400, mikézben
a tobbi tag véges értékhez tart. Ellentmondésra jutottunk tehat azzal a
feltevéssel, hogy a p prioritasvektornak lehet 0 értéki eleme. Ezzel az allitast
bizonyitottuk. |

A 6. Allitasbol és bizonyitdsa gondolatmenetébdl kovetkezik, hogy a (K-
T-1) feladatnak van megolddsa, azt azonban nem zértuk ki, hogy egynél t6bb
megoldésa is lenne. Barmely megoldasara azonban fennall a kévetkez6
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2. Kovetkezmény. A (K-T-1) feladat egy (p°,w°) megolddsdra fenndll,
hogy

W0 — min C’(A(po),p) _ C’(A(po),po) , = %Z Z (aij - %) .

P P, Rn
PELPERLY i=1 jel;

7 Numerikus vizsgalatok

Két klasszikus példat vélasztottunk abbdl a célbdl, hogy az eredményeket
més szerzok eredményeivel Osszevethessiik. A teljesen kitoltott paros Ossze-
hasonlitas matrix-szal kapcsolatos szamitasokat a ,, Tavolsag Philadelphiatol”
példaval, a nem teljesen kitoltott esetben pedig a ,,A csaldd hazat vasarol”
példédval is illusztréljuk, mindkettd Saaty hires konyvébdl [1980] szérmazik.

7.1 ,,Tavolsag Philadelphiatsl”

Ebben a példaban a dontéshozé hat varost hasonlitott 6ssze azoknak Philadel-
phiatdl valé relativ tavolsdguk tekintetében. E vérosok (alternativdk) sorra:
Kairé, Tokié, Chicago, San Francisco, London, Montreal. A matrixnak elég
lenne csak a jobb fels6 haromszogét feltiintetni, a bal alsé haromszog sziik-
ségképpen a reciprok értékeket tartalmazza:

1 1/3 8 3 3
3 1 9 3 3
1/8 1/9 1 1/6 1/5
1/3 1/3 6 1 1/3
1/3 1/3 5 3 1
17 1/9 1/2 1/6 1/6

_= oY O N O

Alébb az elsé sorban a jelen dolgozatban leirt mdédszerrel kapott prioritéas-
vektort, a masodik sorban pedig Saaty sajatérték mddszerével kapott ered-
ményt tintettiik fel. A harmadik sorban pedig az alternativdk sorrendjét,
amely a két prioritasvektor esetében ugyanaz lett:

0,24368 0,42483 0,03444 0,10662 0,14868 0,03176
0,26185 0,39749 0,03343 0,11639 0,16424 0,02660
2 1 5 4 3 6

Ugyanezt a métrixot nem teljesen kitoltotté alakitottuk Harker [1987b] pél-
dédja nyomén. Kitoltttek maradtak az (1,2), (1,3), (2,5), (3,6), (4,5) és (5,6)
elemek, pérjaik és a fédiagonalis. Az igy kapott prioritasvektort alabb a
dolgozatban leirt médszerrel az elsd, illetve Harker mddszerével a masodik
sorban tlntettiik fel, a harmadikban pedig ismét az alternativak sorrendjét,
amely a két vektor esetében ismét ugyanaz lett:

0,1859 0,5371 0,0261 0,0570 0,1704 0,0235
0,2339 0,4612 0,0382 0,0659 0,1734 0,0273
2 1 5 4 3 6
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Megjegyezziik, hogy C(A,p) optimélis értéke 0,442755 a teljesen kitoltott
méatrix esetében, és C(A(p),p) értéke 0,015089, amikor p = (0,1859; 0,5371;
0,0261; 0,0570; 0,1704; 0,0235). Ezeket az értékeket az inkonzisztencia mér-
tékének tekintjik, és amint vartuk, lényegesen kisebb a hidnyos elemeket
tartalmazo matrix esetében.

7.2 ,,A csalad hazat vasarol”

Az eredeti méatrix Saaty konyvében teljesen kitéltott, itt arra a nem teljesen
kitoltott valtozatara vonatkozo szamitasi eredményeket mutatjuk be, ame-
lyet Bozdki, Fiilop és Rényai hasznalt [2010]. Ezt a nem teljesen kitoltott
matrixot az aldbbi tdblazat tartalmazza, ha a kivastagitott elemeket elhagy-
juk. A métrix sorai és oszlopai dltal képviselt szempontok sorra a kovetkezdk
voltak: méret, kozlekedés, szomszédsag, kor, a kert, korszertiiség, allapot, ar.
A tabldzatot kitoltottiik a szdmitdsunk eredményeként kapott p =(0,1439;
0,0695; 0,1063; 0,0318; 0,0242; 0,0525; 0,0657; 0,5061) prioritdsvektor segit-
ségével, a hidnyzo elemeket pétoltuk tehat a kivastagitott értékekkel.

1 5 3 7 6 6 0,3333 0,25
0,2 1 06539 5 2,8754 31,0588 0,1429
0,3333 1,5293 1 3,3451 3 20264 6 02101
0,1420 0,2  0,2989 1 1,3146 0,25 04841 0,125
0,1667 0,3478 0,3333 0,7607 1 0,4608 0,2  0,0478
0,1667 0,3333 0,4935 4 2,1701 10,7991 0,1667
30,9445 0,1667 2,0658 5 1,2514 1 0,1297
4 74,7602 8 20,9332 6  7,7081 1

Az emlitett szerzék két moédszer segitségével hataroztdk meg a hidnyzd
elemek értékét. Az elsd a sajatérték modszer, a masodik az LLSM — a loga-
ritmikus legkisebb négyzetek maddszere — kiterjesztése nem teljesen kitoltott
paros Osszehasonlitds matrixok esetére. A két eredmény — mind a priori-
tasvektor, mind a hidnyzé elemek értékei tekintetében lényegesen eltér. Az
altalunk kapott eredmény az LLSM segitségével kapott eredményhez kozelebb
all, a kapott prioritdasvektorok nem azonosak természetesen, de az egyes al-
ternativak altaluk meghatarozott sorrendjei is inkabb csak a kis prioritasu
alternativak esetében cserélédnek fel. A tanulsig, ha egyaltaldn van, taldn
az lehet, hogy érdemes tobb mddszert alkalmazni és a konkrét alkalmazas il-
letve a konkrét paros Osszehasonlitas matrix ismeretében tovabbi elemzéseket
végezni az egyes alternativak fontossagat illetOen.

8 Osszefoglalas

A dolgozatban a dontéselméletben fontos szerepet jatszd paros 6sszehasonlitds
matrix prioritdsvektoranak meghatarozasara 1j megkozelitést alkalmaztunk:
az A péros Osszehasonlitds matrix és a prioritasvektor altal definidlt B kon-
zisztens matrix kozotti eltérést a Kullback-Leibler relativ entrépia-fiiggvény
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segitségével mértik. Ezen eltérés minimalizdlasa teljesen kitoltott matrix ese-
tében konvex programozasi feladathoz vezetett, nem teljesen kitoltott matrix
esetében pedig egy fixpont problém&hoz. A Kullback-Leibler eltérésfiiggvényt
minimalizalé prioritasvektor egyben azzal a tulajdonsaggal is rendelkezik,
hogy az A métrix elemeinek Gsszege és a B matrix elemeinek 6sszege kozotti
kiillonbség éppen az eltérésfliggvény minimumanak az n-szerese, ahol n a fel-
adat mérete. fgy az eltérésfiiggvény minimumanak értéke két szempontbol
is lehet alkalmas az A médtrix inkonzisztencidjanak a mérésére. A feladat
vizsgalata soran alkalmazott bizonyitasok egy része konstruktiv volt, egyben
eljarast adott a prioritasvektor kiszamitdsara. Nyitva maradt j6 néhany kér-
dés, amelyek tovabbi elemzést igényelnek, pl. a nem teljesen kitoltott paros
osszehasonlitds métrix esetében a 6. Allitds bizonyitdséban szerepld sorozat
— és nem csak a részsorozat — konvergencidjanak a vizsgalata. Erdekesnek
latszik egy kisérlet a Burg entropia mint eltérésfiiggvény alkalmazasara is.
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APPLYING THE KULLBACK-LEIBLER RELATIVE ENTROPY FUNCTION
FOR DETERMINING PRIORITIES FOR THE PAIRWISE COMPARISON

MATRIX

In this paper we apply a new approach for determining a priority vector for the
pairwise comparison matrix which plays an important role in Decision Theory. The
divergence between the pairwise comparison matrix A and the consistent matrix
B defined by the priority vector is measured with the help of the Kullback-Leibler
relative entropy function. The minimization of this divergence leads to a convex
program in case of a complete matrix, leads to a fixed-point problem in case of
an incomplete matrix. The priority vector minimizing the divergence also has the
property that the difference of the sums of elements of the matrix A and the matrix
Bis n times the minimum of the divergence function where n is the dimension of the
problem. Thus we developed two reasons for considering the value of the minimum
of the divergence as a measure of inconsistency of the matrix A.



