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BrODY ANDRAS

Szabalyozasi modellekrdl

Kornai—Martos [9], majd Virdg [10] vizsgalt a Szigma lapjain egy szabalyo-
zdsi rendszert, amelyet [5] is taglalt. E vizsgdlatokhoz hozzdszolva n(,hanv
tovabbi szabdlyozast is bemutatok.

A dolgozat elsé része a modell megvalasztisit indokolja, a masodik a sza-
balyozis josdganak kritériumait definialja, a harmadik egy szabdlyozds-
esalad nyole valtozatdt mutatja be.

1.
A modell

Az alapvetd gazdasagi folyamat modelljéil az egyszeri Gjratermelés Leon-
tief-f¢le zart abrazolasat valasztottam, azaz olyan nemnegativ és irreducibilis
I raforditasi matroxot, amelynek legnagyobb sajatértéke (spektralis radiusza)
éppen 1-gyel egyenls. Vilasztdsomat az indokolja, hogy a bévitett Gjraterme-
lés ¥ — A + 2B alakd matrixa (amely tehat aramlatokat is és lekotott eszko-
zoket is 4brdzol) hasonld tulajdonsigokkal bir. Tgy, rogzitett 2 mellett, az
eredmények a bovitett ujratermelésre is interpretialhaték. E modell két vonat-
kozdsban egyszer(siti az idézett tanulményokban targyalt modellt: a) nem
kiillonbozteti meg az anyagkészletet a termékkészlettél; b) a modell zart,
kiilsé fogyasztasa nincs.

Az anyag 6és termékkészlet megkiilonboztetése nem fizikai, hanem csupan
tulajdonjogi megkiilonboztetés. Elhanyagoldsa mégis erdsen csokkenti
modellem realitdsat. Mint Kornai—Martos modellje, ez is teljes készletinfor-
maciot kovetel meg.

A modell zartsdga csak latszolagos megkotés, hisz az F' matrix perturbécidja
ugyanugy jelenthet technikai, mint izlésbeli véltozast, tehat a fogyasztasi
struktira valtozdsit. A zartsag révén azonban abrizoldsra keriilhet a munka-
erd is, amelyet az emlitett modell nem vesz figyelembe. Egyébként a tapaszta-
lat azt mutatja, hogy a személyi fogyasztds nem szakadhat el a gazdasig
struktarajatol és novekedésétol, igy a zart rendszer ellen ilyen elvont targyalds
esetében nem emelhetd elvi kifogas.

Hogyan értelmezhet6k azonban az ilyen elvont és szimpla modellek és el-
vont szabdlyozasi eldirdsok révén nyert eredmények ?

Ha a smbalvola% ilyen elvont modell esetében nem kielégits, akkor a modell
tagoltabbé tételével dltaldban nem javithato. (Esetleg persze javithaté a sza-
balyozés modositédsaval, csillapité eldirdsokkal sth. — de ez nem a modell,

1 Szigma
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hanem a szabalyozasi kor kiterjesztését jelenti.) Ha a szabalyozis ilyen szimpla
modell esetében kielégité (minden szempontbol kielégité szabdlyozast még
erre az igen szimpla modellre sem talaltam), akkor e szabdlyozisi elGirdst ter-
mészetesen tovabb kell vizsgalni, részletesebb modellek segitségével.

Az elvont és szimpla modellek segitségével torténd vizsgalat tehat képes
megsziirni a lehetséges szabdlyozisi javaslatokat és kirostalni az elégtelennek
mutatkozé elGirdasokat. Nem biztositja azonban, hogy a sz{ir6n csak a szin-
arany javaslatok keriilhetnek ét — ehhez a sziré tal durva. Ugyanakkor
azonban arra is kényszeriti, hogy a szabdlyozis josdganak kritériumait és
szabdlyozis fGbb feladatait egyre szabatosabban fogalmazzuk meg.

II.
Stabilitas
A szabilyozis megitélésekor a Ljapunov- krit("l'imn()kl)(')l [2] indultunk ki.

Legyen a kivént dllapottol valé eltéré z; |, akkor a szabélyo-
ZA4s .smhzl, ha minden ¢ - 0 értékhez talilhaté oly 6, amelyre

zy| << 6 esetén |z, | < e.
Aszimptotikusan stabil, ha stabil és van olyan 6 0, amelyre

lim | 2 | 0.
t—r e

Az aszimptotikusan stabil szabdlyozis tehat egyben stabil, de nem meg-
forditva.

A kivant dllapottol valé eltérés, |z, | értéket kiillonféle modon értelmezhet-
juk. Lehet vektorok kiilonbségének valamilyen mérdszama, példaul két vektor
euklideszi tavolsiga (az elemenkénti eltérések négyzetosszegének négyzet-
gyoke), vagy az eltérésvektor valamilyen normdja (példiaul maximdlis elemé-
nek abszolut értéke, vagy elemei abszolit értékének Osszege). Lehet azonban,
ha nem egy megkivant pontba, hanem egy megkivant palyira kivinjuk vinni
a rendszert, két vektor dltal bezirt szog is. i(ry mérhetjiilk egy egyensilyi

,

palya, & és egy tényleges x, pilya kiilonbsé 'wét, mint a két palya altal bezart

,

sz0g cosinusinak [8] az egységtil vald eltérését, tehat vizsgdilhatjuk az

1 il (e )
Vi(z, %) | (2, 2)

érteket, mint az eltérés mérészamat a ¢ idGpontban.

Az okonémidban is hasznosnak litszik a két fajta stabilitis megkiilonboz-
tetése. Kzzel eltériink [9] terminoldgiajatol, amely az aszimptotikusan stabil
szabdlyozist nevezi stabilnak, a fentiekben definialt pusztin stabil szabdlyo-
zést instabilnak tartja. I8 terminolégiaban elvész az a fontos kiilonbség, hn;z_v
a szabdlyozds képes-e legalabb a kivint allapot kornyezetében tartani a rend-
szert (amikor az eltérés korlatos marad, habdr nem biztos, hogy csiokken
vai,ry megsziinik), vagy pedig nem (amikor az eltérés minden hatdron tal

Ghet).



SZABALY0ZASI MODELLEKROL 95

Ljapunov kritériumai a kovetkez6 egyszerti médon fiiggnek ossze a stabilitds
vizsgalatara altalaban hasznalt linearis differencialegyenletrendszer egyiitthato
mdtrxxanak tehat valamely 2, = Dz, egyenlet D matrixdnak sajatértékeivel
[6]:

Ha az Osszes sajatérték redlis része negativ, akkor a szabdlyozis aszimpto-
tikusan stabil (és természetesen stabil), mert az eltérésvektor zérushoz tart.
Ha van olyan sajatérték, amelynek redlis része pozitiv, akkor megfelel§ kezdeti
érték esetén az cltérésvektor minden hatdron tul ng

Végiil, ha a sajatértékek redlis része ugyan nempozitiv, de van kozte zérus
redlis részii, tehat tisztan képzetes sajatérték, akkor a szabdlyozéas stabil, de
nem aszimptotikusan stabil, mert az eltérésvektor fluktual, de korlitos
marad.

Differencia-egyenletrendszer esetén a z,,, = Dz, egyenlet D matrixanak
sajatértékei akkor vezetnek aszimptotikus stabilitdshoz, ha abszolut értékben
mind egynél kisebbek. Ha van egynél nagyobb sajatérték, akkor az eltérés
minden hataron tul novekszik. Ha nincs, ugyan egynél nagyobb sajitérték,
de van olyan, amelynek abszolut értéke 1-gyel egyenld, akkor a szabdlyozds
stabil, de nem aszimptotikusan stabil.

A stabilitds esetében azonban kiilon vizsgdlandé a tobbszoros gyokok esete,
mert instabilitdshoz vezethet.

Az okondémiai vizsgalatokban sziikség volna a fentebbieknél szigorubb kri-
tériumra is. Ilyen szigorabb kritérium lehetne a helyes orientdcié megkovete-
lése.

Helyesen orientalonak egy olyan szabdlyozist tekinthetiink, amelyben az
eltérésvektor z, minden eleme monoton csokkenve konvergél zérushoz. Az
ilyen szabdalyozas biztositja azt, hogy a rendszer minden része egyenesen a ki-
rant allapot felé tart.

Miért volna ilyen szigort kritériumra sziikség? Azért, mert a mechanikai
rendszerektol az okondémiai rendszert az kiilonbozteti meg, hogy egy-egy
konfigurdciojanak (paramétereinek, belsé ardnyainak, ténylegesen kvantifi-
kalt modelljének) relevancidja igen rovid életli a viszonylag lassan haté sza-
balyozds idGigénycéhez képest. Igy a ¢ » oo hatdrdtmenet az okonémidban
sohanapjan megval6suld szabdlyozist jelent: mire a kivint allapothoz vald
kozeledés megtortént volna, e kivant dllapot (vagy pélya) mar rég megvélto-
zott. A tavoli jov6ben aszimptotikusan konvergdldé szabédlyozis helyett a
szabdlyozis adott pillanatban érvényesild hatdsit kellene vizsgdlni, mivel a
tranziens jelenségeknek az okondémidban sokkalta nagyobb szerepiik van,
mint a végillapotnak. Ha a szabdlyozis nem kozvetleniil a kivant allapot felé
visz, ha egyes szabdlyozott jellemzGk eltérése akar csak dtmenetileg is nove-
kedhet, akkor a szabalyozas nyilvian dezorientdl.

Sem a stabil, sem az aszimptotikusan stabil szabdlyozds nem biztositja
a helyes orientaciot ebben az értelemben. A stabil szabdlyozas esetén az cgyes
elemek fluktudlnak; az aszimptotikus szabdlyozds esetén, bar végsd soron
az elemek a zérushoz tartanak, de eleinte még novekedhetnek, vagy — csil-
lapitva — fluktualhatnak.

Mivel az eltérésvektort korményzo egyenlet matrixdnak sajatértékeire tett
szigorubb kikotések, példdul a komplex sajatérték kizardsa sem vezet a kivant
eredményre, nyilvan csak olyan matrixtranszforméciéra gondolhatunk, amely
a (tisztdn redlis) sajatértékek negativitdsit megtartva a matrix Osszes sajat-
vektorat nemnegativvd vagy nempozitivva, azaz egyez$ elGjellivé teszi.

1*
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Ilyen, az altalanos esetben felhasznalhaté transzforméciot eddig nem talaltam,

ugy vélem azonban, hogy e kérdés megoldhatésiganak tisztdzisa az Gkondémiai
szabdlyozaselmélet egyik fontos problémaja.

II1.
Szabalyozisi eldirasok
1. KESZLETEK SZINTIEROL VEZERELT SZABALYOZAS
1.1. Folytonos eset
A készletek novekedése a termelds és a fogyasztds kiilonbségével egyenls:
(1.1.1) ky = (1 — F)a,.

*
A L készletnormatol vald eltérés ardnydban modositjuk a termelést:

*
(1.1.2) =k — k.
Az utébbi egyenletet derivialva ¢s az eredményt (1.1.1)-be helyettesitve:
(1.1.8) & = (F — 1),

F maximdlis abszolat értékii sajatértéke 1. Ezért (# — 1) sajatértékei mind
negativ valds résziiek, az egy zérus kivételével, amely az K& — & egyensilyi
allapothoz tartozik. Mivel differencidlegyenletiink masodfoka, e sajatértékek
négyzetgyoke adja a megoldasokat. A tisztan valds és negativ sajitértékek
négyzetgyoke tisztan képzetes, valos része — 0. Tehat ha /' sajatértékei mind
tisztan valésak (pl. ha szimmetrikus, vagy hasonlé egy szimmetrikus matrix-
hoz), akkor a szabdlyozds stabil. A rendszer visclkedése: az & egyensulyi hely-
zetnek az x, kezdeti allapothban meglevé komponense az idGben viltozatlanul
megmarad, a tébbi (nem egyensilyi) sajatvektor irdnyaban a rendszer kezdeti
allapota altal meghatarozott dllandd amplitaddoja esillapitatlan rezgémozgdst
végez a képzetes sajitértékeknek megfelels frekvencidakkal.

A szabdlyozis Osztonzése, ill. fékezése 1-nél nagyobb vagy kisebb yp skalar
megvalasztisival az

(1.1.2%) % = plk — k)

egyenletre vezet. A rendszer egyiitthatomatrixa tehat p(# — 1) alaka lesz,
amibél nyilvinvalé, hogy a rendszer viselkedése nem valtozik, esupén a frek-
vencidk novekednek y -1 esetén, illetve csokkennek y <~ 1 esetén. Az sz-
tonzés gyorsabb liiktetéshez, a fékezés lassibbodéashoz vezet, a sajatvektorok
persze nem valtoznak.

Eredményeink eddig hasonlitanak a [9] dolgozat 4. pontjiban levezetett
eredményekhez.

Ha azonban az F—1 matrixnak konjugalt komplex sajatértékei is vannak
s ez az dltalinos esetben nem zdrhaté ki, s6t valészin(, akkor ezek négyzet-
gyoke biztosan ad pozitiv valés részli gyokot, s ez esetben a szabilyozés
instabil lesz.
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1.2. Diszkrét eset

(1.2.1) Ak, = (1—F)z,
(1.2.2) dz, =k —k,
(1.2.3) Az, = (F—1)z,, vagyis
Tppy — 20,4, + @, = (F—1)2,
tehat
2 F—2 xn+1] L
1 0 Ty xn+1

Ez a differencia-egyenlet azonban mar a legegyszer(ibb gazdasagban is instabil
szabalyozashoz vezethet matrixanak tobbszoros gyoke miatt. # = 1 helyette-
sitéssel ugyanis az egyenletrendszer matrixa

[

alakud, ennek sajatértéke 1, kétszeres gyok. Legyen a kezdeti x, = ;J Ha

most @ = b akkor a folyamat egyensulyban marad, de @ > b esetén + oo
felé, a <~ b esetén pedig — oo felé tart.

2. KESZLETEK VALTOZASAROL VEZERELT SZABALYOZAS
2.1. Folytonos eset

Mint az el6bbiekben is

(2.1.1) b = (1— F)x,
Most a készletviltozdssal forditott ardnyban moédositjuk a termelést
(2.1.2) & = —k

Behelyettesitve ezt 2.1.1-be
(2.1.3) & = (F—1)x,

Ez els6foku differencial-egyenletrendszer, egyiitthatématrixa (1.1.3) matrixé-
val egyezs, azaz negativ valds részii sajatértékekkel bir a zéruson kiviil. Ezért
a szabdlyozas aszimptotikusan stabil, az F& — & egyensulyi allapot kompo-
nense valtozatlan marad, mig a tobbi sajitvektorokhoz negativ redlis részii
sajatértékek tartoznak.

Az 6sztonzb y > skaldr beiktatdsival
(2.1.2%) ey )

fgy a rendszer matrixa p(F—1) lesz. Ennek sajitértékei az eredeti rendszer
y-szorosai. Ezért ha F mésodik legnagyobb pozitiv redlis részii sajatértéke f
s fgy az eredeti rendszer leglassabban elhalé tagja ¢~V mértékében csokken,
akkor a y skaldrral 6sztonzott rendszer e’®-V! mértékében tart zérushoz.

yp — v tetsz6legesen nagy negativ szimmaé tehetd, s igy a konvergencia sebes-
sége tetszés szerint fokozhato.
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2.2. Diszkrét eset

(2.21) Ak” — (l___lﬂ)x”
(222) Axn == —/]k,l
Ezekbdl
(223) /1:1?,1 - (I',—“l):li”
AZAZ
tehat

T Pz, .

Kz azonos a Mises-féle iterdcidoval, amelyrdl tudjuk, hogy a matrix maximalis
1 sajatértékéhez tartozd FE — & egyensulyi vektorhoz konvergdl. A szabalyo-
z4s ez esetben is aszimptotikusan stabil.!

Ha — mint az imént is a miasodik legnagyobb pozitiv sajatérték f,
akkor az ehhez tartozé zavard sajitvektor " mértékben hal el. Ha azonban
osztonozzitk a szabdlyozd egyenletet

(2.2.2%) Iz, - yAk,,
amibdl
¢ DE T 1 o
(2.2.3%) Az, = p(F'—)z,
azaz
o e v ”

Tnyr — Ty = 7}(ﬁ '1) Ty

tehat
A

Tppy = (PF + 1 — y) .

A régi § sajatérték helyére most yf -+ 1 y nagysiagh sajatérték 1ép. Bar ez
1 1 y . y ; 2

Y= — — = — megvalasztasival zérussa tehetd, ugyanakkor ez az

—~1 1-—8
eljaras /3, tobbi sajatérték abszolat nagysigat novelheti. Pl g = 0,5 esetén
y = 2, e valasztds azonban egy eredetileg mondjuk —0,1 nagysiga sajatérté-
ket 2 (—0,1) + 1 — 2 — —1,2 nagysagiva tesz, s ezzel a szabdlyozas instabilld
valik. Az Osztonzés tehat csak az F matrix maximdlis negativ valds részi
sajatértékének ismeretében alkalmazhaté a kiillonosen veszélyesnek tartott
zavarG vektorok erdteljes sziirésére vagy teljes kiiktatdsira.?

01 5 e Sy Bt o
! Ha azonban I (l 0) alaki, azaz ciklikus, s {gy sajitértékei + 1, akkor a szabd-

lyozds csak stabil. Ezt az elméloti hatdresetet azonban a gyakorlatban figyelmen kivii
hagyhatjuk, feltessziik, hogy a matrix nem ciklikus.

2 Simonovits Andrds felhivta figyelmemet, hogy a (2.2.2) egyenletszabdlyozdsinak
gyakorlati kivitelezése lehetetlen. Helyesebb volna a Aw,y, = —4k, eloirdst adni a
szabdlyozdsra. Ekkor @, ., — @4, (F—1)x,, azaz

(1 1"‘_1) (J’nﬂ) = ["'n+::)
1 0 Tn Tn+y

Ez ismét instabilitdshoz vezethet tobbszoros gyokei miatt.
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2.3. A készletszabalyozdsrdl dltalaban

A készletszintrol torténd szabalyozas részben stabil, részben instabil, a kész-
letvaltozasrdl torténd szabalyozds viszont altalaban aszimptotikusan stabil
eredményekhez vezet. A differenciaegyenletek azonban, amelyek a szabilyozas
késleltetésének elemi abrazolasara alkalmasak, altalaban a készletszabéalyozas
ellen sz6lnak.

Egy tovabbi probléma is felvetddik: ha az # matrixot Ggy perturbaljuk,
hogy legnagyvobb sajatértéke kissé megnd, azaz a rendszer mér csak szitkitett
ujratermelésre képes, akkor a készletszabalyozasok novekvd termelési szintek-
hez vezetnek. Ha viszont csokken valamelyest e sajatérték, azaz a termelés
bovithetd volna (illetve az F — A -+ 2B alak figyelembevételével a novekedési
riata emelhetd volna), akkor ellenkezileg a szabdlyozok esikkentik a termelési
szinteket. Még ha tovabbra is jé ardnyok felé vezet a szabalyozas, akkor is
helytelen szintek alakulnak ki.

Nyilvanvald ezenkiviil, hogy mindezen szabilyozasok révén az ¥ matrix
perturbdcidjanak kivanatos vagy nem kivanatos voltat nem tudjuk felmérni.
A technikai véltozas az egyik legfontosabb ilyen perturbdcio, s jogosan var-
hatjuk, hogy a szabdlyozis e kérdésre is feleletet adjon.

Kz utébbi persze lehetne kiilon szabdlyozdsi mechanizmus targya, mert
elvben a mennyit termeljink? kérdése elvilaszthatd a hogyan termeljimk?
kérdésétol. A gyakorlatban azonban e két kérdés nem valt ketté, s ezért meg
kell vizsgalni hasonlé médon az drak révén torténd szabdlyozist is. Az arak
révén ugyanis mindkét kérdésre vilaszt remélhetiink.

.

3. NYERESEGROL VEZERELT SZABALYOZAS
3.1. Folytonos esel
Y

Legyen az arvektor p, s ennek vdltozisa legyen egyenes aranyban a tul-
kereslettel:

(3.1.1) b= (F—1)z,.

Vegyiik észre, hogy az igy definidlt arvaltozas a negativja az (1.1.1)-ben meg-
adott készletvaltozasnak. Erdekes ezt egybevetni azzal a korai ,,értékelméleti”
nézettel, hogy az dr a termék ritkasiginak kovetkezménye, magas ara olyan
terméknek van, amely szlikos, mig a biségben taldlhaté termék dra alacsony.

Legven most egy adott arrendszerrel a termékegységen elérheté nyereség
p — FTp, tehit az ar és onkoltség kiilonbsége, s valtozzék a termelés szin-
vonala a nyereséggel egyenes ardnyban:

(3.1.2) £ = (1—FT)p,.
Akkor e két egyenletrendszer osszefogisaval kapjuk:

P Pi
X

Ly

(3.1.3)

(0 F-1
1-FT 0
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Egyenletrendszeriink egyiitthaté matrixa ferdén szimmetrikus, s igy* ismét
csak tisztan kepmteq gyokokkel van dolgunk, az Fz — & és FTp — p egyen-
siulyi volumen és arvektorokhoz tartozé zérus sajatértékeken kiviil.
A szabalyozas stabil, a rendszer az egyensilyi allapot koriil esillapitatlan
rezgéseket végez. Osztonzésre, ill. fékezésre az (1.1.3) rendszerhez hasonléan
a rezgések gyorsuldsival vagy lassuldsdval vélaszol. E rendszert el6szor
Goodwin vizsgalta [7], egyes varidnsainak gyakorlati adatokra valé alkalma-
zasa a [3] dolgozatban taldlhato.

E rendszer egyébként a klasszikus piaci mechanizmus egy igen szimpla
modellje s némi utmutatést latszik adni a t6kés rendszerben kialakul6 periodici-
tds létrejottére, valamint frekvencidira vonatkozoan.

3.2. Diszkrét eset

(3.2.1 /] Dy = 1’1—-'1 X
7“ n

(3.2.2) /1:17,, = (1— /"7‘)77,,
(3.2.3) Ap, [0 F—1)(p,

Ao, 1—FT 0 |la,
azZaz

Pr+1 1 Fo1 Pn

P 1—-FT 1 25

Az egyenletrendszer matrixa az el6bbi rendszer matrixdnak és az egység-
matrixnak Osszege. Sajatértékei tehat az cgvonq(xl_vi helyzethez tartozd 1
sajatértéken kiviil 14 képzetes rész nagysdghak, abszolut értékben tehdat
mind nagyobbak 1-nél, ezért a szabdlyozds instabil. Ezt az Osztonzés vagy
fékezés sem kopos megvaltoztatni. A tiszta piaci mechanizmus tehdt mar az
ilyen egyszertien késleltetett alakjiban sem ad stabilnak tekinthetd szabdlyo-
zést. Az eltérést Arrow — Hurwitz [1] eredményeitdl az okozza, hogy nem téte-
lezziik fel a termelési fiiggvények konvexitdsat. A linedris termelési fiigevé ‘nyvek
esetén létrejovi esetleges fluktudciora egyébként 6k is utalnak t(mulmamuk
83. oldaldn.

4. NYERESEGVALTOZASROL VEZERELT SZABALYOZAS
4.1. Folytonos eset
Legyen mint az imént is a piac egyenlete
(4.1.1) Py = (F'—1)a,
Szabdlyozzuk a volumenviltozist most a nyereség valtozasirol
(4.1.2) & = (1—FT)p,
a két egyenlet osszekapesoldsival

(4.1.3) @ = (1—FT) (F—1)x

* Lisd pl. [6].
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Linearis egyenletrendszer, amelynek egyiitthaté matrixa egy Gram-féle
matrix negativja. Mivel a matrix szimmetrikus, igy a sajatértékek mind reali-
sak. Mivel tovabbd a Gram-féle MTM alaku matrixok pozitiv szemidefinitek
vagy pozitiv definitek [8], ezért a Gram matrix negativja az esetleges szingu-
laritdson kiviil csupa negativ sajatértéket ad. A szingularitds nyilvan ismét
az Fi — & egyensilyi helyzethez tartozik. A szabalyozds aszimptotikusan
stabil és megfelel§ transzformacioval (azaz ,,0szténz6”’ matrixszal) helyesen
orientaléva is tehetd. A p altalanos osztonzd faktor bevezetésével a konver-
gencia tetszés szerint fokozhaté.

\

4.2. Diszkrét eset

(4.2.1) Ap, = (F—1)z,

(4.2.2) dz, = (1— FT)4p,
(4.2.3) Az, = (1—FT) (F—1)z,
azaz

‘TIH-I == [(I_FT) (ﬁv_l) + l]xn

Ha a folytonos (4.1.3) rendszer sajatértékei 2; értéktiek (A, = 0, 4, << A,_; <
< ...< 2, 0), akkor a jelen rendszer sajitértékei 1 4 A; alakdak lesznek.
Az 1 + 2, = 1 értékhez megint az egyensulyi allapot F& = & sajatvektora
tartozik. Ha | 4, | <~ 2, akkor a rendszer aszimptotikusan stabil. Megfelel§
fékezi faktor beépitésével azonban | 4, | <~ 2 mindig biztosithatd.

4.3. A nyereségszabalyozdsrdl dltaldban

Az arrendszeren s igy a nyereségen alapuld szabdlyozas stabil, illetéleg
instabil, a nyereségvaltozasrol torténé szabdlyozas azonban aszimptotikusan
stabil, illetve azza tehets. Valdszintileg helyesen orientdlé volta is biztosit-
hato.

Az F matrix legnagyobb 1 sajatértékének perturbdlisa a nyereségvaltozis-
rol torténG szabalyozds esetében helyes irdnyba vezet. Mind a folytonos,
mind a diszkrét esetben ugyanis a sajatérték novekedése a termelési szint
csokkentéséhez, csokkenése a szint novekedéséhez vezet.

Mint mésutt részletesen kimutattam, az egyensilyd arrendszer alkalmas
a technikai véltozdsok megitélésére [4]. Fennmarad6 fogas probléma azonban,
hogy az egyenletek p,, illetve p, értékére nem adnak j6 megolddst — az drak-
nak az egyensilyi ar felé valé szabdlyozisit (amely a helyes technoldégiai din-
tések el6feltétele) nem biztositjak. K probléma elméleti megolddsat még nem
latom vildgosan. Annyi a fentiekbdl vildgos, hogy ez itt nem bizhaté valami-
lyen ,,mechanizmusra’, hiszen ha p,, illetve Ap, értékét masként hatarozzuk
meg, mint ahogy az a (4.1.1), ill. (4.2.1) egyenletekbdl adddik, akkor veszélyez-
tetjiikk a volumenszabalyozas stabilitdsat. Csak id@szakonkénti , kiilsé” 4r-
rendezések johetnek tekintetbe, ezek pillanatnyi médosité ,,ugrdsat” a sza-
bélyozé mechanizmusnak figyelmen kiviil kellene hagynia. Ez a megoldas
azonban gyakorlatilag tisztdzatlan.

( Beérkezett: 1972. december 21.)
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ON CONTROL MODELS

The paper, continuing the investigation of Kornai—Martos examines 8 different
control prescriptions on a simpler model.

The first part describes and motivates the model. The core of the model is a matrix
F — A + AB which gives the current flow and fixed capital coefficients of the simple
(or extended) reproduction. It is a nonnegative irreducible and primitive matrix, its
spectral radius is 1. It does not distinguish material and commodity stocks, but it also
contains the reproduction of labour. By the aid of this modelcore and the vector @ of
production levels, vector k of stock change and vector p of price change can be defined.
By the aid of the price vector p the vectors of profit and profit change can be defined.

After introducing the Ljapunov stability the second part points out the criteria of
control with correct orientation. This can be realized by a differential equation, with
negative real eigen values and eigen vectors of identical sign.

Finally the third part, investigating the different simple control preseriptions obtains
the following results:

Discrete case
Difference equation

Continuous case
Differential equation

1. From level of stable or unstable stable or unstable

stocks

asymptotically stable

(convergence can be incre-
ased)

stable

asymptotically stable,

(convergence can be incre-
ased)

can be adjusted to orient
correctly

2. From change
of stocks

3. From profits
4. From change
of profits

asymptotically stable

(convergence can bo increased)
or unstable

unstable

asymptotically stable, or asym-
ptotic stability can be en-
sured
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O KOHTPOJIbHbLIX MOAEJIHX

Tpy/t B npojioJpKeHuH HeesieoBanust KopHan—MapTtoun ueesenyer 8 padHbIX KOHTPOJIbHBIX
NpeANHCAHMIT TIpoute TOH MO/IesH.

INepsasi yacThb W3Jaraer U MOTHBHDYET Mojedb. Slapo momenu marpuua F = A4-AB, Ko-
TOpast JIaeT TeKyUHe HHIEKCHl H HHIEKChl KallHTaJ0eMKOCTH NPOCTOro (MJIM PAaCIIHPEHHOT 0) BOC-
NPOU3BOJCTBA. ITO — TaKasl He-OTPHUATEIbHAS] HPPeAYIHOHIbHASI U NIPUMHTHBHASI MaTpHULA,
crieKTpajbHbll paanyc kKotopoii — 1. OHa He jaer pagivyMs B MATEPHAJIbHBIX H TOBAPHBIX 3a-
nacax, Ho COJEPIKHT H BOCNPOHU3BOJCTBO paoueii cHibl. TIpu nomouu aapa Mojesiu U ypoBHei
NPOH3BOJCTBA & MOYHO YCTAHOBHTL BEKTOPbI H3MCHEHHSI 3aMacoB k M H3MCHEHHY LeH p. A npH
MOMOIH 1IEHOBOI0 BEKTOPA ) MOYKHO YCTAHOBHTb BEKTOPBI NPHOBUIH M M3MEHEHHsT NPHOBLLIH.

[Tocsie u3soykenst KpurepHes cTadHAbHOCTH 1o JIANyHOBY BTOpast yacTh NOKa3blBaCT KPHUTe-
PHii MPABMILHO OPHEHTHPOBOYHOI0 KOHTPOJISI. ITO MOYKHO OCYLIECTBIAATh AHP(epeHIHaIbHBIM
YPABHCHHEM, HH/IEKC-MATPHIIA KOTOPOI'0 JIAeT OTPHLATEeNIbHBIE PeajibHbie OCHOBHLIC CTOHMOCTH
H OCHOBHBIE BEKTOPBI 0JMHAKOBOIO 3HAKA MOCJE CHEKTPAILHOI0 PasoyKeHusl.

Harounei Tperbsi HacTb, HCCJEAYsS! PA3HBIC MPOCTbIC KOHTPOJLHBIC TPEANHCAHYNS, T0JyuaeT
CJICJIYIOIHE PE3YIILTATBI:

[TpogomKuTeNnbHbLI cnyyai JHcupeTnblid cayvai
Ynpasjenue KOHTpoIem Jinddepenunanbuoe ypasHenne YpasHerive pasHulibl
| i
1.C YPOBHS1 3anacoB . ctabuabHOe MJIH HMHCTAOMJIbHOE | cTa0HJILHOE HIIH MHCTAGHIIbHOE
23¢ H3MCHEHHs 3aria- } ACHMITTOTHYECCKH cTa0HIIbHOE ’ ACHMIITOTHYCCKH CTA0HIIbHOE
coB KOHBEPIEHIHIO MOYKHO YCHIINTD \ KOHBEPI'CHIHIO MOYKXHO YCHJIMTD
{‘ | HIH HHCTAOMJIbHOE
3. C npubplim craduibioe | HHCT20MIBHOE
4. C H3MCHCHMHSI InpH- ACHMIITOTHYECCKH CT('IGHJII)H()C, ACHMIITOTHUYCCKH CTHGHJI]:HOL‘,
ObLIH KOHBEPreHIHIO MOXKHO YCHIIUTD, | HJIM U3-3a TOPMOIHPYIOLIET O

MOYKHO CJICJIETH TPABHILHO
OPHEHTHPOBOYHBIM

(t)ill('l'()[)il ACHMITTOTHYECKY 10
CTaOMJILHOCTBL MOXKHO ofecrie-
YHTb
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Dekompoziciés eljaras a vallalati érdekeltség
mutatéjanak maximalizaldsa esetén

1. A nyereség kiotelez§ megosztasat el6iré jovedelemszabalyozési rendszer

a vallalati érdekeltség kozéppontjaba dllitja a ¢ = il i mutatot. A ¢

sB+ E
szerinti optimalizdlds jellemz6 vondsaival foglalkoztunk [5]-ben. Egyuttal
utaltunk arra is, hogy ez a célfiiggvény nem csak villalati szinten alkalmaz-
hatd, hanem egy nagyobb aggregatum termelési tevékenységének optimaliza-
lasa sordn is cél lehet megfeleld ¢ mutatéd maximalizdldsa, ha nem is allitjuk,
hogy minden esetben ez a célfiiggvény a legfontosabb. Erdemes mindenesetre
utalnunk arra, hogy a szamlal6 az dd()tt aggregatumban létrehozott nemzeti
jovedelemnek az eréforrds felhaszndlds dltal nem meghatarozott részét repre-
zentalja — tehdt adott termelési tényezs felhasznélds esetén a nemzeti jove-
delem novekmény a nyereséghben Jolentko/ll\ —, mig a nevezl csokkenése azt
eredményezheti, lm(rv tobb termelési tényezo fordithaté az életszinvonal ala-
kuldsa szom]xmtjalml rendkiviil fontos nem termeldi dgazatok teviékenységé-
nek fokozasara.

[5]-ben megmutattuk, hogy ¢ maximalizilasa elméletileg egy olyan decentra-
lizalt irdnyitdsi rendszerben is biztosithat6, amelyben az egyes tevékenységek
alkalmazasarol az eredeti feladathoz rendelt dudlis feladat feltételi egyenletei
altal definidlt ,,gazdasdgossagi’ vizsgalat alapjan sziiletik dontés, és az esetleg
h/ul\.scg,cb kozponti beavatkozis — a tevékenységek mértékének meghatdro-
zdsa — nem rontja a mwcgvscg,ek helyzetét. A gyakorlatban ritkén fordul eld,
hogy valamennyi tevékenység onallé részrendszernek felel meg, sokkal jellem-
z6bb az olyan szerkezet, amelyben az egyes részrendszerek tobb tevékenységet
fognak at, mégpedig oly mddon, hogy a tevékenységek mértékének megsza-
bésakor meghataroz6 szerepet jatszé feltételek nagyobb része az illetd rész-
rendszerre vonatkozo specidlis feltétel, és viszonylag kevés az olyan feltételek
szama, amelyek oOsszeflizik az egyes részteriileteket. Ilyen szerkezettel repre-
zentalhaté mind a nagyvallalatok, mind pedig a nagyobb gazdasagi egységek
legtobbje: a helyi feltételek a specidlis gyari, ill. dgazati sajitossagokat, adott-
sagokat tiikrozik, mig a kozponti feltételek a vallalat ill. a kérdéses gazdasagi
aggregdtum egészében mozgathato erdforrdsokra vonatkozé kikotéseket, ill.
egyes, a rendszer egésze dltal teljesitendd feladatokra vonatkozoé elvarasokat
irnak le.

Egy ilyen rendszer linedris programozisi modelljének megoldasara az egyik
lehetnseg a Dantzig— Wolfe eljards alkalmazésa [3]. Az un. hiperbolikus [6]
és a linedris programozas bizonyos hasonlésigai alapjan varhato, hogy ez az
eljards hanyados célfiiggvény, igy ¢ maximalizélisa esetén alkalmazhaté lesz.
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A tovabbiakban ezzel a kérdéssel foglalkozunk és tekintsiik az alabbi progra-
mozasi modellt:

2 Ajmy =
J
B,»xj—:.bj (]: 1,2...)
z; =0
2 nizi+ 3
md,x .__J‘,.___‘,i,, — J - ——

aZb}x/+ 'px/{r—raa'[’} 26‘]
J J

ahol x; a j részegység tevékenységeinek mértékeit mutatéd vektor (5 —

1 L A i

a J részegység tevékenységeinek a kozponti eréforrasokra és felada-

tokra vonatkozo fajlagos igényeinek és hozzajarulasainak métrixa;

b a kozponti eréforrasok és feladatok szintje;

B, a j részegység tevékenységeinek az egyértelmtien a részegységhez

kiothets (helyi) erdforrasokra és feladatokra vonatkozo fajlagos

igényeinek és hozzijarulisainak méatrixa;

b, a j részegység helyi erGforriasainak és feladatainak vektora, az m,
v, b, e, ), € értékek a j részegység nyereség, bér és eszkozmutatoi,
¢ ])(‘(h” a bérszorzo.

A

Az el6bb elmondottaknak megfelelGen ilyen modellel reprezentilhatd egy
tobb gyaregységet urycmtu nagyvallalat, vagy valamely nagyobb gazdasigi
aggregatum, ak(u a népgazdasig egésze is. Az ilyen cé lfusrg vény valasztasat
elsé esetben a szabdlyozo l'(!ndszor szinte kotelez6vé teszi, utébbi esetekben
pedig legalabbis egy fontos alternativ célfiiggvényrdl van sz6. Kgy Dantzig
Wolfe-tipusu eljards felhasznilisa sok esetben elényos lehet egy ilyen modell
megoldasa sordn, igy a megoldasi eljarisok vv,.wml wta is elvezethet ahhoz a
kérdéshez, hogy milyen maodositisokkal alkalmazhato hényados célfiiggvény
esetén a moédszer. B technikai probléma mellett folvetddik az a kérdés is,
hogyan médosul hinyados célfiiggvény esetén az a szabdlyozisi mechanizmus,
(Lmel\ linedris célfiiggvény esetén az eljiardsra épithets. Egy ilyen szabalyozési
mechanizmus gyakorlati megoldast jelenthet a nagyvillalatok belss érdekelt-
ségi rendszerének kérdésében. A belss érdekeltségi rendszer kialakitdsa a nagy-

villalatokban fontos probléma, miutin kinnyen belathaté, hogy az éltalinos
Iend.v.o.r mér szamviteli okok miatt sem alkalmazhaté és tovabbi nehézséget
jelent, hogy az egyes részegységek adottsdgaiban meglevs kiilonbségeket is
figyelembe kell venni. N(Lngall ati szinten egy dck()mpou( i0s eljardsra épi-
tett belsé érdekeltségi rendszer gyakorlati realizdcioja nem elképzelhetetlen,
és bar nagyobb rendszerek esetén nem tartjuk redlis alternativanak egy ilyen
szabalyozasi mechanizmus kialakitdsat, jellemzd vondsainak ismerete sokat
segithet a tényleges szabdlyozis helyes értékelésében.
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2. A kovetkez6kben tehat a
jZ' Ao, =
Bjxj:bj (1 ="1;"20: %)

programozasi feladat dekompoziciés eljardssal torténd megoldasaval foglalko-
zunk, ahol az Ak, B;-k adott, megfelel6 méretii métrixok, az adott b, bk,
¢k, d;i-k és az ismeretlen x -k megfelel6 méretli vektorok, y és & pedig adott
azfmok. Mint eddig is, a tovabbiak soran rng,vbetuvel matrixot, kisbettivel
vcktort’, gorog betiivel pedig szamot jelolink és a méretek megfelels voltat
sem hangsilyozzuk kiilon.

Azt vizsgiljuk, hogy a fenti feladat megolddsahoz milyen moédositasok sziik-
ségesek a Dantzig— Wolfe eljardasban, vagy megforditva a Dantzig— Wolfe
eljardsbeli transzformdcié utdn adodo, a fenti feladattal ekvivalens feladat
megoldasara miképpen alkalmazhaté a hanyados célfiiggvényli programozasi
feladatok megolddsdra javasolt [2]-beli eljards. A szobanforgd eljardsokat
ismertnek tételezziik fel, ezért az adddd algoritmus verifikalasat mellGzziik.

Feltételezziik, hogy minden jre {x;| Bx; = b, x; > 0} == 0. Ellenkez§
esethen az (1) feladatnak nyilvan nines meuolda% A késébbi algoritmusba
egycébként egyszerlien beillesztheté ezen {clt(wcs vizsgalata is. helteﬁszuk
tovabba, hogy az 1)-beli feltételeket kielégité minden z = (.. « &4 o 4)-TO
Ydix,+ 6 >0.

Jeloljiik az {«;| Byjx; = b, x; > 0} poliéder kanonikus felbontasdnak ele-
meit Zy, Tiq+ -+ 5 Xjps Xjg e -vol ahol egyszeres felillvonds korlatos, kétszeres

feliillvonas pedig kup usslctovobell elemre utal [4].
Pontosan azért és ugyanolyan értelemben, mint linearis programozasi fel-

adat esetén, az (1) feladat ekvivalens [3] a 4y, és py valtozokra vonatkozd

‘JZ(%? @ji )‘/’f + /27 ajy :uj/\-) = b
Sh=1 (=L2..)
Ao tje > 0

7‘:(2« 7,/\ 7//: + 7’/1. H,A) + 7

< (I' Jk )‘jl\' s .I/}/ 5]1. .ujI.) _+_ 5

(2) max

programozasi feladattal, ahol

;1—,/-,‘. = A -11'-]. ZZ/}‘ == Aflfj"
Vik = ",x,/\ Vik =6 %A
o = d; T, O = d;Tj,
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[2] alapjan (2)-ben bevezetve a

1
e e =
2( 5//. Aﬂ( + 2 6jk‘ujk) + 0
i k k
O = e i —————
/ 2/1 (/2; (Sjl.' ij ,}_ 127 6//‘. ‘l.l:j]‘-) iy 0
J o k
[L} = - lllf/( Y k
JjK v v T e
2_, (‘/}" 01 ).j,: - "}, 0 ,u,,.-) + 8
J 3 3

valtozokat a

2 (.\; @iy e + X @y ffj/f) —br=0

J k k
%'“//.' —17=0
(3) (j=12...)
}J(T\,' 8o + 7}' 0 [}j,l.) - 6t =1
i ik e

%jgr P = 0

max (2/'(./2/'7//:“//.' ot %‘V//.- /))jl;) | VT)
J e 3

linedris programozisi feladat adédik. Ennek megoldisihoz sem sziikséges
a feladat explicit ismerete, a [3]-beli alapgondolat felhaszndlasdval az aldbbi
algoritmust kapjulc:

2.1. Legyen (f ... q;...¢) (3) egy bazismegoldisihoz tartozé multiplikator
rendszer. (Megjegyezziik, hogy 7 mindig béazisvaltozo.)

2.2. Tekintsiik a

B/.’I.‘j bj

(4) z; >0

max (¢; — fA; — ¢ d))x;

linedris programozisi feladatokat (5 = 1,2...).
2.3. Ha minden j-re (4) egy optimdlis extremdlis x; megolddsira

5 e . Ve, <
(‘)) (C/ fA/ ' d/)x] =S (l)j
az eljaras véget ér.
Ha az — egyébként a (3) linedris programozasi feladat optimélis bazis meg-

oldésat szolgaltaté — aktudlis bdzishoz tartozé v == 0, a bézismegolddsbal
képezhetd
1 e W
e=—(..Fop%+ 3 BuZy--)
T k k

optimalis megolddsa (1)-nek.
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Ha 7 = 0 teljesiil, a pillanatnyi (3)-beli célfiiggvényérték, ami (3) optimums-
értéke is, az (1) feladat lehetséges célfiiggvényértékeinek olyan felsé korlatja,
mely az aktudlis bazis megoldds alapjan nyerheté ¥ = (.. .3 ;@) . . .) irdny

k

mentén haladva tetszéleges pontossiggal megkozelithetd.
2.4. Ha valamely j-re a (4) feladat optimalis megolddsara (5) nem teljesiil,
vagy a szobanforgé feladatnak nincs optiméalis megoldésa, végezziik el a szimp-

lex m(’)dszernél szokdsos modon az aktudalis bazisnak az (4 #50,...1,...0,
cx;) vagy (A;x;, 0...0...0¢;x;) vektorral torténé transzforméci6jat, ahol

x; (4)-nek egy (5)-t nem kielégit6 extremélis megoldésa, illetve z; (4) megoldésa
sordn a nem korlatos esetben adédott olyan irdny, melyre

(c; — fA; — pd)Z; > 0

Ha a bazistranszformécié eredménye az, hogy az (5) feladat nem korlatos,
nem korlatos az (1) feladat sem és az eljaras véget ér.

Ellenkezs esetben az j bazishoz tartozé multiplikdtor rendszert felhasznilva
folytassuk 2.2-t8l.

Ezen algoritmus esetleges szamologépi realizalisakor nyilvan végrehajthatok
a [3]-mal kapcsolatban ismert és szokésos szdmitdstechnikai fogasok: pl.
(4)-nek nem feltétleniil egy megolddsa alapjan moédositani (3) egy bazisat,
bizonyos j-kre a (4)-beli feltételeket a , kozos” 3Ax; = b feltételekhez sorol-

juk sth. ([1]) — természetesen az eljards ,,jé,téks{zabé]yainak” szitkséges modo-
sitdsdt is végrehajtva. Ide tartozik az a megjegyzés is, hogy a 2.1—2.4 algorit-
mus konvergencia szempontjibél nyilvdn pontosan olyan, mint [3]. fgy itt
is kihaszndlhat6 a [3]-mal kapesolatos azon tapasztalat ([1]), hogy egy feladat
megoldasa soran kezdetben az egy (vagy fix szamu) iterdcira esd célfiiggvény-
valtozéas altalaban nagyobb, mint a késébbiekben.

Ha (1)-re vonatkozban még feltessziik, hogy (4) minden megolddséra dx; >0,
akkor 2.2. 4gy is fogalmazhaté, hogy van-e a

Bx;=b
z; >0

max &~ )z —
d %

hdnyados programozési feladatnak olyan megoldésa, amelyhez ¢-nél nagyobb
célfiiggvényérték tartozik.

(2) megoldiséra alkalmazhattuk volna a [6]-beli eljardst is. Mint ismeretes
([7]), ezen eljards nytjtotta minden megolddsnak megfelel a [2] szerint nyert
egy megoldds és megforditva, valamint ugyanazon megoldéstél indulva a két
eljarasnal altalaban ugyanazon megoldisok adédnak. Mig egy , kozonséges”
feladat megoldasakor a [6]-beli eljirdst alkalmazva viszonylag egyszertibb
eszkozokkel biztosithatd, hogy ameddig csak lehetséges, ugy transzforméaljuk
a bézist, hogy a feltételek meghatdirozta konvex poliéder korldtos részében
maradjunk, ugyanakkor az explicite nem adott (2) feladat esetén ezt csak
jelentds tobbletraforditdssal latjuk megoldhaténak. Természetesen nem lép
fel ilyen probléma, ha a (2) feladat feltételei meghatéarozta poliéder korlatos,
és gy dltaldban egy valdsigos gazdasigi problémébdl szdrmazé modell ese-

2 Szigma
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tében sem. ElsGsorban azonban a kiévetkezG részbeli interpretdcié miatt rész-
letezziik némileg ezt a lehetGséget is.

Legyen (p...mj...) a (2)-beli tort szdmlaléjdhoz, illetve (r..., 0, ...)
a nevezGjéhez, mint azonos feltételrendszeri linearis programozisi feladat
célfiiggvényéhez tartozé multiplikdtor rendszer valamilyen bdzismegoldds
esetén és jelolje ekkor I' és A a szamlild, illetve nevezd értékét. [6] szerint
most olyan 2;-t, vagy u;-t kell meghatdroznunk, melyre

A(;jk = T"_‘jk = ”j) = 11(—3}/{ = ‘rajk i Qj) >0,
illetve

AV je — Pa ) — F(Ejk — ra@j) > 0.
Ugyanugy, mint az elébb, ez a

]33'/ = 1)/

z; >0
max (4) (¢; — pA)x; — n)(— I) (¢, — rd;(x; — o))

(7= 1,2...) linedris programozisi feladatok, illetve ezek optimumértékének
vizsgilatat jelenti.!

Ha egy ilyen feladat korlatos és optimumértéke pozitiv, a (2) feladat aktud-
lis bazisaba keriils vektornak mindig lesz pozitiv komponense: pl. a >'2; — 1

egyenletnek megfeleld és igy a (2) feltételek meghatirozta konvex poliéder kor-
latos részében maradunk.
Ha az utolsé feladatok valamelyik nem korldtos, megfelel6 x -t pl. a

Bjx; =0
ex; = 1
(6) (/l((:/ — pd;) — I'ld; — r/lj)):z'j > ¢

max e~ IA/:I?/

linedris programozisi feladat megolddsival kereshetiink, ahol B~1 a (2)-beli
aktualis bazismegolddshoz tartozé inverz matrix megfelelé része, e pedig
alkalmas, pl. szdémol6gépi realizdciotol fiiggd kis pozitiv szam. Minthogy (2)
aktualis bazisanak transzformdicidjahoz barmely pozitiv célfiiggvény értéket
add a-bdl nyert vektor felhasznilhatd, a [6]-beli algoritmus a (2) feladat
megolddsira valé alkalmazisindl ezt célszerii figyelembe venni és (6) vizsgd-
latdval csak sziikség esetén foglalkozni.

3. A matematikai targyalds utdn a szektorfeladatok gazdasigi értelmezési
lehetGségeivel foglalkozunk és ezek kapesan roviden vézoljuk az eljardsra
épithet szabdlyozdsi mechanizmusokat is.

A részegységek dltal maximalizdlandé célfiigevényt tobbféleképpen fogal-
mazhatjuk. Az elsé viltozat esetén aszektorok, az 1-beli jeloléseket haszndlvaaz

(7; — fA; — ¢ (0b; + &)z,

LA cikk lektordnak és Martos Béldnak utaldsai alapjin [8]-ban megtaldltuk korlitos
(4)-beli feltételrendszerek esetére az eljiras ezen vdltozatat.
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célfuiggvényt maximalizéljak. Ez a célfiiggvény a nyereség maximalizdlasat
irja el6 gy, hogy a tevékenységek hozamat (7 ;) csokkenteni kell az ersforras
felhasznaldsaért fizetendd ,,adokkal” (f4 ;) és a termelési tényezdk lekitéséért
fizetend§ jarulékkal (p(ab; + ¢)x,). Az adok kozott negativ értékek, , jaradé-
kok™ is szerepelhetnek, ha a kozponti feltételek kozott az eréforrds korlatok
mellett kotelezd feladatok is vannak. Ennek a célfiiggvénynek egy olyan de-
centralizalt irdnyitasi rendszer feleltetheté meg, amelyben kézpontilag az erd-
forras felhaszndlasért fizetendd adokulesokat, a kotelezd feladatokhoz vald
hozzéjarulasért fizetends jaradékkulesokat és az dGjonnan lekotott termelési
tényezdkért fizetendd jarulék kulesot irjak elS. A részegységek egyedi adoz-
tatdsdra ebben a rendszerben nincs sziikség, elegendd, ha a kiozpont hasonlitja
ossze a g; értékeket és a szektorok nyereségmutatoit. fgy biztosithaté, hogy
a szektor érdekeltségét kifejezd mutatd altaldban pozitiv értéket kapjon,
tehat optimdlis értéke nem lesz zérus.

Ha a feladatban szerepld részegységek mindegyike esetén feltehetjiik, hogy
barmely lehetséges szektorprogram 4j termelési tényezék felhasznalasat is els-
irja — tehat a valtozé termelési tényezs lekotés (abj + &j/x; >0 — akkor
a szektorok célfiiggvénye

(R, — [4)) % — @;

(an + )z

formdban is frhaté. Ez a célfiiggvény tehdt az egységnyi Gjonnan lekitote
termelési tényezd mennyiségre juté nyereség maximalizalasat irja el6. A hoza-
mot ebben az esetben az erdéforrds felhasznalasdért fizetendd adok mellett
a részegység széméra kozpontilag eldirt egyedi ad6val kell esokkenteni. [gy
a megfeleld decentralizalt irdnyitdsi rendszerben az eréforras adok (és jaradék-
kulesok) mellett a részegységek egyedi adbéjanak meghatarozésira van sziik-
ség, de nem kell elGirni a termelési tényez§ lekotésre vonatkozo jaralékkuleso-
kat. A szabdlyozdk mddositasat a kozpont ebben az esetben ¢ és a szektorok-
ban kialakult termelési tényez6 ardnyos hozam osszehasonlitdsa alapjan kezd-
heti el. A szektorok érdekeltségét kifejezé mutaté ebben a rendszerben mindig
pozitiv lesz.

A harmadik — talan némileg mesterkéltnek ting — megoldds esetén a rész-
egységek érdekeltségét az

_ FaRid o, -
;2 — pA;x; — A ((od; + &) z; — rd;2; — 0/)-

mutatohoz flizi a rendszer. Az els6nek emlitett célfiiggvényhez hasonléan
ebben az esethen is a részegység nyereségének maximalizdldsa a cél. A hoza-
mot ebben az esetben is az erdforris felhasznalas aranyos adékkal és az Gjon-
nan lekotott termelési tényezdkért fizetendd jarulékkal kell esokkenteni, e
jarulék meghatdrozdsa ebben az esetben azonban tobb lépésben torténik.
A rendszer a részegységek termelési tényezs felhasznalasét is értékeli: a tény-
leges felhaszndlast modositani kell az egyes erdforrdsok termelési tényezs
igényességét kifejezd adok és jaradékok osszegével, amelyet a tényleges erd-
forrds felhasznélds utédn kozpontilag megéllapitott kulesok szerint kell meg-

2*
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hatdrozni (4;x;), majd az igy modositott termelési tényezs felhaszndlds még
csokkenthetd a részegységenként egyedileg megallapitott médosité tényezs-
vel (0)). Az igy korrigalt termelési tényez6 osszeg utan fizetendd jarulék kulesa
megegyezik a termelési tényezs dtlagos hozadékaval (I'/4). Bz a megoldas
lényegesen nehézkesebbnek tiinik az el6zonél, ugyanakkor lathat6, hogy a meg-
felel6 szabélyozasi rendszer a kordbbiakndl tobb szempont figyelembe vételére
alkalmas. Az erGforras felhasznélds kettds értékelése bizonyos esetekben indo-
kolt lehet. (Gondoljunk példdul arra az esetre, amikor valamely erdforrds
korlat novelése esetén lehetdség van egy nyereséges, de 0] termelési tényezd
lekotést nem igénylé tevékenység alkalmazéasdira. Emellett varhato, hogy egy
ilyen rendszerben kisebb megrazkodtatisokkal jar a szabalyozék modositdsa.
Hasonléan értékelhetjiik esetenként a rendszernek azt a vonasat is, hogy a p J
modosité tényezlk révén lehetGséget ad a részegységek termelési tényezd
igényességénck differencialt figyelembe vételére.

Egészen altalinos szinten nem volna célszer(i barmiféle sorrendet felallitani
az el6zGekben ismertetett rendszerek kozott, esetleges alkalmazasi kisérletek
esetén a tényleges koriilmények figyelembe vételével valaszthaté ki a legmeg-
felel6bb valtozat. Mar utaltunk ri, hogy az ilyen szabidlyozasi rendszerek alkal-
mazasa inkabb csak nagyvéllalati szinten tekinthetd realis lehetSségnek,
bar egyes elvek ennél magasabb szintek iranyitési rendszerében is figyelembe
vehetGk. De meg viszonylag egyszeribb rendszerek, tehat egy nagyvéllalat
esetén is csak gy képzelhets el az eljirdsra 6piils decentralizalt iranyitasi
rendszer alkalmazasa, hogy egy el6készit szamitassorozat alapjan a kozpont
meghatarozza a s/a,h(ilyo?(')k értékeit (ado, j:imd("k és jarulék kulesok, eseten-
ként egyedi adok), és ezek az értékek a tervezési idGszakban mér (‘rvenyben
maradnak. A részegységek ezeknek a szabdlyozisi eszkozoknek a figyelembe
vételével készitik el gazdilkodasi terveiket és az iterdcio kovetkezs szakaszéra,
a kozponti feladat kivetkezs megoldasira és ennek megfelelGen a ql,a.baly()/()k
esetleges modositasara csak a kovetkezd periédusban keriil sor. fgy tulaj-
donképpen egyetlen szakaszban sinces sz6 az optimdlis szabalyozasi paraméte-
rek alkalmazisirol — az optimalis terv megvaldsitisa még ebben az esetben
is megkovetelné a szektorprogramok kozponti , keverését”, tehat a szektorok
optimélis tevékenységeihez tartozé ,sulyok’ elGirdsat — hanem egy olyan
iranyitdsi rendszerrGl beszélhetiink, amelyben a szabdlyozasi elemek mértékei-
nek moédositdsa a megel6z6 idGszakok tapasztalatainak figyelembe vételével
és a rendszer pillanatnyi helyzetének datfogd értékelése alapjan torténik és
igy varhat6, hogy ez a szabilyozis olyan befolyast gyakorol a részegységekre,
hogy tevékenységiik tendencidjaban megfelel a teljes rendszer (népgazdasig,
nagyvéallalat) érdekeinek. Az optimum merev elGirdsa helyett azért is jogosnak
latszik egy ilyen eljaras alkalmazisa, mert a modell egyrészt csak megkozeli-
t()leg tiikkrozi a gazdasigi valosdgot, masrészt pedig a feltételek dlland6 valto-
zésa miatt az optimalis terv a realizalis idején valoszintileg méar nem tekinthetd
optimalisnak.

( Beérkezett: 1972. december 21.)
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DECOMPOSITION PROCEDURE IN CASE OF MAXIMIZING THE INDEX
OF ENTERPRISE INTEREST

The paper deals with a decomposition procedure leading to the solution of the programm-
ing problem (1) with fractional objective function and the economic interpretation of the
processes.

The system of constraintsin (1) can be considered as a model of production possibilities
of a large enterprise unifying several factories and the objective function prescribes the
maximization of the quotient of the enterprise profit and different production factors
the index number which is in the focus of enterprise’s interest according to the income
regulation system prescribing the obligatory sharing of profits.

Decomposition processes can be obtained for the problem (1) if the algorithms suggested
for programs are applied to problem (2) (also with fractional objective function) obtained
by the basic principle of the Dantzig—Wolfe procedure.

Then the authors deal with the economic interpretation of the sector problems of
these — mathematically equivalent — decomposition procedures; in this connection
the control mechanisms that can be built on these procedure are outlined. In the first
procedure profit is maximized, in the second — profit per unit production factor, in the
third — profit again, calculated in another way.

IMPOLIECC PA3JIO)KEHWS B CIIVUAE MAKCHMMHU3ALIMW TTOKA3ATEJIS
MHTEPECA HA TIPEONPUSTUN

CTaThst 3aHHMACTCST PeIICHHEM 3a/1auH nporpammuposanns (1) ¢ nenesoit gynkumeii yacTHoro
HPH TTOMOIH TP OLECCA PAZTOIKEHHST HIKOHOMHYECKHM TOJIKOBAHHEM 110J1yYaloIHXCs1 NP OL{eCCOB.

Cucremy ycioBuii (1) HANP. MOXKHO CYHTATBH MOJICJIBIO NPOM3BOACTBEHHBIX BO3MOMKHOCTEH
KPYIHOIO MPENPHSITHsL, COCJHHSIONEr0 HEKOTOPBIE 3aBOJbI, d leJieBast (YHKIUHs NPEATHChI-
BACT MAKCHMH3AIMIO 10KA3aTeJIsd, MOCTABJICHHOI0 B LEHTPE MHTEpeca NPenpHsITHSI CHCTEMOH
»OHTPOJISL 3anpJiiat, NpejnucpBaiouel obssaresbHoe pacnpeieiense npuObuH, T. €. MaKCH-
MH3AIHIO YACTHOI0 NPHOLLIH H PA3HBIX NPOH3BOJICTBEHHBLIX (AKTOPOB HA NMPEANPHSITHSIX.

[IpuMmensisi B OTHOMIEHHH 3a/Ia4H — TaloKe € 1e/1eBoii (yHKIHel YacTHOro — I10J1y4eHHOMH
¢ (1) ocHoBHBLIM NpHHLMIIOM nIpouecca lanuura-Boage anropHTMbl, NPEJUIOXEHHLIE HA PelieHne
3aJIA4H IPOIPAMMHPOBAHHsT Mbl TIOJIYUAEM TIPOLECCH Pasioyenust Ha 3ajavy (2).

3aTem ABTOPbI 3aHHMAIOTCSI IKOHOMHYCCKHM TOJIKOBAHHEM CEKTOPHBIX 3a/1a4 NPEOKHHX — MaTe-
MaTHYECKH 0JIHHAKOBBIX — MIPOIECCOB PA3JI0YKEHHS1, B CBA3H CITHM OHH KPATKO OCTAaHABJIHBAIOTCS
HA MeXaHM3Me KOHTPOJIsi, MOCTPOCHHOM Ha npoueccol. B TeuyeHHe peuieHHs 3ajiay, B NepBOM
npouecce MaKCHMH3HPYeTesi PHObLIL, BO BTOPOM — NPHOBIIL HA CUTHHYHBIH NPOHSBO/CTBEH-
HBLT GaKToOp, a B TPETHEM, HIUHCIEHHOM APYITHM 00pagoM — OIISITh NPHOLLIB.



SiMoN GYORGY

A reflektorprogramozas elvei és algoritmusa

1. Bevezetés

Az els6 kérdés, amelyre valaszolnunk kell: mi a reflektorprogramozas ? Tagabb
értelemben {gy nevezhetjiik mindazokat a lehetséges programozdsi eljarasokat,
amelyek felhasznaljik az Gn. reflektorelvet (lasd a cikk 2. részét). Sziikebb
értelemben a reflektorprogramozas jelenleg heurisztikus alapokon nyugvé
algoritmus nagyméreti linedris programozasi feladatok megoldaséra. Az
utobbi értelemben hasznéljuk a kifejezést a cikk tovabbi részében, ahol kisér-
letet tesziink a reflektorprogramozisi modellek és algoritmus ismertetésére.
A konkrét eljaras has7né.lhat()szigét kisérleti szamitasok verifikaljak, a konver-
gencia matematikailag még nincs bizonyitva.

A reflektorprogramozéssal kapesolatos kutatdsokra a szerzét azok a problé-
mak osztonozték, amelyek a dekompozicids eljardsoknak (ldsd elsésorban
[17-et és [2]-t) a népgazdasigtervezésben torténd alkalmaziasa kapesan meriil-
tek fel. A nehézségek (lassu vagy nem kielégitd konvergencia, a kozponti fel-
adat osszeallitdsanak és megoldasanak problémai sth.) elemzése arra a kiovet-
keztetésre vezetett, hogy nagyméretii feladatok megoldasdra szolgdlé haté-
kony programozasi eljiras nem ignoralhatja a ,szektorok’ kozotti, horizontdlis
kapesolatokat. Egy ilyen moédositas azonban a dekompozicids szemlélet
gyokeres feliilvizsgdlasat, a dekompozicids elvnek a reflektorelvvel valo helyet-
tesitését kovetelte meg. Utdbbival fiigg ossze a reflektorprogramozis elneve-
zése, amelynek elsd ismertetését lasd [3]-ban, tovabba [4]-ben és [5]-ben.

Az utobbi években kisérleti szamitasokat folytattunk. A szamitdsok elss
szakaszdnak eredményeit a [7] tanulminy foglalta ossze. Jelen el6adids a
reflektorprogramozésnak a kisérleti szamitasok tapasztalatai figyelembe-
vételével tovabbfejlesztett algoritmusat ismerteti.

A reflektorprogmmozaq alapjan bizonyos kovetkeztetések vonhaték le az
ésszert gn/dasagminvltaql rendszer sajatossagaival kapesolatban. Ezzel a kér-
déssel az [5] és [6] munka foglalkozott részletesebben.

2. A reflektorprogramozas elvei

A reflektorprogramozas néhany, egyméssal kapcsolatban 4ll6 elvre épiil.
Hérom f6bb elvet emeliink ki: 1. reflektorelv, 2. policentrikussig elve, 3.
sztereoszkopikus latas elve.

A reflektorelvet analégia alapjan érthetjiik meg. A fényszérét bekapesolva
a megvilagitds erdssége szempontjabol tobb teriilet keletkezik. A legerésebb
megvilagitast a reflektor fokuszaban kapjuk, de létrejonnek kozepesen és gyen-
gén megvildgitott teriiletek is, mikozben a fényszoéré kezelGjének (pl. auto-



116 SIMON GYORGY

vezetének) utébbiak is fontos, gyakran nélkiilozhetetlen informéciét nyuj-
tanak. Tételezziik fel, hogy valamely bonyolult feladat elvégzéséhez nagy
teriiletet kell erGsen megvildgitani. Ugyanakkor olyan reflektorokkal rendel-
keziink, amelyek csak viszonylag Kkis teriiletet képesek erésen (fékuszalt
fénnyel) megvilagitani. Ezért gy dllitjuk be a reflektorokat, hogy egyiittesen
biztositsdk a nagy terillet erés megvildgitdsdat, mikézben minden egyes reflektor
csak viszonylag kis teriiletre bocsat fokuszalt fényt, bar gyengén az egész
teriiletet lathatéva teszi.

Ezzel a feladatot meg is oldottuk volna, ha minden részvevd litna vala-
mennyi reflektor fényét. Esetiinkben azonban més a helyzet. A reflektorok
kiilonbozé szinli fényt boesatanak ki, s a részvevik (a reflektorok és részvevik
szdma azonos) e szindrnyalatok koziil esak egyet, mindegyik mésikat képes
kozvetleniil érzékelni, mivel specidlis szemiiveget viselnek, amely csak bizonyos
szin(i fényt bocsat at.

Feltételezziik, hogy minden részvevd azon a teriileten tevékenykedik, ame-
lyet sajat reflektora vilagit meg erdsen. Ahhoz azonban, hogy feladatat
sikeresen elvégezze, lényegesen tobb informécioval kell rendelkezni a tobbi
teriiletrél, mint amit sajat reflektoranak gyenge fénye biztosit. Ezért a rész-
vevik informécids kapesolatba lépnek egyméssal: mindegyik kozli a sajdt
teriiletére vonatkozé leglényegesebb, a tobbick szimdra is fontos ismereteit
az Osszes tobbi részvevdvel.

Gyakorlatilag az informdciédramlds informaciés kozpont vagy kozpontok
kozbeiktatasaval egyszer(isithetd, ahol barmely részvevé csupén egy helyre
ad 4t (ill. egy helyrdl kap) informéciot.

Tételezziik fel, hogy minden részvevd a tobbiektsl kapott informdcié alapjin
meguvaltoztatja tervezett tevékenységét, s errél informalja a tobbi részvevdt, utébbiak
szintén modositjak magatartasukat sth. Ily médon egy hosszabb, soklépéses,
iterativ folyamathoz jutunk. Ebben jelolhet6 meg a fentebb véazolt reflektorely
dinamikus aspektusa. Nem nehéz beldtni, hogy a reflektorelv tulajdonképpen
az dltaldnos visszacsalolds elvél is tartalmazza.

Mindez természetesen 6nmagdban nem elegends ahhoz, hogy a részvevik
bizonyos szami iterdcié utén eljussanak a bonyolult feladat legjobb megolddsa-
hoz, a globalis optimumhoz, vagy legaldbbis annak kozelébe. Az eljards kon-
vergenciaja azon mulik, hogy

a) miként haszniljik az egyes részvevik sajat reflektoraikat (hogyan 4llit-
jak ossze reflektorprogramozasi feladataikat);

b) milyen informéciot adnak at a tobbieknek és hogyan épitik be a tobbiek-
t6l kapott informéciot sajat reflektorprogramozasi modelljeikbe.

E kérdésekrol késGbb lesz sz6, a linedris programozas ltalanos feladata
vonatkozdsiban. El6bb a reflektorprogramozis két tovabbi elvét ismertet-
jik.

A policentrikussag elve azt fejezi ki, hogy a reflektorprogramozéas nem tételez
fel valamely, a szektoroktdl elkiiloniilt kozpontot: minden szektor a maga terii-
letén kizpontként funkciondl. A policentrikussag elve lényegében a reflektor-
elvbdl kovetkezik, hasonléan ahhoz, ahogy a dekompoziciés elvbdl az egy-
kozpontisag és hierarchikus tobbszint{iség.

Ugy vélem, hogy a policentrikussag pontosabban megfelel a gazdasigi vals-
sdgnak, mint példaul a DW eljirds altal feltételezett egykozpontisig. Igy
példaul @ KGST-ben részvevd orszigok kizitti tervkoordindcid csak « policentri-
kussdg figyelembevételével modellezheté. De sok tekintetben hasonld a helyzet
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az egyes szocialista orszagokon belill is, kiillontsen a gazdasdgi reformok ki-
bontakozasa oOta.

Latni kell tovabbéd, hogy a policentrikus irdnyitds hatdresetként az egy-
kozpontd irdnyitast is tartalmazza, tovdbba a policentrikus rendszerben
résztvehetnek, a reflektorprogramozassal modellezheték a szektorokndl
(Agazatoknal vagy vallalatoknal) magasabb szintli gazdasagi irdnyitészervek
(minisztériumok, teriileti szervek, Tervhivatal stb.) is. Ebben az értelemben
a reflektorprogramozés a vertikdlis és horizontdlis kapcsolatok egyiiites figye-
lembevételével torténhet.

A reflektorprogramozés tervezési alkalmazdsinak egyik potencilis elénye,
hogy egyetlen, iddben pdrhuzamosan futé folyamattd integralja a kiillonbozé
szinteken (vallalatoknél, minisztériumokban, Tervhivatalban sth.) folyé terve-
zést, ahol minden szerv minden més szervvel allandé informécids kapesolatban,
kolesonhatdsban 4ll, s ily médon kikapcesolja, minimdlisra esokkenti a tervezés
,,holtiddGit”.

A sztereoszkopikus latds elvét a reflektorelv kapesdn targyalt analégidbél
kiindulva értelmezhetjiik. Tételezziik fel, hogy minden reflektor kettds fényt
boesat ki, s a részvevOk specidlis szemiivegei dtbocsatjak sajat reflektoruk
kettds fényét: egyiket a jobb, masikat a bal szemhez, ily médon sztereoszkopi-
kus latast biztositva.

A reflektor kettGs fényének esetiinkben a matematikai programozas primal
és dudl feladata felel meg. Masképp fogalmazva: a reflektorprogramozds egy-
idejlileg tdmaszkodik volumen- és drinformaciokra a globalis optimum kozeli-
tése sordn. Vagyis a sztereoszkopikus latds elve esetiinkben megfelel a primdl
és dudl feladatok kombindldasa elvénck.

A primdl és dudl feladatok eredményeit bizonyos mértékben a DW eljaras,
valamint a , kétszint{i tervezés” is kombindljak. A kozpont itt drakat vagy
korlatokat ir el6 a szektoroknak, a szektorok volumeneket vagy drakat jelen-
tenek a kozpontnak. A reflektorprogramozésban azonban a vertikdlis infor-
maciéaramlas helyett (vagy mellett) megjelennek a horizontilis (szektorok
kozotti) volumen- és arinforméciok, egyszerre adjik 4t és hasznaljak fel mind-
kétféle informéciét. Ebben az értelemben a sztereoszkopikus latéds elve a reflek-
torprogramozés sajatossiga.

Ugy gondolom, hogy a vézolt elvek érvényesiilése médot nyujt a reflektor-
programozis felhasznildsdra nemcsupdn a hagyoményos kozponti tervezés
keretében, hanem a szocialista tervpiac integrdlt szimuldldsdra is, mind egy-egy
orszdg, mind pedig nagyobb gazdasigi kozosségek (pl. KGST) keretében.
A reflektorprogramozés alkalmazésianak egyidejiileg, egymdssal kombinaltan
adhatd tervezési, piaci és szimulacios aspektus. Mit jelent ez kissé kiozelebbrél 2

A reflektorprogramozés tervezési aspektusa kifejez6dhet a kozponti tervezd
szervek, vertikdlis osszefiiggések bekapesoldsdban, volumeninformédciok szisz-
tematikus felhasznaldsdban, térsadalmi célfiiggvény figyelembevételében.

Az eljards piaci aspektusa megnyilvanulhat a részvevik viszonylagos on-
allésdgaban (policentrikussig), a horizontdlis, piaci kapesolatok figyelembe-
vételében, az drak és hozzajuk kapesolédd gazdasigi osztonzik bekapesoldsa-
ban.

A szimuldcids aspektus a folyamat iterativ jellegében, valamint abban
fejezédhet ki, hogy a részvevik a kapott eredmények fiiggvényében mddosit-
hatjik sajat teriiletiik kiindulé adatait, miutdn adott kiindulé adatokkal az
eljards mar eljutott a globdlis optimumhoz, ill. annak kozelébe.
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E kérdések részletes kifejtése azonban tilmegy jelen munka targyan (lasd
[5], [6]). A tovabbiakban a szilikebb értelemben vett reflektorprogramozis
algoritmusarol lesz szd.

3. A reflektorprogramozasi modellek szerkezete
osszeallitasi szabalyai

A reflektorprogramozds alapfeladala azonos a linearis programozas altalanos
(fels6 korlatokat, egyenldségeket és alsd korlatokat tartalmazd) feladataval.
A feltételrendszer alakjira semmiféle megszoritdst nem tesziink. Az eljarast
a linedris programozis n. normdlfeladatin mutatjuk be, tekintettel arra,
hogy minden linearis programozdsi feladat visszavezethetd a normalfeladatra,
két normélfeladat egymés utdni megoldisa révén [8].

Az alapfeladatot tehdat a linedris programozis szokdsos primdl— duél feladat-
parjaval jellemezhetjiik.

Primdl feladat Dudal feladat

a) Az <b a) pAd >c
(3:1) b) cx — max (3.2) b) pb — min

c) a =) c)p >0

Az egyszer(ibb targyalas kedvéért a (3.1) primél feladatot a volumenterve-
zési feladattal (x vektor komponensei a teviékenységek volumenei), a (3.2)
dudl feladatot pedig az artervezési feladattal (p vektor komponensei az drak)
azonositjuk. A latin nagybetiik matrixot, a latin kisbetiik vektort jelolnek.
A sor- és oszlopvektort helye kiilonbozteti meg egymdstol. Az A matrix és ¢
vektor tartalmazhat negativ elemeket is, a b vektor nem negativ.

A leirds egyszerfisitése érdekében a tovabbiakban a primal feladattal fog-
lalkozunk, mivel annak optimalis megoldasa szimplex modszerrel megadja
nemecsak az optimdlis tevékenységvolumeneket (x°), hanem az optimélis
arakat (p°), mds néven arnyékarakat is.

A reflektorprogramozdis modellrendszerél a kivetkezs f6bb szabdlyok szerint
alakitjuk ki (jelolésitk F1, F2 sth.):

F1. Minden primal és dudl valtoz az alapfeladatnak megfelels részletezett-
séggel (Gn. sajat valtozoként) kell hogy szerepeljen legaldbb egy reflektor-
programozasi feladatban.

F2. Minden reflektorprogramozisi modell fel kell hogy olelje a megfelels
(primél vagy dual) alapfeladatot, de a nem sajdit valtozok tekintetében
transzformalt (stritett) alakban.

F3. A nem sajdat primdl és dudl vdltozok (kiils tevékenységek és kiils6 korlatozé
feltételek) dsszevondsdhoz azokat az értékeket kell felhaszndlni, amelyek
e valtozokra olyan reflektorprogramozési feladatok optimalis megoldasa-
ként adédtak, ahol a széban forgd valtozok sajit viltozoként szerepeltek.
Ha valamely valtozé egynél tobb reflektorprogramozasi modell sajét
valtozéja, a szdmtani atlagérték alkalmazando.

F4. Az elsé iterdcichban az osszevondshoz a priori értékeket kell alkalmazni,
amelyek lehetnek pl. bézisidGszaki volumen- és aradatok, prognosztizalt
adatok vagy — trividlis esetben — nullvektorok. A tovabbi iterdcikban
mindig a megel6z6 itericié eredményei haszndlanddk fel a nem sajat
valtozok osszevondsihoz.
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F5. Az alapfeladat transzformdlt alakjan kiviil a reflektorprogramozasi felada-
tok an. drstabilizdlé faktorokat, valamint volumenmddosito also korldtokat
is kell hogy tartalmazzanak, ha a primal feladatban vannak lokéalis kor-
latozé feltételek. Lokdlis korldtozo feltételnek nevezziik azokat a feltéte-
leket, amelyek csak egy feladat sajat primal valtozoéit korldtozzak. A tobbi
korlatozé feltétel nem-lokalis.

F6. A nem sajdt primdl vdltozok (kiils6 tevékenységek) minden reflektorprogra-
mozasi feladatban két valtozéva vonandok Ossze:

1. Aggregdlt versenyzd tevékenységek (az adott reflektorprogramozasi
modell sajat er6forrdasait kibocsatdé nem sajat tevékenységek);

2. Egyéb nem sajdat tevékenységek.

F1. A nem sajat dudl valtozdék (kilsé korlatozé feltételek) az alabbi négy kor-
latozo feltétellé vonanddk ossze:

1. Aggregalt nemlokdlis termékfeltételek, méas széval negativ elemet tartal-
maz6, vagyis olyan feltételek, amelyek a kiils6 tevékenységek 4ltal ki-
bocsatott eréforrdsokra vonatkoznak;

2. Aggregalt nemlokdlis egyéb feltételek ;

3. Aggregilt versenyz$ tevékenységek lokalis feltételei (Osszevontan);

4. Aggregilt egyéb nem sajat tevékenységek lokdlis feltételei (Osszevon-
tan).

A reflektorprogramozdsi primdl feladat dltaldnos alakjdit a (3.3)—(3.7) Ossze-
fitggések tartalmazzdk, egyuttal formalizédlva a reflektorprogramozds linedris
esetre kidolgozott algoritmusinak néhany alapvetd elemét.

Az aldbbiakban megadjuk a (3.3)—(3.7) osszefiiggésekben szereplé jelolések
magyardzatit.

Jobb also indexelk :

t = iterdcios lépés sorszama (pl. ¢ — 1 az els§ iterdciot jeloli);

s = reflektorprogramozési modell sorszama.

Matrizok esetében két s 4ll egymds mellett, az elsé a sorokra, a médsodik
az oszlopra vonatkozik. Aldhtzassal jeloltiik, ha a sorok vagy oszlopok a
reflektorprogramozdsi modell nem sajat viltozéihoz tartoznak: pl. A, matrix-
nak mind sorai, mind oszlopai az s feladat sajit véltozoira vonatkoznak, ezzel
szemben A, matrixnak csak az oszlopai. Analog értelme van vektorok s indexé-
nek: pl. 2, vektor az s feladat sajéit primal viltozoit, x, vektor nem sajit primal
valtozoéit jeloli. 2

Bal felsé indexck :

k — versenyz$ tevékenység sorszama;

z — egyéb nem sajit tevékenységek sorszama;

q — nemlokalis terméktipusi (nem sajat) feltételek sorszdma;

r — nemlokalis (nem sajat) feltételek sorszama.

Matrizok esetén a bal felsé kettés indexekre is érvényes, hogy az elsd index
a matrix soraira, a masodik oszlopaira vonatkozik. Egy bal felsé matrixindex
esetén az osszefiiggéshdl értelemszertien adddik, hogy sorokrél vagy oszlopok-
rol van-e sz6.
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(34) At — ‘}/s(t_l) min + &€ l 1 — ))S(f—l) min l
ha ¢ > ¢, (t, = els6 programozisi szakasz iterdciéinak szama)
ha ¢ < t; akkor ay; = 0

(3.5) Pstt—n Min = min | Fyg_q, *se—) |

Megjegyzés: a értéke mindaddig nem valtoztatandd, amig adott ay-
vel két egymast kovets iteraciéban szdmottevs (pl. 5%,-nal nagyobb)
valtozds megy végbe a sajat valtozdk értékében.

(38} 0<e<<l
5B yit—1) | *Dogy—3y "Dy |
(8.7.1) kﬁs’:V s(t 1),,. ,f(l D s ;
p_.;f b_s
2Bst—i) | “Dst—1y s |
(3.7.2) Zﬂ":v s(t—1) | "Ps(t—1) s
zp\_tl Zb:?

(3.7.1), (3.7.2) alkalmazandé, hat > 1;¢ = 1 esetén 0 << kB, ?8, < 1 (3.7.3)

A (3.3) osszefiiggésben %y, skaldr az aggregdlt versenyzd tevékenységek
terjedelme, *y,, skalar pedig az egyéb aggregilt tevékenységé.

A (3.3d) és (3.3e) feltételek eredetileg felsé korldtok. A maradékvaltozok
(Fuy, *uy egyelemii vektorok) felhasznaldsédval egyenlGségként irtuk fel Sket,
mivel maradékvaltozéikhoz nem zéré célfiiggvénykoefficiensek (*y, *By)
tartoznak.

A (3.3f), (3.3g) feltételek volumenmddosité alsé korldtok, a szokisos médon
(lasd pl. [8]-at) egyenlGséggé atalakitva. A feleslegvaltozokat vy, ill. vy
(mindketts egyelemi vektor) jeloli. Az a,, skalart, melynek képzési szabalyait
a (3.4)—(3.6) osszefiiggések adjak meg, volumenmddosité faktornak nevezziik.

A (3.4) osszefiiggés kapesan szerepls programozdist szakasz kifejezéshez to-
vabbi magyardzatként megjegyezziik: az elsé programozdisi szakaszt (t < t,)
az jellemzi, hogy a volumenmddosité faktor («y) zéré értékkel szerepel az
osszefiiggésekben, vagyis e szakaszban a (3.3f), (3.3g) feltételek gyakorlatilag
ki vannak iktatva a reflektorprogramozisi feladatokbdl. Az elsé programozési
szakasz addig tart, amig a sajat valtozok értékének valtozdsa két egymdst
kovetd iterdcioban mindeniitt egy bizonyos el6re megadott minimélis érték
(pl. 5%) ald csokken. Ez az Gn. lealldsy feltétel.

A mésodik szakasz elején oy, pozitivva valik, a (3.4)—(3.6) képletnek meg-
felelGen (pl. & = 0,20), s ismét végrehajtandé annyi iterdcié (valtozatlan
ag-vel), amennyi a ledlldsi feltétel teljesitéséhez kell. Ezutdn modositandé o,
értéke, s kezdddik a harmadik programozdsi szakasz sth. Adott (pl. 5% -0s)
leallasi feltétellel a reflektorprogramozéis néhdny szakasz utdn automatikusan
befejezidik.

Az drstabilizdald faktorokat Gsszefiiggéseinkben a *B,, illetve #f, skalar jeloli.
A (3.7.1)—(3.7.3) osszefiiggések megadjik az drstabilizalo faktorok képzési
szabdlyait. Kisérleti szamitdsaink sordn az arstabilizalé faktorok kezdd érté-
két (¢ = 1) egységesen 0,3-nak vélasztottuk.

A formalis osszefiiggések bemutatédsa utdn az F1 szabdly kiegészitéseként
potlélagos szabdlyokat (jelolésiik P1, P2 sth.) ismertetiink a reflektorprogramo-
zési feladatok sajat valtozoéi (primél és duél) ndmenklatirajanak meghatdro-
zasat illetGen.
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P1 A sajat valtozok kijelolését a primdl wvdltozékkal kezdjiik, utébbiakat
annyi, kb. egyenldé nagysdgi csoportra osztva, hogy az adott szdmitokapa-
citdssal konnyen kezelhetd méret{i programozasi feladatokhoz jussunk.

P2 Az n. indikdtorviltozok, illetve célfiiggvényvaltozok (,kantoroviesi”)
tipusi célfiiggvény esetén) minden reflektorprogramozasi modellben sajit
valtozoként kezelenddk.

P3 Minden lokdlis korlitozo feltétel annak a modellnek a sajit feltétele, amelynek
sajat primal valtozo6it korldtozza.

P4 Specializalt nemlokdlis termékfeltételek (olyan nemlokélis termékfeltételek,
amelyeknek egy feladat sajat primdl valtozoi oszlopdban van negativ
elemiik) ott emelendGk ki, ahol negativ elemiik van.

P5 Despecializilt nemlokalis termékfeltételek (tobb feladat sajat primal valtozoi-
nak oszlopidban van negativ elemiik) mindeniitt sajat feltételként kezelen-
dék, ahol negativ elemiik van.

P6 A nemlokdlis egyél feltételek mindig egy olyan feladatban emelendSk ki,
ahol az A matrix megfelel§ sorelemeinek osszege (a feladat sajat primél
valtozoit figyelembevéve) nemzérd, s ugyanakkor az addig kijelolt sajat
nemlokélis egyéb feltételek szama legkisebb. Tobb legkisebb érték esetén
abban a feladatban, ahol az A4 matrix megfelels sorelemeinek osszege leg-
nagyobb.

Ezzel attekintettiik a reflektorprogramozéisi modellek szerkezetét, oOssze-
allitasi szabélyait. A tovabbiakban, folytatva a reflektorprogramozas algorit-
musinak leirasat, az informdciés kapesolatokkal, majd pedig a konvergencia-
kritériumokkal foglalkozunk.

4. Informiciés kapesolatok

A targyalds megkonnyitése érdekében mindenckelGtt néhany aj jelolést
ismertetiink.

Ay Y

(4.1) A..=|"4_. |, tovidbba 24 . —=|-==%
55 55 S5 r 1

h / L g

A s

Itt "4 az A, matrix lokdlis sajat eréforrasokhoz, A, pedig nemlokalis
sajat erGforrasokhoz tartozd sorait tartalmazza. 94 az A matrix termdék-
tipusi, "4, egy¢éb nemlokdlis sajat e réforrésaihoz tartozé sorokbél 411. Tovabbé
bevezetjiik az alibbi jelolést:

q
(4_2) hAm A‘qu )
,/155‘ "

Vagyis "4, barmely eleme az s feladat sajit primal valtozdinak fajlagos
igénye nemlokdlis (terméktipusi és egydb) kiilsG erdéforrdsokbdél.

Analég médon felbontjuk a pl drvektort is (a © jel itt a reflektorprogramo-
zasi feladat szerinti optimumot jeléli), valamint a b, vektort.

(4.3) P = [0 P% i "p% ], tovdbba hpl, = [9pl Pl
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"0, a lokélis sajat eréforrdsok arvektora, p% pedig a nemlokélis sajat erd-
forrasoké.

|3

%, -
(4.4) by =|7p |, tovabba bs:[——f—].
S rbs

Itt b, vektor elemei a lokalis sajat eréforrasok, 4, vektoré pedig a nemlokélis
sajat erdforrdsok rendelkezésére 4ll6 mennyiségeit tartalmazza.

Az s reflektorprogramozési feladat a tobbi feladat részére altalaban az alabbi
informéciét kell hogy eljuttassa (a ¢ 4 1 iterdcid elGtt).

Vektorok :
(4.5) hA. 20, = Kiils§ erdforrasok iranti igény (természetben)

(4.6) p?, = Nemlokdlis sajat erGforrdsok arai

Skalarok :

(4.7) %94, 2% = Ter muktlpusu nemlokalis sajit eréforrdsok kibocsatasa-
nak (—) és felhaszndlasdnak (-+) értékegyenlege (despe-
cializalt eréforrasok kiemelenddk)

(4.8) "pY TA 2l — Hgyéb nemlokilis sajat eréforrasok egyiittes felhaszna-
lasa értékben

(4.9) "pd hA 29 — Lokélis sajat erdforrdsok kiboesatésinak (—) és fel-
haszndlisdnak (+) értékegyenlege

(4.10) 999, b Terméktipust nemlokdlis sajat eréforrasok értékosszege
(despecializalt erdforrasok kiemelenddk)

(4.11) "p%.7b, = Egyéb nemlokélis sajat erdforrdsok értékosszege

(4.12) "% "b, — Lokdlis sajat eréforrdsok értékosszege

(4.13) ¢, 29, = Célfiiggvényérték a sajit blokkban (sajat primdl vélto-

tozok oszlopaiban)

Ha a sajat tevékenységek (primdl valtozok) kozott versenyzd tevékenységek
is vannak, ezek adatait kiemelten meg kell adni a megfelel§ reflektorprogramo-
zdsi modellek részére.

Az olyan primal valtozok adatait, amelyek méds modellekben is sajat valtozo-
ként szerepelnek (pl. indikdtor-valtozok), szintén kiemelten, a (4.5)—(4.9),
valamint (4.13) osszefiiggésekkel analég moédon kell kozolni a megfelelé model-
lek osszedllitoival.

Nem nehéz megmutatni, hogy ennyi informéacié elegendd a reflektorprogra-
mozasi modellek folyamatos, harmely ¢ iterdcié utdni atdolgozasihoz. Ennek
részleteire nem tériink Kki.



124 SIMON GYORGY

5. Konvergenciakritériumok és szamitasi tapasztalatok

A reflektorprogramozas sajatossidgaival fiigg ossze, hogy az eljaras konver-
gencidja tobb, alternativ kritérium alapjan is ellenérizhets. Kozvetlen konver-
genciakritériumoknak fogjuk nevezni a sajat valtozok, kozvetetinek a nem sajit
valtozok értékeire kapott programozisi eredményeket felhasznéalé kritériumo-
kat. A kozvetlen és kozvetett konvergenciakritériumok kolesonosen helyette-
sitik egymast, vagyis elegendd vagy csak a kozvetlen, vagy csak a kozvetett
kritériumok alakulasat kisérni figyelemmel.

Melyek a kozvetlen konvergenciakritériumok ?

1. A sajat blokkok egyiittes célfiigguényértékének nivekedése.
Képletben:

(5.1) ‘52,' ¢ 2% — max .

Ha valamely primal valtozé tobb reflektorprogramozési feladat sajat val-
tozoja (pl. indikdtorvaltozo), atlagértéke veendd figyelembe.

2. A feltétely rendszer inkonzisztencidjdnak megsziinése.
Képletben:

(5.2) (p% Az — pPb) — 0

ahol 9, ill. 29 vektor komponensei a ¢ iterdcié arnyékarai, illetve tevékeny-
Py h e i ¥l = o
ségvolumenei a reflektorprogramozisi modellek sajit valtozéinak figye-
lembevételével (sziikség esetén az I'3 szabdly szerint atlagolva).

A kozvetett konvergenciakritériumokat alabb adjuk meg.

1. A versenyz6 és eqyéb nem sajat tevékenységek terjedelmének kilcsimis és egyre
teljesebb elismerése. Képletben:

k =1
(5.3) 8) Va (minden s-re)
b) pe — 1

Nem nehéz belatni, hogy (5.3) teljesiilése esetén a volumenmdédosité faktornak
is 1-hez kell konvergéalni. Képlethen:

(5.4) %y 1 (minden s-re)

Tovabba zéréhoz kell konvergdlni a (3.3) osszefiiggésben szerepld maradék
és felesleg valtozéknak. Képletben:

a) g, =10
b) #uy, — 0
>0

(5.5) )
d) @, -0

(minden s-re)
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2. Az drstabilizdalo faktorok 1-hez valé konvergdldsa, vagyis lényegében a lok4lis
erGforrasok arainak kolesonos és egyre teljesebb elismerése. Képletben:

k ST |

P (minden s-re)

zﬂs[ e

3. A nemlokdlis eréforrasok drainak kilesomds és egyre teljesebb elismerése. Kép-
letben:

(5.7)

(5.6)

EL) kast -1
b) 2651 o

ahol %8, 78, az aggregilt nemlokalis termék, ill. egyéb eréforrasok arnyékéra
az s feladat ¢ iteraciéjaban.

Osszefoglaléan megjegyezziik, hogy (5.3) teljesiilése elégséges feltétele a
reilcktorpm;_{]amoms konvergencidjanak. A konvergenciakritériumok koziil
csupan (5.2) figyelemmel kisérése igényel szamottevs pétlélagos munkat.
Gyakorlatilag elegcndu a szokasoshoz legkozelebb 4ll6 (5.1), valamint a felada-
tok megoldasabol tovabbi szamitas nélkiil adédé kozvetett konvergenciakri-
tériumok alakuldsat figyelni.

Mit mutatnak a szdmitdsi tapasztalatok a reflektorprogramozis konvergen-
cidjit illetGen ? Eloljaréban megjegyezziik, hogy a szdmitiasok Gabor Gy6z8
és Mezei Mihaly részvételével, a MAVEMI GIER tipusi elektronikus szadmito-
gépének felhasznalasdval folytak. Az alapfeladat 92 valtozét és 57 feltételt
tartalmazott, a magyar népgazdasig 1975. évi 15 szektoros bontdsi adatai
alapjin, Az eredeti feladatot 6 reflektorprogramozasi feladattal helyettesitet-
tiik, amelyek mindegyike 2—3 dgazatot olelt fel viszonylag részletesen. Vala-
mennyi konvergenciakritérium alakulasat figyelemmel kisértik, (5.2)-t is
beleértve.

Az eredmények azt mutattik, hogy a reflektorprogramozis konvergens,
mégpedig az alabbi értelemben :

1. Valamely programozisi szakasz egymdast kovetd iterdciéi monotonan

} (minden s-re) .

konvergdltak.

2. A programozasi szakaszok utolsé iteracioi szintén monotonan konvergens
sort alkottak.

3. Az eljirds nem véges, de viszonylag gyorsan (esetiinkben 29 iterdcidval)
a globalis optimum igj(,n jo (par ezrelékes ])()ntat](Ln%é(rl'l) kozelitését adta.

A reflektorprogramozis kedvezs sajatossiga az is, hogy mar az elsd iterdcio-
tol kezdve kozgazdasigilag jol értelmezhetd credmcnyeket szolgaltat.

A loilcl\torprogmmnms nagy elénye, hogy barmily nagyméreti feladatot
képes szinte tetszélegesen kis feladatok megoldasdval hclvettesnem Ez a
koriilmény valdszintileg hatékonyan felhasznalhatoé lesz mind a diszkrét,
mind pedig a folytonos nemlinedris programozisi feladatok, valamint més,
példdaul sztochasztikus programozasi feladatok megoldisa sordn.

( Beérkezett: 1972. szeptember 11.)

3 Szigma
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THE PRINCIPLES AND ALGORITHM OF SEARCHLIGHT PROGRAMMING

Searchlight programming is a peculiar “decomposition” procedure for the approxim-
ative solution of large-scale linear programming problems. The essence of the procedure
is that instead of the original large problem smaller ones are solved which are specially
transformed from the large problem.

Searchlight programming can also be applied for linear programming problems where

the constraints cannot be divided into central and sectoral groups. These is no need for
a separate central model. The size of problems solvable with scarchlight programming is
in practice not limited.
The paper introduces the main principles of the procedure, first of all the “secarchlight
principle” playing a basic role, as well as the principle of combining primal and dual
problems. It draws the scheme of searchlight programming models, the way of compiling
them, the characteristics of information flow among the models. Tt deals with the con-
vergence criteria of the iterative procedure, and refers to the experiences of test caleula-
tions made with searchlight programming.

[MTPHUHLIMITBLL M AJIFOPHUTM  PEDJIEKTOP-TTIPOI'PAMMUPOBAH WS

Peduicictrop-nporpaMmmupoBatue siBJisieTcst CBOCOOPA3HBIM  MCTOJIOM «PABJI0YKCHHSH, paspa-
OOTaHHBIM ABTOPOM, JUIs1 TPHOJIDKAIOIIECT0 PEIeHs DOALIIHX 34184 JHHEHHOI 0 IPOrPaMMHPO-
BaHust. CyTh METO/d, 4TO BMECTO OPHIHHAJBLHON OOJILIICH 3aJlauil PeIaloTesl MaJbie 3aJ1auH,
KOTOPBIC sIBJISIIOTCST CHCHHAJILHO TPAHCPOPMHPOBAHHLIMH BapHaHTAMH OoJibuieii 3ajaun.

Peduieictop-nporpaMmupoBaine MOXXHO OPHMHSTL K 3aJlauam JIHHEIEOr0 NporpaMmupoBa-
HH3I, B KOTOPBLIX OFPAHHYHBAIONHC YCJIOBHS HEJIL3SE PA3JICIHThL HA HEHTPAJILHBIC H CEKTOPHBIE
yesosust. B ocoboil uenrpasibuoii mojiesin ner HajgoOHocTH. Besnunna sajay, pemaemplx peduier-
TOP-MPOrPAMMHPOBAHHEM HA HPAKTHEKE HE O PAHHYCHA.

CTaTbst MOKA3LIBACT IJIABHLIC TPHHIILL METO/A, TIPEIIE BCCr0 JMHAMHUHBIH «peduiekTop-
HOPHHLHID, CBIFPAIOIIH OCHOBHYIO POJIb, & TAKKE NPHHIHI KOMOHHHPOBAHHST IPUMAJILHBLIX H
AyalibHbIX 3a/la4u. Hameuaer exemy mojesieii peduiekrop-nporpaMMipoBaHms, cnocod ux cocra-
BJICHHI, CHEUHaNLHOCTH 00MEHAa HHYOPMALIHEH MerLy Mojcsisimi. OH 3aHHMACTCSE KPHTCPHAMH
CXOMIEHHST HTEPATHBHOIO (JepJIekTop-nporpaMmiposanmst. Pazpabarpiaercst lajibHelimee pag-
BHTHE TPOLECCd, KOTOPOC CJICIAET BOZMOMHBIM €0 pacnpocTpadetie Ha peuieHHe HEKOTOPLIX
3a/144 HEJIMUCHHOr0 M JIMCKPETHOI0 IPOIPAMMHP OBAHMSI .



FOGALMAK ES MODSZEREK

LEE ANNA

Miatrixok altalanositott inverzeirdl*

I. Bevezetés

Ismeretes, hogy ha A4 kvadratikus nem szinguldris méatrix, akkor 1étezik
olyan (@ méatrix, amelyre AG = GGA = I. E méatrixot az 4 inverzének nevezziik
és jelolésére az A1 szimbolumot haszndljuk. Az inverz matrixnak gyakorlati
feladatok megolddsandl is fontos szerepe van. Igy példaul az

(L.1) Ax = b
linedris, egyenletrendszer megolddsa az A~1 inverz mitrix segitségével
(12) x= A1

alakban dllithato eld.

A gyakorlati problémak azonban gyakran vezetnek olyan konzisztens —
azaz egymasnak nem ellentmondé egyenletekbdl 4116 — egyenletrendszerhez,
amelynek A egyiitthaté matrixa altaliban nem is kvadratikus, inverze tehat
a fenti értelemben nem létezik. Ilyen esetben az (1.1) egyenletrendszer meg-
oldisa nem egyértelm@. A megoldisok, vagy egy partikularis megoldds eld-
allitasa sokat vizsgalt probléméja a linearis egyenletrendszerek elméletének.
Régi keletl az a torekvés, hogy egy partikularis megoldés

. e
(1.3) x, = Gb

alakban legyen eldallithatd alkalmas ¢ mdtrix segitségével. Ha megnézziik,
milyen feltételek adédnak az ilyen ¢ méatrixra, azt talaljuk, hogy mindenek-
el6tt ki kell elégitenie az

(1.4) AGA = A

egyvenletet. Tehat az ilyen ¢ matrix meg6rzi a kozonséges inverz matrix némely
tulajdonsagat, ennélfogva gy tekinthetd, mint ennek egyfajta dltalinositésa.
Az (1.4) egyenletet kielégité matrix azonban dltaliban nem egyértelmii, tehéat
a (¢ matrixra még tovabbi feltételeket is elGirhatunk. Tartsuk most tovabbra
is szem elGtt, hogy az (1.1) linedris egyenletrendszer egy partikuldris megoldé-
sat kivanjuk (1.4) alakban elGallitani egy (@ altalanositott inverz segitségével.
A konkrét gyakorlati feladat esetleg a keresett partikuldris megoldéassal szem-
ben tamaszthat kovetelményeket; példaul: a megoldds vektor a lehet§ leg-
kevesebb zérustol kiilonboz6 komponenst tartalmazzon; vagy a keresett
megoldds a lehetséges megoldasok kozott normaban a lehets legkisebb legyen;

* [z a cikk csak az dltaldnositott inverzek elméletével foglalkozik. Kiszémitdsukkal
és alkalmazdsukkal a kozeljovében egy médsik cikkben akarunk foglalkozni. (Szerk.)

3*
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vagy esetleg az (1.1) egyenletrendszer nem konzisztens s akkor olyan /B
&laku vektort tekintiink megoldasnak (legkisebb négyzet meg,,()ldasnal\), amely
norméaban legkevesbc tér el az adott jobb oldali b vektortél; esetleg bizonyos
meggondolishdl a G &ltaldnositott inverz rangjira tesziink megkotést sth.
E tovabbi korldtozasok révén mas-méas tulajdonsiga altalinositott matrix
inverzekre jutunk.

Mint a gyakorlati példakbol is lathatd, az inverz matrix altalinositdsanak
probléméja hosszi multra tekint vissza. A vizsgalatokban mérfoldkovet jelent
az 1955-0s év. Ekkor jelent meg Penrose [16] dolgozata, mely olyan terméke-
nyité hatassal volt a kutatdsokra, hogy az dltalinositott inverzek jelenleg
mar kozel négyszaz munkat felolels irodalma — néhany cikk kivételével —
e dolgozat megjelenése 6ta jott 1étre.

Penrose nevezetes [16] cikkében a kivetkezd tételt bizonyitotta be: Az

(1) AGA = A
(2) TG = @
(3) (AG)*— AG
(4) @A)* =G4

egyenleteknelk: barmely komplex elemii A mdtrix esetén eqyérlelmic megolddasa van.
(Itt * a transzponalt konjugdlt matrix képzését indikalja.) Ezen egyértelmi

megoldast — mely kvadratikus nemszingularis 4 métrix esetén megegyezik
az A~' inverz matrixszal — Penrose (leluno,sz[nll inverznek (generalized in-

verse) nevezte. Rado 1956-ban [18] megmutatta, hogy ez megegyezik a Moore
altal mar 1920-ban [l‘ll bevezetett dllaldnos reciprokkal (general reciprocal),
amelynek tovabbi vizsgalatat 1935-ben megjelent [14] konyvében folytatta.
Ugyanezt az egyér telmi Altalanositott inverzet definidlta 1951-ben Bjerham-
mar is [1], azonban csak maximalis rangi matrixokra. Az (1) (4) egyenletek-
kel definialt — barmely A4 matrixra egyértelmien létezo altalanositott
inverzre elterjedt a p.s(ﬂu(lmrw(’r:;, vagy Moore— Penrose wverz, vagy Bjerham-
mar— Moore— Penrose inverz elnevezés és az At jelolés.

Felmeriil a kérdés: ha ezt az egyértelmii dltalanositott inverzet méar 1920-ban
bevezette Moore, a nagy visszhangot és hatdst miért esak a 35 évvel késGbbi
Gjrafelfedezés, Penrose dolgozata valtotta ki? A magyardzat talin Penrose
tételének  vilagos megfogalmazisiban, a ])svudmnvm'vvt definiald  (1)—(4)
egyenletek plasztikus egyszer(iségében talilhato. Penrose tétele szerint négy
jol megvalasztott feltételi egyenlettel — vagy mds szavakkal a kozonséges
inverz alkalmasan megvalasztott négy tulajdonsaganak megkovetelésével —
barmely komplex matrixhoz egyértelmii dltalanositott inverz rendelhetd. Kz az
észrevétel pc(lig egy sor kérdést tdmaszthat, mint p('ld(ull' A pseudoinverz
a kozonséges inverz milyen tovabbi tulajdonsagat 6rzi meg? Ha az (1)—(4)
egyenletek koziil egyet vagy néhényat elhagyunk, milyen tulajdonsiga dlta-
linositott matrix inverzekhez — pontosabban dltalanositott métrix inverzek
milyen osztilyaihoz — jutunk? Ha az (1) (4) egyenletekkel kifejezett tulaj-
donsigok helyett a k()/unf-;(;_,( inverz méas tulajdonsigait koveteljitk meg,
mllyen altalanositott inverzekhez jutunk; s rendelheté-e ilyen médon tetszo-
leges métrixhoz altalanositott inverz és az egyértelmii-e? Egyes konkrét fel-
adatok megolddsdra milyen tulajdonsigi dltalanositott matrix inverzek a leg-
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alkalmasabbak ? A kérdéseket hosszan lehetne folytatni. De taldn e néhany is
érzékelteti, hogy Penrose tétele milyen széles skdldju vizsgdlatokat inditha-
tott el.

A jelen Osszefoglalé ismertetésnek nem lehet célja az altalinositott matrix
inverzekkel kapcsolatos kutatdsok és eredmények sokrétiiségének bemutatésa.
E targykorben ma mar harom konyv all az érdekl6d6k rendelkezésére [3],
[17], [19] s ezek mindegyike részletes bibliografiat is tartalmaz. Ismertetésiink-
ben elsésorban az (1)—(4) feltételi egyenletek bizonyos kombindcitival meg-
hatdrozott — a gyakorlati alkalmazésok szempontjabdl legfontosabb — 4lta-
lanositott inverzekre szoritkozunk, minden esetben megmutatva, hogy a
szobanforgd inverzek milyen gyakorlati feladatok megolddsandl jutnak szerep-
hez. A pseudoinverzzel kapesolatban csak a legegyszer(ibb és legfontosabb
Osszefiiggéseket ismertetjiilk. A pseudoinverz fontos méatrixelméleti szerepét
két specialis matrix osztaly bemutatasdval probaljuk érzékeltetni.

A konnyebb érthetdség végett az alibb kovetkezd 2—5. pontokban ismer-
tetésiinkben csak valos matrixokra szoritkozunk, igy e pontokban a * csak &
transzpondlt képzését indikilja. Megjegyezziik azonban, hogy az eredmények
komplex métrixokra ugy vihetdk at, hogy transzponalt helyett mindig transz-
ponalt és konjugdlt, ortogondlis helyett unitér, szimmetrikus helyett hermitikus
értendé. A 6. pont rovid attekintésében pedig meg is tartottuk az eredeti,
komplex métrixokra vald, megfogalmazast. Az ismertetendd métrixok tulaj-
donsigai igy jobban érzékelhetdk.

2. g-inverzek és reflexiv inverzek osztilya

Ha A kvadratikus szinguldris mitrix, vagy téglalap alakia métrix, akkor az

(2.1) (L AGE =T S ING A= L
egyenldségek — ahol I az egységmitrixot jeloli — semmilyen @ méatrixszal

sem teljesithetGk egyidejiileg. Kvadratikus szinguliris 4 esetén a (2.1) ossze-
fiiggések koziil sem (i), sem (i) nem elégithetd ki. Ha A téglalap alaka métrix,
akkor a (2.1) egyenldségek valamelyike akkor és esak akkor elégithetd ki,
ha A4 maximdilis rangd. Pontosabban, ha A4 m xn tipust (m-~n) és rangja
o(A) — min (m, n), akkor a (2.1) osszefiiggések koziil vagy (i) vagy (ii) mindig
kielégithets. Ha (i) elégithetd ki valamilyen (' matrixszal, akkor ezt az A
jobb oldali inverzének vagy jobb inverzének, az A matrixot pedig jobbrol
invertalhatonak nevezziik. Hasonléan van definidalva a balrél invertdlhatd A
métrix és annak bal oldali inverze vagy bal inverze. Jobb oldali inverzre az A !
bal oldali inverze az Ap' jelolés haszndlatos. A méatrixelméletben az inverz
matrix legrégebben ismert és igen gyakran hasznalt altaldnositdsai a jobb,
illetve bal oldali inverzek. Ezért elGszor ezekkel foglalkozunk.

Legyen A m xn tipusi méatrix, melynek rangja o(4)—m. Ebben az esetben
az AA* m-edrendi és m-edrangt kvadratikus matrix. fgy az (44%)-1 inverz
létezik, tehat fenndll az

Ly = (AA*)(AA*) 2 =" A[AM(AA*)1]
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osszefliggés, ahol I, az m-edrendli egységmatrixot jeloli. Lathaté tehat,
hogy maximalis sorrangi 4 matrixnak van A z! jobb oldali inverze, hiszen az

Akl s A*(AA*)—I

matrix valéban teljesiti a jobb inverz kritériumat.
Hasonléan, ha o(A4) = n, akkor létezik 4! bal inverz, amellyel az

ALIA == In

egyenlGség teljesiil, hiszen pl. az (4*A4) 1A% matrix alkalmas vilasztisa az
At balinverznek. Nyilvanvald, hogy At és Ap!' csupan azokban a specidlis
esetekben létezik, ha az m xn tipusi matrix rangja n vagy m. Ha n == m, az
Apt és ARt koziil csak egyik létezhet, de nem egyértelmiien. Igaz ugyanis a
kovetkezd tétel.

2.1. Tétel. Legyen A mxn tipusi matrix. Ha p(4) = m, akkor az AG — I
egyenlet altalinos megoldisa

G — VAHAVA*),

ahol V tetszéleges n-edrendii matrix, amelyre p(AVA*) — p(A4). Ha o(A4) — n,
akkor a /4 — I egyenlet altalinos megoldasa

G = (A*VA)-14*V,

ahol V tetszéleges m-edrendi matrix, amelyre o(A*VA) — o(A).

Ha az A matrix rangja o(4) — » = min (m, n), akkor a (2.1) egyenléségek
egyike sem elégithets ki semmilyen ¢/ matrixszal sem. Azonban a (2.1) egyen-
16ségek kivetkezménye a gyengébb

(2.2) AGA = 4

osszefiiggés, amelyet kvadratikus nemszinguliris A esetén csak a f — A1
inverz elégit ki, igy a (2.2) egyenlGséggel meghatarozott (¢ matrix az inverz
matrix egy altalinositasinak tekinthetd. Igaz a kiovetkezs lemma.

2.1. Lemma. Tetszbleges A esetén a (2.2) egyenlGség kielégithets valamely ¢
matrixszal.

Legyen ugyanis az A4 m xn tipusi métrix rangja o(A4) = r és legyen az A
egy rang faktorizdcidja (vagy masként bazis faktorizacidja) 4 — BC, ahol
tehdt a B m xr tipusd, a C' r xn tipusi matrix, amelyeknek rangja o(B) —
= p(C) = r. B tehat teljes oszloprangn, igy B! bal inverze létezik, C' pedig
teljes sorrangi, igy C'g! jobb inverze létezik. Legyen G — Cp'B ', akkor

AGA = (BC)(Cx'BY) (BC) = B(CORY) (B{!B)C = BC = A.

2.1. Megjegyzés. A 2.1. lemma allitdsa kovetkezik Penrose mar idézett téte-
1éb6l is hiszen (2.2) megegyezik az (1) Penrose egyenlettel, s igy a tétel alapjan
ennek tetszleges 4 matrix esetén van megoldasa.

2.1. Definicio. Legyen A mxn tipusi matrix. Az nxm tipust (¢ métrixot,
amely kielégiti a (2.2) egyenlGséget az A dltalanositott inverzének, vagy g-
inverzének nevezziik és jelolésére az A~ szimbélumot hasznéljuk.

Az A~ tehit tetszileges olyan métrixot jelol, amely az 4 métrixszal kielégiti
a (2.2) egyenldséget. A (2.2) megoldisa azonban altaldban nem egyértelmi,
(2.2) megoldésainak Gsszességét jelolje G, ahol az alsé index az (1) Penrose
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egyenletre utal. fgy A~ azt jelenti, hogy A~ €y, Vizsgaljuk meg most mi
jellemzi a G, osztalyba tartozé g-inverzeket.

2.2. Lemma. BEgy G métrixra vonatkozbéan az alabbi allitdsok egyméssal
ekvivalensek

a) G'az A matrix g-inverze, azaz G € C‘}(l :

b) az F — AG méatrix idempotens és o(F) = trF = p(4);

¢) a H — (A matrix idempotens és o(H) = trli = o(4).
Itt trP a P = [p;;] kvadratikus métrix nyomdt — vagy mésként spurjat —

n n
jeloli, azaz trP = Y p; = > M(P), ahol 4,(P) a P matrix sajdtértékeit jeloli.
=1 =1

2

t =
Mint a méatrixelmélethdl ismeretes egy P? = P idempotens vagy projektor
métrix valamennyi zérustél kiilonbozé sajatértéke 1-gyel egyenls, igy rangjara
valéban igaz a o(P) — trP egyenlGség.
2.3. Lemma. Ha A~ az A matrix g-inverze, akkor

(2.3) e(47) = o(4).

A Gy osztalyba tartozé dltalinositott matrix inverzek rangjéra tehdt a (2.3)
egyenldtlenség érvényes. De ennél tobbet is mondhatunk: Fisher [7] ugyanis
a kovetkezs tételt bizonyitotta.

2.2. Tétel. Legyen az A mxn tipust métrix rangja p(4) = r. Akkor tetsz6-
leges, az » <~ ¢ <_ min (m, n) egyenlStlenségnek eleget tevs ¢ egészhez van az
A métrixnak olyan 4~ inverze, amelyiknek rangja o(4~) = q.

Mint az a (2.3) egyenlStlenséghdl lathaté, nem sziikségképpen igaz, hogy
A~ és A egyméasnak kolesonosen g-inverzei. Ahhoz, hogy A és A~ egymasnak
kolesonosen g-inverzei legyenek, az A~ matrixnak ki kell elégitenie az

(2.4) AGA = A, GAG = @

egvenléségeket, tehat az (1) és (2) Penrose egyenletet. A Penrose tételbdl
kovetkezik, hogy ilyen tulajdonsigu g-inverz mindig létezik.

2.2. Definicid. Az nx m tipusi @ matrixot az A m X n tipusi métrix reflexiv-
inverzének nevezziik, ha kielégiti a (2.4) egyenlGségeket.

A reflexiv inverzekre az A; jelolést, a reflexiv inverzek osztalyira pedig
a Gy jelolést hasznaljuk, az alsé indexszel utalva arra, hogy a Gy, osztalyba
tartozo6 inverzek kielégitik az (1) és (2) Penrose egyenletet.

A g-inverzekre vonatkozo (2.3) egyenlitlenséghdl az is kiovetkezik, hogy ha
A~ €G ), akkor o(47) = o(4). Igaz azonban ennek a megforditdsa is, pon-
tosabban a kiovetkezd tétel.

2.3, Tétel. Az A matrix A~ inverze akkor és csak akkor reflexiv inverz, ha
o(47) = o(A).

9.2. Megjegyzés: A 2.2. és 2.3. tétel kovetkezménye, hogy ha A maximélis
rangti, azaz o(A) — min (m, n), akkor 4 tetszGleges g-inverze szitkségképpen
reflexiv.

Felmeriil a kérdés, hogy egy A~ g-inverz ismeretében miként konstruél-
haté egy reflexiv inverz. Erre ad vélaszt a kivetkezd lemma.

9.4, Lemma. Az A matrix G inverze akkor és csak akkor reflexiv inverz, ha

G=A"AA-

alakban irhaté valamely 4~ g-inverz segitségével.
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V4

Mint azt mar a bevezetGben is lattuk, a g-inverzek a konzisztens lineéris
egyenletrendszerek megoldasandl jutnak szerephez. Erre vonatkozik a kivet-

kezG tétel.
2.4. Tétel. Legyen A m X n tipustt matrix és legyen A ~ az 4 matrix tetszdleges

g-inverze, tovabba H — A~ A. Akkor

a) az Ax — 0 homogén egyenlet dltalanos megoldasa « — (I — H)z, ahol
z tetszoleges vektor;
b) az Ax = b konzisztens inhomogén egyenlet altalinos megoldds:

z=A"b+ (I — H)z,

ahol z tetszéleges vektor;
¢) annak sziitkséges és elégséges feltétele, hogy az Ax — b egyenlet konzisz-
tens legyen, az
AA-b=2b

egvenlGség teljesiilése.

Az Ax — b konzisztens egyenlet egy partikuliris megoldisit tehat 40
alakban dllithatjuk el valamely 4~ g-inverz segitségével. Ha a megoldisokra
tovabbi megkotéseket tesziink, ezzel lesziikitjitk a keresett partikuldris meg-
oldasokat A~b alakban elGallité g-inverzek osztalyat. Megkotést tehetiink
példaul a megoldas vektor nemzérus komponenseinek szimadra.

2.3. Definicio. Az Ax — b konzisztens egyenlet x, megoldasat bdzismegoldis
nak nevezziik, ha

(i) Ax, — b, tehat x, megoldas és

(ii) az x, vektornak legfeljebb » nemzérus komponense van, ahol » — o(A4).

A bazismegoldast elGallitd inverz fogalmat Rosen |21 vezette be. Jelolésére
az A, szimbélum hasznilatos. Az A, inverzek jellemzését adja a kovetkezs
lemma.

2.5. Lemma (lasd [18] 30. o.). Legyen az A mxn tipusi matrix rangja
o(d) —r. Az A~ g-inverz az Ax — b konzisztens egyenletrendszer egy bazis-
megoldasat allitja elé, ha van olyan P permuticiés matrix, amelyet

P
P,

I)

particiondlt alakban irva a P, rxn és a P, (n — r)xn tipusi matrix tgy,
hogy Py A~ = (AP{)i*) Py A=A ='0;

Végezetiill megmutatjuk, hogyan konstrudlhaté egy A, inverz. Mivel
o(Ad) = r, az A oszlopai dtrendezhetGk Ggy, hogy az elsé r oszlop linedrisan
fiiggetlen legyen. Kz az dtrendezés egy alkalmas P permuticios matrixszal
valé jobb oldali szorzas Gtjan 4ll eld. Jelolje az dtrendezett matrixot B, akkor

AP = B = [B,B.],
ahol By mxr és B, mx (n — r) tipust. Legyen most
G, (Bt

By el =] 70 | ,
aQ, @,
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ahol @, tetszbleges (n — r)Xm tipusu maétrix, amelyre G,B = 0, akkor
A, = P'Bj.

Hasonléan konstrualhaté olyan g-inverz is, amely az Ax — b konzisztens
egyenlet olyan partikuldris megoldasat allitja eld, amelynek legfeljebb s > r
nemzérus komponense van.

3. A g-inverzek geometriai jellemzése .

Bevezetésiil a linedris algebra néhany fogalmat és a sziikséges jeloléseket
ismertetjiik.

Az A mxn tipust matrix K(A4) oszlopterén az 4 oszlopvektorai dltal felfeszi-
tett linedris teret értjiik. Jelolje a valds szam n-esek linedris terét &”. Akkor
az R(A) linedris tér az & tér azon vektoraibdl 4ll, amelyek Ax alakban 4llit-
hatok elG valamely o vektorral. Ha az 4 méatrixot mint az 8" teret az &™
térre leképezs linedris transzforméciot tekintjik, akkor &(A4) e transzforméacié
képtere. Az A mitrix 9(A) zérustere az 8" tér azon vektorainak osszessége,
amelyeket a transzformdcié az & tér zérusvektoraba visz.

Legyen adva egy V lineéris tér és annak két altere 8 és §. Ha 8 és § diszjunk-
tak — tehat & N J kozos résziik esak a zérus vektorbdl 41l —, akkor osszegiiket
direlt Gsszegnek nevezziik. Az & ) § direkt Osszeg szintén altér, amelynek
vektorai egyértelmten allithatok eld o 4 7 alakban, aholo €8, 7 €§. Specid-
lisan, ha & T = 9, akkor § az 8§ komplementuma vagy komplementer altere
a ¥ térben. Az § (D § direkt Osszegrsl ekkor azt mondjuk, hogy az a 9 tér
eqy direlt felbonldsa.

Legyen a 9 térben skalaris szorzat (belsé szorzat) értelmezve. Ha most 8
ismét a Y altere, akkor a °Y azon vektorainak osszessége, amelyek ortogondlisak
az § valamennyi vektordra, szintén alteret alkotnak, amelyet 81 jelol s amelyet
az & orlogondlis komplementumdnak neveziink. Nyilvan & & &1 a 9 egy direkt
felbontdsa: & @ &L = Y.

Legyen P n-edrend(i r-edrangi idempotens matrix (vagy projektor matrix),
tehiat P? — P. Legyen P oszloptere &(P) és zérustere (P). A P idempotens
tulajdonsigabol kovetkezik, hogy R(FP) D IN(P) — 8", igy tetszileges x € 8"
vektor egyértelmien irhaté x — o + » alakban, ahol p €R(P), v €(P). A P
odempotens matrix az & tér olyan vetitd transzformécitja, amely a tér bér-
mely x = o+ v(0 € R(P), v€ G)Z(l’)) vektordhoz a p vektort rendeli, azaz az &"
teret az K(F) altérre vetiti (innen a projektor matrix elnevezés) s a vetités
iranya az JU(P) altér. Ha fel akarjuk tiintetni, hogy egy adott P projektor

matrix milyen & altérre vetit és milyen § irdnyta vetitéssel — ahol persze
DI = §"és8 = A(P), I = J(P), akkor erre a P —= Pgy jelolést haszniljuk.
Specidlisan, ha § = &+, azaz a vetités irdnya ortogondlis, az § altérre, akkor

a méatrix szimmetrikus, tehat a P — Pg. méatrixra P* — P igaz.

Ha a P n-edrendli és r-edrangi projektor matrix egy rang faktorizacidja
P — ST — ahol tehat S nxr tipust és 7' r x n tipust matrix és &(P) = &(S),
MN(P) = YT —, akkor T'S = 1I,. Végiil pedig ha P = Pgs n-edrendii r-edranga
idempotens matrix — amely tehat az § altérre § irdanyban vetit —, akkor az
I — P métrix is idempotens, mégpedig (n — r)-edrangi, amely a § altérre 8
irdnyban vetit, azaz I — P = Pgs.
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3.1. Megjegyzés. Roviden utalni szeretnénk arra, hogy a projektor matrixok
jutnak fontos szerephez a linearis feltételi konkav programozasi feladatnak
a gradiens vetitési médszerrel torténd megoldasanal is [22]. Ez az eljards egy
moédosulata az eredeti gradiens médszernek, amely szerint egy adott 2, pont-
bél kiindulva egy f(x) nemlinearis fiiggvény maximuma helyéhez konvergalé
Xy, Ty, X, .. . pontsorozat megkonstrudlasinal az x; pontbol az f(x) fliggvény
x; pontbeli gradiense irdnyaban (amely iranyban az f(z) figgvény a leggyor-
sabban valtozik) Llavtjuk az x;,, pontot. Hogy a linedris foltételekbé] adodo
konvex tartomanybdl ne jussunk ki, ezt az eljardst ekkor gy modositjuk,
hogy a gradiens helyett ennek egy § altérre torténd ortogonalis vetiiletét hasz-
naljuk, ahol az § alteret a konvex tartominyt hatiarold, az a; pontot tartal-
mazé  hipersikok valamely linedrisan fiiggetlen rendszerének kozos része
(metszete) hatarozza meg. A tovabblépés irdanyit az f(x) konkdav fu(rgvuw x;
pontbeli gradienséhdl, tehét ey Pgss alaki projektor métrixszal valo szorzdss: Al
kapjuk.

Vizsgdljuk most az altalinositott inverzek geometriai jelentését. Legyen
A mxn tipusi r-edrangi mdtrix, melynek oszloptere & < & és zérustere
I &". Ha az nxm tipusa ¢ mitrix az 4 matrixnak egy g-inverze, akkor
a 2.2. lemma szerint az # — AQ, ill. a H — GA m-edrenddi, ill. n-edrendii s
mindkettd r-edrangi idempotens matrix. Ebbdl kovetkezik, hogy az F oszlop-
tere megegyezik az A oszlopterével, zérustere pedig tartalmazza a G zérus-
terét; a H oszloptere benne van a (f oszlopterében, zérustere pedig megegyezik
az A zérusterével, azaz igazak a

(3.1) K(F) =&
NH) = N

és
(3.2) MN(F) D IUG)
R(H) € R(A)

relicidk. Abban az esetben, ha (¢ reflexiv inverz, tehat ha o(@) — r, akkor a
(3.2) tartalmazasi reliciékban is az egyenlGség jele érvényes. A (3.1) és (3.2)
alapjan az /', ill. H projektor méitrix a kovetkezSképpen jellemezhets:

F = AG = Pagyry, N F) 2 IYG)
(3.3)
H oGl = P RUH) C ().

Az F projektor mitrix tehat az & teret az adott & altérre vetiti, a vetitési
irdnya azonban fiigg a (F dltaldnositott inverz megvdalasztdasatol, mig a H projektor
métrix esetében adott a vetités O irdnya s az altér, amelyre H az &" teret
vetiti, fiigg a G altaldnositott inverz megudlasztdasatol.

Felmeriil ezutdn a kérdés: ha adva van az 4 mxn tipusi és r-edranga
matnx, melynek ()q/loptmc R és zérustere I, akkor tetszGlegesen megvalasztva
a Q és I altereket tigy, hogy & @ Q — &M és I @ N — & teljesiiljon, van-e
az A matrixnak olyan ¢ altalanositott inverze, zunelyokkel fennallnak a kivint

F = AG = Pgq, Q > NG)
B B4 = B, I < (@A)
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reldciok. A kérdésre adhaté igenls vélaszt itt Egervary [4] és Langenhope [11]
megfogalmazisiban kozoljiik. Eredményiiket mindketten reflexiv inverzekre
bizonyitottak.
3.1. Tétel. (Egervary): Ha az adott r-edrangi 4 m X n tipusi matrix bazis-
faktorokra bontott alakja
A = BN

(ahol tehat R mxr tipust, N pedig rxn tipusi matrix és R(A) = R(R),
IN(A) = IYN), akkor az

(AG)? = AG
illetve

(GA? = GA

osszefiiggéssel definidlt r-edranga G inverz maétrix
G=MNM)"{(QR)"1Q
= ]”(QA AM)_IQ

alakban allithat6 eld, ahol M és @ tetszbleges, csupdn a | MN | =0, | QR | <0
feltételeket kielégité matrix (| X | az X kvadratikus matrix determinansat
jeloli).

: Geometriailag szemléletesebbek Langenhope alabbi tételei.

3.2. Tétel. (Langenhope): Legyen 4 m Xxn tipusid r-edrangd métrix, amely-
nek oszloptere & és zérustere I. Legyen Q az & tetszleges komplementer
altere az & térben: & @ Q = &M és I az I tetszbleges komplementer altere
az 8" térben: I @ N — &. Akkor van olyan ¢ méatrix, amely kielégiti az

(3.4) AH — Pyo
és
(3.5) GA = Puga

egyenlGségeket. Ha A — RN, az A méatrix egy rang faktorizdcidja (tehat
R m xr tipusd, N, pedig r X n tipust matrix) @, pedig a Pga = RQ, felbontasa-
bol, M pedig a Pyg — MN, felbontasabdl van meghatirozva, akkor

(3.6) Q = MQ,

kielégiti a (3.4) és (3.5) egyenlGséget.

3.3. T'étel. (Langenhope): A (3.6) alatti @ — MQ, matrix csupén a Q és IN
altér megvilasztasatol fiigg, s nem fiigg attol, hogy az A rang faktorizaciéjanal
milyen R matrixot valasztottunk.

Ha az R mitrixot mar megvalasztottuk ugy, hogy &(R) = R(4) =&
teljesiiljon, akkor az A — RN | felbontashél N, egyértelmiien meghatérozhato.
A Q és IN tetszileges vélasztdsa mellett most mar R és N, ismeretében a
Pso — RQ, és Pyo — MN , dsszefiiggéshil a @, és M métrix is egyértelmiien
meghatdrozhaté. Vegyiik figyelembe, hogy a Pse — RQ, alapjan @, R = I,
ill. a Pgg — MN, alapjain N M = [I,, igy egyszeri behelyettesités utan be-
lathat6, hogy a G — MQ, matrix valéban kielégiti az (3.4) és (3.5) egyenldsé-
geket és kielégiti az

AGA = A, GAG =@
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osszefiiggéseket is, tehat G az A reflexiv inverze. Az igy konstrualt reflexiv
inverz oszloptere &() = I és zérustere JYG) = Q, amit az

(3.7) Agg = G = A/[Qo

jeloléssel fejezziik ki. Mivel Agq reflexiv inverz, igy o(dswe) = o(4) =r.
Az Az inverze vonatkozik a kiovetkezi nagyon fontos tétel:
3.4. Tétel. (Langenhope): A (3.7) alatti Aga matrix az

AGQ = Pga, GA = Pga, o(G) = p(4)

egyenletek egyértelm( megoldasa.
3.2. Megjegyzés. Vegyiik észre, hogy az Age inverz a specidlis Q = &+,
M — I+ valasztds esetén megegyezik a pseudoinverzzel, azaz

AT, fEgulft == AT,
fgyv a 3.4, tétel alapjan az A+ pseudoinverz egyértelm{i megolddsa a

A Pga-l ¥ GA = l);:v( Lot , Q((;) = Q(A)

A

egyenleteknek. Ezek tehat az (1)—(4) Penrose egyenletekkel ekvivalensek.
Moore is lényegében igy definidlta az altala ,,general reciprocal”’-nak nevezett
pseudoinverzet.

Langenhope eredményei arra szolgdltatnak pdéldat, hogy tetszGleges A
matrixhoz egyértelmiien létezd dltalinositott inverzet tobbféleképpen lehet
definialni.

Ha a 3.2.— 3.4. tételek feltételeibdl elhagyjuk a o) = o(A4) megkotést,
akkor a megoldds dltaliban nem egyértelmii. Ekkor a kivetkezd tétel igaz.

3.5. Tétel. Legyen A mxn tipusa r-edrangt matrix, melynek oszloptere &
és zérustere I Legyen Q az & tetszéleges komplementer altere az & térben:
R B Q — &M és M az N tetszbleges komplementer altere az & térben: I ) N—
— 8". Az A matrixnak mindig van olyan @@ dltalinositott inverze, amelyre

Q) DI, NG CSQ, o) = o(A).

4. Tovabbi altalanositott inverzek

A 2. pontban mér vizsgiltuk a ¢, és a G, inverz osztdlyt. Most azt vizs-
galjuk meg, hogy milyen tulajdonsagi altalanositott inverzekhez jutunk, ha az
(1)—(4) Penrose egyenletek mas kombindcidinak kieldgitését kioveteljitk meg.

Q.. e @ L.

A Gy €5 @ Gy yyy tnverz osztdaly

Jelolje Gy, az A mxn tipusi mitrix azon dltalinositott inverzeinek osztd-
lyat, amelyek kielégitik az

(4.1) AGA = A, (GA)* = GA

feltételeket, azaz az (1) és (4) Penrose egyenletet.
A 3. pont alapjin a (4.1) feltételek geometriai megfogalmazisa:

(4.2) H = GA = Pglg, 3{((}) =] 3)Z(A)J = &(A*),
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azaz olyan legyen a (¢ altalanositott inverz, hogy oszloptere tartalmazza az A4
zérusterének ortogondlis komplementumat, tehat az A* oszlopterét. Ebbsl
méar egyszerlien addédik a kovetkezs lemma allitdsa.

4.1. Lemma. Az A métrix G altalanositott inverze akkor és csak akkor tar-
tozik a G4, osztalyba, ha

GAA* = A*
teljesiil.

Erdemes azt is megnézni, hogy az (1) Penrose egyenlet mellett a (4) egyenlet
teljesiilése milyen, a linedris egyenletrendszerek megolddsinal felhaszndlhat6
tulajdonsagot kolesonoz egy g-inverznek.

Mér lattuk, hogy az Ax = b konzisztens egyenletrendszer barmely megolddsa
@ = (b alakban 4llithaté els, ahol & €G,y. Felmeriilhet a kérdés, vajon meg-
véalaszthaté-e a G inverz a b vektortol fiiggetleniil gy, hogy barmely, konzisz-
tens egyenletrendszert adé b vektor esetén, az Ax — b megolddsai kozott
az ezen (@ matrixszal elGallitott Gb megoldds minimélis normaju, azaz

min ||z || = || Gb||.
Ax=b

Itt || « || az « vektor euklideszi normajat jeloli, tehat
el =Va* 2

ahol a*y, az x, y € 8" vektorok skaldris szorzata. A kérdésre a kovetkezd tétel
ad vélaszt.

4.1.Tétel. ([19] 45. 0.): Legyen (¢ az A méatrixnak olyan g-inverze, hogy Gb
minimalis normaji megoldisa az Ax — b egyenletnek barmely b € R(A4) esetén.
Ehhez sziikséges és elegendd, hogy G kielégitse az

AGA = A, (GA)* = GA
feltételeket.

Az Ax — b konzisztens egyenletrendszer dltalinos megoldisa a 2.4. tétel
szerint ugyanis Gb -+ (I — G A)z, ahol G €G ) és z€8" tetszblegesek. Legyen
most b miniméalis normaja barmely konzisztens egyenleteket add b esetén,
AZAZ

166 1] < 1165+ (I — GAz || pbeQ(A), €8,
vagy a b helyére Ax-et irva
|GAz || < ||GAx + (I — GA)z || =z, z€ 8"
A norma definiciojat figyelembe véve ez akkor és csak akkor teljesiil, ha

(GAx)*(I — GA)) =0 =z, z€8".
Ebbdl a
@A)*(I — GA) =0

feltételt kapjuk, ami ekvivalens a (GA)* — G A4 feltétellel.

4.1. Megjegyzés. Vegyiik észre, hogy birmely G € G, dltaldnositott inverzzel
szorozzuk balrél az A métrixot, a H — GA — Pglg, tehat mindig ugyanaz
a hermitikus projektor matrix. Ennek kivetkezménye az is, hogy barmely
rogzitett b € R(A) esetén a || Gb || norma minden @ € Gy, inverzzel ugyanaz.
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.

Ha egy G €y, inverzre specidlisan p(G) = p(4), akkor @ kielégiti az (1)
(2) és (4) Penrose egyenletet. Az ilyen G, osztilybeli inverzre szokdsos a
balrol gyengén dltaldnositolt inverz elnevezés és az A, jelolés. Az A matrixnak
egy A, inverzét konnyen eléallithatjuk az A A* martix egy (4A4*)~ inverzének
ismeretében. Az

(4.3) Ay = A*(AA%)-

eloallitds Urquharttol [24] szdrmazik.

4.2. Megjegyzés. Lattuk mar, hogy ha az A m xn tipusi méartix maximélis
angi: r = min (m, n), akkor minden 4~ inverz egyben A, reflexiv inverz.
Nagyon konnyen konstrualhaté azonban A, inverz is.

a) Ha r = n, azaz A maximdlis oszloprangt, akkor barmely 4~ inverz
bal inverz, hiszen /1 = A~ A r-edrendii és r-edrangt idempotens mdtrix, igy
szitkségképpen az egységmitrix. Az egységmitrix azonban hermitikus, igy
minden A~ inverzre A~A = I, = (A~ A)*, tehdt az A barmelyik 4ltaldnosi-
tott inverze balrél gyengén dltalanositott: A~ — A,,.

b) Har — m, azaz A maximdlis sorrangi, akkor az AA* métrix nemszingu-
laris, tehat ebben az esetben a (4.3) elGallitds alapjan az A méatrixnak az

az egyetlen balrél gyengén altalinositott inverze, igy ez megegyezik az A+
pseudoinverzzel.

A G153y s §10g) inverz oszldly.

A Gy inverz osztily az A mitrix azon dltalinositott inverzeibdl ll, amelyek
kielégitik az
(4.4) AGA = A, (AQ)* = AG

feltételeket, azaz az (1) és (3) Penrose egyenletet.
A (4.4) feltételek geometrial megfogalmazisa:

(4.5) F = AGQ = Pggl Q) S R(A)L = JN(A4%),

vagyis a (/ dltalinositott inverz olyan legyen, hogy zérusterét tartalmazza az
A oszlopterének ortogondlis komplementuma, azaz az A* zérustere. Ebbé
mar egyszeriien adodik a kivetkezs lemma.

4.2. Lemma. Az A matrix ¢ dltalinositott inverze akkor és csak akkor tar-
tozik a G, osztilyba ha

A*AG = A*
teljesiil.

A Gy s Gy inverz osztily analég viselkedése folytdan vérhato, hogy
a G4y osztdlyba tartozo inverzeknek is van egy jellegzetes, a gyakorlati alkal-
mazasok szempontjiabol fontos tulajdonsiga. Kz valéban igy van. A linedris
becsléselméletben, idésorok kiegyenlitésénél sth. fellépd Ax — b egyenletek
inkonzisztensek, azaz b¢R(A). Az Ax — b inkonzisztens egyenletrendszer
legkisebb négyzet megolddsdn olyan & vektort értiink, amelyre
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tehat az Az eltérése a b vektorbdl normaban a lehetd legkisebb. Természetes
az a torekvés, hogy a legkisebb négyzet megoldisokat is Gb alakban allitsuk
el alkalmas ¢/ métrixok segitségével. Hogy milyen feltételeket kell kielégitenie
egy ilyen matrixnak — amelyrsl még nem tudjuk, vajon altaldnos inverz-e —,
ezt a kovetkezd tétel mondja meg.

4.2. T'étel. ([19] 48. 0.): Legyen G olyan métrix, hogy tetszéleges b € 8" ese-
tén Gb legkisebb négyzet megoldisa az Ax = b egyenletnek. Ehhez sziikséges
és elegendd, hogy G kielégitse az

AGA = A, (AG)* = AG
feltételeket.

A bizonyitas hasonlé a 4.1. tétel bizonyitdsihoz.

4.3. Megjegyzés. A G €, dltaldnositott inverzekre az a figyelemre mélto,
hogy itt az F — AG — Pgs! idempotens mdtrix mindig ugyanaz. Ennek
kovetkezménye a legkisebb négyzet megoldist el6allité tulajdonsag, ill. az,
hogy a || AGbL — b || norma rogzitett b € & esetén minden @ € §(12) matrixszal
ugyanaz.

A G2y inverz osztélyt a G osztdlyba tartozo reflexiv inverzek alkotjak,
tehdt olyan matrixok, amelyek kielégitik az (1), (2) és (3) Penrose egyenletet.
Ezekre elterjedt a jobbrol gyengén dltaldnositott inverz elnevezés és az A;
jelolés. A (4.3) eldallitds analogonja jobbrél gyengén Altalanositott inverz
elGallitasara a

(4.4) A; = (A*4)- A*

kifejezés, amelyet Fisher [7] adott meg elGszor.

4.4. Megjegyzés. Maximélis rangtt A m X« tipust métrixok jobbrél gyengén
altalanositott inverzeirdl a kovetkezdk mondhatok.

a) Har — m, azaz A maximdlis sorrangi, akkor barmely 4~ inverz egyben
jobbrél gyengén Altalinositott is.

b) Ha » = n, azaz A maximalis oszloprangt, akkor a (4.4) elGallitdssal
kapott

A7 = (A*4)-14%

mitrix az egyetlen jobbrél gyengén altalanositott inverz s igy ez sziikségképpen
az A* pseudoinverz.

\,(xg(,n(;{,ljl csak n’l(.gcnllltgul\, hogy Gy és Guyyy osztilybeli inverzek vizsgd-
latdval Fisher [7] és Meyer [12] foglalkozott.

5. Az A" pseudoinverz

Most a pseudoinverzre vonatkozé legegyszeriibb és legfontosabb sszefiiggé-
seket tekintjitk &t roviden.

5.1. Lemma. Egy G' matrixra vonatkozéan az aldbbi feltételek egyméssal
ekvivalensek

(5.1) AGA = A, GAG =@, (4G)* = AG, (GA)* = GA4;
(5.2) A*AG = A*, G*GA = G*.
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E lemma alapjan tehat az A+ pseudoinverz az (5.2) egyenletek egyértelmii
oldasa. A kovetkezs lemma a pscudomver/, legegyszeriibb tulaJdonmm ait fog-
lalja Ossze. Az Allitasok egy részét mar Penrose bizonyitotta, mds résziik

késébbi eredmény.
5.2. Lemma. Az A matrix A+ pseudoinverzére az alibbi allitdsok igazak:

(i) (A+)t = 4,
(ii) (4*)* = (4%)*%,
(i) (AA®)T = (AT)xATy
(iv) A*A = AA*, ha A normélis métrix, azaz AA* = A*A,
(v) (A")*F = (A")", ha A normailis,
(vi) (44*)tAA4* = AA+,
(vii) (UAV)t = V*A*U*, ha U és V ortogonalis matrixok, azaz
i o W 1 s P
(viil) (A4)r = 1714*, ha 1 50,
(ix) A* = (A*4)TA¥%,
(x) B mxr tipusu r-edrangt és €' r xn tipusa r-edrangi, akkor
(BO)* = C* BT,
(xi) Had = X A;,ahol A, A} = 0és A} A; = 0 (i 5 j), akkor A+ = 2 A},
(i) At == (AXA)TAY = AX(AA*)+

Lényegesnek tartjuk megemliteni a kozonséges inverznek azt a két fontos
tulajdonsdgat, amellyel a pseudoinverz dltaliban nem rendelkezik.

1. Ha A és B nemszinguldris matrixok, akkor (A45) ! B-14-1 azaz
szorzat inverze a forditott h()l‘lb!](l szabdlya szerint tényezonként szamolhato.
Ez a szabaly a pseudoinverzre nem érvényes, tehit dltalaban (4 B)" = Bt A*,

2. Ismeretes a kvadratikus nemszinguliris méatrixok ‘l])bl\tl‘dllh tulaj(l(mmxga,.
ha Auw — Ju, akkor A 'u — A, azaz (i) az A és A~ ' sajatértékei egymis
reciprokai és (ii) az A és A1 matrixanak ugyanaz a sajatvektor rendszere.
A pseudoinverzre altalaban sem a (i) sem a (ii) tulajdonsig nem igaz. Kiilon
kutatasi teriilet, hogy mi jellemzi azokat a matrixokat, amelyeknek valamely
tipust inverzére az (i) és (ii) valamelyike teljesiil (lasd pl. [20]). A spektrilis
tulajdonsig megkovetésével is definialhatok azonban dltalanositott inverzek
(lasd pl. [6], [8] és [2] 26. 0.). K spektrilis inverzek — legaldbb is egyel6re —
csupdn elméleti szempontboél érdekesek; ismertetdsiiket itt mellGzziik.

Az el6z6 pontban lattuk, hogy az G, osztilyba tartozé inverzek segitségé-
vel az Ax — b konzisztens egyenletrendszerek legkisebb normaji megolddsai,
mig a G4, osztilyba tartozo inverzekkel az az Ax — b inkonzisztens egyenlet-
rendszerek legkisebb négyzet nwgol(las(n allithatok el Feltehetjiik azt a kér-
dést is, hL]on van-e olyan altaldnositott inverz, amelynek segitségével minimé-
lis normdju legkisebb négyzet megoldas allithato eld. A megoldds az A pseudo-
inverztSl varhato, minthogy A% € G, és AT €Gy,y. Valdban igaz a kovetkezs

tet’*‘
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5.1. Tétel. Legyen a G € G, altaldnositott inverz olyan, hogy (b minimdlis
normaju legkisebb négyzet megolddsa az Ax = b inkonzisztens egyenletnek,
azaz

NG|, <l 2|ln Az€f{a: || pz — b, < || Az — bl F2€8"},

ahol || . [|,, ill. || .||,, jelolés arra utal, hogy a normak az 8", ill. & térben
értendSk. Ehhez sziitkséges és elegendd, hogy G = A* legyen, azaz teljesiilje-
nek az

AGA = A, GAG =@, (AG)* = AG, (GA4)* = GA
feltételek.

6. EP, matrixok, parcialis izometriak

A maitrixelméletben a pseudoinverz fontos szerepet kapott egyes specidlis
méatrixok jellemzéséndl is. Erre mutatunk be roviden két példat.

A) Az EP, mdtrixzok

E matrixokat Schwerdtfeger vezette be 1950-ben megjelent kionyvében
(lasd [23] 130. 0.) eredetileg a szimmetrikus és ferdén szimmetrikus matrixok
kozos altalinositdasaiként. Az alabb kovetkezs, ma elterjedt definiciéban az
EP, matrixok a hermitikus és ferdén hermitikus matrixok kozos dltaldnosité-
sainak tekinthetdk.

6.1. Definicié. A kvadratikus r-edrangi A matrixot £, matrixnak mondjuk,
ha AX 0, akkor ¢s esak akkor, ha A*X — 0, azaz ha

NA) = JA¥).

Tehat az EP, matrixok éppen azok a métrixok, amelyeknek zérustere meg-
egyezik transzpondlt konjugdltjuk zérusterével, ami valéban kozos tulajdon-
sdga o hermitikus és ferdén hermitikus mdtrixoknak. Vegyiik észre azt is,
hogy a definicié magaban foglalja a nemszinguldris mitrixokat és a normélis
méatrixokat is.

Az KP, matrixoknak igen nagy irodalma van; kiilonosen Pearl, Katz és
Hearon vizsgdlatai (pl. [9], [10], [15]) jelentdsek. 1tt csupan Pearl 1966-ban
b izonyitott eredményét kozoljiikk, amely az mdtrixokat pseudoinverziikkel
jellemzi.

6.1. Tétel. (Pearl [15]): Egy A kadratikus matrix akkor és esak akkor EP,
matrix, ha pseudoinverzével feleserélhetd, azaz ha

Ad*r = A+4.
Az eredménynek az az érdekessége, hogy az KP, matrixoknak ez a jellem-

zése sokkal természetesebb egyszer(ibb formaban fogalmazhat6, mint jéval
kordbbi eredeti definicidjuk.

B) Parcidalis izometridk

A parcidlis izometridkat az unitér métrixok altaldnositdsaként vezette be
Erdelyi [5] s azota igen nagy irodalmuk van.

4 Szigma
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Ismeretes az unitér métrixok izometria tulajdonsiga: Az n-edrendli U
méatrixot unitérnek nevezziik, ha az

y=Ux pxeé"
I'nedris transzforméci6 tavolsagtartd, azaz

Hle_ UCC2||: ”xl_on: Ve, IZE((S".

A kovetkezs két feltétel barmelyike sziikséges és elegends ahhoz, hogy az U
matrix unitér legyen:

(i) Uzl =|lz|l, pz€sé";
(ii) (Uzy, Umy) =2y, 25); Ty, £5€ 87,

A parcidlis izometridk az unitér matrixok izometria tulajdonsiagit meg-
ragadd altalinositdsai.

6.2. Definicio. Az m xn tipust V méatrixot parcidlis izometridnak nevezziik,
ha az

y= Ve predyV)L
linearis transzformacié tavolsigtartd, azaz

H Vxl %" Vx'.! ”m & H 'Tl g 'T:: ”r.v Vxlr 'Tz Eé)z( V)Lv

ahol a norma m, ill. » indexe arra utal, hogy az az &, ill. & térben értendd.

Konnyen belithato, hogy érvényes az unitér métrixokra vonatkozd (i)
és (ii) feltételek parcidlis izometridkra érvényes analogonjai. Nevezetesen
a kovetkezd két feltétel barmelyike szitkséges és elégséges ahhoz, hogy a Vo < n
tipusi matrix parcidlis izometria legyen:

(i) HVE&)m= 2l preIUV)L;
(ii) (Vg Vaeo)n =@y %) 0, By €ESU(V)E.

A parcidlis izometridk is jellemezheték a pseudoinverz segitségével a kovet-
kezGképpen.

6. 2. Télel. Az m x n tipusi V métrix akkor és esak akkor parcidlis izometria,
ha

v+ = V.

Ez a tétel is mutatja, milyen természetes ltalanositdsai a parcidlis izometridk
az unitér matrixoknak.

A hermitikus és unitér métrixokat osszekapesolja a matrixok polaris eld-
allitdsa, amely szerint minden kvadratikus matrix el6allithaté egy pozitiv
szemidefinit hermitikus métrix és egy unitér méatrix szorzataként. Hearon
mutatta meg [9], hogy igaz egy olyan polaris eldéallitds is, amely minden
kvadratikus métrixot egy pozitiv szemidefinit hermitikus métrix és egy
parcidlis izometria szorzataként allit eld.

E két példaval is érzékeltetni kivantuk a pseudoinverz sokrétii szerepét
a matrixelméletben.
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SmMoN Gy.: Quzdasdgirdnyilis és nép-
gazdasdagi optimum. Budapest, 1970.
Kozgazd. és Jogi Kiadd.

Simon Gyérgy a cimben szerepld
fogalmakat sajatos szemszoghdl koze-
liti meg. A népgazdasigi optimumot
konyvében egy népgazdasigi szinti
linedris programozisi feladat primal
megoldasa (volumen terv) képviseli.
A gazdasigi irdnyitds szimdra pedig
ugyanezen feladat dudlis megoldisai
megadjik az eréforrasok (termékek,
kapacitasok sth.) optimalis értékelé-
seit (drnyékait), amelyek alapjin ki-
alakithatd a népgazdasagi optimum
megvaldsulisat eldsegité arak, jove-
delmek, addk, kamatok sth. rend-
szere.

Simon Gyorgy konyvéhdl az ol vaso
attekintést kaphat arrél a kutato-
munkardl, amelyet a szerzé a 60-as
években a matematikai modszerek
kizeazdasigi elemzéshen és tervezés-
ben valé felhasznaldsa érdekében foly-
tatott. Elsdsorban a matematikai
programozas és az drnyékdrak dllnak
érdeklédésének  homlokterében. A
konyv magvat tobbszektoros, mult-
beli adatok alapjin szdmszer(isitett —
sx post — linedris programozdsi mo-
dellel végzett vizsgalatok képezik.
Ezt termelési fiiggvény és mds madd-
szerek segitségével végzett tendencia
elemzések, valamint elméleti jellegti
(a modellek kapeséan felmerild, illetve
a tovabbhaladds irdnydt jelzs) prob-
lémak targyaldsa egéeziti ki.

A 275 oldalnyi terjedelm(i kényv
4 részre tagolédik. Az I. rész ,,A gaz-
dasdgi fejlédés néhany torvényszer(-
sége” cimet viseli. Ebben a részben
a szerz6 és munkatarsai (elsGsorban
Kupesik Jézsef) altal végzett terme-
Iési fiiggvény szamitdsok keriilnek
ismertetésre. Cobb—Douglas tipusi
termelési fliggvényiikben 4 tényezdt
vesznek figyelembe:

— létszam (munkaidd hosszdval
korrigalva)
— termelGberendezések  (atlagos

miszakszammal korrigdalva)

— kutato-fejleszté miiszakiak ara-
nya (a meg nem testesiilt miiszaki fej-
16dést hivatott reprezentdlni),

— technikai felszereltség (a meg-
testesiilt miiszaki fejlédés hatdsanak
szamszerlisitése).

Elészor egy népgazdasigi  szinti
(Iényegében teljes termelésre vonat-
kozd) termeldsi fiiggvényt hatéroznak
meg; paramétereinek becsléséhez 26
dgazat 16 éves iddsorait vették ala-
pul. A szerz6 részletesen targyalja a
statisztikal adatok kapesdn felmeriils
fontosabb problémdakat, de nem tér ki
az adatok homogén voltanak nyilvan-
valé problémdaira (pl. 21 dgazatban
a teljes termelésre, 5-ben viszont a
netté termelésre vonatkoznak a szé-
mitasok !), s ugyanakkor eltilozza
az illeszkedés pontossidgdinak jelentd-
ségét. Ugyancsak figyelmen kiviil
hagyja a termelési makréfiiggvények
és azok alapjan levonhaté kovetkez-
tetések létjogosultsagaval kapesola-
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tos problémdkat. Ezek a hidnyossa-
gok akkor valnak kritikussa, amikor
a fliggvény alapjan ,,torvényszeriisé-
geket”” probdl feltarni, illetve a nove-
kedés forrdsait, azok hozzajarulasa-
nak ,,mértékét”’ elemzi.

A népgazdasigi szintli  termelési
fliiggvény parameétereit a késGbbiek-
ben felhaszniljak a nemzeti jovede-
lem fiiggvényének, illetve dgazati
termelési fiiggvényeknek a szimsze-
riisitésére. Feltették (bar ezt elmdéle-
tileg aligcha lehet megindokolni), hogy
a négy termelési tényezo rugalmassigi
egyiitthatéinak aranyai a kiillonhéz6
fiiggvényekben megegyeznek. HKzen
egyiitthatok (és az ardnyossagi té-
nyezd) szintjét gy modositottak,
hogy a kapott fiiggvények legjobban
illeszkedjenck a megfelels idésorok-
hoz.

Szamitdsaik szerint a mennyiségi
tényezdk (téke és munkaerd) volumen-
hozadéka mind a teljes termelés ese-
tében, mind a nemzeti jovedelem ese-
tén esokkend volt (0,8409, ill. 0,9891).
Ez utébbi 0,9891-es érték kapesin
a szerzé két helyen is megjegyzi,
hogy ,,az elméletileg indokolt érték (1)
jo kozelitése.”” Nem magyardzza meg
azonban, hogy milyen elmdélet in-
dokolnd ezt az értéket (a konstans
volumenhozadékot).

A tovdbbiakban a parcialis hoza-
dékok (hatirtermelékenységek) alap-
jan elemzik az egyes termelési ténye-
z6knek a novekedésben betoltott si-
lydt. Hasonl6 elemzéseket végeztek
egyes dgazatokra is. A becslések
viszonylagos pontossiagara  tdmasz-
kodva a szerzé alaptalanul jelenti ki,
hogy ,,a kialakitott fiiggvényrendszer
alkalmas a termelés és termelékeny-
ség alakuldsanak viszonylag pontos
kozép- és hosszi tava tervezésére,
nemcsak az egész népgazdasig, ha-
nem minden {6bb 4dgazat, valamint
az egyes iparcsoportok vonatkozisd-
ban i8.” Az els6 rész hatralevs feje-
zeteiben hasonlé szemlélet(i elemzé-

seket taldlhatunk az atlag és hatér-
termelékenység alakuldsanak jellem-
z8ir6l.

A 1I. részben (Népgazdasagi opti-
mum tényadatok alapjan) bemuta-
tott vizsgdlat kimondott célja , ki-
kisérletezni, hogy milyen felépitésii
programozisi modellel nyerhetiink
kozgazdasagilag megalapozott ered-
ményeket a népgazdasdgi optimum
szamitasok egyik f6 célja, az optimé-
lis drrendszer alapvets ardanyai tekin-
tetében”. Részletesen foglalkozik a
szerzG o linedris programozasi modell
néhany altalinos és az altala elfoga-
dott valtozat specidlis jellemzGivel.
Modellje tényadatokra alapul (ex
post programozas), kozelebbrdl egy
— az 1959 —61-es idGszakra vonat-

kozd — ,végdllapot optimald” mo-
dell.

A modell f6bb jellemzsit az alabbi-
akban lehet réviden felvazolni. 30
dgazatot (termdékesoportot) vesz fi-
gyelembe és modellje az AKM-re
épiil. Minden Agazat szimdra adott
egyrészt egy , kitelezGen teljesitends”
termelési  tevékenység (termelés  az
1959-es kapacitas és raforditdsi szer-
kezet mellett). Masrészt, az 1959-
és 1961-re vonatkozé AKM adatok
alapjan Un. névekmény modszerrel
meghatiaroz minden dgazat szamdra
egy masik (a termelést bovito) teveé-
kenységet is. Kz utobbi mar nem
kotelezGen elGirt, ugyanis az adott
dgazati termékek rendelkezésre allo
mennyiségének bivitése megvaldsit-
haté kompetitiv import noveléssel is.
A kiilkereskedelmi tevékenységek sze-
repeltetésének jellemzd vondsa, hogy
nem-szocialista reldciéban termdékeso-
portokra specializalt, mig szocialista
viszonylatban — aggregdlt  (rogzitett
struktaraju) tevékenységeket alkal-
maz. A tevékenységek kozott szere-
pelnek még a potlas és felhalmozas,
valamint az 1961-es tényleges volu-
ment(i és Osszetétellt fogyasztds (ko-
telezettségként), illetve a tébblet fo-
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gyasztas struktiardja két valtozatban.
A modell feltételei pedig termék-,
munkaiigyi és devizamérlegeket, vala-
mint termelési kapacitds-, felhalmo-
zasi, természeti és exportkorlatokat
tartalmaznak. (Méret: 104 feltétel,
119 véaltozd.) A szamitasokat 3 kiilon-
hoz6 célfiiggvény mellett végezték el:

— nemzeti jovedelem tobblet és a
fogyasztasi tobblet (novekmény-szer-
kezetbeni) maximalasa

— mint az el6bbi, de a tobblet
fogyasztds strukturdja az 1961-beli
ténylegessel egyezik meg

— nem-szocialista devizaegyenleg
maximaldsa.

Mindhérom célfiiggvénnyel két-két
véaltozatban (az exportkorlatok két
kiilinhoz6 szintje mellett) szdmitottak
ki az optimumot. (Kisebb pontatlan-
sagot taldlhatunk az egyenlGség for-
mdajaban felirt feltételek jellegére (85.
0.) és arnyékdrira vonatkozéan (88.
0.). Az egyenldségek ugyanis nemesak
Lkotelezettségeket” képviselhetnek és
ennek megfelelGen a hozzajuk tartozo
arnyékarak pozitivak is lehetnek,
nemesak negativak, ill. nulldk.)

Felépitéséhdl adoddan  lényegében
csak a termelés novelése (kapacitis

hivités) és a kiilkereskedelmi tevé-
kenységek versenyeznek egymdssal

a modellben. [gy azutdn ,,nem meg-
lepd, hogy az exportald, vagy import-
tal helyettesithets hazai termel6agak-
nal vannak jelentds eltérések a tény-
leges termelés és az optimdlis progra-
mok kozott.” A modell szerkezetéhdl,
aggregiltsagabol és egyéb feltevései-
b6l kovetkezik, hogy a népgazdasig
,,optimélis szerkezetére” és az arnyék-
drakra kapott értékek — mint arra
a szerzé is utal — fenntartdssal keze-
lendSk. Nem val6szin(i, hogy az ilyen
jellegli programozas a miltbeli fejlé-
dés elemzésének hatékony eszkozévé
vélhat. Ettél fiiggetleniil, bizonyos
modell-szerkesztési és adatgyijtési el-
vek jol tanulményozhatok a kisérlet
alapjan, azaz mindenképpen hasznos

,,esettanulmanyként”  értékelhetjiik
a szamszerisitett modellt.

A szerz6 elészor a ,,primal”’ meg-
oldasokbdl nyert gazdasagi szerkeze-
tek (6 valtozat) f6bb jellemzGit ismer-
teti, majd ratér az 6t jobban érdekls
arnyékarak elemzésére. A termék-
mérlegekhez tartozé arnyékarak —
bizonyos feltevésekkel — ,,optimalis”
agazati arszintekként értelmezhetdk.
A 6 valtozatban szamitott arnyék-
arakat az Osszehasonlithatdésdg érde-
kében normalizdlni kellett. Ezt ugy
végezte el (az drszintek megfeleld
valtoztatdsaval), hogy az 1961-es
tényleges fogyasztasi struktira ér-
nyékaron mért Osszege minden eset-
ben megegyezett a tényleges drakon
szamitott értékekkel.

Az elemzés f6bb kovetkeztetéseit
az aldbbiakban foglalhatjuk Ossze:
a kiilonboz6 programokbol nyert nor-
malizalt arnyékarak szérédasa vi-
szonylag csekély volt (vagyis az
adolt modellben meglehetdsen stabil-
nak mutatkoztak); a tényleges és az
arnyékarak atlagai alapjan szamitott
arszintek eltérése nagyobb volt, mint
az utébbiak és a vildgpiaci drak el-
térése. Ez a tény énmagaban azonban
nem indokolja a szerzd azon megélla-
pitasat, amely szerint ,a tényleges
1961. évi belfoldi arrendszer messze
volt attdl, hogy optimalisnak lehes-
sen nevezni’’.

A kovetkezé fejezetbena tobbi ,,erd-
forrds” arnyékarai keriilnek ismerte-
tésre. Ezek koziil a két alapvetd ter-
melési tényezdre (munkaerd és téke)
kapott kalkulativ értékelések és a
konyvben ismertetett elemzési lehe-
téségek tarthatnak elsGsorban érdek-
16désre szamot. Bz a fejezet szdmos
érdekes és ujszer(i megdllapitdst tar-
talmaz. Igy példaul a szerzd kisér-
letet tesz a gazdasigi avuldsnak a
szédmszeriisitésére, a differencialis ho-
zadékestkkenésen keresztiil. Hasonlo-
képpen figyelemre mdélté az ¢él6-
munka ,,aldértékelésének” igazoldsa
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a  gazdasidgossdgi  szamitdsokban.
Ugyanakkor azonban talalhatunk vi-
tathaté megallapitast is, példaul a
differencidlis hozadéki ardanyok és
béraranyok kérdésében. Ennél talan
célszerlt egy kicsit elidGzni.

A probléma abbdl adédik, hogy a
modellekben  (termelési  fiiggvény,
programozdisi feladat vagy egyéb)
szerepls Osszefliggések valdsigtartal-
mat a szerz6 tulértékeli. A szerzé
szdmitasai szerint példaul az egye-
temet és kozépiskolat végzettek diffe-
rencialis hozadéka kb. 7-—9-szerese :
szakképzetlen és 5—T-szerese a szak-
képzett dolgozokénak. Ugyanakkor a
bérek arianyai 2 alatt maradnak. A
szerzG  egyértelm(i  kovetkeztetdse,
hogy a hommnvnlubt fokozatosan ko-
zeliteni kell a hozadéki ar anyokhoz.
Nem kivanok itt vitdba szdillni o dif-
ferencialis hozadékokra épils ar, illet-
ve bérarinyok koncepcidjival, ame-
lyet én hibasnak tartok, de a szerzé
elfogadni latszik. Elég arra felhivni
a figyelmet, hogy jelen esetben
az a tendencia, dmclv szerint a tech-
nikai és az altalanos gazdasigi fejls-
dés a kozép- és felsGfoka végzettsé-
gliek létszam-ardnyanak novekeddésé-
vel jar, csak modellekben vehet fel
egyértelmi ok-okozati osszefiiggdst,
a valosighan ez az Osszefiigeés sokkal
bonyolultabb. Ebbdl kivetkezien a
sdifferencidlis hozadékok” sem értel-
mezhetSk | egy az egyben” a valdsig-
ban. Ugyanakkor, mas oldalrél nézve,
még a ,,diplomds” kategoridn beliil is
viszonylag kevés azok szama, akik
tényleg jolent(iwvn h()W,.ii.'nuln.Lk a
novekedéshez, ml;,: a tobbiek | tarsa-
dalmi hozadéka” nem valészinti, hogy
lényegesen eltér az egyéb foglalkozta-
tottakétol. Persze, ez az egész kérdés
sokkal bonyolultabb annal, mintsem
néhiany sorban el lehetne intézni,
inkabb csak jelezni probdltam a fenti
szemlélet vitathatésagit.

A tovdbbiakban a szerz6 az darnyék-
drakat ar-(drképzés) elméleti szem-

pontbdl vizsgalja. Figyelemre méltdak
a szerz6 f6bb megdallapitasai, mint pl.
,néhany legaltalanosabb sajdtossa-
gon . . . kiviil nincsenek minden prog-
ramozasi modellre egyarant vonatko-
z6  arnyékar-tulajdonsigok™, ,,...a
modell és kiindulé adatai vonatkoza-
saban az drnyékarak nem nevezhetik
objektiveknek”, vagy hogy az &r-
nyékéarak jellemzésénél feltételezziik,
hogy a gazdasdgi valésigot nagyjabol
elfogadhatéan tiikrozi a felhaszndlt
programozasi modell és annak kiin-
dul6 adatai. Csak ezen utobbi fel-
tevés teljesiilése mellett lehetne a
szerzG korabbi kovetkeztetéseivel ma-
radéktalanul egyetérteni. Részletesen
elemzi a programozasi feladat arnyék-
drai és az AKM alapjin szdmitott
kalkulativ arak kozotti eltéréseket.
(Itt nem art megjegyezni, hogy két-
fajta kalkulativ értékelési rendszerre
a szellemi rokonsig legalabb annyira
jellemzG, mint a vazolt eltérdsek.)
A fenti elemzés kapesin kitér az ar-
tipusok fGbb jellemzdire is és fontos
arképzési kovetelményeket  targyal.
Majd megfogalmazza egyik tételét,
amellyel ebben a formaban nem értek
egyet: ,,l\()V(‘llx(‘V(‘\l\(‘])[)t‘ll w cenlriwm-
drnnékdr nem mds, mint Marx terme-
lésidr- és jaradékelméletének, e marai
elmélet  szocialista  viszonyok — kizotti
altaldanositasdanalk megfelels drforgalom,
a termelberdk ¢s a tarsadalmi munka-
megoszias  modern  feltéleleinek  figye-
lembevételével

A 111, részben (Az optimadlis terve-
z¢s egyes elvi és madszertani kérdései)

elGszor |, dinamikus modell” néhany
probléméjival foglalkozik. Megfogal-

mazza, hogy mit ért statikus, kvazi-
dinamikus ¢és dinamikus modell el-
nevezésen, majd felirja az dltala vi-
lasztott  dinamikus modell-valtozat
altalinos sémajat. Kz utébbi egy tobb
idGszakot felolel6 linedris programo-
zisi feladat; drnyékarrendszerének ér-
telmezése sok szemponthol eltér a
statikus modellbelitél. Felvazol egy
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koncepciét kiilonb6z6 tava ,specidlis
népgazdasagi programozasi modellek”™
rendszerére és részletesen kitér a spe-
cidlis modellek szerkezetének néhany
sajatossagara. Ezt a részt az optimd-
lis volumentervek és arnyékarak koz-
gazdasigi realitdsdnak feltételeirdl szo-
16 fejtegetésekkel zarja.

A 1V. részben (Kiegészits vizsgala-
tok és az ex post optimalizalds kiin-
dulé adatai) el@szor a raforditasi faj-
lagosok .,dm(umkajaval foglalkozik
l() 59— 64. évi AKM és egyéh Statiszti-
kai adatok alapjan. A tovabbiakban
a fogyasztisi, a felhalmozdsi és az
export-import szerkezet, illetve a de-
vizadrak viltozasait elemzi a fenti
idGszakban. Ebben a részben ismer-
teti & numerikus (programozdisi) mo-
dell f6bb jellemzéit is. Az utolsé fe-
jezetben (a szerzG kozremiikodésével
kidolgozott OMEFB tanulmanyok alap-
jan) a hatékonysdg gydrtmdnyszinti
elemzésének f6hD (gc}np(nlxeh) kovet-
keztetéseit targyalja.

A szerzG o elsGsorban  a targyalt
modellek alkalmazisiban rejlé lehe-
toségek feltardsdira, az azokkal végez-
hetG vizsgalatok széles korének be-
mutatasara helyezte a Il.mg.sul\t Eb-
hél a HVL‘HI])()HIIH)I fe lt(tlonul hasznos
olvasmény lehet minden, ¢ témalkor
irdant érdeklGds olvasé szamara, hi-
szen komplex mdédon, szamitdasokkal
illusztralja az elemzésben felhaszndlt
modszereket.

Viszonylag kevesebb helyet szen-
telt a modellek hianyossdgainak, kor-
latainak megviligitasara, az alterna-
tiv eljardsok ismertetésére. Kzért az
olvaséban olyan benyomds keletkez-
het, hogy a szerz( egyes vonatkozd-
sokban tobbre értékeli a fenti mdd-
szerek adta lehetdségeket, mintameny-
nyi azoktol redlisan elvirhato, illetve
hogy egyes tételei indokolatlanul ka-
tegorikusak, nem eléggé megalapozot-
tak. Fennall annak a veszélye is,
hogy a téméaban nem eléggé jiratos
olvaséban tulzott vérakozdsokat éb-
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reszt a matematikai modellekkel szem-
ben.

Simon Gyorgy konyvét Osszességé-
ben — vitathaté tézisei ellenére —
hasznos hozzajaruldsnak kell tekin-
teniink a matematikai moddszerek
gyakorlati alkalmazasat propagdléd és
azok hatékony felhasznalasi lehetGsé-
geit kutaté hazai irodalomhoz.

' Zarar ErxG

KrerO B.: Optimumszdmitds. (Nem-
linedris programozas) Budapest, 1972.
Kozgazdasagi és Jogi Konyvkiado.
656 o.

A konyv folytatasa és dltaldnositdsa
a szerzé  Linedris programozds cimi
miivének, amely ugyancsak a ,Ma-
tematikai ismeretek gazdasagi szak-
emberek szimdra” sorozatban jelent
meg 1966-ban.

Ez a kényv is hasonlé felfogdsban

frodott: az optimumszamitdsi felada-
toknak elsésorban nem az elméletét,

hanem a mddszereit taglalja. Megér-
téséhez az olvasonak minimalis ana-
lizis ¢és matrixalgebrai ismereteken
kiviil joforman semmiféle matema-
tikai elGképzettséggel nem kell ren-
delkeznie. A felhaszndlt fontosabb
alapfogalmakat a szerz6 kiilon ossze-
foglalja. A bemutatott eljardsok le-
irasa néhdany esetben nem elég tomor:
az egyszeribb matematikai eszkozok-
kel val6o megfogalmazas szitkségsze-
riien hosszadalmasabb leirdst igényel.
Didaktikai szempontbdl viszont a
részletes leirds a mi egyik legnagyobhb
érdeme: nem szoritkozik a kész algo-
ritmusok bemutatasara, hanem szinte
végigvezet a modszerek kialakuldsd-
nak logikai atjan. A konyv bizonyi-
tésai vildgosak és attekinthetdek, az
egves fejezetek végén talilhaté nu-
merikus példdk elGsegitik az eljarasok
konnyebb elsajatitasat. Ugyanakkor
meg kell emliteni, hogy az egyes méd-
szerek el6nyei és hatranyai nem kap-
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nak elég hangsilyt, pedig a gyakorlati
felhasznalas céljara irt kézikonyvnél
ez talin a legfontosabb szempont. A
miiben kevés utmutatdst talilunk
arra is, ha egy feladatot — példaul
a konkav figgvény maximumdnak
meghatarozasat — tobb kiilonb6z6
modszer segitségével is meg lehet ol-
dani, ezek koziil melyik a leghatéko-
nyabb.

A kényv az optimumszamitdisi fel-
adatok népes csaladjabol csupin a
determinisztikus feladatokat emeli ki,
és ezeket az un. statikus moddszerrel
oldja meg. Ezek koziil is a klasszikus-
nak tekinthetdo, leginkabb iddGallo el-
jardsokat mutatja be, olyan képet
akar nydjtani, amely alapjin  az
olvasé — a szerz6 szavaival élve —
,mar konnyen eligazodhat o szak-
irodalom naprél napra bovils termé-
sében is”.

A konyv két részre tagozodik: a
folytonos és a nem folytonos problé-
makat a megoldis alapvetden eltérd
jellege miatt kilon targyalja.

A szimplex médszer szamitiastech-
nikailag a legegyszer(ibb és ezért a
legaltalinosabban alkalmazott elja-
ras. A szerzG az el6zG konyvéhez ké-
pest annyiban nyujt djat, hogy a
maédszert a mar ismert linedris prog-
ramozisi feladaton tal hiperbolikus
és konkdv kvadratikus fiiggvény ma-
ximumanak meghatdrozasdira is fel-
haszndlja. Kz ut6bbi esetben csupan
a belépési kritérium vizsgilata okoz
nehézséget.

A hatékony irdnyok médszere, mds-
néven gradiens modszer sokkal dlta-
lanosabb feltételek mellett alkalmaz-
hat6: a lehetséges megolddsok halma-
zat  folytonosan derivilhaté kvizi-
konkav fiiggvények 4ltal megadott
egyenlitlenség-rendszer alkotja, ezen
keressitk egy kvézikonkdv fiiggvény
maximumat. A szerz6 bemutatja,
hogy az optimumot tébb irdnybdl is
meg lehet kozeliteni, és a kiilonboz6
modszereket hatékonysiguk szerint
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Gssze is hasonlitja. A hatékonysdgot
két egymdssal természetszeriileg ellent-
mondo kovetelménnyel: az algoritmus
bonyolultsagdval, illetve a konvergen-
cia gyorsasagival jellemzi.

A metszG sikok modszerével egy
kézgazdasagi szempontbélnagyon fon-
tos probléma, a degressziven valtozé
koltségek minimalizalasa elemezhetd.
A szerzG az eddig ismert vizsgalatokat
tobb  vonatkozashan is kiterjeszti,
és igy a poliedrikus tartomdnyon
kvazikonvex fiiggvény minimalizala-
sdra elég hatékony eljarast szolgaltat.
A mobdszer a metsz6 sikok elnevezést
onnan kapta, hogy az értelmezdsi
tartoméanyt hipersikok beiktatasival
fokozatosan sztikitjiik le ugy, hogy
a viszonylag rossz megolddsok kiesse-
nek.

Amennyiben o feladatban szerepls
fiiggvények egyvaltozos fliggvények

Osszegére  bonthatok  szét, gy a
szimplex modszer segitségével — né-
mi  koriiltekintéssel —  j6  kozelits

megoldist nyerhetimk. A szerzi a
szepardbilis fiiggvények modszerének
nevezett technikat agy jellemzi, mint
egy egyszerlien algoritmizalhatd, de
sok gépiddt igényld eljardst.

A szekvencidlis modszer, ismertebh
nevén Sumt-modszer a feladat meg-

oldasit — segédfiiggvények bevezeté-
sével feltétel ndélkiili szélsGérték

meghatarozasira vezeti vissza. A szer-
z6 igen részletesen mutatja be az
eljarast, mivel j6 tulajdonsagai miatt

elég altalinos feltételek mellett jol
konvergals lokdalis optimumot  szol-

giltat — egyre szélesebb korben
terjed el. Didaktikai szemponthdl

kiilon kiemelendd, hogy a szerzd a
modszer lényegét — a szokastdl el-
térG logikdja miatt — egyszeri pél-
dék levezetésén keresztiil illusztrilja.
A szekvencidlis modszer tekinthetd g,
vizsgilt modszerek koziil a leginkdbb
problémaorientdlt eljardsnak, ezért
a megoldasi algoritmus kidolgozdsira
és a segédfiiggvények konstrudlisira
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minden konkrét esetben kiilon iigyelni
kell.

Amennyiben a valtozok egy része
kizardlag diszkrét értékeket vehet fel,
gy a megoldas sokkal bonyolultabbéd
valik. A koényvben ismertetett nem
folytonos eljardsok két csoportba oszt-
haték: a feladat vagy a szimplex
modszerre visszavezetve, vagy a le-
hetséges megoldiasokat sorbarendezve
oldhaté meg.

Az els§ csoportha tartozé moddsze-
rek koziil az elsGként publikdlt Go-
mory algoritmust mutatja be a szerz6.
Az eljiras a metsz6 sikok mddszeré-
hez hasonlé elvekre épiil, itt is az
értelmezési tartomdanyt — poétlolagos
feltételek beiktatdisaval — fokozato-
san lesziikitve juthatunk el az opti-
mumig. A szerz$ hangsulyozza, hogy

a moédszernek — a szamitégépi reali-
zalds nehézségei miatt — inkdbb el-

méleti, mint gyakorlati jelentisége
van. Az utébbi idében ezért alakultak
ki a sokkal hatékonyabbnak tekint-
hetd kombinatorikus madszerek. Ezek
két alapvets tipusdt mutatja be a
konyv. A kozvetlen leszamldlasi tech-
nika az osszes szobajohetd megoldast
végignézi. A szétvialasztas és korlato-
zds modszere ennél sokkal hatéko-
nyabb, mert a célfiiggvényre tett eld-
zetes becslés alapjan a lehetséges meg-
olddsok mnagy részét csak implicit
modon vizsgalja meg. A szerzé kiilon
bemutatja néhany olyan klasszikus-
nak szidmité diszkrét feladatnak a
megolddsat is, mint a hdtizsakprob-
léma és a korutazasi probléma.

Az utolséként ismertetett grafel-
méleti médszerekkel egy hdlézat op-
timdlis Gthosszat vagy az optimalis
sorrendet lehet meghatdrozni oly mé-
don, hogy a feladatot lineédris progra-
mozésra vezetjiik vissza.

Kiilon ki kell emelni a kiényvnek
azt az értékét, hogy a dualitas fogal-
méval részletesen foglalkozik. A prog-
ramozasi feladatokndl talin ez a leg-
kevésbé kidolgozott és ezért legiz-

galmasabb teriilet. Nagyon érdekes
a szerzonek az a torekvése, hogy a
dualitasi tételeket azok kozgazdasdgi
interpretdlasan keresztiill vezesse be.
Azonban véleményem szerint a duali-
tds a programozdsi feladatok sajatos-
sdga, amit esetleg kozgazdasagilag
is lehet értelmezni, jollehet az értel-
mezés sokszor er6ltetett. E sajatossig-
bol kovetkezden a dualitds ténye azon
alapul, hogy a programozdsi feladat
megoldasakor  tulajdonképpen egy
fliggvény nyeregpontjat hatdrozzuk
meg. A dudlis feladatparra a linearis
programozasnal megismert dualitasi
tételek a mellékfeltételek és a cél-
figgvény alakja szerint moédositva
allnak fent. A dualitds jelentésége a
matematikai kozgazdasdgtan szamara
abban rejlik, hogy ezen keresztiil te-
remthetd meg a kapcesolat az egyen-
sulyi és a programozisi modellek
kozott.

Sajnalatos, hogy a konyvben elég
sok matematikai pontatlansag maradt
bent, ami az alapos matematikai
el6képzettséggel  nem  rendelkezd
olvasék miatt veszélyes. Ennek elle-
nére a konyv fenti érdemei alapjin
nemesak az egyetemi oktatds szd-
méara, hanem a matematikal progra-
mozas irdnt érdekldds gazdasigi szak-
embereknek is ajanlhato.

HorTL ANTONIA

KaurmaNN, H.—DrsBazriLLE, G.: 4

kritikus 2t mddszerének matematikai
alapjai.  Budapest, 1972. Miszaki

Konyvkiad6. 206 o.

Mindazok szamara, akik egy ter-
vezetet vagy egy tervezetkomplexust
akarnak megvalésitani (tehat kéoz-
gazddszok, mérnokok, matematiku-
sok) egyardnt hasznos ennek a konyv-
nek az elolvasisa, amely egy grafelmé-
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leten alapul6é operacidkutatdsi madd-
szert, a PERT eljarast mutatja be.
A moédszer neve Program Kvaluation
Research Task vagy Program Evalu-
ation and Review 7Technique angol
kifejezésének roviditése.

A PERT technikat amerikai kuta-
tok alkalmaztdk elészor a Polaris
rakétak kutatdsi és épitési program-

jdnak megvaldsitasara. Az utobbi
évtizedben a PERT rendszer irdnt

vilagszerte nagy érdeklédés mutatko-
zott. A mbdszer sikerének érdemi
oka, hogy tényleges problémdakat ol-
dottak meg segitségével. Ugyanakkor
leginkdabb intuitiv fogalmakat hasz-
nal, ezért nem igényel kiilonssebh
matematikai elGképzettséget. Igy-
szertsége mellett nagy elénye haté-
konysiaga ¢és tovabbfejleszthetdsége.

Az Egyesiilt Allamokban a mod-
szer ma mar annyira elismert, hogy
a kozigazgatiasi szervek a pdlyazati
felhivasaikra érkezett ajanlatok koziil
csak azokkal foglalkoznak, melyek
kivitelezésére a palyazé cég PERT
programot nyuajt be. Hazdinkban is
gyorsan terjed az eljards. Hatékony-
sagat vilagosan bizonyitja az M7
miiut masodik két forgalmi sivjinak
épitése, ahol a modszer folyamatos
alkalmazasa az eredetileg tervezett
épitési idG jelentds cstkkenését ered-
ményezte.

A PERT modszert nem csak ismer-
niink, hanem alkalmaznunk is kell.
Kz tikrozédik Kaufmann és Desha-
zeille munkajaban.

Az 1. fejezetben néhany nagyon
egyszerl grafelmdleti alapfogalom is-
mertetése utan rendezési reliciot de-
finidlnak a szerzok egy korpalyamen-
tes graf csiesai, valamint ivei kozott.
A kovetkezG részben egy graf cstes-
halmazanak vagy ivhalmazinak szin-
tekre bontdsira vonatkozd hiarom el-
jardst olvashatunk: az oszlopvektoros,
a matrixhatvanyozasi és a grafikus
eljarast. Ezek segitségével adhaté meg
az illeté halmaz elemeinek — a graf
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csucsainak vagy iveinek — linedris
rendezése.

A 2. fejezet a PERT moddszer alap-
vets fogalmainak — tevékenység, ese-
mény, program — definidlasaval kez-
dédik. A programot graffal reprezen-
talhatjuk, melynek ivei a tevékeny-
ségek, cstcsai az események. Minden
ivhez egy nem negativ értéket rende-
link, mely az illet6 tevékenység idé-
tartamat jelzi. Ezt kioveti egy médsik
griaf-reprezenticié ismertetése, ahol
a tevékenységeket feladatoknak ne-
vezziik és egy graf csiucsaival model-
lezziik. Az igy kapott graf iveit —
amelyekhez iddkiilonbségeket rende-
liink — feladatoknak nevezziik. Fran-
ciaorszaghan ez utébbi leirdst hasz-
naljak, ¢és a megfelelé modszert poten-
cidlok modszerénel: nevezik. Ezek utin
a kritikus at fogalmit (a kezdd és
befejezé esemény kozti leghosszabb
palya) vezetik be a szerzdk, és harom
algoritmust ismertetnek a  kritikus
at meghatirozisara. Az alapfogalmak
megértését két gyakorlati példa segiti
eld.

Mig a fejezet elején a tevékenységek
idGtartamarol azt  feltételezi Kauf-
mann & Desbazeille, hogy egyértel-
miien meghatarozottak, addig a feje-
zet végén mar valdszintiséel vialto-
zOkként kezelik Gket: dtlagidokkel és
szordasnégyzetekkel dolgoznak. Ha a
tevékenységek tartamanak eloszlasa
nem ismert, akkor a szimitisok meg-
konnyitése érdekében a PERT mdd-
szerben feltessziik, hogy a tartamok
3 eloszlasiak. A fejezet utolsé sorai-
ban nagyon értékes és talalé meg-
allapitdast olvashatunk: | Roviden: a
PERT mddszer olyan allandd segéd-
eszkoz, melyet alkalmazva mindun-
talan modositunk, tokéletesitiink a
terv szerinti programon, és amely
lehetGvé teszi az erdfeszitések rangso-
roldsat a munkélatok operativ irdnyi-
tasa sordn.”

A 3. fejezet sztochasztikus modell
bevezetésével altalanositja a PERT
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modszert. A dontéses események fo-
galmédnak bevezetése révén olyan ese-
tekben is hasznalhatéva valnak eddigi
moédszereink, amikor tapasztalataink
még nem nyujtanak elegendd alapot
ahhoz, hogy programunkat teljesen
meghatarozott graffal modellezziik.
A 4. fejezet az idGtartamok és a
koltségek egyiittes optimalizalasaval
torrlalkomk — ez a konyv legrészlete-
sebben kifejtett része. Itt talilkozunk
a paraméteres linedris programozas
altalanosabb feladatival, majd a 28.
pontban a Fulkerson-algoritmus tar-
gyalasa kapesan a dualitas univerzalis
fogalmaval. Még ha ennek elméleti
hcmumtram kissé ijesztGen hatna is,
legyen az Olvasé erds és az elsé olva-
sds utdn ne térjen ra azonnal vissza,
hanem kovesse el6bb 1épésrl 1épésre
végig az algoritmus alkalmazisat, a
30. pontban bemutatott példat. Kz
a konyv egyik kulesfontossagn eleme.

Kétségtelen, hogv a 4. fejezet leg-
nagyobb részében a tevékenységek
idGtartamat meghatarozottnak tekin-

tik és e feltétel mellett optimalizaljik
a programot. Csak a konyv legutolso
lapjai vazoljak azt az esetet, amikor
a véletlen is szerepet jatszik. Itt az
idGtartamok atlaga és szordsa a kolt-
ségnek linedris fliggvénye. Barmeny-

nyire bonyolult is a valdésighan a
helyzet, pillanatnyilag nem tudjuk

ennél jobban megkozeliteni. A kevéshé
egyszeri  esetek még kutatasi std-
diumban vannak; szinte minden ope-
dciokutatdsi kongresszuson és folyo-
iratban hallhatunk, ill. olvashatunk
ilyen témaja kozleményeket.

A fiiggelékben a 3 eloszlas ismer-
tetésén tul a témdaval mélyebben fog-
lalkoz6é harom cikk kivonatét ()lv(ts-
hatjuk. Ezek elGsegitik a konyvhen

ismertetett modszer mélyebb meg-
értését.
A koényv ismeretterjesztG jellegfi,

mindenekeldtt a gyakorlatiassdgra to-
rekszik. Alkalmas arra, hogy sokan
elolvassak és anyagit elsa Vatitsdk.

A Miszaki Konyvkiadé Kaufmann
és Desbazeille munkdjanak megjelen-
tetésével jelent&sen hozzajarult ah-
hoz, hogy hazédnkban tobben és ala-
posabban ismerjék meg a PERT
modszert, melynek alkalmazdsival
beruhdzasainknal, kutatdsi program-
jainkndal sokat nyerhetiink pénzben és
id6ben egyarant.

Furd PETER

HeesterMAN, A. R. G.: Allocation mo-
dels and their use in economic planning.
Dordrecht, 1971. D. Reidel Publish-
ing Company.

A szerzG a Birminghami Egyetemen
tartott elGaddsait és kutatisai ered-
ményét foglalja Gssze, szisztematikus
attekintést ad a linedris allokdcios
modellek legfontosabb tipusairdl és
azok viselkedésérdl. Ismerteti azokat
a tervezéssel és beruhézassal kapeso-
latos legfontosabb eredményeket, ame-
lyel az allokiaciés modellekkel nyer-
hetdk.

Ioen érdekesek fejtegetésel az opti-
malis tervezés elméletérdl. Ismerteti
az optimalis tervezds kérdésének hé-
rom lehetséges megkozelitési modjat.
Az egyik megkozelitési mod értelmé-
ben az optimalis tervezést a kormany
és gazdasigi szakemberei szempontja-
bol tekinti. Miutdn a szerzG a piaci
gazdasigot veszi alapul, dbrazolasa-
ban a kormdény tevékenysége egyes
kivanatos gazdasigi tevékenységek
Osztonzésében, masok fékezésében 4ll.
Ennek érdekében azonban tudnia kell
azt, hogy mi az orszdg erdforrdsainak
optimélis eloszlisa és ez mar az alta-
ldnosan ismert input-output tipust
modellek készitéséhez vezet. A maso-
dik megkozelitési méd az optimadlis
tervezés problémajit a magdnvallal-

kozd és  tandcsad6i  szempontjabél
vizsgalja. A kozponti probléma itt

nem az erGforrasok optimélis elosz-
lasa, hanem a koltségek, jovedelmezd-
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ség, megtériilési rata. A harmadik
megkozelitési mod a joléti kozgazda-
sagtan (welfare economics) oldalardl
vilagitja meg a kérdést.

A harom szemléletméd nem alkot
egységes egészet. A tervezés olyan
programozasi modelleket alkalmaz,
amelyek tényleges statisztikai adato-
kon alapulnak. A joléti kozgazdasag-
tan és a kozgazdasigi elemzés kalku-
lusokrol, els6 derivaltokrol, Lagrange
szorzokrél és  hasonld matematikai
fogalmakrol beszél. A beruhdazisokrdl
donté gyakorlati szakemberek azon-
ban nem alkalmaznak magasabb ma-
tematikai modszereket, hacsak a no-
vekedési iitemszamitast, illetve kama-
tos kamatszamitist nem tekintjiik
annak. Heesterman konyve kisérletet
tesz arra, hogy a hiarom nézipont
kozotti szakadékokat athidalja, rész-
ben tgy, hogy mind a hirom ,nyel-
ven' beszél, vagy megprobal olyan
,nyelvet” hasznalni, amelyet mind
a harom tabor képviselGi megérte-
nek.

A konyv hdarom nagyobb részre
tagolodik. Az I. rész kisérletet tesz
a harom szemléletmdd, a tervezési,
programozisi és a gazdasigi elemzd
szemléletmdd kibékitésére. A 11 rész
az egyedi beruhdzisi programok érté-
kelésével foglalkozik. A III. rész
olyan kozvetlen gyakorlati probléma-
kat targyal, amelyeket a tervezdknek
kell megoldaniok.

Az elsé rész Levezets fejezetében
a szerz0 a hatékonysag fogalmat elem-
zi egyrészt a preferencia-fiiggvény,
masrészt az idGé és az arak vonatko-
zasaban. Definidlja nemcesak a haté-
konysiag, hanem a dinamikus haté-
konysig, valamint a hatékonysdgi és
korlatozo drak (efficiency and limit-
ing prices) fogalmat is. A kérdés vizs-
galatdra a szerzd olyan ,,altaldnositott
input-output  modellt”  készitett,
amelyben megprébalja kibékiteni a
tervezGi és programozéi szemléletet.
A modellben az olyan korlatozé fel-

tételek, mint a fold és a munkaerd
korlatozott mennyisége, az export-
volumen fels6 hatara, valamint a
tarsadalmi mobilitas korlatai szintén
termelési tényeziként jelennek meg.
Minden valtozé tevékenység felfog-
haté tgy, mint termels folyamat. A
mezigazdasigi termelds esetén ez a
felfogas nyilvanvald, de az export is
felfoghaté gy, mint olyan tevékeny-
ség, amely az druk bizonyos mennyi-
ségét devizavd konvertalja. gy a
kiilfoldi piacok export-felveviképes-
sége, ugyanolyan termelési tényezd
korlatként jelenik meg, mint a fold-
és a munkaers. Kzt koveten a szerzi
az optimalis allokacié feltételeit tar-
gyalja. A zérus profit kovetelményt
a matematikai értelemben vett opti-
malitdasi feltételekbdl vezeti le.

Az optimdlis allokdcié kérdését a
szerzG elsOként statikus szemléletben,
statilkus modell segitségével abrizolja.
Ennek sordn egy iizemi példabaél indul
ki, de felhivja a figyelmet arra, hogy
ez az iizem akr az egész népgazdasig
is lehet, ebben az esetben azonban
teljesen centralizalt tervezésrsl van
§20. Az itt alkalmazott altaldanositott
input-output modelleknek olyan a
specifikdcidja, hogy lehetGvé  teszi
komplementer termdékek termelését,
valamint alternativ technoldogiik al-
kalmazisat. A zérus profit kovetel-
mény ismertetése utin konkrét gaz-
dasigi példik segitségével vizolja fel
az optimdlis allokdacio lehetséges ese-
teit. Kkkor azonban mdar az Arrow-
féle altalanositott modellel dolgozik,
amely nem teszi lehetGvé komplemen-
ter termékek termelését, de egy adott
termék termelésére tobb technoldgia
is rendelkezdésre all. Ennek a megszo-
ritdsnak az eredményeként az alkal-
mazott (Arrow-féle) modellben a kor-
latozo drak egyben hatékonysigi drak
is. A hatékonysdgi arakat a fentiek-
ben vézolt programozisi probléma
dudlis megolddsaként szdrmaztatja,
azaz a hatékonysigi drak a preferen-
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ciafiiggvény elsé derivéltjai. Szdm-
szeri meghatdrozasuk a Lagrange
szorzOk kiszamitasaval torténik.

Igen érdekesek azok a részek, ahol
a szerz0 az Ggynevezett tervkiigazi-
tds modszerét ismerteti. Ennek a 1é-
nyege abban all, hogy miutdn a tdrsa-
dalom preferenciafiiggvényét nem is-
merjiik, a leghatékonyabb tervva-
ridnst gy kapjuk meg, hogy a végss
kiboesatas vektordt 1épésrdl, 1épésre
moédositjuk. Ez éppen forditottja a
tervkészités sordn alkalmazott elja-
rasnak, amikor is azt probaljuk meg-
hatérozni, hogy egy adott kiboesdtés-
Osszetételt, hogyan lehet megtermelni.

A harmadik fejezettdl kezdve a
szerzG az inter-tempordlis allokacio
problémajival, valamint a dinamikus
modellekkel foglalkozik. Itt tulaj-
donképpen a statikus eset kozvetlen
altaldnositdsdarél van sz6. Figyelemre
mdéltoak a szerzének azon fejtegetései,
ahol a standard Leontief tipusa dina-
mikus input-output modellek nem
kielégité viselkedését elemzi, s ezzel
kapesolatban néhany megolddsi mé-
dozatot is javasol.

A konyv miasodik része az egyedi
beruhdzisi programok értékelésével
foglalkozik. Ennek sordan dttekintést
ad nemesak a legismertebb beruhdzas
értékelési modszerekrdl, hanem elemzi
a  beruhdzisi dontések keletkezdsét,
motivicioit is. Az egyedi beruhdzdsi
projektumok értékelése sordan azon-
ban nem elégedhetiink meg a zérus
profit kivetelmény teljesiilésével, hi-
szen az csak  statikus  aspektusban
fogadhatd el. A szerzé kifejti, hogy
dinamikus szemléletben a zérus profit
kovetelményt a zérus beruhdzasi ob-
jektum-érték kvetelménye valtja fel,
idedlis esetben ugyanis minden igény-
be vett tevékenység és fgy a beruhd-
zdsi tevékenység is zérus profitot
¢redményez. A zérus beruhézési ob-
Jektum-érték mérésére a diszkontalt

készpénzhozadék (Discounted Cash
Flow) médszerét alkalmazza. Kifejti,
hogy a készpénzhozadéknak nem kell
sziikségszerlien tényleges formaban
megjelennie, hiszen a mdédszer alkal-
mazdsa azt tételezi fel, hogy az alkal-
mazott arak a hatékonysdgi 4drak
(efficiency prices), a valésdghan al-
kalmazott drak azonban ettdl eltér-
hetnek.

Tervkészités soran gyakran felve-
tédik az a kérdés, hogy a felépitends
beruhdzési objektum a hazai kereslet
milyen hanyadat ,,célozza meg”. Kii-
16nésen markédnsan jelentkezik ez a
probléma a jovibeni kereslet alaku-
ldsdt illetGen. Itt a kérdés az, hogy
gazdasigos-e az olyan létesitmény
létrehozasa, amelynek kapacitdsameg-
haladja a jelenlegi keresletet. Tény
az, hogy igy tébbletkapacitdst terem-
tink, de ez a méretnagysdag novelésé-
bl eredd megtakaritdsok (economies
of scale) kovetkeztében viszonylag
kisebb réforditdst jelent, mint vala-
mely késébbi id6pontban megvaldsi-
tandé beruhazas. Az ilyen dontést
a kereslet jovGbeni alakuldsa igazol-
hatja. A probléma mddszertani szem-
pontbdl nem-linedris Osszefiiggdsek,
illetve modellek alkalmazisit kove-
teli meg.

A 111 részben a szerzs egyeskonkrét
gazdasigpolitikai problémak elemzé-
sével foglalkozik. Feltételezése szerint
a tervezs a gazdasig irdnyitdsa sordn
a tényleges drakra (exchange prices)
tamaszkodik. Szdmos egyedi eset kap-
csén bizonyitja, hogy a gazdasigveze-
téshen a kereskedelmi jellegli szdmi-
tdsok eredményei nem minden esetben
fogadhaték el, mivel az 4rstruktara
nines  dsszhangban  az  optimalitdsi
kovetelményekkel. TIlyen esetekben
az allokéciés modellekbdl levonhaté
kovetkeztetéseket kell felhasznélni.

Nacy SANDOR



TUDOMANYOS ELET

Az Okonometriai Téarsasag 1972. évi eurdpai
konferencidja

A Nemzetkozi Okonometriai Téir-
sasdg — mint ismeretes — oly médon
szolgdlja a  kozgazdasigtudomany
matematikai, illetve matematikai-
statisztikai eszkozok felhasznaldsdval
val6 fejlesztését, hogy miikodésének
kézéppontjaban egy nemzetkozi tudo-
manyos folydirat (Econometrica) ki-
adasa és nemzetkozi tudomdnyos kon-
ferenciak szervezése dll. A kialakult
gyakorlat szerint a Tdrsasig évente
harom teriileti (amerikai, europai és
tavolkeleti) konferencidt és 56 éven-
ként egy viligkongresszust rendez.

E konferenciak soraiban 1972-ben
hazéinkat érte az a megtiszteltetés,
hogy a Tarsasig elfogadta a Magyar
Tudomanyos Akadémia meghivisit és
az eurdpai konferencidt Budapesten
tartotta. fgy megvalésulhatott az a
torekvés, hogy a magyar matematikai
kozgazdiszok hozzdjaruljanak e nem-
zetkozi tudominyos tarsasig egyete-
mesebbé valasihoz.

A konferenciat elékészité Program
Bizottsig elnéke J. Johnston profesz-
szor (Manchester), tarselnoke dr. Au-
gustinovies Mdria volt. A Térsasig
a Szervez$ Bizottsig elnokévé Bod
Pétert nevezte ki.

A Konferencidn 551 {6 vett részt.
A részvevik koziill 204 szocialista,
347 nem szocialista orszighdl jott.
A képviselt 31 orszaghdl 23 eurdpai és
8 Eurépan kiviili volt. Az eurdpai
orszigok koziil csak Albaniabol és
I:()I‘t}lgéliél)él nem voltak részvevik.
Emlitésre érdemes, hogy a matemati-

¥
9 Szigma

kai kbzgazdasigtan szdmos elsérangt
képviselGje vett részt a Konferencian.
fgy Kantorovies, Roy Radner, E.
Malinvaud, Leif Johansen, Guus Zou-
tendijk, Allan Manne, W. Krelle, H.
Chenery, J. Waelbroeck és a nemzet-
kozi tudomdnyos élet mas képviseldi.

A konferencia programja

A 4 napos (szeptember 5—8.) kon-
ferencidra 270 elSaddst nyujtottak
be. Ebbdl 132 elSadas szerepelt a kon-
ferencia tudoményos programjiban.
A Programbizottsig azonban nem
utasitotta vissza a tobbi elGaddst sem,
hanem lehetévé tette, hogy a prog-
ramba fel nem vett elSaddsokat a
szerzOk — contributed  paper’-ként
szétosszdk a konferencia résztvevéi
kozott.

Az elSadasokat négy pdrhuzamos
szekcidban vitattik meg. A szekeidk
a kovetkezdk voltak:

1. Gazdasagi rendszerek (elmélet,
modellek, el6rejelzés és tervezés).

2. Okonometriai mddszerek és al-
kalmazisuk.

3. Specidlis problémdk (pénz, infla-
cid, nemzetkozi gazdasigi kérdések
sth.).

4. Programozds ¢s idGsorelemzés.

Az elGadédsok nagy szdma és a kon-
ferencia témakérének — a szekcidk
puszta felsorolasabdl is lathatéo —
gazdagsiga eleve sikertelenségre kar-
hoztat minden olyan prébalkozast,
amely teljes kortien kivinnd megvonni
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a konferencia tudomdnyos program-
janak mérlegét.

Ehelyett megelégsziink azzal, hogy
harom teriilet, az okonometriai méod-
szerek, a linedris és nem linearis nem
dinamikus rendszerek, valamint a
dinamikus és sztochasztikus rendsze-
rek kérdéseivel foglalkoz6 elGadéasok
koziil azokrol adunk Osszefoglald at-
tekintést, amelyeket tanulmanyozni
tudtunk.*

Az bkonometriai  mddszerekkel és
alkalmazdsukkal foglalkozé elGaddsok
tobbsége a klasszikus Gkonometriai
modszereket targyalta. Voltak azon-
ban olyan tanulméanyok is, amelyek
nem sorolhatok szorosan ide. Ilyenck
a kovetkezok:

— Matematikai megalapozast gaz-
dasidgelméleti tanulmanyok. K tanul-
manyok targykorei a novekedési mo-
dellek elemzése, az életszinvonal eme-
lésének elvi kérdései és statisztikai
mutatéi, a beruhdzasok kérdéseinek
elosztott késésli modellekkel valo vizs-
galalatai voltak.

— A statisztika hagyoméanyos méd-
szertani kérdéseivel (indexszamitdssal,
egyszer(i trendszamitassal) foglalkozo
elGadasok.

— Az input-output jellegii model-
lek kérdéseirdl tartott elGadasok, ame-
lyek az input-output modellekhdl
nyerhetd mutatok elemzésével, vala-
mint a koefficiensek elGrebecslésének
problémajaval foglalkoztak. Okono-
metriai  szempontbdl kilon  kieme-
lendd az a tanulmény, amely a hagyo-
manyos 6konometriai modellek és az
input-output szamitasok Osszekapeso-
lasdra torekszik.

Az elGadasok tobbségének tiargy:
a klasszikus okonometriai modellek
modszertandnak tovibbfejlesztése és
a statisztikailag megalapozott, gya-
korlati gazdasigi problémdlira 1:észi-
tett modellek ismertetése volt.

A médszertani tanulmanyok tébh
kérdés koriill csoportosultak:

— Az okonometria kozponti maéd-
szerét képezd linedris regresszios mo-
dellek teriiletén az el6addsok specialis
identifikaciés problémakkal, idGben
valtozd paraméterek becslési mod-
szereivel, az adatbdzisban levd kiugrd
értékek felderitésével és kikiiszobo-
lésével és a (0,1) valtozok alkalmazasi
lehetdségeivel foglalkoztak.

— Az idGsorok elemzésének terii-
letén a sztochasztikus folyamatok
elmdleti kérdései alltak elGtérben, jol-
lehet tobb elGadds targya volt egyes
nem linedris fliggvények paraméter-
beeslése is.

A médszertani  tanulmanyok
egy tovabbi héanyada olyan specidlis
okonometriai modszertani kérdéseket
taglalt, mint a jovedelemeloszlisi
modellek becslési eljardsai, a terme-
lési fliggvények elmélete, a bayesi
elmélet alkalmazisa, valamint egyes
dinamikus modellek (elvarasi és osz-
tott  késésti modellek) moddszertani
kérdései.

Az egyes gazdasigi szférik okono-
metriai vizsgdlataban kordabban a két
legfontosabl, leggyakrabban modelle-
zett teriilet a termelés és a fogyasztis
volt. Az elGaddsok alapjan megdlla-
pithatjuk, hogy a konferencian ezek
meglehetdsen hattérbe szorultak mds
teritletre  1idolgozott  modellekkel
szemben.

A piaci, termelési és fogyasztisi
modellel az eléadasok alapjian
elsGsorban & termelGeszkozok piaci-
val foglall oznak, s az iizleti cillusok
alakulasdt vizsgaljdl. A szocialista
orszagol ezt a modell tipust viszont
elsGsorban drelemzésekre kivanjak fel-
haszndlni. A fogyasztast vizsgdld ha-
gyomdnyos 6l onometriai modell csak
egy volt a Lonferencidn. Ez a modell
az USA-Feli mezigazdasagi kisterme-

* Az eldadédsok egy részének dttanulmdn ozdsdval jeler tés segitséget adott a cikk meg-
frasdhoz Hunyadi Ldszl, Ligeti Tstvdn, Pat i Kdrolv, Sivik Jézsef és Tihanyi Ambrus.
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16k jovedelmi stabilitasaval és fogyasz-
tasaval foglalkozott.

A konferencia tiikkrében a pénziigyi
szféra modellezése irdnti érdeklédés
figyelheté meg. Szerepelt az el6addsok
kozott tobb orszag atfogd pénziigyi
terve okonometriai modelljének, vala-
mint olyan részletkérdésekkel foglal-
kozbé modelleknek az ismertetése, ame-
lyek a kamatldb alakuldsat, az érték-
piac allami befolyasoldsat vizsgaljak.
Ami az alkalmazott mddszereket illeti,
meglehetégen véltozatos a kép: az
egyszer(i regresszids modellektdl a
dinamikus keynesi modellig tobbféle
mobdszert taldlunk.

A kiilgazdasigi kapesolatok model-
lezésével is tobb elGadas foglalkozott.
Az idevigd elGaddsok kozponti kér-
dése a nemzetkozi tOkedramlds vizs-
gdlata volt, de bemutattak viligkeres-
kedelmi, valamint a nemzetkozi pénz-
tigyi kapesolatok egyes elemeit leird
modelleket is. Figyelemre mélto, uj-
szer(i alkalmazdsi teriilete az 6kono-
metriai modelleknek a vallalati gaz-
dalkodds vizsgilata. Egy angol tanul-
méany a véallalatok novekedésével és
méreteivel foglalkozik, a csehszlovak
¢s az NDK-beli modellek pedig a val-
lalati gazdalkodast irjak le. A kon-
ferencian néhdny tanulmény a tdrsa-
dalmi tervezés 6konometriai megkoze-
litésének lehetGségeit taglalta. Az
egyik példaul a telepiiléstervezés egy
modelljét ismertette, egy masik pedig
egy olyan modellt mutatott be, ame-
lyet a jovedelem, az intelligencia és
a szocidlis helyzet Osszefiiggéseinek
vizsgdlatara dolgoztak ki.

A népgazdasigi szintli, az egész
népgazdasig miikodését leiré, ma-
gyarazo, elGrebecslé 6konometriai mo-
dellezés az okonometriai modellek
mésik legfontosabb alkalmazési terii-
letét képezi. Az elhangzott el6adasok
részben komplex modelleket, részben
azok egy-egy sajatos problémajit
Ismertették :

@) Az Anglidra kidolgozott negyed-

H*

éves modell médszertani kisérleti célra
késziilt. Az aggregalt modellel a kii-
Ionféle becslési eljardsok Osszehason-
litdsanak feladatat kivanjdk meg-
oldani.

b) Az NSZK nem linedris 6kono-
metriai modellje az 1953 —1959. évek
id6soraira éptl. A 75 egyenletet tar-
talmaz6 modellt 1975-ig terjeds elére-
becslésre kivanjak hasznélni.

¢) Csehszlovakia hosszi tava oko-
nometriai modellje 40 egyenletet tar-
talmazd rekurziv, nem linedris, dina-
mikus modell. A modell 4 szektoros
bontdsban késziilt; adatbézisat az
1948 —1970. évek idGsorai képezik.

d) A Mexikdra kidolgozott dkono-
metriai modell specialitdsa, hogy egy
kiemelt korzet (tartomédny) gazdasagi
tevékenységét irja le, s e minta alap-
jan von le kovetkeztetéseket az egész
orszag gazdasigi helyzetére. A modell
aggregalt, harom egyenletesoporthdl,
termelési  fiiggvénybdl, fogyasztési
figgvénybdl éskiilkereskedelmi egyen-
letekbdl All.

e) A magyar népgazdasig okono-
metriai modelljei koziil két modellt
ismertettek a konferencian. A KSH
Okonometriai Laboratériuméanak mun-
katarsai az M—2, M-3 és M—4
modellesalad — alkalmazasanak egyes
problémdairdl sziamoltak be. A masik
el6adott modell az INFELOR &ko-
nometriai modellje volt.

A linedris és nem linedris nem dina-
mikus rendszerekkel foglalkozd el6-
adiasok egy része konkrét gyakorlati
alkalmazdasokrdl és azokkal kapcesola-
tos tapasztalatokrdl széltak. Ilyen
példaul: a chilei tervhivatalban ki-
dolgozott, az 1975—80-as fejlesztési
elképzeldsek kialakitdsat segité mo-
dell ismertetése; a mexikdi gazdasig
modellezése; a kiilonb6zé orszégok
GNP novekedési ratainak vizsgilata
a tervgazdalkodas és piacgazdalkodas
keretei kozott. B gyakorlatban alkal-
mazott modellek a kérdéseket a koz-
gazdasigi irodalomban haszndlatos
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modszereknek rendszerint  komplex
alkalmazisdval kozelitik meg (nove-
kedési elmélet, nemzetkozi osszeha-
sonlitasok, optimalizacios technikdk
sth.).

Igen nagyszimi elGadas foglalko-
zott mdsrészt olyan modellekkel is,
amelyek elsGsorban elméleti értékiick.
Példaul érdekes elGadas szerepelt sta-
tikus linedris programozisi modellnek
szimuldcios modellel vald 6sszekapeso-
lasara. Figyelemre mdélté modszert
ismertettek 0—1 ¢és folytonos értéki
dekomponalt modell megszerkeszté-
gére és szamitdstechnikai megolddsara.
Az ismert Leontief-modellt jovedelmi
tényezdk bekapesolasival kibGvitve
egy dudlis feladatpdrhoz lehet jutni,

amely az el6forduld  kozguzdasigi
kategoridk hasznos elemzését  teszi

lehetévé. Néhany dolgozat a linedris
programozasi primal — dudl feladatpir
kozgazdasigi matematikai interpre-
tacidjat veti fel Gjszer nézGponthol.

A dinamikus és sztochasztikus mo-
dellek korében a vizsgalddisok egy
része kozvetlen gyakorlati  célzati,
mas része {6ként elméleti karakter.
Az elméleti szemponthol érdekes dol-
gozatokkal kapesolatban tébb modell
foglalkozile az idGben lejatszodao folya-
matok problémajival. Kzelk a model-
lek optimdlis palydikat keresnek kii-
1omhoz6  gazdasigi  szférdakban. iu\
népgazdasigi szinten keresik két struk-
tara kozotti atmenethez az idG-mini-
méalis palyat (¢ modell érdekessége,
hogy nem csak idG, hanem térdimen-
ziot is magaban foglal), véallalati szin-
ten az optimdlis beruhézasi, kiselejte-
zési politikat hatdrozzak meg. Tald-
lunk azonban egyedi gazdasigi jelen-
ségre (6nreprodukald természeti erd-
forrdsok kiakndzdsdra, pl. haldszatra,
vadaszatra, fakitermelésre) alkalma-
zott modellt is. A modellek matema-
tikailag az optimdlis folyamatok el-
méletének eredményeire tdmaszkod-
nak. A vizsgalt gazdasdgi problémdk,
ha valds targyaldsban nézziik Gket,
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nagyjelentéségiiek, a jelen modellelk-
ben viszont erdsen leegyszeriisitve
jelentkeznek, igazodva a matematikai
mobdszer adta lehetéségekhez. Jel-
lemzG6 a tanulmdnyokra, hogy nagy
teret szentelnek a megoldasok széles-
kori analizisének. Ebben a targy-
kérben, figvelembe véve az alkalma-
zott matematikai appardtus nehézsé-
geit ig, a modellek kozvetlen alkalma-
zdsa. méz nem mondhaté annyira
kiforrottnak, mint az el6zéekben em-
litett teriileteken. Emlitésre méltd,
hogy az alkalmazott modellekben :
kozgazdasigi  kategdridk mellett  a
tarsadalmi kategoridk (példaul opti-
malis csalidméret) vizsgdlata is elG-
térben  all.

=

A konferencia értékelése

A konferencia véleményiink szerint
megfolelden reprezentilja azt a szerte-
dgazé kutatisi tevékenységet, amely
o matematikai maddszereknek a koz-
gazdasigi elméletben és elemzéshen
torténd felhaszndlisa teriiletén folyik.
Kiilon kiemelenddnek tartjuk, hogy
silcerrel jart a konferencia elGkészitGi-
nek az a torekvése, hogy a konferen-
cia figyelme fokozottan irdnyuljon a
tervezés elmdleti ¢és gyakorlati kérdé-
seire.

Eredményes volt az o magyar
szervezOk altal kialakitott elképzelés
is, hogy a konferencia zirdiiléseként
a kilfoldi részvevik konzultacids le-
hetdséoet kaptak a magyar gazdasig-
politika és az G gazdasigirdnyitdsi
rendszer kérdéseinek megvitatiasara.
Kzen az iilésen a kérdésekre Bacskai
Tamés, Drecin Jozsef és Nagy Tamds
elvtarsak vdalaszoltak. A konzultdcid
sikerét bizonyitja, hogy azon mint-
egy 140160 16 vett részt és harom
dran at tartott. ;

A konferencia az Okonometriai
Téarsasig eurdpai konferencidinak so-
rozatdaban kiemelked§ volt a részve-
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vik, a képviselt orszagok szdmat, a

szocialista orszagokbdl — és féleg
a Szovjetuniébél — vald részvétel

nagysagat tekintve is. llyen mddon
a konferencia lehetOséget adott a sz6-
ban forgé tudoményteriilet miveldi-
nek széleskori parbeszédére és vita-
jara. A lezajlott vitak illusztraldsira
emlitjik meg a von Weizsiicker
(NSZK-beli professzor) eldaddsa nyo-
mdn keletkezett vitat. Az elGadds —
amely a kizsdkmanyolas vizsgdlatdra
egy matematikai modellt mutatott
be — vitdjaban részt vett Kantoro-
vies professzor is és megfelel6 mddon
ramutatott az el6adé modelljének
gyenge ¢és vitathaté pontjaira. Az
Okonometriai Tarsasag konferencidi
torténetéhen eldszor a budapesti kon-
ferencian fordult elS, hogy az angol
és a francia mellett az orosz is hivata-
los nyelv volt. )

A konferencia sikeres volt az Oko-
nometriai Tarsasdg tevékenységének
tovabbi kibontakoztatasa szempont-
jabol is. A konferencia ideje alatt —
a magyar szervezok kezdeményezé-
sére olyan specidlis megbeszélésre
is sor keriilt, amely eredményesen
szolgdlta a szocialista orsziagok szak-
embereinek fokozottabb hekapesold-
ddsdt a Tarsasig munkdjiaba.
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A konferencia értékelése kapcesan
hangsulyoznunk kell, hogy az elGada-
sok maédszertani szinvonala altaliban
rendkiviill magas volt és a felhasznalt
matematikai appardtusok igen szerte-
dgazdak. Hasznos lenne a hazai el-
méleti kozgazddsz-képzés és részben
kutatds szempontjabdl, ha az elhang-
zott elGadéasokat matematikai mod-
szertani terilet, egzaktsagi fok sth.
szempontjabdl is alaposabban szem-
iigyre vennénk. Ez eligazitana egy-
részt abban, hogy milyen matemati-
kai teriileteknek milyen mélységi
ismerete sziikséges a korszerd mate-
matikai kozgazdasigi kutatdsokban
¢és, hogy milyen oktatdsi kovetkez-
ményekkel kell szamolni mind az
egyetemi, mind a tudomédnyos képzés
vonalan.

A magyar matematikai kozgazdi-
szok szimara e pozitivum mellett
sziikségesnek tartjuk még megemli-
teni a konferencidnak azt a hasznat is,
hogy a konferencia részvevli meg-
ismerkedhettek a hazai eredmények-
kel és az itt kialakult személyi kap-
csolatok gytimdlesozden  befolyasol-
hatjak a tovibbi matematikai koz-
gazdasigi kutatdsokat, a tudomdnyos
egyiittmiikodést.

BAGER GuUSzZTAV —DANCS' ISTVAN



A matematikai gazdasagtan oktatasa Afrikaban

1970—72-ben a zambial egyetemen
dolgoztam. Tobbszor jartam a tanzdni-
ai egyetemen, meglitogattam nyugat-
afrikai egyetemeket (Dakar, Lagos,
Ife, Ibadan — ahol egyébként Kondor
Gyorgy tanit) és kapesolathan alltam
a szudani, kenyai és ugandai egyete-
mek oktatéival. Tapasztalatom igy
nem oOssz-afrikai, csak a felszabadult
részek haladdbb egyetemeire terjed.

Mindezen egyetemeken a kozgazda-
sagi  oktatdst kisebb, 6—20 fOnyi
oktatégarddjiu tanszékek végzik. A
hallgatok kiképzésében a szociologiai,
matematikai, jogi és torténelmi tan-
székek segitségére tdmaszkodnak, né-

hol iizletvezetési, dllamvezetési és
statisztikai tanszékek is kooperdl-
nak.

Az oktatds zomét az ,,undergra-
duate”, tgynevezett B. A. (bachelor
of arts) kurzus teszi ki, ez koriilbeliil
megfelel a mi méasodéves hallgatoink
szinvonaldnak. M. A. (master of arts)
kurzusok még kevés helyen ¢és kis 1ét-
szammal indultak (ez felelne meg a
mi végzis hallgatéinknak), a tovabb-
képzés zome kiilfoldon (USA, Anglia,
Kanada) torténik. Ennek ellenére
mindeniitt szerepel a matematikai
gazdasigtan oktatésa egy vagy tébb
elGadassorozat keretében, 80—200
ords oktatdsi anyaggal, 8 a kozgazdasz
hallgaték mindeniitt megismerkednek
a linedris programozis, dgazati kap-
csolati mérlegek és a korreldcié és
regressziészamitas alapjaival. Kisebb
szamszer(i példak megoldisa majdnem

minden egyetemen szerepel a vizsga-
feladatok kozt.

Sajnos a hallgatok matematikai
el6képzettsége — a kozépiskolak szer-
vezetlensége miatt — még a viszony-
lag kulturdlt nyugat-afrikai orszdgok-
ban is igen gyenge. Az egyetemi fel-
vételhez altalaban csak a cambridge-i
O szint elérését kotik ki, ez alig
magasabb a mi Aaltalinos iskolds
tuddsunknal. De még ott is, ahol az
WA szint  (kozépiskolai  tudds) a
kovetelmény, ez csupan vizsgat, nem
pedig kells gyakorlatot takar. gy
elég dltaldnos, hogy didkok, akik
az absztrakt teoriat jol értik, vildgo-
san pertraktaljak konvex poliéderek
sajatossagait, ugyanakkor zavarba
jonnek, ha egy altortet egy tizedes-
torttel kell megszorozniok vagy, mond-
juk, tobb elGjelet kell az elimindcids
eljardsok sordn szimultén figyelembe
venniok.

Hogy mégis ilyen erGsen szerepel
egy nehezen oktathaté technikai disz-
ciplina a tanrendekben, annak véle-
ményem szerint két oka van. Egy-
részt a kozgazdasdigtan Kurépaban
oktatott tananyagéinak nagy része
teljesen irrelevanssia vilik az afrikai
kontinensen. Még ha meg is értené
a hallgaté (akiknek tobbsége mégesak
nem is a kisdrutermels, de az on-
fenntarté parasztgazdasig 1égkorében
nevelkedett) nem tudnd alkalmazni
sajat gazdasdgi viszonyaira, teszem
azt, a Keynes-i vagy Samuelson-féle
elméleteket. A méasik ok, hogy a tan-
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székek oktatéinak vildgnézeti allas-
pontja igen vegyes lévén (ez a marxis-
ta, maoista, trockista, anarchista
allaspontoktdl a liberalis vagy konzer-
vativ nézetekig, missziondriusi val-
lasossagig, s6t fasiszta fajelméletig
terjed), ezért az ilyen technikai jel-
legli oktatdsi anyag az, amelyet az
allandéan parédzslé vagy fellaingold
ideoldgiai vitdk kozos sziirGje a leg-
inkabb atbocsat.

Sziitkség is van e targyakra. Mind-
ezen &llamok erds kozponti szervei
(bankok, tervhivatalok, minisztériu-
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mok, mammutvallalatok) igénylik e
modern eszkozoket, s elég jol fel van-
nak szerelve (egyelére persze féként
tétlen) szdmitégépekkel.

Osszefoglaléan az a véleményem,
hogy a matematikai gazdasagtan te-
rén Afrikaban széles terjedelmi és
megfelel alapképzés folyik. Komoly
tudomanyos eredmények a kovetkezd
évtizedekben még nem varhaték, var-
haté ellenben a rutinszer(i alkalmazas
széleskor(i elterjedése.

BrODY ANDRAS
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