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BRÓDY ANDRÁS

Szabályozási modellekről

Kornai=Martos f9], majd Virág [10] vizsgált a Szigma lapjain egy szabályo­
zási rendszert, amelyet [5] is taglalt. E vizsgálatokhoz hozzászólva néhány
további szabályozást is bemutatok.

A dolgozat ~lső része a modell megválasztását indokolja, a második a sza­
bályozás jóságának kritériumait definiálja, a harmadik egy szabályozás­
család nyolc változatát mutatja be.

I.

A modell

( z alapvető gazdasági folyamat modelljéül az egyszerű újratermelés Leon­
t.ief-féle zárt ábrázolását választottam, azaz olyan nemnegatív és irreducibilis
· ráfordítási matroxot, amelynek legnagyobb sajátértéke (spektrális rádiusza)
éppen 1-gyel egyenlő. Választásomat az indokolja, hogy a bővített újraterme­
lés }I' = A * },B alakú matrixa (amely tehát áramlatokat is és lekötött eszkö­
zöket is ábrázol) hasonló tulajdonságokkal bír. Így, rögzített ( mellett, az
eredmények a bővített újratermelésre is interpretálhatók. E modell két vonat­
kozásban egyszerűsíti az idézett tanulmányokban tárgyalt modellt: a) nem
különbözteti meg az anyagkészletet a terrnékkészlettől; b) a modell zárt,
külső fogyasztása nincs.

Az anyag és termékkészlet megkülönböztetése nem fizikai, hanem csupán
tulajdonjogi megkülönböztetés. Elhanyagolása mégis erősen csökkenti
modellem realitását. Mint Kornai-Martos modellje, ez is teljes készletinfor­
mációt követel meg.

A modell zártsága csak látszólagos megkötés, hisz az x matrix perturbációja
ugyanúgy jelenthet technikai, mint ízlésbeli változást, tehát a fogyasztási
struktúra változását. A zártság révén azonban ábrázolásra kerülhet a munka­
erő is, amelyet az említett modell nem vesz figyelembe. Egyébként a tapaszta­
lat azt mutatja, hogy a személyi fogyasztás nem szakadhat el a gazdaság
struktúrájától és növekedésétől, így a zárt rendszer ellen ilyen elvont tárgyalás
esetében nem emelhető elvi kifogás.

Hogyan értelmezhetők azonban az ilyen elvont és szimpla modellek és el­
vont szabályozási előírások révén nyert eredmények?

Ha a szabályozás ilyen elvont modell esetében nem kielégítő, akkor a modell
tagoltabbá tételével általában nem javítható. (Esetleg persze javítható a sza­
bályozás módosításával, csillapító előírásokkal stb. - de ez nem a modell,

1 Szigma



94 BRÓDY ANDRÁS

hanem a szabályozási kör kiterjesztését jelenti.) Ha a szabályozás ilyen szimpla
modell esetében kielégítő (minden szempontból kielégítő szabályozást még
erre az igen szimpla modellre sem találtam), akkor e szabályozási előírást ter­
mészetesen tovább kell vizsgálni, részletesebb modellek segítségével.

Az elvont és szimpla modellek segítségével történő vizsgálat tehát képes
megszűrni a lehetséges szabályozási javaslatokat és kirostálni az elégtelennek
mutatkozó előírásokat. Nem biztosítja azonban, hogy a szűrőn csak a szín­
arany javaslatok kerülhetnek át - ehhez a szűró túl durva, Ugyanakkor
azonban arra is kényszeríti, hogy a szabályozás jóságának kritériumait és a
szabályozás főbb feladatait egyre szabatosabban fogalmazzuk meg.

II.

Stabilitás

A szabályozás megítélésekor a Ljapunov-kritériumokból [21 indultunk ki.
Legyen a kívánt állapottól való eltérés at időpontba.n v z o v( akkor n, szabályo­
zás s t ] ; i l o ha minden e > r értékhez található oly o o amelyre

v zr v < a esetén v z o v < e.

( s z i mp p t o t i l 9u s ]m s t ] ; i l o ha stabil és van olyan o > 0, amelyre

Jim v z o v< Wl 
I ow 

Az aszimptotikusan stabil azubá.lyozás tehát egyben stabil, de nem meg­
fordítva.

A kívánt állupottól való eltérés, v z1 v értéket különféle módon értelmezhet­
jük. Lehet vektorok különbsógónck valamilyen mérőszáma, például két vektor
euklideszi. távolsága (az elemenkénti eltérések négyzetöss,:,egónek négyzet­
gyöke), vagy az eltérósvektor va.la.rnilycn normája (például maximális elemé­
nek abszolút értéke, vagy elemei abszolút értékének összege). Lehet azonban,
ha nem egy megkívánt pontba, hanem egy megkívánt pályára kívánjuk vinni
a rendszert, két vektor által bezárt sí.'..üg is. Így mérhetjük egy egyensúlyi
pálya, x és egy tényleges ::i;, pálya különbs \g \t, mint a két pály», által bezárt
szög cosinusának 18] az egységtö] való eltérését, tehát v izsgálha.tjuk az

I - (x, ,:,) 
V(x, x) v (x,, x,í

értéket, mint az eltérés mérőszámát al időpontban.
Az ökonómiában is hasznosnak Játszik :1 két fajta st.ab ilitá» mcgkülönböz­

tetése. Ezzel eltérünk gúlö terrninológiájától, amely az aszimptotikusan stabil
szabályozást nevezi stabilnak, a fentiekben definiált pusztán stabil ezabálvo­
zást instabilnak tartja. E terminológiában elvész az a fontos különbség, hogy
a szabályozás képes-e legalább a kívánt állapot környezetében tartani a rend­
szert (amikor az eltérés korlátos marad, habár nem biztos, hogy csökken
vagy megszűnik), vagy pedig nem (amikor az eltérés minden határon túl
nőhet).
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Ljapunov kritériumai a következő egyszerű módon függnek össze a stabilitás
vizsgálatára általában használt lineáris differenciálegyenletrendszer együttható
mátrixának, tehát valamely z1 = é z 1 egyenlet é matrixának sajátértékeivel
[6]:

Ha az összes sajátérték reális része negatív, akkor a szabályozás aszimpto­
tikusan stabil (és természetesen stabil), mert az eltérésvektor zérushoz tart.
Ha van olyan sajátérték, amelynek reális része pozitív, akkor megfelelő kezdeti
érték esetén az eltérésvektor minden határon túl nő.

Végül, ha a sajátértékek reális része ugyan nempozitív, de van közte zérus
reális részű, tehát tisztán képzetes sajátérték, akkor a szabályozás stabil, de
nem aszimptotikusan stabil, mert az eltérésvektor fluktuál, de korlátos
marad.

Differencia-egyenletrendszer esetén a z uulu = é z uu egyenlet é matrixának
sajátértékei akkor vezetnek aszimptotikus stabilitáshoz, ha abszolút értékben
mind egynél kisebbek. Ha van egynél nagyobb sajátérték, akkor az eltérés
minden határon túl növekszik. Ha nincs, ugyan egynél nagyobb sajátérték,
de van olyan, amelynek abszolút értéke 1-gyel egyenlő, akkor a szabályozás
stabil, de nem aszimptotikusan stabil.

A stabilitás esetében azonban külön vizsgálandó a többszörös gyökök esete,
mert instabilitáshoz vezethet.

Az ökonómiai vizsgálatokban szükség volna a fentebbieknél szigorúbb kri­
tériumra is. Ilyen szigorúbb kritérium lehetne a h Rl y Rs o r i Rn t á 9i ó megkövete­
lése.

Helyesen orientálónak egy olyan szabályozást tekinthetünk, amelyben az
eltérésvektor z1 minden eleme monoton csökkenve konvergál zérushoz. Az
ilyen szabályozás biztosítja azt, hogy a rendszer minden része egyenesen a kí­
vánt állapot felé tart.

Miért volna ilyen szigorú kritériumra szükség? Azért, mert a mechanikai
rendszerektől az ökonómiai rendszert az különbözteti meg, hogy egy-egy
konfigurációjának (paramétereinek, belső arányainak, ténylegesen kvantifi­
kált modelljének) relevanciája igen rövid életű. a viszonylag lassan ható sza­
bályozás időigényéhez képest. Így a t Mo/ oo határátmenet az ökonómiában
sohanapján megvalósuló szabályozást jelent: mire a kívánt állapothoz való
közeledés megtörtént volna, e kívánt állapot (vagy pálya) már rég megválto­
zott. A távoli jövőben aszimptotikusan konvergáló szabályozás helyett a
szabályozás adott pillanatban érvényesülő hatását kellene vizsgálni, mivel a
tranziens jelenségeknek az ökonómiában sokkalta nagyobb szerepük van,
mint a végállapotnak. Ha a szabályozás nem közvetlenül a kívánt állapot felé
visz, ha egyes szabályozott jellemzők eltérése akár csak átmenetileg is növe­
kedhet, akkor a szabályozás nyilván dezorientál.

Sem a stabil, sem az aszimptotikusan stabil szabályozás nem biztosítja
a helyes orientációt ebben az értelemben. A stabil szabályozás esetén az e1íyes
elemek fluktuálnak; az aszimptotikus szabályozás esetén, bár végső soron
az elemek a zérushoz tartanak, de eleinte még növekedhetnek, vagy - csil­
lapítva - fluktuálhatnak.

M.ivel az eltérésvektort kormányzó egyenlet matrixának sajátértékeire tett
szigorúbb kikötések, például a komplex sajátérték kizárása sem vezet a kívánt
eredményre, nyilván csak olyan rnatrixtranszformációra gondolhatunk, amely
a (tisztán reális) sajátértékek negativitását megtartva a matrix összes saját­
vektorát nemnega.t.ívvá vagy nempozitívvá, azaz egyező előjelűvé teszi.

l*
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Ilyen, az általános esetben felhasználható transzformációt eddig nem találtam,
úgy vélem azonban, hogy e kérdés megoldhatóságának tisztázása az ökonómiai
szabályozáselmélet egyik fontos problémája.

III.

Szabályozási előírások

l. K:ÉSZLT~'l'EK SZIN'l'JJtRŐL VEZÉRELT SZABÁLYOZÁS

u/u/ x o l y t o n o s Rs Rt 

A készletek növekedése a termelés és a fogyasztás különbségével egyenlő:

(1.1.1)

*A lR készletnormától való eltérés arányában módosítjuk a termelést:

(1.1.2) *
in 1 = lR m l9 1• 

Az utóbbi egyenletet dorivá.lvu és az eredményt (l.l .ll-be helyettesítve:

(1.1.3)

F maximális abszolút értékű sajátcr tékc 1. Ezért (P - 1) saját.órtéke! mind
negatív valós részűek, az egy zérus kivételével, amely az /11i; = x egyensúlyi
állapothoz tartozik. Mivel difforenciálogvonlctünk másodfokú, e sajátértékek
négyzetgyöke adja a megold/\,solmt. A tisztán valós :s negatív sajátértéhek
négyzetgyöke tisztán képzotcs, valós része = 0. Tehát ha, /11 sajátórtékei mind
tisztán valósak (pl. ha szimmetrikus, vagy hasonló egy szimmetrikus matrix­
hoz), akkor a szabályozás stabil. A rendszer viselkedése: az x egyensúlyi hely­
zetnek az x0 kezdeti állapotban meglevő komponense az időben változatlanul
megmarad, a többi (nem egyensúlyi) sajátvektor irányábun :1 rendszer kezdeti
állapota által meghatározott állandó am plitúdój ú csillapítatlan rezgőmozgást
végez a képzetes sajátértékeknck mcgfoioló Frekvenciákkal.

A szabályozás ösztönzése, i.11. fékezése l-nél nagyobb vagy kisebb y skalár
megválasztásával az

(1.1.2*)
>I<

in 1 = y al9 m /c1)

egyenletre vezet. A rendszer egyi.itthatómatrixa, tehát y(.F - 1) alakú lesz,
amiből nyilvánvaló, hogy a rendszer viselkedése nem változik, csupán a frek­
venciák növekednek y p l esetén, illetve csökkennek y < 1 esetén. Az ösz­
tönzés gyorsabb lüktetéshez, a fékezés lassú bbodáshoz vezet, a sajátvektorok
persze nem változnak.

Eredményeink eddig hasonlítanak a [9] dolgozat 4. pontjában levezetett
eredményekhez.

Ha azonban az F-1 matrixnak konjugált komplex sajátértékei is vannak
s ez az általános esetben nem zárható ki, sőt valóazínű, akkor ezek négyzet­
gyöke biztosan ad pozitív valós részű gyököt, s ez esetben a szabályozás
instabil lesz.
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u/w/ é i s z k r é t Rs Rt 

(1.2.1) 

(1.2.2)

(1.2.3)

L'1lcn = ( 1- x bx 11 

tehát

*Il x n = k m k n 

Iu wx n = axm l)x11, vagyis

Xuu+2 - 2x11+1 + Xuu = (F-l)x11

(2 F-2) (X11+1) = (~11+2)
1 Ü Xuu Xuu+l 

Ez a differencia-egyenlet azonban már a legegyszerűbb gazdaságban is instabil
szabályozáshoz vezethet matrixának többszörös gyöke miatt. x = 1 helyette­
sítéssel ugyanis az egyenletrendszer matrixa

(; -~)
alakú, ennek sajátértéke 1, kétszeres gyök. Legyen a kezdeti x0 = (: J. Ha

most ] = ; akkor a folyamat egyensúlyban marad, dc ] > ; esetén + oo

felé, a < ; esetén pedig - oo felé tart.

2. KÉSZLETEK VÁLTOZÁSÁRÓL VEZÉRELT SZABÁLYOZÁS

w/u/ x o l y t o n o s Rs Rt 

Mint az előbbiekben is
(2.1.1) 

Most a készletváltozással fordított arányban módosítjuk a termelést

(2.1. 2)

Behelyettesítve ezt 2.1.1-be

(2.1.3) 

Ez elsőfokú differenciál-egyenletrendszer, egy ü t.thatómatrixa. ( 1.1. 3) matrixá­
val egyező, azaz negatív valós részű sajátértékekkel hír a zéruson kívül. Ezért
a szabályozás aszimptotikusan stabil, az x x = x egyensúlyi állapot kompo­
nense változatlan marad, míg a többi sajátvektorokhoz negatív reális részű
sajátértékek tartoznak.

Az ösztönző y > skalár beiktatásával

(2.1.2*) x o = my k l 
Így a rendszer matrixa y(F-1) lesz. Ennek sajátértékei az eredeti rendszer

y-szorosai. Ezért ha x második legnagyobb pozitív reális részű sajátértéke fD 
s így az eredeti rendszer leglassabban elhaló tagja e<fJ-i)t mértékében csökken,
akkor a y skalárral ösztönzött rendszer eY<fJ-i)t mértékében tart zérushoz.
y pD m y tetszőlegesen nagy negatív számmá tehető, s így a konvergencia sebes­
sége tetszés szerint fokozható.
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{2.2.l)

(2.2.2)

Ezekből

(2.2.3)

//7k z = a3mx bx oo 

//7x oo_ mI i k oo 

Llxn = (F-l)x11 

azaz
x!/~l - Xn = (F-1) Xn 

tehát

Ez azonos a M ises-féle iterációval, amelyről tudjuk, hogy a matrix maximális
1 sajátértókéhez tartozó /l'i - x egyensúlyi vektorhoz kon vorgál. A szabályo­
zás e7, esetben is aazimptot.ikusan 8Ln,hil.1

Ha - mint cLZ imént Í8 - n második legnagyobb pozit.ív sajátérték pdo 
akkor az ehhez tartozó zavaró sajátvektor fJ" mértékben 1ml cl. Ha azonbun
ösztönözzük r. szubályoxó egyenletet

(2.2.2*)

amiből

(2.2.3*)

il x oo = my i l k uuo 

/b:11 -- y(P-1):x;n

azaz
Xni L - xuu = y(P-1) x,,, 

tehát
X1111= (y/1' \-1- y bBn · 

A régi pd sajátérték helyére most y pd + l - y nagyi;ágú sajátérték lép Bár ez
y = - _l_ = _l_ megvá.Iasz tásá.va! zérussá tehető, ugyanakkor oz az

/J-1 1-/J
eljárás a többi sajátérték u.bszolút nagyságát növelheti. Pl. fJ = 0,5 esetén
y = 2, e választás azonban egy eredetileg mondjuk -0,l nagyságú sajátórté­
ket 2 (-0, 1) + l - 2 --= -1,2 nagyságú vátesz, s ezzel a szubá.lyozás instabillá
válik. Az ösztönzés tehát csak az Ji' matrix maximális negatív valós részű
sajátértékének ismeretében alkalmazható a különösen veszélyesnek tartott
zavaró vektorok erőteljes szürésére vagy teljes kiiktatására.?

1 Ha azonban [,' (~ ~) alakú, uzuz ciklikus, s így sujátértékoi ± I., akkor a szabá-

lyozás csak stabil. J~zt az olrnélot.i haté.rcsotot azonban u gyakor-laLban figyelmen kívü
hagyhat.juk, foltessvük, hogy a rnut.ri x ncrn ciklikus.

2 Simonovits András folhlvtu figyolrnomoL, hogy a (2.2.2) cgycn letezabályozásának
gyakorlati kivi telozéso lchctct.lon. Helyesebb volna a L'.l.c11+1 = -L'.lk,, előfrűst adni a
szabályozásra. Ekkor x,,+2 - X11+1 -= ( fi'-1) rc11, azaz

(l Ji'- I) (~n+1) = (1:11+2) .
1 Ü Bn Buul u 

Ez ismét instabilitáshoz vezethet többszörös gyökei miatt.
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2.3. A készletszabályozásról általában

A készletszintről történő szabályozás részben stabil, részben instabil, a kész­
letváltozásról történő szabályozás viszont általában aszimptotikusan stabil
eredményekhez vezet. A differenciaegyenletek azonban, amelyek a szabályozás
késleltetésének elemi ábrázolására alkalmasak, általában a készletszabályozás
ellen szólnak.

Egy további probléma is felvetődik: ha az F matrixot úgy perturbáljuk,
hogy legnagyobb sajátértéke kissé megnő, azaz a rendszer már csak szűkített
újratermelésre képes, akkor a készletszabályozások növekvő' termelési szintek­
hez vezetnek. Ha viszont csökken valamelyest e sajátérték, azaz a termelés
bővíthető volna (illetve az P = A + ?cB alak figyelembevételével a növekedési
ráta emelhető volna), akkor ellenkezőleg a szabályozók csökkentik a termelési
szinteket. Még ]1:1 továbbra is jó arányok felé vezet a szabályozás, akkor is
holvtelon szintek alakulnak ki.

Nyilvánvaló ezenkívül, hogy mindezen szabályozások révén az F matrix
perturbációjának kívánatos vagy nem kívánatos voltát nem tudjuk felmérni.
A technikai váJtozás az egyik legfontosabb ilven perturbáció, s jogosan vár­
hatjuk, hogy a szabályozás e kérdésre is feleletet adjon.

Ez utóbbi persze lehetne külön szabályozási mechanizmus tárgya, mert
eJ v ben a, mennyi/ termeLjiinlc? kérdé e elválasztható a hogyan tenneljiink?
kérdésétől. A gyakorlatban azonban e két kérdés nem vált ketté, s ezért meg
kell vizsgálni hasonló módon az árak révén történő szabályozást is. Az árak
révén ugyan is mindkét kérdésre választ remélhetünk.

3. NYlfüES.Í<.:GRŐL VEZÉRELT SZABÁLYOZÁS

3.1. Ji'oLytonos eset

Legyen az árvektor JJ, s ennek változása legyen egyenes arányban a túl­
kereslettel:

(:3.1.1) P1 = (F-I)x1• 

Vegyük észre, hogy az így definiált árváltozás a negatívja az (1.1.1)-ben meg­
adott készletváltozásnak. Érdekes ezt egybevetni azzal a korai ,,értékelméleti"
nézettel, hogy az ár a termék ritkaságának következménye, magas ára olyan
terméknek van, amely szűkös, míg a bőségben található termék ára alacsony.

Legyen most egy adott árrendszerrel a termékegységen elérhető nyereség
JJ - F" p, tehát az ár és önköltség különbsége, s változzék a termelés szín­
vonala a nyereséggel egyenes arányban:

(3.1.2)

Akkor e két egyenletrendszer összefogásával kapjuk:

(3.1.3)
(
~

1
) = ( 0 T F-1) (Pt).

X1 1-F O X1 
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Egyenletrendszerünk együttható matrixa ferdén szimmetrikus, s így* ismét
csak tisztán képzetes gyökökkel van dolgunk, az Fx = x és prp = p egyen­
súlyi volumen és árvektorokhoz tartozó zérus sajátértékeken kívül.
A szabályozás stabil, a rendszer az egyensúlyi állapot körül csillapítatlan
rezgéseket végez. Osztönzésre, ill. fékezésre az (1.1.3) rendszerhez hasonlóan
a rezgések gyorsulásával vagy lassulásával válaszol. E rendszert először
Goodwin vizsgálta [7], egyes variánsainak gyakorlati adatokra való alkalma­
zása a [3] dolgozatban található.

E rendszer egyébként a klasszikus piaci mechanizmus egy igen szimpla
modellje s némi útmutatást látszik adni a tőkés rendszerben kialakuló periodici­
tás létrejöttére, valamint frekvenciáira vonatkozóan.

3.2. Diszkrét eset

(3.2.1) 

(3.2.2) 

(3.2.3)

L'.lpn = (F'-l)x,.,

L'.lxn = (1-F'r)p,.,

(i!Pn) ( 0
,dx,., = 1-Jí'T

F- I) (p")
Ü X11 

azaz

(P11+1) = / ~ tr Ji'-1) (~")
Xn+l li s 1 X11 

Az egyenletrendszer matrixa az előbbi rendszer matrixának és az egység­
matrixnak összege. Sajátértékei tehát az egyensúlyi helyzethez tartozó 1
sajátértéken kívül 1 + képzetes rész nagyságúak, abszolút értékben tehát
mind nagyobbak l-nél, ezért a szabályozás instabil.. Ezt az ösztönzés vagy
fékezés sem képes megváltoztatni. A tiszta piaci mechanizmus tehát már az
ilyen egyszerűen késleltetett alakjában sem ad stabilnak tekinthető szabályo­
zást. Az eltérést Arrow-Hurwitz fl] eredményeitől. az okozza, hogy nem téte­
lezzük fel a termelési függvények konvcxitását. A lineári · termelési függvények
esetén létrejövő esetleges fluktuációra egyébként ők is utalnak tanulmányuk
83. oldalán.

4. NYERESÉGVÁLTOZÁSRÓL VJ<,ZÉRELT SZABJ\.LYOZ.ÁS

4.1. Folytonos eset

Legyen mint az imént is a piac egyenlete

(4.1.1) p1 = (F-l)x,

Szabályozzuk a volumen változást most a nyereség változásáról

(4.1.2)

a két egyenlet összekapcsolásával

(4.1.3)

* Lásd pl. [6].
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Lineáris egyenletrendszer, amelynek együttható matrixa egy Gram-féle
matrix negatívja. Mivel a matrix szimmetrikus, így a sajátértékek mind reáli­
sak. Mivel továbbá a Gram-féle lYJTM alakú matrixok pozitív szemidefinitek
vagy pozitív definitek [8], ezért a Gram matrix negatívja az esetleges szingu­
laritáson kívül csupa negatív sajátértéket ad. A szingularitás nyilván ismét
az Fx = x egyensúlyi helyzethez tartozik. A szabályozás aszimptotikusan
stabil és megfelelő transzformációval (azaz ,,ösztönző" matrixszal) helyesen
orientálóvá is tehető. A y általános ösztönző faktor bevezetésével a konver­
gencia tetszés szerint fokozható.

4.2. Diszkrét eset

(4.2.1) 

(4.2.2)

(4.2.3)

L1p,., = (F-I)xn

L1xn = (I-FT)LJp,.,

L1xn = (I-FT) (F- I)xn

azaz
Xn+l = [(I-FT) (F-1) + I]xn

Ha a folytonos (4.1.3) rendszer sajátértékei ;( értékűek (Jc1 = 0, Jc,, < An-i <
<- .. < },2 < 0), akkor a jelen rendszer sajátértékei 1 + A; alakúak lesznek.
Az 1 + },1 = I értékhez megint az egyensúlyi állapot Fx = x sajátvektora
tartozik. Ha I },11 I < 2, akkor a rendszer aszimptotikusan stabil. Megfelelő
fékező faktor beépítésével azonban I ,111 I < 2 mindig biztosítható.

4.3. A nyereségszabályozásról általában

Az árrendszeren s így a nyereségen alapuló szabályozás stabil, illetőleg
instabil, a nyereségváltozásról történő szabályozás azonban aszimptotikusan
stabil, illetve azzá tehető. Valószínűleg helyesen orientáló volta is biztosít­
ható.

Az F matrix legnagyobb 1 sajátértékének perturbálása a nyereségváltozás­
ról történő szabályozás esetében helyes irányba vezet. Mind a folytonos,
mind a diszkrét esetben ugyanis a sajátérték növekedése a termelési szint
csökkentéséhez, csökkenése a szint növekedéséhez vezet.

Mint másutt részletesen kimutattam, az egyensúlyú árrendszer alkalmas
a technikai változások megítélésére [4]. Fennmaradó fogas probléma azonban,
hogy az egyenletek p1, illetve p,., értékére nem adnak jó megoldást - az árak­
nak az egyensülyi ár felé való szabályozását (amely a helyes technológiai dön­
tések előfeltétele) nem biztosítják. E probléma elméleti megoldását még nem
látom világosan. Annyi a fentiekből világos, hogy ez itt nem bízható valami­
lyen ,,mechanizmusra", hiszen ha p1, illetve L1pn értékét másként határozzuk
meg, mint ahogy az a (4.1.1), ill. (4.2.1) egyenletekből adódik, akkor veszélyez­
tetjük a volumenszabályozás stabilitását. Csak időszakonkénti ,,külső" ár­
rendezések jöhetnek tekintetbe, ezek pillanatnyi módosító ,,ugrását" a sza­
bályozó mechanizmusnak figyelmen kívül kellene hagynia. Ez a megoldás
azonban gyakorlatilag tisztázatlan.

(Beérkezett: 1972. december 21.)



102 BRÓDY ANDRÁS

IRODALOM

1. ARROW, K. J. -HURWITZ, L.: Decentralization and computation in resource alloca­
tion. Essays in Economics and Econometrics. Chapel Hill, 19fi0. University of North
Carolina Press.

2. BELLMAN, R.: Stability theory of differential equations. New York, 1953. McGraw­
Hill.

3. BRÓDY, A.: An i nput-out.put model. of tho marlcet., a BRÓDY-CARTER (szerk.}: Input­
output technj ques, 574-581. Amsterdam, 1972. North-Holland kötetben.

4. BRÓDY A.: Érték és újratermelés. Budapest, 1969. Közgazduségi és Jogi Könyv­
kiadó.

5. DANCS I.-S1vJ.Í1( .J.: Kósz.lct.jolzósen alapuló szabályozás egy Lcont.icf-modellben ,
Kéziraí..

fi. C.<\.i.'IT:\'l:ACHER, F. H,.: Mal.rizcnrochn,mg T. Borlin, I 9fi5. Vl~I{ Dout.schcr Verlag der
Wissonschaffcn.

7. Oooowur, Lt. i\f.: i-itaLie and clynurnic linoru: c(Juilibriuni models. Proceedings of the
First .lntcrnaLional. 1-0. Conference.

8. Kuurcó, 11.· iVl.atrixszúiníLIÍs. B11clapost, 1%4. l(üzgazdusúgi és ,Jogi Könyvkiadó.
!J.KoitNAI: J.-M11n·ros H.· (~a1/.dusági rondszorok vogcLatív működése. ~zigrna. 197).

IV. évf. l- 2. :li"i-50. o.
10. Vrn,Í.G I.: Oazrlast'tgi rcn.Iszcrok vogotatív rnűkörlésc sztoeliaszLikus kü lső l'ogyasztás­

sal. Szigma I !)71. IV. évf. 2(i I- 2(i8, o.

ON ()QNTIWL M01)1°;LS

Tho paper, cónLirrning tho invo,;tigu.tion of Kornu.i-c-Murt.o« cxaminos 8 diffornnl,
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production levels, vector k of stoek change u.rrrl vector 7, of price ehango can be ,lefinocl.
Hy Lile aid of Lho pric.:o vootol' p tho vcoLor·s ol' p,·of·it a11rl pmfit chungu cun bo dof"inocl.

After introduuing thu .Ljapunov sLabil.it,y Lhu soeond part point.8 ouL (,ho criteria of
control with onrTooL or·ienLaLion. This can he nmlizod by ti di[fol'01it,ial oqutd,io11, wiLh
negaLi vo roal oigon valllOR und oigon vooLOl'fl of irlon t,iciil sign,

Finally Lho third part, investigating Lho clifforent simple eontrol proscripl ions obtains
tho following res,dts:

Uontrol sign:d Continuow, case
DIHcrcnthd cquntioa 

n iscrote case
Dlíforenco equation

l. Frnm level of
stocks

2. Frnm change
of stocks

3. Frnm profits
4. From change

of profits

stablo or unstable

asymptotieally sl.ablo
(0onvergonee ·an be incro-

asod)
stable
asymptoLioally stable,
(convergence can b0 incrn-

ased)
can be adjusted to orient

correctly

st1.tblo or unstable

asymptotically slable
(oonvorgence can bo ino,·oased)

or unstable
unstable
asymptotically stable, or asym­

ptotic stability can be en­
sLU·ed
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0 1-{0HTPOJlbHbIX MO.[IEJlSlX

Tpyn B npO/.l,OJD!(eHHH 11CCJJe)J,OB3Hl151 l-{opHa11-MapTOlll 11CCJJe)J,yeT 8 pa3Hb1X KOHTpOJJbHblX
npe)J,nl1C3HI-IM npouie TOM MO,[\em1.

nepB351 43CTb 113JJaraeT 11 MOTl1B11pyeT MO)J,eJJb. SiApO MO)J,eJ111 M<l'rpm-1a F = A+J.B, KO­
TOpa51 naer TeKy1..1.111e HH)J,el(Cbl H HH)J,el(Cb[ 1{3fIHT3JIOeMKOCTl1 npOCTOT'O (HJJH pacumpeanoro) BOC­
np0113BO)J,CTl33. 3TO - T31(351 ue-orpuuarensua» 11ppe/.\y1-111611JlbHil51 11 np11Ml1THBH35l M3Tp111-1a,
cneicrpansnuü p3/.\HYC l(OTO!)Ofl - J. ÜHa He )J,3CT paanu-rasr B MaTep11aJ1bHblX 11 TOBapHblX 33-
nacax, HO CO)J,ep)l{HT 11 socnp0113130}.\CTBO pa6oYeM Cl1Jlbf. Flpa nOMü_[J_\H snpa MO)J,CJlH 11 ypuaueü
npOH3BO/J,CTBa X MO)l<HO ycTaHOBHTb aercropu l13MCHeHH51 aanacon k H l13MCHCHl14 !.(CH f). A npn
flOMOIJ..(11 l(CHOIJOl'O nekropa ]) MO)l(HO ycTaHOBHTb nexropsr npHŐbJJlH 11 113MCHeHH51 nptt6bIJ111.

Floe.ne H3Jl0)1{CHH51 rcpnrepnen CTa6HJlbHOCTl1 no J151nyHOBY BTOpa51 43CTb no1<a3b1B3CT KJ)HTe­
pHÍ•Í npaaunsno opttel-ITH!)OBO'IHOf'O ](OHT!)OJ15J. 3TO MO)l(HO ocyu1eCTBJl5JTb J.\HQJqJepeHl.[l13JlbHblM
ypaBIICHMCM, 1-IHJ~Cl(C-MaTpMqa «oroporo naer OTp111-1aTeJJbHble peam.nue OCHOBHbiC CTOHMOCTH
11 OCI-IOIJl-lb!C ncrcropu OJ\HH31(0BOro 3H31(3 llOCJJe cnercrpansnoro pa3JJO)l(eHH51.

J-!aJ(OHCI.( Tl)CTb5I '13CTb, HCCJJC/J,y,1 pasuue npocrue «ourporu.uue npennncaaun, nony-raer
CJICJ.\YIOl..l.)HC pcsyrn.rarur:

Ynpaaneuae 1<01-nponeM 
n pO.O,OJl)l{HTellbHbI.H cny1.1ai71 

,J:\M1Jcj!epe>ll.(MaJlbHOe yp,BHeJ-IMe
.U,1-JCKpeTHbli:1 cnyYéltí 
Ypanneune pasunusr 

1. C ypoB1151 3a nacon
2. ( M3,\1CHeHH5] 33íl3-

COB

3. ( lll)HUblJIII
4. C 11:JMCHCHll5l npu-

6blJIII

CTa6HJlbHOe 11JIH HHCTa6HJlbHOe
3CHMJ"ITOTll'ICCl(f,J CTa611J1bHOe
l(OHBepreHJ..(1110 MO)l{f-10 YCHJlHTb

CTé16HJlbl!OC
aCHMílTOTl-l'leC!(f-1 CTa611J1bHOC,
l(Ül!Beprc1-1q1-110 MO)l(IIO yCMJJHTb,
MO)l(liO C/\CJl<iTb llj)ill31-!JlbHO
OIJHCI-IT11pOUO'lllhlM

CTa6HJ!bHOe 11!!11 HHCTa6HJlbHOe
élCl1,\1ílTOTJ1lleC1(H CTa6!1Jlbl•IOe
l(OHBepreHl.(1110 MO)l<HO yCHJHITb
IIJlM 11HCTa6HJlbliQe
!1HCTa611JJbHOe
aC11MllTOTVi'leCK11 CTa6HJlbHOe,
HJlH H3-33 TOIJM03Hpy101..1.1ero
(jJaKTOpa aCHMílTOTW-leC](y10
CTa611JlbHOCTb MO)KHO oöecne-
411Tb
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Dekompozíciós eljárás a vállalati érdekeltség 
mutatójának maximalizálása esetén 

l. A nyereség kötelező megosztását előíró jövedelemszabályozási rendszer

a vállalati érdekeltség középpontjába állítja a q = > mutatót. A q 
3 s e ~ = 

szerinti optimalizálás jellemző vonásaival foglalkoztunk [5]-ben. Egyúttal
utaltunk arra is, hogy ez a célfüggvény nem csak vállalati szinten alkalmaz­
ható, hanem egy nagyobb aggregátum termelési tevékenységének optimalizá­
lása során is cél lehet megfelelő q mutató maximalizálása, ha nem is állítjuk,
hogy minden esetben ez a célfüggvény a legfontosabb. Érdemes mindenesetre
utalnunk arra, hogy a számláló az adott aggregátumban létrehozott nemzeti
jövedelemnek az erőforrás felhasználás által nem meghatározott részét repre­
zentálja - tehát adott termelési tényező felhasználás esetén a nemzeti jöve­
delem növekmény a nyereségben jelentkezik - , míg a nevező csökkenése azt
eredményezheti, hogy több termelési tényező fordítható az életszínvonal ala­
kulása szempontjából rendkívül fontos nem termelői ágazatok tevékenységé­
nek fokozására.

[ő j-ben megmutattuk, hogy q maximalizálása elméletileg egy olyan decentra­
lizált irányítási rendszerben is biztosítható, amelyben az egyes tevékenységek
alkalmazásáról az eredeti feladathoz rendelt duális feladat feltételi egyenletei
által definiált ,,gazdaságossági" vizsgálat alapján születik döntés, és az esetleg
szükséges központi beavatkozás - a tevékenységek mértékének meghatáro­
zása - nem rontja a részegységek helyzetét. A gyakorlatban ritkán fordul elő,
hogy valamennyi tevékenység önálló részrendszernek felel meg, sokkal jellem­
zőbb Dz olyan szerkezet, amelyben az egyes részrendszerek több tevékenységet
fognak át, mégpedig oly módon, hogy a tevékenységek mértékének megsza­
básakor meghatározó szerepet játszó feltételek nagyobb része az illető rész­
rendszerre vonatkozó speciális feltétel, és viszonylag kevés az olyan feltételek
száma, amelyek összefűzik az egyes részterületeket. Ilyen szerkezettel repre­
zentálható mind a nagyvállalatok, mind· pedig a nagyobb gazdasági egységek
legtöbbje: a helyi feltételek a speciális gyári, ill. ágazati sajátosságokat, adott­
ságokat tükrözik, míg a központi feltételek a vállalat, ill. a kérdéses gazdasági
aggregátum egészében mozgatható erőforrásokra vonatkozó kikötéseket, ill.
egyes, a rendszer egésze által teljesítendő feladatokra vonatkozó elvárásokat
írnak le.

Egy ilyen rendszer lineáris programozási modelljének megoldására az egyik
lehetőség a Dant.zig-Wolfe eljárás alkalmazása [3]. Az ún. hiperbolikus [6]
és a lineáris programozás bizonyos hasonlóságai alapján várható, hogy ez az
eljárás hányados célfüggvény, így q maximalizálása esetén alkalmazható lesz.
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A továbbiakban ezzel a kérdéssel foglalkozunk és tekintsük az alábbi progra­
mozási modellt:

e 1x1 = b j 

x1 3ü3 c 

z n1x1 ( z vj 
j J max _ _

a ~ b 1 x 1 + Z e1 x 1 + a Z {z 1 + Z eJ 
J J J J 

(j = 1,2 ... ) 

b J 

a j részegység tevékenységeinek mértékeit mutató vektor bj =
= 1, 2 ... ); 

AJ aj részegység tevékenységeinek a központi erőforrásokra és felada­
tokra vonatkozó fajlagos igényeinek és hozzájárulásainak mátrixa;

b a központi erőforrások és feladatok szintje;
e 1 a j részegység tevékenységeinek az egyértelműen a részegységhez

köthető (helyi) erőforrásokra és feladatokra vonatkozó fajlagos
igényeinek és hozzájárulásainak mátrixa;
a j részegység helyi erőforrásainak és feladatainak vektora, az n1, 
v1, b 1, e1, ~J, e1 értékek aj részegység nyereség, bér és eszközrnutatói,
a pedig a bérszorzó.

Az előbb elmondottaknak megfelelően ilyen modellel reprezentálható egy
több gyáregységet egyesítéí nagyvállalat, vagy valamely nagyobb gazdasági
aggregátum, akár a népgazdaság egésze iH )\ z ilyen célfüggvény választását
első esetben a szabályozó rendszer szinte kötelezővé teszi, utóbbi esetekben
pedig legalábbis egy fontos uiternutiv célfüggvényről van szó. Egy Dantzig­
Wolfe-típusú eljárás felhasználása Hok esetben előnyös lehet egy ilyen modell
megoldása során, így a megoldási eljárások vizHgáh1ta i · elvezethet ahhoz a
kérdéshez, hogy milyen módosításokkal alka.lmazható hányados célfüggvény
esetén 11 módszer. E technikai probléma mellett felvetődik az a kérdés is,
hogyan módosul hányados célfüggvény esetén D)]) n szabályozási mechanizmus,
amely lineáris célfüggvény esetén az eljárásra építhető. Egy ilyen szabályozási
mechanizmus gyakorlati megoldást jelenthet a nagyvállalatok belső érdekelt­
ségi rendszerének kérdésében. A belső érdekeltségi rendszer kialakítása a nagy­
vállalatok ban fontos probléma, miután könnyen belátható, hogy az általános
rendszer már számviteli okok miatt som alkalmazható és további nehézséget
jelent, hogy az egyes részegységek adottságaiban meglevő különbségeket is
figyelembe kell venni. Nagyvállalat: szinten egy dekompozíciós eljárásra épí­
tett belső érdekeltségi rendszer gyakorlati realizációja nem elképzelhetetlen,
és bár nagyobb rendszerek esetén nem tartjuk reális alternat.ívá.nak egy ilyen
szabályozási mechanizmus kialakítását, jellemző vonásainak ismerete sokat
segíthet a tényleges szabályozás helyes értékelésében.
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2. A következőkben tehát a

}k l 1x1 = b 
J 

+l , 

e 1x1 = b 1 

xJ ~ c 

)kc x ~ y . J J 
J 

(j = 1, 2 ... )

max-------------

programozási feladat dekompozíciós eljárással történő megoldásával foglalko­
zunk, ahol az Ark, Brk adott, megfelelő méretű mátrixok, az adott b, brk, 
erk, d r k és az ismeretlen xJ{k megfelelő méretű vektorok, y és o pedig adott
számok. Mint eddig is, a továbbiak során nagybetűvel mátrixot, kisbetűvel
vektort, görög betűvel pedig számot jelölünk és a méretek megfelelő voltát
sem hangsúlyozzuk külön.

Azt vizsgáljuk, hogy a fenti feladat megoldásához milyen módosítások szük­
ségesek a Dantzig-Wolfe eljárásban, vagy megfordítva a Dantzig-Wolfe
eljárásbeli transzformáció után adódó, a fenti feladattal ekvivalens feladat
megoldására miképpen alkalmazható a hányados célfüggvényű programozási
feladatok megoldására javasolt f2]-beli eljárás. A szóbanforgó eljárásokat
ismertnek tételezzük fel, ezért az adódó algoritmus verifikálását mellőzzük.

Feltételezzük, hogy minden j-re { x 1 u e x 1 = b 1, x 1 ~ O} =/= 0. Ellenkező
esetben az (1) feladatnak nyilván nincs megoldása. A későbbi algoritmusba
egyébként egyszerűen beilleszthető ezen feltevés vizsgálata is. Feltesszük
továbbá, hogy az 1)-beli feltételeket kielégítő minden x = ( ... x 1 ... )-re
}; cl1x1 ( o > c. 
j 
Jelöljük az { x J u e 1 x 1 = b i x x 1 ~ O} poliéder kanonikus felbontásának ele-

meit x 11, x 1 i 333 x x 11, x J\ 333 -vel, ahol egyszeres felülvonás korlátos, kétszeres
/Kíü u vonás pedig " ú • összetevőbeli elemre utal [úe. 

Pontosan azért és ugyanolyan értelemben, mint lineáris programozási fel-
adat esetén, az (1) feladat ekvivalens [3] D) l 11, és µ1" változókra vonatkozó

j3 +j3 ap, )JI, + j3 ajk f-/,J1c) = b 
j le 1b 

}k l )qxo 1 (j = 1, 2 ... )
1b 

+ü, max

\ J( f.-1,p, ~ c 

}; (J; Y11c },j,, IlI J: YJk flJk) IlI , J 

J k le 

programozási feladattal, ahol

a 1" = A/iJk 
YJk == c1XJ1< 

«; = l 1t )qx 
Y11c = cjxjk 

o1" = d/ijl, 
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[2] alapján (2)-ben bevezetve a

1r = -------~~---
}3 +j3 bjl, \ Jc ( J: 01c µ JJc j ( o 
j k k 

változókat a

+k, 

1,' a 11( - r = c )) 
(j = 1,2 ... )

J; (.~;' ~/( a1,, + 1,' ~/( (3jl,) -\- or = J
j k k 

aJlu (3JI( 2 c 

max (J; (J.,' YJ1, a 1,, ( J; y1,, (3JI,) ( yr)
j k 1,

lineáris programozási feladat adódik. Ennek megoldásához sem szükséges
a feladat explicit ismerete, a [3]-beli alapgondolat felhasználásával az alábbi
algoritmust kapjuk:

2.1. Legyen (/ ... cp1 ... cp) (3) egy bázisrncgoldásához tartozó multiplikátor
rendszer. (Megjegyezzük, hogy r mindig bázisváltozó.)

2.2. Tekintsük a
e 1x1 = b 1 

xJ c 

max (cJ { f AJ { tp dJ)xJ 

lineáris programozas1. feladatokat (j = l ) 2 ... ) .
2.3. Ha minden j-re (4) egy optimális extremális xJ megoldására

+ú, 

+p, 

az eljárás véget ér.
Ha az - egyébként a (3) lineáris programozási feladat optimális bázis meg­

oldását szolgáltató - aktuális bázishoz tartozó -c =I= 0, a bázismegoldásból
képezhető

l + ..... I xxJzo j x = - ... .,.:., a JJc x 1( ( .).}.) Jk x 1< ••• 
-C I< k 

optimális megoldása (1 )-nek.
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Har= 0 teljesül, a pillanatnyi (3)-beli célfüggvényérték, ami (3) optimum­
értéke is, az (1) feladat lehetséges célfüggvényértékeinek olyan felső korlátja,
mely az aktuális bázis megoldás alapján nyerhető x = ( ... j3 f]Jkx1, ... ) irány

k 
mentén haladva tetszőleges pontossággal megközelíthető.

2.4. Ha valamely j {r e a (4) feladat optimális megoldására (5) nem teljesül,
vagy a szóbanforgó feladatnak nincs optimális megoldása, végezzük el a szimp­
lex módszernél szokásos módon az aktuális bázisnak az (A/i:1, 0, ... 1, ... 0,
e 13i1) vagy (A/r1, 0 ... 0 ... 0 e i x i j vektorral történő transzformációját, ahol
x i (4)-nek egy (5)-t nem kielégítő extremális megoldása, illetve x1 (4) megoldása
során a nem korlátos esetben adódott olyan irány, melyre

(ej - f l J { cp d X x j > c 

Ha a bázistranszformáció eredménye az, hogy az (5) feladat nem korlátos,
nem korlátos az (1) feladat sem és az eljárás véget ér.

Ellenkező esetben az új bázishoz tartozó multiplikátor rendszert felhasználva
folytassuk 2.2-től.

Ezen algoritmus esetleges számológépi realizálásakor nyilván végrehajthatók
a [3]-mal kapcsolatban ismert és szokásos számítástechnikai fogások: pl.
(4)-nek nem feltétlenül egy megoldása alapján módosítani (3) egy bázisát,
bizonyos j-kre a (4)-beli feltételeket a ,,közös" )kl i x i = b feltételekhez sorol-

J 
juk stb. ([l]) - természetesen az eljárás ,,játékszabályainak" szükséges módo-
sítását is végrehajtva. Ide tartozik az a megjegyzés is, hogy a 2.1- 2.4 algorit­
mus konvergencia szempontjából nyilván pontosan olyan, mint [3). Így itt
is kihasználható a [3]-mal kapcsolatos azon tapasztalat ([I]), hogy egy feladat
megoldása során kezdetben az egy (vagy fix számú) iterációra eső célfüggvény­
változás általában nagyobb, mint a későbbiekben.

Ha (I )-re vonatkozóan még feltesszük, hogy (4) minden megoldására d 1x1i ( x 
akkor 2.2. úgy is fogalmazható, hogy van-e a

e i x i = b 

x i ~ c 

max be i { f l ) j x i { ffJJ 
d1x1 

hányados programozási feladatnak olyan megoldása, amelyhez cp-nél nagyobb
célfüggvényérték tartozik.

(2) megoldására alkalmazhattuk volna a [6]-beli eljárást is. Mint ismeretes
+T]e,) ezen eljárás nyújtotta minden megoldásnak megfelel a [2] szerint nyert
egy megoldás és megfordítva, valamint ugyanazon megoldástól indulva a két
eljárásnál általában ugyanazon megoldások adódnak. Míg egy ,,közönséges"
feladat megoldásakor a [6]-beli eljárást alkalmazva viszonylag egyszerűbb
eszközökkel biztosítható, hogy ameddig csak lehetséges, úgy transzformáljuk
a bázist, hogy a feltételek meghatározta konvex poliéder korlátos részében
maradjunk, ugyanakkor az explicite nem adott (2) feladat esetén ezt csak
jelentős többletráforditással látjuk megoldhatónak. Természetesen nem lép
fel ilyen probléma, ha a (2) feladat feltételei meghatározta poliéder korlátos,
és így általában egy valóságos gazdasági problémából származó modell ese-

ü Szigma
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tében sem. Elsősorban azonban a következő részbeli interpretáció miatt rész­
letezzük némileg ezt a lehetőséget is.

Legyen (p ... nj, ... ) a (2)-beli tört számlálójához, illetve (r ... , ej, ... ) 
a nevezőjéhez, mint azonos feltételrendszerű lineáris programozási feladat
célfüggvényéhez tartozó multiplikátor rendszer valamilyen bázismegoldás
esetén és jelölje ekkor I' és ,1 a számláló, illetve nevező értékét. [6 j szerint
most olyan ,1jk-t, vagy µj"-t kell meghatároznunk, melyre

rí + Yjlc - pajlc - nj) - I'(bj!c - raj/e - ej) > c) 
illetve

L'.J(yj!, - pajl<) - I'(~k - rajk) > Ü . 

Ugyanúgy, mint az előbb, ez a

Bxj = bj 

xj ü} c 

max +zí , (ej - pA)x1 - nj(- I') (dj - rAixj - e)
(j = 1,2 ... ) lineáris programozási feladatok, illetve ezek optimumértékének
vizsgálatát jelenti."

Ha egy ilyen feladat korlátos és optimurnértéke pozitív, a (2) feladat ak tuá­
Iis bázisába kerülő vektornak mindig lesz pozitív komponense: pl. a ü)2 \1c = l

/(

egyenletnek megfelelő és így a (2) feltételek moghatározta konvex poliéder kor­
látos részében maradunk.

Ha az utolsó feladatok valamelyik nem korlátos, megfelelő xrt pl. a

njxj = c 

exj = 1

(11(c1 - pAj) - u2+ lj - rA))~·j +4, 

max eB-1Ajxj 

lineáris programozási föladat mogoldásával kereshetünk, ahol B-1 a (2)-boli
aktuális bázismegoldáshoz tartozó inv rz mátrix megfelelő része, e pedig
alkalmas, pl. számológépi realizációtól függő kiR poz.itlv szám. Minthogy (2)
aktuális oázisának transzforrnációjához bárrnely pozitív célfüggvény értéket
adó xrből nyert vektor felhasználható, a [6]-beli algoritmus a (2) feladat
megoldására való alkalmazásánál oz t célszerű figyelembe venni és (6) vizsgá­
latával csak szükség esetén foglalkozni.

3. A matematikai tárgyalás után a szoktorfoladatok gazdasági értelmezési
lehetőségeivel fogl.alkozunk 6s ezek u aposán röviden vázoljuk az eljárásra
építhető szabályozási mechanizmusokat is.

A részegységek által Í Dx< Í Dí<z á. íDö~ó célfüggvényt többféleképpen fogal­
mazhatjuk. Az első változat esetén a. szektorok, az I-beli jelöléseket használvaaz

1 A cikk lektorának és Martos Bélának utalasai alapján [SJ-ban megtaláltuk korlátos
(4)-beli feltételrendszerek esetére az eljárás ezen változatát.
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célfüggvényt maximalizálják. Ez a célfüggvény a nyereség maximalizálását
írja elő úgy, hogy a tevékenységek hozamát (n1x1) csökkenteni kell az erőforrás
felhasználásáért fizetendő , ,adókkal'' (f A 1x1) és a termelési tényezők lekötéséért
fizetendő járulékkal (rp(ao1 + e1)xJ Az adók között negatív értékek, ,,járadé­
kok" is szerepelhetnek, ha a központi feltételek között az erőforrás korlátok
mellett kötelező feladatok is vannak. Ennek a célfüggvénynek egy olyan de­
centralizált irányítási rendszer feleltethető meg, amelyben központilag az erő­
forrás felhasználásért fizetendő adókulcsokat, a kötelező feladatokhoz való
hozzájárulásért fizetendő járadékkulcsokat és az újonnan lekötött tormelési
tényezőkért fizetendő járulék kulcsot írják elő. A részegységek egyedi adóz­
tatására ebben a rendszerben nincs szükség, elegendő, ha a központ hasonlítja
össze a rp1 értékeket és a szektorok nyereségmutatóit. Így biztosítható, hogy
a szektor érdekeltségét kifejező mutató általában pozitív értéket kapjon,
tehát optimális értéke nem lesz zérus.

Ha a feladatban szereplő részegységek mindegyike esetén feltehetjük, hogy
bármely lehetséges szektorprogram új termelési tényezők felhasználását is elő­
írja - tehát a változó termelési tényező lekötés (ao1 + e)x1 > 0 - akkor
a szektorok célfüggvénye

(n1 - f A1) x1 - rp1 
(aoj + ej) xj 

formában is írható. Ez a célfüggvény tehát az egységnyi ujonnan lekötött
termelési tényező mennyiségre jutó nyereség maximalizálását írja elő. A hoza­
mot ebben az esetben az erőforrás felhasználásáért fizetendő adók mellett
a részegység számára központilag előírt egyedi adóval kell csökkenteni. Így
a megfelelő decentralizált irányítási rendszerben az erőforrás adók (és járadék­
kulcsok) mellett a részegységek egyedi adójának meghatározására van szük­
ség, de nem kell előírni a termelési tényező lekötésre vonatkozó járalékkulcso­
kat. A szabályozók módosítását a központ ebben az esetben rp és a szektorok­
ban kialakult termelési tényező arányos hozam összchnsonlítása alapján kezd­
heti el. A szektorok érdekeltségét kifejező mutató ebben a rendszerben mindig
pozitív lesz.
A harmadik - talán némileg mesterkéltnek tűnő - megoldás esetén a rész­

egységek érdekeltségét az

mutatóhoz fűzi a rendszer. Az elsőnek említett célfüggvényhez hasonlóan
ebben az esetben is a részegység nyereségének maximalizálása a cél. A hoza­
mot ebben az esetben is az erőforrás felhasználás arányos adókkal és az újon­
nan lekötött termelési tényezőkért fizetendő járulékkal kell csökkenteni, e
járulék meghatározása ebben az esetben azonban több lépésben történik.
A rendszer a részegységek termelési tényező felhasználását is értékeli: a tény­
leges felhasználást módosítani kell az egyes erőforrások termelési tényező
igényességét kifejező adók és járadékok összegével, amelyet a tényleges erő­
forrás felhasználás után központilag megállapított kulcsok szerint kell meg-
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határozni (A1x1), majd az így módosított termelési tényező felhasználás még
csökkenthető a részegységenként egyedileg megállapított módosító tényező­
vel (eJ Az így korrigált termelési tényező összeg után fizetendő járulék kulcsa
megegyezik a termelési tényező átlagos hozadékával (T/ll). Ez a megoldás
lényegesen nehézkesebbnek tűnik az előzőnél, ugyanakkor látható, hogy a meg­
felelő szabályozási rendszer a korábbiaknál több szempont figyelembe vételére
alkalmas. Az erőforrás felhasználás kettős értékelése bizonyos esetekben indo­
kolt lehet. (Gondoljunk például arra az esetre, amikor valamely erőforrás
korlát növelése esetén lehetőség van egy nyereséges, de új termelési tényező
lekötést nem igénylő tevékenység alkalmazására. Emellett várható, hogy egy
ilyen rendszerben kisebb megrázkódtatásokkal jár a szabályozók módosítása.
Hasonlóan értékelhetjük esetenként a rendszernek azt a vonását is, hogy a e;,
módosító tényezők révén lehetőséget ad a részegységek termelési tényezó
igényességének differenciált figyelembe vételére.

Egészen általános szinten nem volna célszerű bármiféle sorrendet felállítani
az előzőekben ismertetett rendszerek között, esetleges alkalmazási kísérletek
esetén a tényleges körülmények figyelembe vételével választható ki a legmeg­
felelőbb változat. Már utaltunk rá, hogy az ilyen szabályozási rendszerek alkal­
mazása inkább csak nagyvállalati szinten tekinthető reális lehetőségnek,
bár egyes elvek ennél magasabb szintek irányítási rendszerében is figyelembe
vehetők. De még viszonylag egyszerűbb rendszerek, tehát egy nagyvállalat
esetén is csak úgy képzelhető el az eljárásra épülő decentralizált irányítási
rendszer alkalmazása, hogy egy előkészttő számítássorozat alapján a központ
meghatározza a szabályozók értékeit (adó, járadék és járulék kulcsok, eseten­
ként egyedi adók), és ezek az értékek a tervezési időszakban már érvényben
maradnak. A részegységek ezeknek a szabályozási eszközöknek a figyelembe
vételével készítik el gazdálkodási terveiket és az iteráció következő szakaszára,
a központi feladat következő megoldására és ennek megfelelően a szabályozók
esetleges módosítására csak a következő periódusban kerül sor. Így tulaj­
donképpen egyetlen szakaszban sincs szó az optimális szabályozási paraméte­
rek alkalmazásáról - az optirnális terv rnegvalósltáea még ebben az esetben
is megkövetelné a szektorprogramok központi ,,keverését", tehát a szektorok
optimális tevékenységeihez tartozó ,,súlyok" előírását - hanem egy ol. n
irányítási rendszerről beszélhetünk, amelyben a szabályozási elemek mértékei­
nek módosítása a megelőző időszakok tapasztalatainak figyelembe vételével
és a rendszer pillanatnyi helyzetének átfogó értékelése alapján történik és
így várható, hogy ez a szabályozás olyan befolyást gyakorol a részegységekre,
hogy tevékenységük tendenciájában megfelel a teljes rendszer (népgazdaság,
nagyvállalat) érdekeinek. Az optimum merev előírása helyett azért is jogosnak
látszik egy ilyen eljárás alkalmazása, mert a modell egyrészt csak megközelí­
tőleg tükrözi a gazdasági valóságot, másréHzt pedig a feltételek állandó válto­
zása miatt az optimális terv a realizálás idején valószínűleg már nem tekinthető
optimálisnak.

(Beérkezett: 1972. december 21.)
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DECOMPOSITION PROCEDURE IN CASE OF MAXIMIZING THE INDEX
OF ENTERPRISE INTEREST

The paper deals with a decomposition procedure leading to the solution of the programm­
ing problem ( l) with fractional objective function and the economic interpretation of the
processes.

The system of constraints in ( 1) can be considered as a model of production possibilities
of a large enterprise unifying several factories and the objective function prescribes the
maximization of the quotient of the enterprise profit and different production factors
the index number which is in the focus of enterprise's interest according to the income
regulation system prescribing the obligatory sharing of profits.

Decomposition processes can be obtained for the problem ( 1) if the algorithms suggested
for programs are applied to problem (2) (also with fractional objective function) obtained
by the basic principle of the Dantzig-Wolfe procedure.

Then the authors deal with the economic interpretation of the sector problems of
these - mathematically equivalent - decomposition procedures; in this connection
the control mechanisms that, can be built on these procedure are outlined. In the first
procedure profit, is maximized, in the second - profit per unit production factor, in the
t.hjrd - profit, again, calculated in another way.
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SIMON GYÖRGY

A reflektorprogramozás elvei és algoritmusa 

1. Bevezetés 

Az első kérdés, amelyre válaszolnunk kell: r] { " r IZ!I2t űr 9r ű3r " r] űz á s d Tágabb
értelemben így nevezhetjük mindazokat a lehetséges programozási eljárásokat,
amelyek felhasználják az ún. reflektorelvet (lásd a cikk 2. részét). Szűkebb
értelemben a reflektorprogramozás jelenleg heurisztikus alapokon nyugvó
algoritmus nagyméretű lineáris programozási feladatok megoldására. Az
utóbbi értelemben használjuk a kifejezést a cikk további részében, ahol kísér­
letet teszünk a reflektorprogramozási modellek és algoritmus ismertetésére.
A konkrét eljárás használhatóságát kísérleti számítások verifikálják, a konver­
gencia matematikailag még nincs bizonyítva.
A reflektorprogramozással kapcsolatos kutatásokra a szerzőt azok a problé­

mák ösztönözték, amelyek a dekompozíciós eljárásoknak (lásd elsősorban
[l j-ct és [2]-t) a népgazdaságtervezésben történő alkalmazása kapcsán merül­
tek fel. A nehézségek (lassú vagy nem kielégítő konvergencia, a központi fel­
adat összeállításának és megoldásának problémái stb.) elemzése arra a követ­
keztetésre vezetett, hogy nagyméretű feladatok megoldására szolgáló haté­
kony programozási eljárás nem ignorálhatja a ,,szektorok" közötti, Vűr {zű ] t á !{s 
kapcsolatokat. Egy ilyen módosítás azonban a dekompozíciós szemlélet
gyökeres felülvizsgálását, a dekompozíciós elvnek a reflektorelvvel való helyet­
tesítését követelte meg. Utóbbival függ össze a reflektorprogramozás elneve­
zése, amelynek első ismertetését lásd [3]-ban, továbbá [4]-ben és [5]-ben.

Az utóbbi években kísérleti számltásokat folytattunk. A számítások első
szakaszának eredményeit a [7] tanulmány foglalta össze. Jelen előadás a
reflektorprogramozásnak a kísérleti számítások tapasztalatai figyelembe­
vételével továbbfejlesztett algoritmusát ismerteti.
A reflektorprogramozás alapján bizonyos következtetések vonhatók le az

ésszerű gazdaságirányítási rendszer sajátosságaival kapcsolatban. Ezzel a kér­
déssel az [5] és [6] munka foglalkozott részletesebben.

2. A refJektorprogramozás elvei 

A reflektorprogramozás néhány, egymással kapcsolatban álló elvre épül.
Három főbb elvet emelünk ki: 1. reflektorelv, 2. policentrikusság elve, 3.
sztereoszkopikus látás elve.

c r IZ!I2t űr I !v I t analógia alapján érthetjük meg. c fényszórót bekapcsolva
a megvilágítás erőssége szempontjából több terület keletkezik. A legerősebb
megvilágítást a reflektor fókuszában kapjuk, de létrejönnek közepesen és gyen­
gén megvilágított, területek is, miközben a fényszóró kezelőjének (pl. autó-
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vezetőnek) utóbbiak is fontos, gyakran nélkülözhetetlen információt nyuJ­
tanak. Tételezzük fel, hogy valamely bonyolult feladat elvégzéséhez nagy
területet kell erősen megvilágítani. Ugyanakkor olyan reflektorokkal rendel­
kezünk, amelyek csak viszonylag kis területet képesek erősen (fókuszált
fénnyel) megvilágítani. Ezért úgy állítjuk be a retlekiorokat, hogy együttesen
biztosítsák a nagy terület erős megvilágítását, miközben minden egyes reflektor
csak viszonylag kis területre bocsát fókuszált fényt, bár gyengén az egész
területet láthatóvá teszi.

Ezzel a feladatot meg is oldottuk volna, ha minden részvevő látná vala­
mennyi reflektor fényét. Esetünkben azonban más a helyzet. A reflektorok
különböző színű fényt bocsátanak ki, s a, részvevők (a reflektorok és részvevők
száma azonos) e szinárnyalatok közül csak egyet, mindegyik másikat képes
közvetlenül érzékelni, mivel speciális szemüveget viselnek, amely csak bizonyos
színű fényt bocsát át.

Feltételezzük, hogy minden részvevő azon a területen tevékenykedik, ame­
lyet saját reflektora világít meg erősen. Ahhoz azonban, hogy feladatát
sikeresen elvégezze, lényegesen több információval kell rendelkezni a többi
területről, mint amit saját reflektorának gyenge fénye biztosít. Ezért a rész­
vevők információs kapcsolatba lépnek egymással: mindegyik közli a saját
területére vonatkozó leglényegesebb, a többiek számára is fontos ismereteit
az összes többi részvevővel.

Gyakorlatilag az információáramlás információs központ vagy központok
közbeiktatásával egyszerűsíthető, ahol bármely részvevő csupán egy helyre
ad át (ill. egy helyről kap) információt.

Tételezzük fel, hogy minden részvevő a többiektől kapott információ alapján
megváltoztatja tervezett tevékenységét, s erről informálja a többi részvevőt, utóbbiak
szintén módosítják magatartásukat stb. Ily módon egy hosszabb, soklépéses,
iteratív folyamathoz jutunk. Ebben jelölhető meg a fentebb vázolt reflektorelv
dinamikus aspektusa. Nem nehéz belátni, hogy a reflektorelv tulajdonképpen
az általános visszacsatolás elvét is tartalmazza.

Mindez természetesen önmagában nem elegendő ahhoz, hogy a részvevők
bizonyos számú iteráció után eljussanak a bonyolult feladat legjobb megoldásá­
hoz, a globális optimumhoz, vagy legalábbis annak közelébe. Az eljárás kon­
vergenciája azon múlik, hogy

a) miként használják az egyes részvevök saját reflektoraikat (hogyan állít­
ják össze reflektorprogramozási feladataikat);

b) milyen információt adnak át a többieknek és hogyan építik be a többiek­
től kapott információt saját reflektorprogramozási modelljeikbe.

E kérdésekről később lesz szó, a lineáris programozás általános feladata
vonatkozásában. Előbb a reflektorprograrnozás két további elvét ismertet­
jük.

A policentrikusság elve azt fejezi ki, hogy a roflektorprogramozás nem tételez
fel valamely, a szektoroktól elkülönült központot: minden szektor a maga terü­
letén központként funkcionál. A poJicentrikusság elve lényegében a reflektor­
elvből következik, hasonlóan ahhoz, ahogy a dekompozíciós elvből az egy­
kö:ryontúság és hierarchikus többszintűség.

Ugy vélem, hogy a policentrikusság pontosabban megfelel a gazdasági VA,16-
ságnak, mint például a DW eljárás által feltételezett egyközpontúság. Így
például a KGST-ben részvevő országok közötti tervlcoordináció csak a policentri­
kusság figyelembevételével modellezhető. De sok tekintetben hasonló a helyzet
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az egyes szocialista országokon belül is, különösen a gazdasági reformok ki­
bontakozása óta.

Látni kell továbbá, hogy a policentrikus irányítás határesetként az egy­
központú irányítást is tartalmazza, továbbá a policentrikus rendszerben
résztvehetnek, a reflektorprogramozással modellezhetők a szektoroknál
(ágazatoknál vagy vállalatoknál) magasabb szintű gazdasági irányítószervek
(minisztériumok, területi szervek, Tervhivatal stb.) is. Ebben az értelemben
a reflektorprogramozás a vertikális és horizontális kapcsolatok együttes figye­
lembevételével történhet.

A reflektorprogramozás tervezési alkalmazásának egyik potenciális előnye,
hogy egyetlen, időben párhuzamosan futó folyamattá integrálja a különböző
szinteken (vállalatoknál, minisztériumokban, Tervhivatalban stb.) folyó terve­
zést, ahol minden szerv minden más szervvel állandó információs kapcsolatban,
kölcsönhatásban áll, s ily módon kikapcsolja, minimálisra csökkenti a tervezés
,,holtidőit".

A sztereoszkopikus látás elvét a reflektorelv kapcsán tárgyalt analógiából
kiindulva értelmezhetjük. Tételezzük fel, hogy minden reflektor kettős fényt
bocsát ki, s a részvevők speciális szemüvegei átbocsátják saját reflektoruk
kettős fényét: egyiket a jobb, másikat a bal szemhez, ily módon sztereoszkopi­
kus látást biztosítva.

A reflektor kettős fényének esetünkben a matematikai programozás primál
és duál feladata felel meg. Másképp fogalmazva: a reflektorprogramozás egy­
idejűleg támaszkodik volumen- és árinformációkra a globális optimum közelí­
tése során. Vagyis a sztereoszkopikus látás elve esetünkben megfelel a primál
és duál feladatok kombinálása elvének.

A primál és duál feladatok eredményeit bizonyos mértékben a DW eljárás,
valamint a ,,kétszintű tervezés" is kombinálják. A központ itt árakat vagy
korlátokat ír elő a szektoroknak, a szektorok volumeneket vagy árakat jelen­
tenek a központnak. A reflektorprogramozásban azonban a vertikális infor­
mációáramlás helyett (vagy mellett) megjelennek a horizontális (szektorok
közötti) volumen- és árinformációk, egyszerre adják át és használják fel mind­
kétféle információt. Ebben az értelemben a sztereoszkopikus látás elve a reflek­
torprogram ozás sajátossága.

Úgy gondolom, hogy a vázolt elvek érvényesülése módot nyújt a reflektor­
programozás felhasználására nemcsupán a hagyományos központi tervezés
keretében, hanem a szocialista tervpiac integrált szimulálására is, mind egy-egy
ország, mind pedig nagyobb gazdasági közösségek (pl. KGST) keretében.
A reflektorprogramozás alkalmazásának egyidejűleg, egymással kombináltan
adható tervezési, piaci és szimulációs aspektus. Mit jelent ez kissé közelebbről?

A reflektorprogramozás tervezési aspektusa kifejeződhet a központi tervező
szervek, vertikális összefüggések bekapcsolásában, volumeninformációk szisz­
tematikus felhasználásában, társadalmi célfüggvény figyelembevételében.

Az eljárás piaci aspekiusa megnyilvánulhat a részvevők viszonylagos ön­
állóságában (policentrikusság), a horizontális, piaci kapcsolatok figyelembe­
vételében, az árak és hozzájuk kapcsolódó gazdasági ösztönzők bekapcsolásá­
ban, 
A sziniulációs aspektus a folyamat iteratív jellegében, valamint abban

fejeződhet ki, hogy a részvevők a kapott eredmények függvényében módosít­
hatják saját területük kiinduló adatait, miután adott kiinduló adatokkal az
eljárás már eljutott a globális optimumhoz, ill. annak közelébe.
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E kérdések részletes kifejtése azonban túlmegy jelen munka tárgyán (lásd
[5], [6]). A továbbiakban ~ szűkebb értelemben vett reflektorprogramozás
algoritmusáról lesz szó.

3. A reflektorprogramozási modellek szerkezete 
összeállítási szabályai 

A reflektorprogramozás alapfeladata azonos a lineáris programozás általános
(felső korlátokat, egyenlőségeket és alsó korlátokat tartalmazó) feladatával.
A feltételrendszer alakjára semmiféle megszorítást nem teszünk. Az eljárást
a lineáris programozás ún. normálfeladatán mutatjuk be, tekintettel arra,
hogy minden lineáris programozási feladat visszavezethető a normálfeladatra,
két normálfeladat ogymás utáni megoldása révén [8].

Az alapfeladatot tehát a lineáris programozás szokásos primál-duál feladat­
párjával jellemezhetjük.

Primál felaclat

I a) Ax S: b
( 3 .1) b) e x -► max

e) X 2 Ü 
(3.2) 

Duál feladat

I a) pA 2 e
b) pb min
e) p 2 0 

Az egyszerűbb tárgyalás kedvéért a (3.1) primál feladatot a volumenterve­
zési feladattal (x vektor komponensei a tevékenységek volumenei), a (3. 2)
duál feladatot pedig az ártervezési feladattal ( p vektor komponensei az árak)
azonosítjuk. A latin nagybetűk matrixot, a latin kisbetűk vektort jelölnek.
A sor- és oszlopvektort helye különbözteti meg egymástól. Az A matrix és e
vektor tartalmazhat negatív elemeket is, a b vektor nem negatív.

A leírás egyszerűsítése érdekében a továbbiakban a primál feladattal fog­
lalkozunk, mivel annak optimális megoldása szimplex módszerrel megadja
nemcsak az optimális tevékenységvolu méneket (x0), hanem az opti mális
árakat (p0), más néven árnyékárakat is.

A reflektorprograrnozás modellrendszeréi a következő főbb szabályok szerint
alakítjuk ki (jelölésük Fl, F2 stb.):
Fl. Minden primál és duál változó az alapfeladatnak megfelelő részletezett­

séggel (ún. saját változóként) kell hogy szerepeljen leqalább egy reflektor­
programozási feladatban.

F2. Minden refloktorprogramozáei modell fel kell hogy ölelje a megfelelő
(primál vagy duál) alapfeladatot, de a nern saját változók tekintetében
transzformált (sűrített) alakban.

F3. A nem saját primal és duál változ6/c (külső tevékenységek és külső korlátozó
feltételek) összevonásához azokat az értékeket kell felhasználni, amelyek
e változókra olyan reflektorprogramozási feladatok optimális megoldása­
ként adódtak, ahol a szóban forgó változók saját változóként szerepeltek.
Ha valamely változó egynél több reflektorprogramozási modell saját
változója, a számtani átlagérték alkalmazandó.

F4. Az első iterációban az összevonáshoz a priori értékeket kell alkalmazni,
amelyek lehetnek pl. bázisidőszaki volumen- és áradatok, prognosztizált
adatok vagy - triviális esetben - nullvektorok. A további iterációkban
mindig a megelőző iteráció eredményei használandók fel a nem saját
változók összevonásához.
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F5. Az alapfeladat transzformált alakján kívül a reflektorprogramozási felada­
tok ún. árstabilizáló faktorokat, valamint volurnenmódosító alsó korlátokat
is kell hogy tartalmazzanak, ha a primál feladatban vannak lokális kor­
látozó feltételek. Lokális korlátozó feltételnek nevezzük azokat a feltéte­
leket, amelyek csak egy feladat saját primál változóit korlátozzák. A többi
korlátozó feltétel nem-lokális.

F6. A nem saját primál változók (külső tevékenységek) minden reflektorprogra­
mozási feladatban két változóvá vonandók össze:
1. Aggregált versenyző tevékenységek (az adott reflektorprogramozási

modell saját erőforrásait kibocsátó nem saját tevéken'ységek);
2. Egyéb nem saját tevékenységek.

F7. A nem saját duál változók (külső korlátozó feltételek) az alábbi négy kor­
látozó feltétellé vonandók össze:
I. Aggregált nemlokáiis termékfeltételek, más szóval negatív elemet tartal­

mazó, vagyis olyan feltételek, amelyek a külső tevékenységek által ki­
bocsátott erőforrásokra vonatkoznak;

2. Aggregált nemlokális egyéb feltételek;
3. Aggregált versenyző tevékenységek lokális feltételei (összevontan);
4. Aggregált egyéb nem saját tevékenységek lokális feltételei (összevon­

tan).
A reflektorprogramozási primál feladat általános alakját a (3.3)-(3. 7) össze­

függések tartalmazzák, egyúttal formalizálva a reflektorprogramozás lineáris
esetre kidolgozott algoritmusának néhány alapvető elemét.

Az alábbiakban megadjuk a (3.3)-(3.7) összefüggésekben szereplő jelölések
magyarázatát.
Jobb alsó indexe/e:

t = iterációs lépés sorszáma (pl. t = I az első iterációt jelöli);
s= reflektorprograrnozási modell sorszáma.
Matrixok esetében két s áll egymás mellett, az első a sorokra, a második

az oszlopra vonatkozik. Aláhúzással jelöltük, ha a sorok vagy oszlopok a
reflektorprogramozási modell nem saját változóihoz tartoznak: pl. A,s matrix­
nak mind sorai, mind oszlopai az s feladat saját változóira vonatkoznak, ezzel
szemben Ass mátrixnak csak az oszlopai. Analóg értelme van vektorok s indexé­
nek: pl. x8 vektor az s feladat saját primal változóit, x, vektor nem saját primál
változóit jelöli. -

Bal felső indexek:

le = versenyző tevékenység sorszáma;
z = egyéb nem saját tevékenységek sorszáma;
q = nemlokális terméktípusú (nem saját) feltételek sorszáma;
r = nemlokális (nem saját) feltételek sorszáma.
Matrixok esetén a bal felső kettős indexekre is érvényes, hogy az első index

a matrix soraira, a második oszlopaira vonatkozik. Egy bal felső matrixindex
esetén az összefüggésből értelemszerűen adódik, hogy sorokról vagy oszlopok­
ról van-e szó.



(3.3) 

) A + k I kA k I + z I' 4. z I a ss x,1 Yst ss X.5{1-1) Yst -'- s:5: X~(l-1)

Reflektorprogramozási modell
(Primál feladat)

b) I q qA I + k I q qkA k I + . j q qzA zP..5(1-1) .5s Xst "Yst P..5(1-1) ..5..5 X.5(1-1) 'Yst Ps(t-l) ~ X:5:(1-1) 

) I r rA j --1... k / r rkA k j --1... z j r r·A z j C PsU-1) .5s Xst , Yst P'!_(l-1) .5.5 X.5(t-1) , Yst P~(t-1) ' ~ X:5:(1-1) 

d) 

e) 

f) 

g) 

k I k kkA k I Yst P..5(1-1) _s__s X.5(1-I)

z I z ZZA z I Yst P.5(1-l) .5.5 X:5:(1-1) 

:S: rP:5:(1-l) rb.5

k kb = P'!_(l-1) _5

I k ''b I = cxst P~U-l) ..5
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(3.4) ast = Ys((-l) min + E I 1 - Ys(l-1) min I 

(3.7.1)

ha t > t1 (t1 = első programozási szakasz iterációinak száma)
ha t :::;: t1 akkor ast = 0

(3.5) Ys(t-1) min = min I kYs(l-1), 2Ys(t-l) I 
Megjegyzés: ast értéke mindaddig nem változtatandó, amíg adott as1- 

vel két egymást követő iterációban számottevő (pl. 5%-nál nagyobb)
változás megy végbe a saját változók értékében.

(3.6) 0 <E<'; 1 

"/3 =V"/3s(l-l) / "p'!_(/-1) "b~ f 

st k kb 
Pst s

(3.7.2) 2f3st =
2
fJs(l-l) /

2
P'!_(l-l) 'b~ f 

2Pst 'bs
(3.7.1), (3.7.2) alkalmazandó, hat> l; t = 1 esetén 0 < kf3st, 2{351:::;: 1 (3.7.3)

A (3.3) összefüggésben "Yst skalár az aggregált versenyző tevékenységek
terjedelme, 2y51 skalár pedig az egyéb aggregált tevékenységé.

A (3.3d) és (3.3e) feltételek eredetileg felső korlátok. A maradékváltozók
(ku51,

2u51 egyelemű vektorok) felhasználásával egyenlőségként írtuk fel őket,
mivel maradékváltozóikhoz nem zéró célfüggvénykoefficiensek (k{J81,

2{351)

tartoznak.
A (3.3f), (3.3g) feltételek volumenmódosító alsó korlátok, a szokásos módon

(lásd pl. [8]-at) egyenlőséggé átalakítva. A feleslegváltozókat "v51, ill. 2v51
(mindkettő egyelemű vektor) jelöli. Az a51 skalárt, melynek képzési szabályait
a (3.4)-(3.6) összefüggések adják meg, volumenmódosító faktornak nevezzük.

A (3.4) összefüggés kapcsán szereplő programozási szakasz kifejezéshez to­
vábbi magyarázatként megjegyezzük: az első programozási szakaszt (t < t1)
az jellemzi, hogy a volumenmódosító faktor (a51) zéró értékkel szerepel az
összefüggésekben, vagyis e szakaszban a (3.3f), (3.3g) feltételek gyakorlatilag
ki vannak iktatva a reflektorprogramozási feladatokból. Az első programozási
szakasz addig tart, amíg a saját változók értékének változása két egymást
követő iterációban mindenütt egy bizonyos előre megadott minimális érték
(pl. 5%) alá csökken. Ez az ún. leállási feltétel.

A második szakasz elején a,1 pozitívvá válik, a (3.4)-(3.6) képletnek meg­
felelően (pl. e = 0,20), s ismét végrehajtandó annyi iteráció (változatlan
a51-vel), amennyi a leállási feltétel teljesítéséhez kell. Ezután módosítandó a81
értéke, s kezdődik a harmadik programozási szakasz stb. Adott (pl. 5%-os)
leállási feltétellel a reflektorprogramozás néhány szakasz után automatikusan
befejeződik.

Az árstabilizáló faktorokat összefüggéseinkben a "/3,1, illetve 2/351 skalár jelöli.
A (3.7.1)-(3.7.3) összefüggések megadják az árstabilizáló faktorok képzési
szabályait. Kísérleti számításaink során az árstabilizáló faktorok kezdő érté­
két (t = I) egységesen 0,3-nak választottuk.

A formális összefüggések bemutatása után az Fl szabály kiegészítéseként
pótlólagos szabályokat (jelölésük Pl, P2 stb.) ismertetünk a reflektorprogramo­
zási feladatok saját változói (primál és duál) nómenklatúrájának meghatáro­
zását illetően.
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Pl A saját változók kijelölését a primál változókkal kezdjük, utóbbiakat
annyi, kb. egyenlő nagyságú csoportra osztva, hogy az adott számítókapa­
citással könnyen kezelhető méretű programozási feladatokhoz jussunk.

P2 Az ún. indikátorváltozók, illetve célfüggvényváltozók (,,kantorovicsi")
típusú célfüggvény esetén) minden reflektorprogramozási modellben saját
változóként kezelendők.

P3 Minden lokális korlátozó feltétel annak a modellnek a saját feltétele, amelynek
saját primál változóit korlátozza.

P4 Specializált nemlolcális termékjeltételek (olyan nemlokális termékfeltételek,
amelyeknek egy feladat saját primál változói oszlopában van negatív
elemük) ott emelendők ki, ahol negatív elemük van.

P5 Despecializált nemlokális termékieltételek (több feladat saját primal változói­
nak oszlopában van negatív elemük) mindenütt saját feltételként kezelen­
dők, ahol negatív elemük van.

P6 A nemlolcális egyéb feltételek mindig egy olyan feladatban emelendők ki,
ahol az A matrix megfelelő sorelcmeinek összege (a feladat saját primál
változóit figyelembevéve) nemzéró, s ugyanakkor az addig kijelölt saját
nemlokális egyéb feltételek száma legkisebb. Több legkisebb érték esetén
abban a feladatban, ahol az A matrix megfelelő sorelerneinek összege leg­
nagyobb.

Ezzel áttekintettük a reflektorprograrnozáai modellek szerkezetét, össze­
állítási szabályait. A továbbiakban, folytatva a reflcktorprogramozás algorit­
musának leírását, az információs kapcsolatokkal, majd pedig a konvergencia­
kritériumokkal foglalkozunk.

4. Információs kapcsolatok 

A tárgyalás megkönnyítése érdekében mindenokolőtt néhány új jelölést
ismertetünk .

(4.1) 

Itt ''Ass az As, matrix lokális saját eröforráaokhoz, ''As., pedig nornlokális
saját erőforrásokhoz tmtozó sorait truta.lmnzz«. 1JA,s az A.,, matrix termék­
típusú, rAss egyéb nem lokális saját, erőforrásaihoz tartozó sorokból áll. Továbbá
bevezetjük az alábbi jelölést:

(4.2)

Vagyis '!Ass bármely eleme az s feladat saját primal változóinak fajlagos
igénye nemlokális (terméktípusú és egyéb) külső erőforrásokból.

Analóg módon felbontjuk a p~, árvektort is (a O jel itt a reflektorprograrno­
zási feladat szerinti optimumot jelöli), valamint a b, vektort.

(4.3) 0 _ [I/ 0 : r O , h O ] t ' bb ' h O _ [q O : r O ]Pst - Pst : Pst : Pst , ova a -Pst - Psi : Pst
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1'p~1 a lokális saját erőforrások árvektora, ~P~t pedig a nemlokális saját erő­
forrásoké.

(4.4) b [
_q!?_s_l ibbá 'b rqbs]= 'b tova a --' = ---- . 

s --~- ' s 'b"bs - s
Itt "bs vektor elemei a lokális saját erőforrások, ~bs vektoré pedig a nemlokális
saját erőforrások rendelkezésére álló mennyiségeit tartalmazza.

Az s reflektorprogramozási feladat a többi feladat részére álta.lában az alábbi
információt kell hogy eljuttassa (a t + 1 iteráció előtt).

Vektorok:

(4.5) ~Ass x~1 = Külső erőforrások iránti igény (természetben)

= Nemlokális saját erőforrások árai

Skalárok:

( 4. 7) 'lp~1 qAss x~1 = Terméktípusú nemlokális saját erőforrások kibocsátásá­
nak (-) és felhasználásának ( +) értékegyenlege (despe­
cializált erőforrások kiemelendők)

( 4.8) 'p~1 'Ass :i;~1 = Egyéb nemlokális saját erőforrások együttes felhaszná­
lása értékben

(4.9) 11p~1 "Ass x~1 = Lokális saját erőforrások kibocsátásának (-) és fel­
használásának ( +) értékegyenlege

----= Terrnékt.ípusú nernlokális saját erőforrások értékösszege
(despecializált erőforrások kiemelendők)

= Egyéb nemlokális saját erőforrások értékösszege

= Lokális saját erőforrások értékösszege

= Célfoggvényérték a saját blokkban (saját primál válto­
tozók oszlopaiban)

Ha a saját tevékenységek (primal változók) között versenyző tevékenységek
is vannak, ezek adatait kiemelten meg kell adni a megfelelő reflektorprogramo­
zási modellek részére.

Az olyan primál változók adatait, amelyek más modellekben is saját változó­
ként szerepelnek (pl. indikátor-változók), szintén kiemelten, a (4.5)-(4.9),
valamint (4.13) összefüggésekkel analóg módon kell közölni a megfelelő model­
lek összeállítóival.

Nem nehéz megmutatni, hogy ennyi információ elegendő a reflektorprogra­
mozási modellek folyamatos, bármely t iteráció utáni átdolgozásához. Ennek
részleteire nem térünk ki.

(4.10) qP~t (fbs

(4.ll) 'P~t 'bs
(4.12) 11P~t "bs
(4.13) (;s x~,
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5. Konvergenciakritériumok és számítási tapasztalatok 

A reflektorprogramozás sajátosságaival függ össze, hogy az eljárás konver­
genciája több, alternatív kritérium alapján is ellenőrizhető. Közvetlen konver­
genciakritériumoknak fogjuk nevezni a saját változók, közvetettnek a nem saját
változók értékeire kapott programozási eredményeket felhasználó kritériumo­
kat. A közvetlen és közvetett konvergenciakritériumok kölcsönösen helyette­
sítik egymást, vagyis elegendő vagy csak a közvetlen, vagy csak a közvetett
kritériumok alakulását kísérni figyelemmel.

Melyek a közvetlen konvergenciakritériumok?

1. A saiá: blokkok együttes célfüggvényértékének növekedése.
Képletben:

(5.1) 

Ha valamely primál változó több reflektorprogramozási feladat saját vál­
tozója (pl. indikátorváltozó ), átlagértéke veendő figyelembe.

2. A feltételi rendszer inkonzisztenciáiának megszűnése.
Képletben:

(5.2)

ahol p~, ill. x~ vektor komponensei a t iteráció árnyékárai, illetve tevékeny­
ségvolumenei a refiektorprogramozáei modellek saját változóinak figye­
lembevételével (szükség esetén az F3 szabály szerint átlagolva).

A közvetett konvergenciakritériumolcat alább adjuk meg.

l. A versenyző és egyéb nem saiá: tevékenységek teriedelmének kölcsönös és egyre
teljesebb elismerése. Képletben:

(5.3)
{ 
a) 1'y -► 1} st (minden s-re)
b) zY.,1 -► 1 

Nem nehéz belátni, hogy (5.3) teljesülése esetén a volumenmódosító faktornak
is I-hez kell konvergálni. Képletben:

(5.4) cx..,1 -► l (minden s-re)

Továbbá zéróhoz kell konvergálni a (3.3) összefüggésben szereplő maradék
és felesleg változóknak. Képletben:

r kUst -► 0

(5.5) b) zus, -► 0
(minden s-re)c) "vst -+ 0

d) zvst -+ 0



A REFLEKTORPROGRAMOZÁS ELVEI ÉS ALGORI TMUSA 125 

2. Az árstabilizáló faktorok I-hez való konvergálása, vagyis lényegében a lokális
erőforrások árainak kölcsönös és egyre teljesebb elismerése. Képletben:

{ 
a) "/3 --+ 1 }st (minden s-re)
b) z/3s1 --+ 1 

3. A nemlokálie erőforrások árainak kölcsönös és egyre teljesebb elismerése. Kép­
letben:

(5.6) 

{ 
a) "a ---+ 1}st (minden s-re)
b) 'ast ---+ 1 

ahol "ast, 2a51 az aggregált nemlokális termék, ill. egyéb erőforrások árnyékára
az s feladat t iterációjában.

Összefoglalóan megjegyezzük, hogy (5.3) teljesülése elégséges feltétele a
reflektorprogramozás konvergenciájának. A konvergenciakritériumok közül
csupán (5.2) figyelemmel kísérése igényel számottevő pótlólagos munkát.
Gyakorlatilag elegendő a szokásoshoz legközelebb álló (5.1 ), valamint a felada­
tok megoldásából további számítás nélkül adódó közvetett konvergenciakri­
tériumok alakulását figyelni.

Mit mutatnak a számítási tapasztalatok a reflektorprogramozás konvergen­
ciáját illetően? Elöljáróban megjegyezzük, hogy a számítások Gábor Győző
és Mezei Mihály részvételével, a MAVEMI GIER típusú elektronikus számító­
gépének felhasználásával folytak. Az alapfeladat 92 változót és 57 feltételt
tartalmazott, a magyar népgazdaság 1975. évi 15 szektoros bontású adatai
alapján. Az eredeti feladatot 6 reflektorprogramozási feladattal helyettesítet­
tük, amelyek mindegyike 2-3 ágazatot ölelt fel viszonylag részletesen. Vala­
mennyi konvergenciakritérium alakulását figyelemmel kísértük, (5.2)-t is
beleértve.

Az eredmények azt mutatták, hogy a reflektorprogramozás konvergens,
mégpedig az alábbi értelemben:

l. Valamely programozási szakasz egymást követő iterációi monotonan
konvergáliak.

2. A programozási szakaszok utolsó iterációi szintén monotonan konvergens
sort alkottak.

3. Az eljárás nem véges, de viszonylag gyorsan (esetünkben 29 iterációval)
a globális optimum igen jó (pár ezrelékes pontatlanságú) közelítését adta.
A reflektorprogramozás kedvező sajátossága az is, hogy már az első iteráció­

tól kezdve közgazdaságilag jól értelmezhető eredményeket szolgáltat.
A reflektorprogramozás nagy előnye, hogy bármily nagyméretű feladatot

képes szinte tetszőlegesen kis feladatok megoldásával helyettesíteni. Ez a
körülmény valószínűleg hatékonyan felhasználható lesz mind a diszkrét,
mind pedig a folytonos nemlineáris programozási feladatok, valamint más,
például sz tochaez.tikus programozási feladatok megoldása során.

(5. 7) 

(Beérkezett: 1972. szeptember 11.)

3 Szigma
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THF. PHTNCIPLl~S AND ALCOí{JTHM OF Sl'i;ARCHLIGHT PROGRAMMING

Searchlight; programming is a peculiar "docomposiLion" procedure for Lhe approxim­ 
at.ive solution of large-8cale l inoa.r programming problems. Tho essence of tbc procedure
is LhaL instead of the original large problem smaller ones arc solved which are specially
tranaíormocl from tho lal"gc problem.

Searchlight prngramming can also be applied Ior linear progmmrning problems where
the const.rain ts cannot bu clividod inLo cen Lru.l u.nd soctorul groups. Those is no need Ior
a separate cent.ra.l model. The SÍ1/,ü o/." problems solvable wit.h soarch lig ht, progrumming iB
in pruct.ice 110L lirni t.od.
The paper· i n í.roduccs tho mn in piinciplos of Lhc procodui-o, first, of u.ll tho "soarchlight
principlo " pluying a basic role, us well aR Ll-10 principle of cornb i n iru/ primal und dual
problems. It dra.ws tho schcrno ofsearch light programming modols, Lho way of compiling
them, the chnructcrist.ics of i ntormut.ion flow among í.lio models. IL don.ls wit.h I he con­
vergence cri toriu of" t.ho itcrat ivc procedure, and rcfora Lo t.ho experiences of Lost. calcula­
tions maclo wit.h searchlight, progmrnrning.

nPv!HL(l,mbl vi AJlrOPv!TM PEcJ)JlEl{TOP-JlPOrPAMMv1POBAHvl51 

Peqincrcrop-nporpawauponaunc 51UJl51CTCH csoco6péi3Jlh1M MCT0/(0M (<J)i.l:)Jl())l(Cllll51~, paspa-
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FOGALMAK- ÉS MÓDSZEREK 
LEE ANNA

Mátrixok általánosított inverzeiről*

I. Bevezetés

Ismeretes, hogy ha A kvadratikus nem szinguláris mátrix, akkor létezik
olyan u mátrix, amelyre , u ű u , = Pz E mátrixot az , inverzének nevezzük
és jelölésére az A -I szimbólumot használjuk. Az inverz mátrixnak gyakorlati
feladatok megoldásánál is fontos szerepe van. Így például az

(1.1) , ~ű @ 

lineáris, egyenletrendszer megoldása az A -1 inverz mátrix segítségével

(1.2) H = , Sk@ 

alakban állítható elő.
A gy:-1lrnrlati problémák azon ban gyakran vezetnek olyan konzisztens -

azaz egymásnak nem ellentmondó egyenletekből álló - egyenletrendszerhez,
amelynek A együttható mátrixa általában nem is kvadratikus, inverze tehát
,1 fenti értelemben nem létezik. Ilyen esetben az (1.1) egyenletrendszer meg­
oldása nem egyértelmű. A megoldások, vagy egy partikuláris megoldás elő­
állítása sokat vizsgált problémája a lineáris egyenletrendszerek elméletének.
Régi keletű az a törekvés, hogy egy partikuláris megoldás

(1.8) xr = u @ 

alakban legyen el.őállítható alkalmas G mátrix segítségével. Ha megnézzük,
milyen feltételek adódnak az ilyen G mátrixra, azt találjuk, hogy mindenek­
előtt ki kell elégítenie az

{1.4) , u , ű , 

egyenletet. Tehát az ilyen G mátrix megőrzi a közönséges inverz mátrix némely
tulajdonságát, ennélfogva úgy tekinthető, mint ennek egyfajta általánosítása.
Az (1.4) egyenletet kielégítő mátrix azonban általában nem egyértelmű, tehát.
a G mátrixra még további feltételeket is előírhatunk. Tartsuk most továbbra
is szem előtt, hogy az ( 1. 1) lineáris egyenletrendszer egy partikuláris megoldá­
sát kívánjuk (1.4) alakban előállítani egy u általánosított inverz segítségével.
A konkrét gyakorlati feladat esetleg a keresett partikuláris megoldással szem­
ben támaszthat követelményeket; például: a megoldás vektor a lehető leg­
kevesebb zérustól különböző komponenst tartalmazzon; vagy a keresett
megoldás a lehetséges megoldások között normában a lehető legkisebb legyen;

* Ez 11 cikk csak az rih.alánoeítot.t inverzek elméletével foglalkozik. Kiszámításukkalí
és alkalmazásukkal a közeljövőben egy másik cikkben akarunk foglalkozni. X' £ö5Fz- 

3~
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vagy esetleg az ( 1.1) egyenletrendszer nem konzisztens s akkor olyan GB
alakú vektort tekintünk megoldásnak (legkisebb négyzet megoldásnak), amely
normában legkevésbé tér el az adott jobb oldali b vektortól; esetleg bizonyos
meggondolásból a G általánosított inverz rangjára teszünk megkötést stb.
E további korlátozások révén más-más tulajdonságú általánosított mátrix
inverzekre jutunk.

Mint a gyakorlati példákból is látható, az inverz mátrix általánosításának
problémája hosszú múltra tekint vissza. A vizsgálatokban mérföldkövet jelent
az 1955-ös év. Ekkor jelent meg Penrose [16] dolgozata, mely olyan terméke­
nyítő hatással volt a kutatásokra, hogy az általánosított inverzek jelenleg
már közel négyszáz munkát felölelő irodalma - néhány cikk kivételével -
e dolgozat megjelenése óta jött létre.

Penrose nevezetes [16] cikkében a következő tételt bizonyította be: Az

(1) AGA =A 

(2) GAG =0 

(3) (AG)*= AG 

(4) (GA)* =GA 

egyenleteknek bárrnely komplex elemű A mátrix esetén egyértelm,íí rnegoldása van.
(Itt * a transzponált konjugált mátrix képzését indikálja.) Ezen egyértelmű
megoldást - mely kvadratikus nemszinguláris A mátrix esetén megegyezik
az A -1 inverz mátrixszal - Penrose általánosított inverznok (generalized in­
verse) nevezte. Rado 1956-ban í 18] megmutatta, hogy ez megegyezik a Moore
által már 1920-ban j"l.3 J bevezetett általános reciprolcka,l (general reciprocal),
amelynek további vizsgálatát 1935-ben megjelent í 141 könyvében folytatta.
Ugyanezt az egyértelmű általánosított inverzot definiálta 1!)51-ben Bjerharn­
mar is [l], azonban csak maximális rangú mátrixokra. Az (1)-(4) egyenletek­
kel definiált - bármely A mátrixra egyértelműen lótcző - általánosított
inverzre elterjedt a pseudoinoerz, vagy Moore- Penrose inverz, vagy Bjerham­
rnar-Moore-Penrose inoerz elnevezés éH az A+ jelölés.

Felmerül a kérdés: ha ezt az egyértelmű álta.lánositott invcrzet már 1920-bim
bevezette Moore, a nagy visszhangot és hutást miért csak a 35 évvel későbbi
újrafelfedezés, Penrose dolgozata váltotta ki? A magyarázat talán Penrose
tételének világos mcgfogalmazáaában, a pscudoinverzct definiáló (1)-(4)
egyenletek plasztikus egyszerűségében tfdálhc,t6. Penrose tétele szerint négy
jól megválasztott feltételi egyenlettel - vagy más szavakkal a közönséges
inverz alkalmasan megválasztott négy tulajdonságának megkövetelésével -
bármely komplex mátrixhoz egyértelmű általánosltott inverz rendelhető. Ez az
észrevétel pedig egy sor kérdést támaszthat, mint például: A pscudoinvorz
a közönséges inverz milyen további tulajdonságát őrzi meg? Ha az (1)-(4)
egyenletek közül egyet vagy néhányat elhagyunk, milyen tulajdonságú álta­
lánosított mátrix inverzek IJ07, - pontosabban áltu.lánosltott. mátrix inverzek
milyen osztályaihoz - jutunk? Ha az (1)-(4) egyenletekkel kifejezett tulaj­
donságok helyett a közönséges inverz más tulajdonságait követeljük meg,
milyen általánosított inverzokhez jutunk; s rendelhető-e ilyen módon tetsző­
leges mátrixhoz általánosított inverz és az egyértelrnű-e ! Egyes konkrét fel­
adatok megoldására milyen tulajdonságú általánosított mátrix inverzek a leg-
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alkalmasabbak? A kérdéseket hosszan lehetne folytatni. De talán e néhány is
érzékelteti, hogy Penrose tétele milyen széles skálájú vizsgálatokat indítha­
tott el.

A jelen összefoglaló ismertetésnek nem lehet célja az általánosított mátrix
inverzekkel kapcsolatos kutatások és eredmények sokrétűségének bemutatása.
E tárgykörben ma már három könyv áll az érdeklődők rendelkezésére [3],
[I 7], [J.9] s ezek mindegyike részletes bibliográfiát is tartalmaz. Ismertetésünk­
ben elsősorban az (1)-(4) feltételi egyenletek bizonyos kombinációival meg­
határozott - a gyakorlati alkalmazások szempontjából legfontosabb - álta­
lánosított inverzekre szorítkozunk, minden esetben megmutatva, hogy a
szóbanforgó inverzek milyen gyakorlati feladatok megoldásánál jutnak szerep­
hez. A pseudoinverzzel kapcsolatban csak a legegyszerűbb és legfontosabb
összefüggéseket ismertetjük. A pseudoi nverz fontos mátrixelméleti szerepét
két speciális mátrix osztály bemutatásával próbáljuk érzékeltetni.

A könnyebb érthetőség végett az alább következő 2-5. pontokban ismer­
tetésünkben csak valós mátrixokra szorítkozunk, így e pontokban a * csak a
transzponált képzését indikálja. Megjegyezzük azonban, hogy az eredmények
komplex mátrixokra úgy vihetők át, hogy transzponált helyett mindig transz­
ponált és konjugált, ortogonális helyett unitér, szimmetrikus helyett hermitikus
értendő. A 6. pont rövid áttekintésében pedig meg is tartottuk az eredeti,
komplex mátrixokra való, megfogalmazást. Az ismertetendő mátrixok tulaj­
donságai így jobban érzékelhetők.

2. g-inverzek és reflexív inverzek osztálya

Ha A kvadratikus szinguláris mátrix, vagy téglalap alakú mátrix, akkor az

(2.1) (i) AG= I (ii) GA= I

egyenlőségek - ahol I a;,; egységmátrixot jelöli - som milyen G mátrixszal
sem teljesíthetők egyidejűleg. Kvadratikus szinguláris A esetén a (2.1) össze­
függések közül som (i), sem (ii) nem elégíthető ki. Ha A tégblr1p alakú mátrix,
akkor a (2.1) egyenlőségek valamelyike akkor és csak akkor elégíthető ki,
lm A maximális rangú. Pontosabban, ha Am x n típusú (m#n) és rangja
e(A) = min (m, n), akkor a, (2.1) összefüggések közül vagy (i) vagy (ii) mindig
kielégíthető. Ha (i) elégíthető ki valamilyen G máta-ixszal, akkor ezt az A
jobb oldali inverzének vagy jobb inverzének, az A mátrixot pedig jobbról
invertúlha,lónak nevezzük. Hasonlóan van definiálva a balról invertálható A
mátrix és annak bal oldali inverze vagy bal inverze. Jobb oldali inverzre az Ar/ 
bal oldali inverze az AL1 jelölés használatos. A mátrixelméletben az inverz
mátrix legrégebben ismert és igen gyakran használt általánosításai a jobb,
illetve bal oldali inverzek. Ezért először ezekkel foglalkozunk.

Legyen Am X n típusú mátrix, melynek rangja e(A) =m. Ebben az esetben
az AA* m-edrendű és m-edrangú kvadratikus mátrix. Így az (AA *J-1 inverz
létezik, tehát fennáll az

Ím= (AA*)(AA*)-l = A[A*(AA*)-1]
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összefüggés, ahol Im az rn-edrendű egységmátrixot jelöli. Látható tehát,
hogy maximális sorrangú A mátrixnak van A;/ jobb oldali inverze, hiszen az

A1/ = A*(AA*)-1

mátrix valóban teljesíti a jobb inverz kritériumát.
Hasonlóan, ha e(A) = n, akkor létezik A L1 bal inverz, amellyel az

Az1A=ln
egyenlőség teljesül, hiszen pl. az (A*A) -1A * mátrix alkalmas választása az
A z:1 bal inverznek. Nyilvánvaló, hogy Az:1 és Ar? csupán azokban ~t speciális
esetekben létezik, ha az m X n típusú mátrix rangja n vagy m. Ha n =/= m, az
Az:1 és A-i/ közül csak egyik létezhet, de nem egyértelműen. Igaz ugyanis a
következő tétel.

2.1. 'Tétel. Legyen A m x n. típusú mátrix. Ha e(A) = m, akkor az AG= I
egyenlet általános megoldása

G= VA*(AVA*)-1,

ahol V tetszőleges n-edrendű mátrix, amelyre q(AV A*)= q(A). Ha e(A) = n,
akkor a GA = I egyenlet általános megoldása

G = (A*VA)-1A*V, 

ahol V tetszőleges m-edrendű mátrix, amelyre e(A* VA)= e(A). 
Ha az A mátrix rangja q(A) = r < min (m, n), akkor a (2.1) egyenlőségek

egyike sem elégíthető ki semmilyen G mátrixszal sem. Azonban a (2.1) egyen­
lőségek következménye a gyengébb

(2.2) AGA= A

összefüggés, amelyet kvadratikus ncmszinguláris A esetén csak a G = A -1

inverz elégít ki, így a (2.2) egyenlőséggel meghatározott G mátrix az inverz
mátrix egy általá.nosttásának tekinthető. Igaz a következő lemma.

2.1. Lemma. Tetszőleges A esetén a (2.2) egyenlőség kielégíthető valamely G 
mátrixszal.

Legyen ugyanis az A rn x n típusú mátrix rangja e(A) = r és Jegyen az A 
egy rang faktorizációja (vagy másként bázis íaktorizációja) A = BC, ahol
tehát a B m »;» típusú, a O rxn típusú mátrix, amelyeknek ntngja e(B) =
= e(C) = r. B tehát teljes oszlopra.ngú, így Bz1 bal inverze létezik, 0 pedig
teljes sorrangú, így 07:/ jobb inverze létezik. Legyen G = Cr/ Bz:1, akkor

2.1. Megjegyzés. A 2.1. lemma állítása következik Penrose már idézett téte­
léből is hiszen (2.2) megegyezik az (l) Penrose egyenlettel, s így a tétel alapján
ennek tetszőleges A mátrix esetén van megoldása.

2.1. Deiiniciá. Legyen A m X n típusú mátrix. Az n x m típusú G mátrixot,
amely kielégíti a (2.2) egyenlőséget az A általánosított inverzének, vagy g­
inverzének nevezzük és jelölésére az A - szimbólumot használjuk.

Az A - tehát tetszőleges olyan mátrixot jelöl, amely az A mátrixszal kielégíti
a (2.2) egyenlőséget. A (2.2) megoldása azonban általában nem egyértelmű,
(2.2) megoldásainak összességét jelölje Sf<i), ahol az alsó index az (1) Penrose
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egyenletre utal. Így A - azt jelenti, hogy A - E cyciJ· Vizsgáljuk meg most mi
jellemzi a cy(l) osztályba tartozó g-inverzeket.

2.2. Lemma. Egy G mátrixra vonatkozóan az alábbi állítások egymással
ekvivalensek

a) G az A mátrix g-inverze, azaz GE (~\1);

b) az F = AG mátrix idempotens és (!(F) = trF = (!(A); 
e) a H = GA mátrix idempotens és (!(H) = trH = (!(A). 

Itt trP a P = [p;1] kvadratikus mátrix nyomát - vagy másként spurját
n n

jelöli, azaz trP = J; Pu= J; A;(P), ahol A;(P) a P mátrix sajátértékeit jelöli.
i=l i=l

Mint a mátrixelméletből ismeretes egy P2 = P idempotens vagy projektor
mátrix valamennyi zérustól különböző sajátértéke 1-gyel egyenlő, így rangjára
valóban igaz a (!(P) = trP egyenlőség.

2.3. Lemma. Ha A - az A mátrix g-inverze, akkor

(2.3) (!(A-) 2 (!(A). 

A cy(l)osztályba tartozó általánosított mátrix inverzek rangjára tehát a (2.3)
egyenlőtlenség érvényes. De ennél többet is mondhatunk: Fisher [7] ugyanis
a következő tételt bizonyította.

2.2. Tétel. Legyen az A m x n. típusú mátrix rangja (!(A)= r. Akkor tetsző­
leges, az r :s;; q < min (m, n) egyenlőtlenségnek eleget tevő q egészhez van az
A mátrixnak olyan A- inverze, amelyiknek rangja (!(A-) = q. 

Mint az a (2.3) egyenlőtlenségből látható, nem szükségképpen igaz, hogy
A - és A egymásnak kölcsönösen g-inverzei. Ahhoz, hogy A és A - egymásnak
kölcsönösen g-inverzei legyenek, az A - mátrixnak ki kell elégítenie az

(2.4) AGA = A, GAG= G

egyenlőségeket, tehát az (1) és (2) Penrose egyenletet. A Penrose tételből
következik, hogy ilyen tulajdonságú g-inverz mindig létezik.

2.2. Definíció. Az n X m típusú G mátrixot az Am X n típusú mátrix reflexív­
inverzének nevezzük, ha kielégíti a (2.4) egyenlőségeket.

A reflexív inverzekre az A,-:- jelölést, a reflexív inverzek osztályára pedig
a ~<iz) jelölést használjuk, az alsó indexszel utalva arra, hogy a q.ciz) osztályba
tartozó inverzek kielégítik az (1) és (2) Penrose egyenletet.

A g-inverzekre vonatkozó (2.3) egyenlőtlenségből az is következik, hogy ha
A- Eq.ciz)• akkor e(A -) = e(A). Igaz azonban ennek a megfordítása is, pon­
tosabbun a következő tétel.

2.3. Tétel. Az A mátrix A - inverze akkor és csak akkor reflexív inverz, ha
[!(A-) = (!(A). 

2.2. Megjegyzés: A 2.2. és 2.3. tétel következménye, hogy ha A maximális
rangú, azaz (!(A) = min (m, n), akkor A tetszőleges g-inverze szükségképpen
reflexív.

Felmerül a kérdés, hogy egy A - g-inverz ismeretében miként konstruál­
ható egy reflexív inverz. Erre ad választ a következő lemma.

2.4. Lemma. Az A mátrix G inverze akkor és csak akkor reflexív inverz, ha

G = A-AA­

alakban írható valamely A - g-inverz segítségével.
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Mint azt már a bevezetőben is láttuk, a g-inverzek a konzisztens lineáris
egyenletrendszerek megoldásánál jutnak szerephez. Erre vonatkozik a követ­
kező tétel.

2.4. Tétel. Legyen Am X n típusú mátrix és legyen A - az A mátrix tetszőleges
g-inverze, továbbá H = A-A. Akkor

~1,) az Ax = 0 homogén egyenlet általános megoldása x = (I - H)z, ahol
z tetszőleges vektor;

b) az Ax= b konzisztens inhomogén egyenlet általános megoldása

x =A-b+ (I - H)z,

ahol z tetszőleges vektor;
e) annak szükséges és elégséges feltétele, hogy az Ax = b egyenlet konzisz­

tens legyen, az

egyenlőség teljesülése.

Az Ax= b konzisztens egyenlet egy partikuláris megoldását tehát A-b
alakban állíthatjuk elő valamely A - g-i n vorz segítségével. Ha, a megoldásokra
további megkötéseket teszünk, ezzel leszííkitjük a keresett 1mrtikulári8 meg­
oldásokat A-b alakban clőállitó g-inverzek osztalyát, Megkötést tehetünk
például a megoldás vektor ncmzórus kom ponenscinck Hzárnáru,.

2.:L Definíció. Az Ax= b konzisz tcnr, egyenlet xb megoldását bázismeqoldás
nak nevezzük, ha

(i) Axb = b, tehát x,, mcgoldáa és
(ii) az xb vektornak J 'gfoljehb r nomzérus komponense van, ahol r = c(/1).

A bázismegoldáat előillító inverz fogalmát Rosen 121_1 vezette be. Jelöl(>sére
az A; szimbólum husz.ná.la.tos. Az /11;- in vcrzek jollcmzését adja a kövctkozö
lemma.

2.5. Lemma (lásd PS] 30. o.). Legyen nz A m x n. típusú mú.trix n1,ngja
e(A) = r. Az A- o-inverz az Ax-= ú konzisz tcn« egyenletrendszer egy bázis­
megoldását állítja elő, ha van olyan P pcrrnu tációs rnú.Lrix , amelyet

p
I
p] 

. p~ 

particionált alakban Íl'Vi.L a P1 rx n. és a P., (n - r)Xn típusú mátrix úg~',
hogy T\A- = (AP;)z1, !\A-A - o. - 

Végezetül megmutatjuk, hogyan konst.ruá.lh..itó egy A; inverz. Mivel
e(A) = r, az A osz.lopai átrendezhetők úgy, hogy az ei8G r oszlop lineáris11n
független legyen. Ez az átrendezés egy alkalmas P porrnutá iós rnátrixszttl
való jobb oldali szorzás útján áll elő. Jelölje az átrendezett mátrixot B, akkor

AI'-= B = [B1B27,
ahol B1 rn »;r és B2 rnx (n - r) típusú. Legyen most
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ahol G2 tetszőleges (n - r) Xm típusú mátrix, amelyre G2B = 0, akkor

A;;= P'Bb. 

Hasonlóan konstruálható olyan g-inverz is, amely az Ax = b konzisztens
egyenlet olyan partikuláris megoldását állítja elő, amelynek legfeljebb s > r
nemzérus komponense van.

3. A g-inverzek geometriai jellemzése ,

Bevezetésül a lineáris algebra néhány fogalmát és a szükséges jelöléseket
ismertetjük.

Az A m x n típusú mátrix &l(A) oszlopterén az A oszlopvektorai által felfeszí­
tett lineáris teret értjük. Jelölje a valós szám n-esek lineáris terét @n. Akkor
az &l(A) lineáris tér az l!!,m tér azon vektoraiból áll, amelyek Ax alakban állít­
hatók elő valamely x vektorral. Ha az A mátrixot mint az @n teret az @m
térre leképező lineáris transzformációt tekintjük, akkor &t(A) e transzformáció
képtere. Az A mátrix gl'c(A) zérustere az ©n tér azon vektorainak összessége,
amelyeket a transzformáció az ©111 tér zérusvektorába visz.

Legyen adv EL egy~ lineáris tér és annak két altere 8 és gr_ Ha 8 és gr diszjunk­
tak - tehát 8 n gr közös részük csak a zérus vektorból áll - , akkor összegüket
dire/ct összegnek nevezzük. Az 8 E8 gr direkt összeg szintén altér, amelynek
vektorai egyértelműen állíthatók elő a+ T alakban, ahol a E 8, TE gr_ Speciá­
Jis:111, ha 8 E8 W = ~' a.kkor /ír a:,; 8 kotroplemeniurna vagy komplementer altere
a 0

)9 térben. Az 8 E8 gr direkt összegről ekkor azt mondjuk, hogy az a ~ tér
egy dü·ekl [elboniása:

Legyen ~• ~ térben skaláris szorzat (belső szorzat) értelmezve. Ha most 8
ismét a~ altere, akkor a~ azon vektorainak összessége, amelyek ortogonálisak
az 8 valamennyi vektorára, sz i ntén alteret alkotnak, amelyet á\.L jelöl s amelyet
az 8 ortoqonális lcornpLem,entumiának nevezünk. Nyilván 8 E8 8.L a~ egy direkt
íoibontásu.: S E8 á\.L = ~-

Legyen P n-ed.rendü z-edrangú idempotens mátrix (vagy projektor mátrix),
tehát P2 = P. Legyen P osz loptere &l(P) és zérustere m(P). A P idempotens
tulajdonságából következik, hogy &t(P) E8 8J7..(P) = ©11

, így tetszőleges 2: E @11

vektor egyértelműen írható x =e+ v alakban, ahol cE&t(P), vE8J7..(P). AP 
odornpotcns mátrix az @11 tér olyan vetítő transzformációja, amely a tér bár­
mely x = c-1-v(e E &t(P), v E m(P)) vektorához a e vektort rendeli, azaz az @11

teret ,1z &l(P) altérre vetíti (innen a projektor mátrix elnevezés) s a vetítés
iránya az m(P) altér. Ha fol akarjuk tüntetni, hogy egy adott P projektor
mátrix milyen 8 altérre vetít és milyen gr irányú vetítéssel - ahol persze
8 E8 gr = @" és 8 = &l(P), 8T = 8J7..(P), akkor erre a P = Ps« jelölést használjuk.
Speciálisan, ha 8J = fD.L, azaz a vetítés iránya ortogonális, az 8 altérre, akkor
a mátrix szimmetrikus, tehát a P = P$&~ mátrixra P* = P igaz.

Ha a .P n-edrendü és r-edrangú projektor mátrix egy rang faktorizációja
P = S'I' - ahol tehát S n X r típusú és T r X n típusú mátrix és &l(P) = &l(S), 
m(P) = 8J7..(T) - , akkor TS= Ir. Végül pedig ha P = Piff n-edrendű r-edrangú
idempotens mátrix - amely tehát az 8 altérre gr irányban vetít - , akkor az
I - P mátrix is idernpotens, mégpedig (n - r)-edrangú, amely a gr altérre 8
irányban vetít, azaz I - P = P,H·
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3.1. Megjegyzés. Röviden utalni szeretnénk arra, hogy a projektor mátrixok
jutnak fontos szerephez a lineáris feltételű konkáv programozási feladatnak
a gradiens vetítési módszerrel történő megoldásánál is [22]. Ez az eljárás egy
módosulata az eredeti gradiens módszernek, amely szerint egy adott x0 pont­
ból kiindulva egy f(x) nemlineáris függvény maximuma helyéhez konvergáló
x0, :ri, x2, ... pontsorozat megkonstruálásánál az X; pontból az /(x) függvény
x1 pontbeli gradiense irányában (amely irányban az /(x) függvény a leggyor­
sabbun változik) választjuk az X;+i pontot. Hogy a lineáris feltételekből adódó
konvex tartományból ne jussunk ki, ezt az eljárást ekkor úgy módosítjuk,
hogy a gradiens helyett ennek egy Si altérre történő ortogonális vetületét hasz­
náljuk, ahol az S alteret a konvex tartományt határoló, az x1 pontot tartal­
mazó hipersíkok valamely lineárisan független rendszerének közös része
(metszete) határozza meg. A továbblépés irányát az f(x) konkáv függvény :i;1
pontbeli gradienséből, tehát egy PssJ. alakú projektor mátrixszalvaló szorzással
kapjuk.

Vizsgáljuk most az általánosított inverzek geometriai jelentését. Legyen
A m X n típusú r-edrangú mátrix, melynek oszioptere &\, e $111 és zérustere
8fl e $11• Ha az nxm típusú G mátrix az A mátrixnak egy g-inverze, akkor
a 2.2. lemma szerint az F = AG, ill. a ff= GA m-edrendű, ill. n-edrendű s
mindkettő r-edrangú idempotens mátrix. Ebből következik, hogy az F oszlop­
tere megegyezik az A oszlopterével, zérustere pedig tartalmazza a G zérus­
terét; a H oszloptere benne vun a O oszlopterében, zérustere pedig megegyezik
az A zérusterével, azaz igazak a

(3.1) &i,(F) = &i, 

!ifl(H) = !ifl 
és

sar, 2 !ifl(G) 

sin, ~ &\,(G)

relációk. Abban az esetben, ha G reflexív inverz, tehát ha e(G) = r, akkor a
(3.2) tartalmazási relációkban is az egyenlőség jele érvényes. A (3.1) és (3.2) 
alapján az P, ill. H projektor mátrix a következőképpen jellemezhető:

(3.2) 

(3.3) 
F =AG= PMl(P)' 

ff= GA= p/i..(H)Sll., 

si: l1') 2 sue,
&\,(//) ~ &\,(0). 

Az F projektor mátrix tehát az {1/,m teret az adott &!, altórre vetíti, a vetítési
iránya azonban fiigg a G általánosított inverz megválasztásától, míg a H projektor
mátrix esetében adott a vetltós !ifl iránya s az altér, amelyre H az $" teret
vetíti, fiigg a G általánosított inverz megválasztásától.

Felmerül ezután a kérdés: ha adva van az A mxn típusú és r-edrangú
mátrix, melynek oszloptore &\, és zérustere !ifl, akkor tetszőlegesen megválasztva
a Q és g)R altereket úgy, hogy&\, EB Q = $Jm és 8JR EB /PZ = ~n teljesüljön, van-e
az A mátrixnak olyan G általánosított inverze, amelyekkel fennállnak a kívánt

F =AG= P/i..a, 

H =GA= P&rrm, 

Q;;;:i/P7,(G) 

g)Jc ~ &i,(G) 
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relációk. A kérdésre adható igenlő választ itt Egerváry [4] és Langenhope [ll]
megfogalmazásában közöljük. Eredményüket mindketten reflexív inverzekre
bizonyították.

3.1. Tétel. (Egerváry): Ha az adott r-edrangú A m x n. típusú mátrix bázis­
faktorokra bontott alakja

A=RN 

(ahol tehát R m:»;» típusú, N pedig r x n. típusú mátrix és &t(A) = &'1,(R), 
8Jl(A) = 8Jl(N), akkor az

illetve
(AG)2 = AG 

(GA)2 = GA 

összefüggéssel definiált r-edrangú G inverz mátrix

G = M(NM)-1(QR)-1Q

= M(QAM)-1Q

alakban állítható elő, ahol M és Q tetszőleges, csupán a I MN I =/= 0, I QR I =I= 0
feltételeket kielégítő mátrix (I XI az X kvadratikus mátrix determinánsát
jelöli).

Geometriailag szemléletesebbek Langenhope alábbi tételei.
3.2. Tétel. (Langenhope): Legyen A m X n típusú r-edrangú mátrix, amely­

nek oszloptere &t és zérustere 5JZ. Legyen D az &t tetszőleges komplementer
altere az &;m térben: &t EB D = &;m és g)TI, az §l tetszőleges komplementer altere
az $" térben: 6lll EB §l = $11• Akkor van olyan G mátrix, amely kielégíti az

(3.4)

és
(3.5)

AH=PM 

GA= PW![ 

egyenlőségeket. Ha A = RN O az A mátrix egy rang faktorizációja (tehát
Rm X r típusú, N0 pedig r X n típusú mátrix) Q0 pedig a P!ila = RQ0 felbontásá­
ból, M pedig a Plffíl8Jt = MNO felbontásából van meghatározva, akkor

(3.6)

kielégíti a (3.4) és (3.5) egyenlőséget.
3.3. Tétel. (Langenhope): A (3.6) alatti G = MQ0 mátrix csupán a D és gJTI, 

altér megváJa1:,ztásától függ, s nem függ attól, hogy az A rang faktorizációjánál
milyen R mátrixot választottunk.

Ha az B mátrixot már megválasztottuk úgy, hogy &t(R) = &t(A) = &t 
teljesüljön, akkor ~LZ A = RN0 felbontásból N0 egyértelrnűen meghatározható.
A O és &!ff tetszőleges választása mellett most már R és NO ismeretében a
P!M,a = RQ0 és P8J11.5l1 = MN O összefüggésből a Q0 és M mátrix is egyértelműen
meghatározható. Vegyük figyelembe, hogy a P!f.a = RQ0 alapján Q0R = I,,
ill. a P8Jl1.m = MN O alapján N 0M = I,, így egyszerű behelyettesítés után be­
látható, hogy a G = MQ0 mátrix valóban kielégíti az (3.4) és (3.5) egyenlősé­
geket és kielégíti az

AGA = A, GAG= G
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összefüggéseket is, tehát G az A reflexív inverze. Az így konstruált reflexív
mverz oszloptere &l(G) = á)Tl és zérustere c9l(G) = Q, amit az

(3.7) Airn = G = MQ0 

jelöléssel fejezzük ki. Mivel A.mw reflexív inverz, így e(Amw) = e(A) = r.
Az Airn inverze vonatkozik a következő nagyon fontos tétel:

3.4. Tétel. (Langenhope): A (3. 7) alatti Ai1w mátrix az

AG= Pse, GA = Pí!Twr., e(G) = e(A) 
egyenletek egyértelmű megoldása.

3.2. Jlfeojegyzés. Vegyük észre, hogy az Airw inverz a speciális Q = &l_..L,
á)[ = ffl_..L választás esetén megegyezik a pseudoinverzzel, azaz

A.w..L&..L = A1·• 

Így a 3.4. tétel alupjé.n az A+ pscudoinverz egyértelmű megoldása a

AG= PM-L, GA = Pm..Lm, e(G) = e(A) 
egyenleteknek. Ezek tehát az (l)-(4) Penrose egyenletekkel ekvivalensek.
Moore is lényegében így de-fin iúlta az általa ,,general reciprocal" -nak nevezett
pseudoin verzct

Langenhopo eredményei arra szolgált:ttnak póldút, hogy tetszőleges A 
mátrixhoz egyértelműen létcxő á.ltalánosítot.t inverzei; többféleképpen lehet
definiálni.

Ha a 3.2.-3.4. tételek feltételeiből elhagyjuk a e(G) = e(A) megkötést,
akkor a megoldás általában nem egyértelmű. !Lkkor a következő tétel igaz.

3.5. Tétel. Legyen A rn X n típusú z-cdra.ngú má.trix, melynek oszloptcre &l,
és zérustcre á)l. Legyen Q az &l, t tszőlegcs komplementer altere az él>"' térben:
&l, E8 Q -= ©m és g)JL az c9l tetszőleges komplementer altere az©" térben: .3l[ E8 c9l=
= ~".Az.A mátrixnak mindig van olyan G álba.lánosltot.t. inverze, amelyre

al(G) ~ áJtl, ffl_(G) ~ a, e(G) ~ e(A). 

4. Továhhi általánosított jnvcrzek

A 2. pontban már vizHgúltuk a (j/ci) és a (j/(1~) inverz osztályt. Most azt vizs­
gáljuk meg, hogy milyen tulajdonságú á.ita.lá.nositotb in vorzckhcz jutunk, ha ,1z
(1)-(4) Penrose egyenletek más kombinációinak kiclégítóséL követeljük rneg.

A C'J<14) és a (ji(ti,,) inverz osztály
Jelölje (j/(u), az A m X n típusú mátrix azon á.ltalánositot.t inverzeinek osztá­

lyát, amelyek kielégítik az

(4.1) AGA= A, (GA)*= GA

feltételeket, azaz az (1) és (4) Penrose egyenletet.
A 3. pont alapján a (4.1) föltételek geometriai megfogalmazása:

(4.2) Ji= GA = Pm..Lm, &l(G) 2 c9l(A)..L = &l(A*),
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azaz· olyan legyen a G általánosított inverz, hogy oszloptere tartalmazza az A 
zérusterének ortogonális komplementumát, tehát az A* oszlopterét. Ebből
már egyszerűen adódik a következő lemma állítása.

4.1. Lemma. Az A mátrix G általánosított inverze akkor és csak akkor tar­
tozik a C'.J(H) osztályba, ha

GAA* = A*
teljesül.

Érdemes azt is megnézni, hogy az (1) Penrose egyenlet mellett a (4) egyenlet
teljesülése milyen, a lineáris egyenletrendszerek megoldásánál felhasználható
tulajdonságot kölcs9nöz egy g-inverznek.

Már láttuk, hogy az Ax = b konzisztens egyenletrendszer bármely megoldása
x = Gb alakban állítható elő, ahol G EC'.Jci)· Felmerülhet a kérdés, vajon meg­
választható-e a G inverz ab vektortól függetlenül úgy, hogy bármely, konzisz­
tens egyenletrendszert adó b vektor esetén, az Ax= b megoldásai között
az ezen G mátrixszal előállított Gb megoldás minimális normájú, azaz

min 11 x 11 = 11 Gb 11-
Ax=b

Itt 11 x 11 az x vektor euklideszi normáját jelöli, tehát

II x II= Vx* x

ahol x* y, az x, y E~" vektorok skaláris szorzata. A kérdésre a következő tétel
ad választ.

4.1. Tétel. (f19] 45. o.): Legyen Gaz A mátrixnak olyan g-inverze, hogy Gb
minimális normájú megoldása az Ax = b egyenletnek bármely b E JJL(A) esetén.
Ehhez szükséges és elegendő, hogy G kielégítse az

AGA= A, (GA)*= GA
feltételeket.

Az Ax = b konzisztens egyenletrendszer általános megoldása a 2.4. tétel
szerint ugyanis Gb -+ (I - GA)z, ahol GE <'.Jo) és z E íE,11 tetszőlegesek. Legyen
most Gb minimális normájú bármely konzisztens egyenleteket adó b esetén,
azaz

11Gb 11 :s;; 11Gb + (I-GA)z II vbE~(A), zEíE,11
,

vagy a b helyére Ax-et írva

11 GAx II::::;; II GAx + (I - GA)z 11 vx, z E $11
• 

A norma definíciójat figyelembe véve ez akkor és csak akkor teljesül, ha

(GAx)*(I - GA)z) = o 
Ebből r1 

vx, z E$". 

(GA)*(/ - GA) = 0

feltételt kapjuk, ami ekvivalens a (GA)* = GA feltétellel.
4.1. Megjegyzés. Vegyük észre, hogy bármely GE C'.J<14l általánosított inverzzel

szorozrnk halról az A mátrixot, a H = GA = Pm.J_m., tehát mindig ugyanaz
a hermitikus projektor mátrix. Ennek következménye az is, hogy bármely
rögzített b E JJL(A) esetén a 11 Gb 11 norma minden GE C'.J<14l inverzzel ugyanaz.
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Ha egy GE Sf<HJ inverzre speciálisan e(G) = e(A), akkor G kielégíti az (1) 
(2) és (4) Penrose egyenletet. Az ilyen Sfc124J osztálybeli inverzre szokásos a
balról gyengén általámositoü inverz elnevezés és az A;;:, jelölés. Az A mátrixnak
egy A;;:, inverzét könnyen előállíthatjuk az AA* mártix egy (AA*)- inverzének
ismeretében. Az

(4.3) A;;;= A*(AA*)- 

előállítás Urquharttól [24] származik.
4.2. Megjegyzés. Láttuk már, hogy ha az A mxn típusú mártix maximális

rangú: r = min (m, n), akkor minden A - inverz egyben A; reflexív inverz.
Nagyon könnyen konstruálható azonban A;;:, inverz is.

a) Ha r = n, azaz A maximális oszloprangú, akkor bármely A- inverz
bal inverz, hiszen H = A -A r-edrendű és r-edrangú idempotens mátrix, így
szükségképpen az egységmátrix. Az egységmátrix azonban hermitikus, így
minden A - inverzre A-A =Ir= (A-A)*, tehát az A bármelyik általánosí­
tott inverze balról gyengén általánosított: A - = A;;:,. 

b) Har= m, azaz A maximális sormngú, akkor az AA* mátrix nemszingu­
láris, tehát ebben az esetben a (4.3) előállítás alapján az A mátrixnak az

A;;; = A*(AA.*)-1

az egyetlen balról gyengén általánosított inverze, így ez megegyezik az A+ 
pseudoinverzzel.

A Sf<t3l és SfCl23) unuerz osztály.

A cy(D) inverz osztály az A mátrix azon á.lta.lánoaítot.t inverzoiből áll, amelyek
kielégítik az

(4.4) AGA = A, (AG)* = AG 

feltételeket, azaz az (l) és (3) Penrose egyenletet.
A ( 4.4) feltételek geometriai megfogal mazásu:

( .t. 5) p = AG - pé;l.$.J_ m(O) ~ ~(A.)1- = m(A *),

vagyis a G általánoaitott inverz olyan Jegyen, hogy zérustorét tartalrnaezu az
A oszlopterének ortogonális kornplcmentumu, azaz az A* zérustere ..Ebb{5J
már egyszerűen adódik a következő lemma.

4.2. Lemma. Az A mátrix G á.ltn.lűnosltot.t in vcrzc akkor és csak akkor tar­
tozik a Sfc13) osz.tálybu ha

A*AG - A* 
teljesül.
A q<t3) és (\}c13l inverz osztály analóg viselkedése folytán várható, l10gy

a Sf<i3J osztályba tartozó invorzcknok is van egy jeJJegzetcs, a gyakorlati alkal­
mazások szempontjából fontos tulajdonsága. Ez valóban így van. A lineáris
becsléselmóletben, idősorok kiegyenlítésénél stb. fellépő Ax= b egyenletek
inkonzisztensek, azaz b~~(A). Az Ax= b inkonzisztens egyenletrendszer
legkisebb négyzet megoldásán olyan x vektort értünk, amelyre

11 Ax - b 11 = inf 11 Ax - b 11,
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tehát az Ax eltérése a b vektorból normában a lehető legkisebb. Természetes
az a törekvés, hogy a legkisebb négyzet megoldásokat is Gb alakban állítsuk
elő alkalmas G mátrixok segítségével. Hogy milyen feltételeket kell kielégítenie
egy ilyen mátrixnak - amelyről még nem tudjuk, vajon általános inverz-e - ,
ezt a következő tétel mondja meg.

4.2. Tétel. ([19] 48. o.): Legyen G olyan mátrix, hogy tetszőleges b E £,n ese­
tén Gb legkisebb négyzet megoldása az Ax= b egyenletnek. Ehhez szükséges
és elegendő, hogy G kielégítse az

AGA= A, 
feltételeket.
A bizonyítás hasonló a 4.1. tétel bizonyításához.
4.3. Megjegyzés. A GE (Sj'<13) általánosított inverzekre az a figyelemre méltó,

hogy itt az F = AG = Pgp,,gp,,J.. idempotens mátrix mindig ugyanaz. Ennek
következménye a legkisebb négyzet megoldást előállító tulajdonság, ill. az,
hogy a 11 AGb - b 11 norma rögzített b E £,m esetén minden GE ~(la) mátrixszal
ugyanaz.
A q<123) inverz osztályt a ~c13) osztályba tartozó reflexív inverzek alkotják,

tehát olyan mátrixok, amelyek kielégítik az (1), (2) és (3) Penrose egyenletet.
Ezekre elterjedt a jobbról gyengén általánosított inverz elnevezés és az A;;­
jelölés. A (4.3) előállítás analogonja jobbról gyengén általánosított inverz
eJőállí tására a

(AG)*= AG 

(4.4)

kifejezés, amelyet Fisher [7] adott meg először.
4.4- . .Megjegyzés. Maximális rangú A m x n. típusú mátrixok jobbról gyengén

általánosított inverzciről a következők mondhatók.
a) Har = m, ,1z11z A maximális sorrangú, akkor bármely A - inverz egyben

jobbról gyengén általánosított is.
b) Ha r = n, azaz A maximá.lis oszloprangú, akkor a (4.4) előállítással

kapott
A;;-= (A*A)-1A* 

mátrix az egyetlen jobbról gyengén általánosított inverz s így ez szükségképpen
az A+ pseudoinverz.

Végezetül csak megemlítjük, hogy q<z) és q<231) osztálybeli inverzek vizsgá­
latával Fisher [7] és Meyer [12] foglalkozott.

5. Az A+ pscudoin verz

Most a pseudoinverzre vonatkozó legegyszerűbb és legfontosabb összefüggé­
seket tekintjük át röviden.

5.1. Lemma. Egy G mátrixra vonatkozóan az alábbi feltételek egymással
ekvivalensek

(5.1) AGA= A, GAG= G, (AG)*= AG, (GA)*= GA; 

(5.2) A*AG = A*, G*GA = G*. 
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E lemma alapján tehát az A+ pseudoinverz az (5.2) egyenletek egyértelmű
oldása. A következő lemma a pseudoinverz legegyszerübb tulajdonságait fog­
lalja össze. Az állítások egy részét már Penrose bizonyította, más részük
későbbi eredmény.

5.2. Lemma. Az A mátrix A+ pseudoinverzére az alábbi állítások igazak:

(i) (A+)+= A, 

(ii) (A*)+ = (A-f-)*,

(iii) (AA*)+= (A+)*A+, 

(iv) A+A = AA+, ha A normális mátrix, azaz AA*= A*A, 

(v) (A")+= (A+t, ha A normális,

(vi) (AA*)"f-AA* = AA+, 

(vii) (UAV)"f- = V*A+U*, ha U és V ortogonális mátrixok, azaz
u-1 = U*, v-1 = V*, 

(viii) ().A)+ = ). -1A+, ha ). =/== 0, 

(ix) A+= (A*A)+A*, 

(x) B m x r típusú r-edrangú és C r x n típusú r-edrangú, akkor
(BC)+= e+ B+, 

(xi) Ha A =IA;, ahol A;Aj = 0 és Af A 1 = 0 (i =/== j), akkor A 1- = L' At, 

(xii) A+= (A*A)+A* = A*(AA*) 1-. 

Lényegesnek tartjuk megemlíteni a közönséges inverznek azt a két fontos
tulajdonságát, amellyel a pseudoinverz á.ltalában nem rendelkezik.

l. Ha A és B nemszinguláris mátrixok, akkor (AB)-1 = B-1A-J, azaz
szorzat inverze a fordított sorrend. szabálya, szerint tényezőnként számolható.
Ez a szabály a pseudoinverzro nem érvényes, tehát általában (AR) f- =I= Br A+. 

2. Ismeretes a kvadratikus nemszinguláris mátrixok spektrális tulajdonsága:
ha Aii = },ii, akkor A -1u = ).-Jii, azaz (i) az A és A -1 sajátértékei egymás
reciprokai és (ii) az A és A-1 mátrixának ugyanaz fL sajátvektor rendszere.
A pseudoinverzre általában sem a (i) sem a (ii) t.u la.jdonság nem igaz. Külön
kutatási terület, hogy mi jellemzi azokat a mátrixokat, amelyeknek valamely
típusú inverzére az (i) és (ii) valamelyike teljesül (lásd pl. [201). A spektrális
tulajdonság rnegkövetésével is d.efiniálhatók azonban általánosított inverzek
(lásd pl. [6], 18] és [2] 26. o.). E spektrális inverzck - legalább is egyelőre -
csupán elméleti szempontból érdekesek; ismertetésüket itt mellőzzük.

Az előző pontban láttuk, hogy az S}(tA) osztályba tartozó inverzek segítségé­
vel az Ax = b konzisztens egyenletrendszerek legkisebb normájú megoldásai,
míg a q(lJ) osztályba tartozó inverzekkel az az Ax= b inkonzisztens egyenlet­
rendszerek legkisebb négyzet megoldásai állíthatók eléí ..Feltehetjük azt a kér­
dést is, vajon van-e olyan általánosított inverz, amelynek segítségével minimá­
lis normájú legkisebb négyzet megoldás állítható elő. A megoldás az A+ pseudo­
inverztől várható, minthogy A+ E q(l3) és A+ E Si'cii)· Valóban igaz a következő
tétel.
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5.1. Tétel. Legyen a GE C'.J<13) általánosított inverz olyan, hogy Gb minimális
normájú legkisebb négyzet megoldása az Ax = b inkonzisztens egyenletnek,
azaz

II Gb lln:::;;: II X u, Ax E {x: II v= - b llm < II Az- b llm yzE@n},
ahol II . lln, ill. II . llm jelölés arra utal, hogy a normák az ©n, ill. ©m térben
értendők. Ehhez szükséges és elegendő, hogy G = A+ legyen, azaz teljesülje­
nek az

AGA = A, GAG= G, (AG)* = AG, (GA)* = GA 
fel tételek.

6. EP, mátrixok, parciális izometriák

A mátrixelméletben a pseudoinverz fontos szerepet kapott egyes speciális
mátrixok jellemzésénél is. Erre mutatunk be röviden két példát.

A) Az l!JP, mátrixok

E mátrixokat Schwerdtfeger vezette be Hl50-ben megjelent könyvében
(Jásd J 23] 1:30. o.) eredetileg a szimmetrikus és ferdén szimmetrikus mátrixok
közös áfüdánosítása,iként. Az alább következő, ma elterjedt definícióban az
JEP, mátrixok a hermitikus és ferdén hermitikus mátrixok közös általánosítá­
sa.inak Lekinthetők.

G. l. De/infoió. A k vndratikus r-edrangú A mátrixot EP, mátrixnak mondjuk,
lm A .. K-= 0, akkor és csak akkor, ha A*X = 0, azaz ha

8lZ(A) = 8JZ(A*).

Tollát az JEP, mátrixok éppen azok a mátrixok, amelyeknek zérustere meg­
egyezik transzponált konjugá.ltjuk zérusterével, ami valóban közös tulajdon­
ság;t ,L hermi ti kus és ferdén hermitikus mátrixoknak. Vegyük észre azt is,
hogy a definíció magában fogla,Jja a nernszinguláris mátrixokat és a normális
mátrixokat is. 

th /1.,'Pr mátrixoknak igen nagy irodalma van; különösen Pearl, Katz és
Hearon v izsgá.latu: (pl. r07, po], [15]) jelentősek. Itt csupán Pearl 1966-ban
I> izonyí.tott eredményét közöljük, amely az mátrixokat pseudoinverzükkel
j e llcmzi.

G.L Tétet. (Pearl [15]): Egy A kadratikus mátrix akkor és csak akkor EP,
mátrix, ha pseudoinverzével felcserélhető, azaz ha

AA+= A+A. 

Az eredménynek az az érdekessége, hogy az EPr mátrixoknak ez a jellem­
zése sokkal természetesebb egyszerűbb formában fogalmazható, mint jóval
korábbi eredeti definíciójuk.

B) Parciálie izometriá!c

A parciális izometriákat az unitér mátrixok általánosításaként vezette be
Erdelyi [5] s azóta igen nagy irodalmuk van.

4- Szigma
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Ismeretes az unitér mátrixok izometria tulajdonsága: Az n-edrendű U 
mátrixot unitérnek nevezzük, ha az

y= Ux vx E tt,n
l.neáris transzformáció távolságtartó, azaz

II Ux1 - Ux2 II= II x1 - x2 II, VXi, x2 E@". 

A következő két feltétel bármelyike szükséges és elegendő ahhoz, hogy az U
mátrix unitér legyen:

(i)

(ii)

11 Ux 11 = 11 x 11, yx E @";

(Ux1, Ux2) = (Xi, x2), yx1, X2 E s-. 
A parciális izometriák az unitér mátrixok izometria tulajdonságát meg­

ragadó általánosításai.
6.2. Definíció. Az m X n típusú V mátrixot parciális izometriának nevezzük,

ha az
y = Vx

lineáris transzformáció távolságtartó, azaz

ahol a norma m, ill. n indexe arra utal, hogy az az $111
, ill. S11 térben értendő.

Könnyen belátható, hogy érvényes f1Z unitér má.trixokra vonatkozó (i)
és (ii) feltételek parciális izornetriákra érvényes analogonjai. Nevezetesen
a következő két feltétel bármelyike szükséges és elégséges a.hhoz, hogy a, V nix n
típusú mátrix parciális izomctria legyen:

( i) 

(ii)

[[ Vx [[111 = II X [[11, y:1;Eg)1(V)J_; 

A parciális izornetriák is jellemezhetők a psoudoinverz segítségével cl követ­
kezőképpen.

6. 2. Tétel. Az m x n. típusú V mátrix akkor és csak akkor parciális izomotria,
ha

V1 = V*.

Ez a tétel is mu tatja, milyen természetes általánosításai a parciális izornctri ák
az unitér mátrixoknak.

A hermitikus és unitér mátrixokat összekapcsolju a mátrixok poláris elő­
állítása, amely szerint minden kvadratikus mátrix előáll(tható egy pozitív
szemidefinit hermitikus mátrix és egy unitér mátrix szorzataként. Hearon
mutatta meg [9], hogy igaz egy olyan poláris előállítás is, amely minden
kvadratikus mátrixot egy pozitív szemidefinit hermitikus mátrix és egy
parciális izometria szorzataként állít elő.

E két példával is érzékeltetni kívántuk a pseudoinverz sokrétű szerepét
a mátrixelméletben.
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Ar7ú y g Gy.: ú a z d a s á g i r á n y í t á s é s n é p ­ 
g a z d a s á g i o p t i m u m é Budapest, 1970.
Közgazd. és Jogi Kiadó.

Simon György a címben szereplő
fogalmakat sajátos szemszögből köze­
líti meg. A népgazdasági optimumot
könyvében egy népgazdasági szintű
lineáris programozási feladat prirnál
megoldása (volumen terv) képviseli.
A gazdasági irányítás számára pedig
ugyanezen feladat duális megoldásai
megadják az erőforrások (termékek,
kapacitások stb.) optimális értékelé­
seit, (árnyékait), amelyek alapján ki­
a l a k í t h a t ó a népgazdaságí optimum
megvalósulását elősegítő árak, jöve­
delmok , adók, kamatok stb. rend­
szere.

Dimon György könyvéből a7, olvasó
áttck intést kaphat arról a kutató­
munkáról, amelyet a szerző a 60-a,s
óvokben a matema.tikui módszerek
közgazdasági elemzésben és tervezés­
ben való felhasználása érdekében foly­
tatott. Elsősorban a matema.tikai
progrnmozás és az árnyókárak állnak
érdeklődésének homlokterében. A 
könyv magvát többszektoros, múlt­
beli adu.tok a l ap j á n számszerűsített -
ex post - lineáris programozási mo­
dellel végzett vizsgálatok képezik.
Ezt termelési függvény és más mód­
szerek segítségével végzett tendencia
elemzések, valamint elméleti jellegű
(a modellek kapcsán felmerülő, illetve
11 továbbhaladás irányát jelző) prob­
lémák tárgyalása egéf.,zíti ki.

A 275 oldalnyi terjedelmű könyv
4 részre tagolódik. Az I. rész ,,A gaz­
dasági fejlődés néhány törvényszerű­
sége" címet viseli. Ebben a részben
a szerző és munkatársai (elsősorban
Kupcsik József) által végzett terme­
lési függvény számítások kerülnek
ismertetésre. Cobb-Douglas típusú
termelési függvényükben 4 tényezőt
vesznek figyelembe:
- létszám (munkaidő hosszával

korrigálva)
- termelőberendezések (átlagos

műszakszámrnal korrigálva)
- kutató-fejlesztő műszakiak ará­

nya (a meg nem testesült műszaki fej­
lődést hivatott reprezentálni),
- technikai felszereltség (a meg­

testesült műszaki fejlődés hatásának
számszerűsítése).

Először egy népgazdasági szintű
(lényegében teljes termelésre vonat­
kozó) termelési függvényt határoznak
meg; paramétereinek becsléséhez 26
ágazat 16 éves idősorait vették ala­
pul. A szerző részletesen tárgyalja a
statisztikai adatok kapcsán felmerülő
fontosabb problémákat, de nem tér ki
az adatok homogén voltának nyilván­
való problémáira (pl. 21 ágazatban
a teljes termelésre, 5-ben viszont a
nettó termelésre vonatkoznak a szá­
mítások!), s ugyanakkor eltúlozza
az illeszkedés pontosságának jelentő­
ségét. Ugyancsak figyelmen kívül
hagyja a termelési makrófüggvények
és azok alapján levonható következ­
tetések létjogosultságával kapcsola-
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tos problémákat. Ezek a hiányossá­
gok akkor válnak kritikussá, amikor
a függvény alapján ,,törvényszereisé­
geket" próbál feltárni, illetve a növe­
kedés forrásait, azok hozzájárulásá­
nak ,,mértékét" elemzi.

A népgazdasági szintű termelési
függvény paramétereit a későbbiek­
ben felhasználják a nemzeti jövede­
lem függvényének, illetve ágazati
termelési függvényeknek a számsze­
rűsítésére. Feltették (bár ezt elméle­
tileg aligha lehet megindokolni), hogy
a négy termelési tényező rugalmasaági
együtthatóinak arányai a különböző
függvényekben m.egegyewek Ezen
együtthatók (és az arányoBsági té­
nyező) szintjét úgy módosították,
hogy a kapott függvények legjobban
illeszkedjenek a megfelelő idősorok­
hoz.

Számításaik szerint a mennyiségi
tényezők (tőke és munkaerő) volumen­
hozadéka mind a, teljes termelés e8e­
tében, mind a nemzeti jövedelem ese­
tén csökkenő volt (0,8409, ill. 0,9891).
Ez utóbbi 0,9891-es érték kapcsán
a szerző két helyen is megjegyzi,
hogy ,,az elméletileg indokolt érték (l) 
jó közelítése." Nem magyarázza meg
azonban, hogy milyen elmélet in­
dokolná ezt az értéket (a konstans
volumenhozadékot).

A továbbiakban a parciális hoza­
dékok (hatáctermclókenysógek) alap­
ján elemzik az egyes termelési ténye­
zőknek a növekedésben betöltött sú­
lyát. Hasonló elemzéseket végeztek
egyes ágazl.Ltokrn i8. A becslések
viszonylagos pontosságára támasz­
kodva a szerző alaptalanul jelenti ki,
hogy ,,a kialakított függvényrendszer
alkalmas a termelés és termelékeny­
ség alakulásának viszony lag pontos
közép- és hosszú távú tervezésére,
nemcsak az egész népgazdaság, ha­
nem minden főbb ágazat, valamint
az egyes iparcsoportok vonatkozásá­
ban is." Az első rész hátralevő feje­
zeteiben hasonló szemléletű elernzé-

seket találhatunk az átlag és határ­
termelékenység alakulásának jellem­
zőiről.

A II. részben (Népgazdasági opti­
mum tényadatok alapján) bemuta­
tott vizsgálat kimondott célja ,,ki­
kísérletezni, hogy milyen felépítésű
programozási modellel nyerhetünk
közgazdaságilag megalapozott ered­
ményeket a népgazdasági optimum
számítások egyik fő célja, az optima­
Iis árrendszer alapvető arányai tekin­
tetében". Részletesen foglalkozik a
szerző a lineáris programozási modell
néhány általános és az általa elfoga­
dott változat speciális jellemzőivel.
Modellje tényadatokra alapul (ex
post programozás), közelebbről egy
- az n4 5 9 - 61-es időszakra vonat­
kozó - ,,végáJJapot optimáló" mo­
dell.

A modell főbb jellemzőit az alábbi­
akban lehet röviden felvázolni. 30
ágELzatot (termékcsoportot) vesz fi­
gyelembe és modellje az ÁKM-re 
épül. Minden ága,mt számára adott
egyrészt egy .Jcötelozöen teljesítendő"
termelési tevékenység (termelés az
HJ59-es kapacitás és ráfordítási szer­
kezet mellett). Másrészt, az 1959-
és 1961-re vonatkozó Ál(M. adatok
alapján ún. növekmény módszerrel
meghatároz minden ágazat számára
egy másik (a termelést bővltó) tevé­
kenységet is. Ez utóbbi már nem
kötelezően előírt, ugyan is az adott
ágazati termékek rendelkezésre álló
mennyiségének bővítése megvalósít­
ható k o m p e t i t í v import növeléssel is.
A külkereskedelmi tevékenységek sze­
repeltetésének jellemző vonása, l10gy
nem-szooia.lista relációban termékcso­
portokra specializált, míg szocialista
viszonylatban a,ggregált (rögzített
struktúrájú) tevékenységeket alkal­
maz. A tevékenységek között szere­
pelnek még a pótlás és felhalmozás,
valamint az 1961-es tényleges volu­
menű és összetételű fogyasztás (kö­
telezettségként), illetve a többlet fo-
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gyasztás struktúrája két változatban.
A modell feltételei pedig terrnék-,
munkaügyi és devizamérlegeket, vala­
mint termelési kapacitás-, felhalmo­
zási, természeti és exportkorlátokat
tartalmaznak. (Méret: 104 feltétel,
119 változó.) A számításokat 3 külön­
böző célfüggvény mellett végezték el:
- nemzeti jövedelem többlet és a

fogyasztási többlet (növekmény-szer­
kezetbeni) maximálása
- mint az előbbi, de a többlet

fogyasztás struktúrája az 1961-beli
ténylegessel egyezik meg
- nem -szocialista devizaegyenleg

maximálása.
Mindhárom célfüggvénnyel két-két

változatban (az exportkorlátok két
különböző szintje mellett) számították
ki az optimumot. (Kisebb pontatlan­
ságot találhatunk az egyenlőség for­
májában felírt feltételek jellegére (85.
o.) és árnyékárára vonatkozóan (88.
o.). Az egyenlőségek ugyanis nemcsak
, , kötelezettségeket" képviselhetnek és
ennek megfelelően a hozzájuk tartozó
árnyékárak pozitívak is lehetnek,
nemcsak negatívak, ill. nullák.)

Felépítéséből adódóan lényegében
csak a termelés növelése (kapacitás
bővítés) és a külkereskedelmi tevé­
kenységek versenyeznek egymással
a modellben. Így azután ,,nem meg­
lepö, hogy az exportáló, vagy import­
tal helyettesíthető hazai termelőágak­
nál vannak jelentős eltérések a tény­
leges termelés és az optimális progra­
mok között." A modell szerkezetéből,
aggregáltságából és egyéb feltevései­
ből következik, hogy a népgazdaság
,,optimális szerkezetére" és az árnyék­
árakra kapott értékek - mint arra
a szerző is utal - fenntartássa.l keze­
lendők. Nem valószínű, hogy az ilyen
jellegű programozás a múltbeli fejlő­
dés elemzésének hatékony eszközévé
válhat. Ettől függetlenül, bizonyos
modell-szerkesztési és adatgyűjtési el­
vek jól tanulmányozhatók a kísérlet
alapján, azaz mindenképpen hasznos

, ,esettanulmányként'' értékelhetjük
a számszerűsített modellt.

A szerző először a ,,primál" meg­
oldásokból nyert gazdasági szerkeze­
tek (6 változat) főbb jellemzőit ismer­
teti, majd rátér az őt jobban érdeklő
árnyékárak elemzésére. A termék­
mérlegekhez tartozó árnyékárak -
bizonyos feltevésekkel - ,,optimális"
ágazati árszintekkénf értelmezhetők.
A 6 változatban számított árnyék­
árakat az összehasonlíthatóság érde­
kében normalizálni kellett. Ezt úgy
végezte el (az árszintek megfelelő
változtatásával), hogy az 1961-es
tényleges fogyasztási struktúra ár­
nyékáron mért összege minden eset­
ben megegyezett a tényleges árakon
számított értékekkel.

Az elemzés főbb következtetéseit
az alábbiakban foglalhatjuk össze:
a különböző programokból nyert nor­
malizált árnyékárak szóródása vi­
szonylag csekély volt (vagyis az
a d o tt modellben meglehetősen stabil­
nak mutatkoztak); a tényleges és az
árnyékárak átlagai alapján számított
árszintek eltérése nagyobb volt, mint
az utóbbiak és a világpiaci árak el­
térése. Ez a tény önmagában azonban
nem indokolja a szerző azon megálla­
pítását, amely szerint ,,a tényleges
1961. évi belföldi árrendszer messze
volt attól, hogy optimálisnak lehes­
sen nevezni''.

A következő fejezetben a többi ,,erő­
forrás" árnyékárai kerülnek ismerte­
tésre. Ezek közül a két alapvető ter­
melési tényezőre (munkaerő és tőke)
kapott kalkulatív értékelések és a
könyvben ismertetett elemzési lehe­
tőségek tarthatnak elsősorban érdek­
lődésre számot. Ez a fejezet számos
érdekes és újszerű megállapítást tar­
talmaz. Így például a szerző kísér­
letet tesz a gazdasági avulásnak a
számszerűsítésére, a differenciális ho­
zadékcsökkenésen keresztül. Hasonló­
képpen figyelemre méltó az élő­
munka ,,aláértékelésének" igazolása
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a gazdaságossági számításokban.
Ugyanakkor azonban találhatunk vi­
tatható megállapítást is, például a
differenciális hozadéki arányok és
bérarányok kérdésében. Ennél talán
célszerű egy kicsit elidőzni.

A probléma abból adódik, hogy a
modellekben (termelési függvény,
programozási feladat vagy egyéb)
szereplő összefüggések valóságtartal­
mát a szerző túlértékeli. A szerző
számításai szerint például az egye­
temet és középiskolát végzettek diffe­
renciális hozadéka kb. 7 - 9-szere1:,e a
szakképzetlen és 5- 7-szere:=;e a szak­
képzett dolgozókénak. Ugyanakkor a
bérek arányai 2 alatt maradnak. A
szerző egyértelmű következtetése,
hogy a bérarányokat fokozatosan kö­
zelíteni kell n hozadéki aránvokhoz.
Nem kívánok itt vité.ba 1:,zál!~i ,1 dif­
ferenciális hozudékokra épülő ár, illet­
ve bérarányok koncepciójáv ,11, arnc­
Iyet én hihásnuk tartok, do ,1 R1/,0rú5
elfogadni Iá.tszilc . .Elég arra felhívni
a figyelmet, ll()gy - jelen esetben -
az a tendencia, umoly szoriní, a Lech­
nikai és i.LZ általá.no« gazdasági fejlő­
dés a közép- és felsőfok ú végzei,tsé­
gűek létRzá11H1rányán,1k növekedésé­
vel jár, csak modellekben vehet fol
egyértelmű ok-okozat.i összef"i.iggést,
a valóságbun oz az összcíüggés sokkal
bonvolultabh. Ebből kövotkczöon r1
,,difforenciáli8 hozadékol." sem értel­
mezhetők ,,egy az ogyhon" :1 vc1lós{1g­
ban. Ugyanal; kor, rn(1R oldalról nézve,
még a ,,diplomás" katogörián belül .ÍH
viszonylag kevés azok szám 11, ak ik
tényleg jelentősen ho1/,zítjáruln,1k a
növekedéshez, míg a többiek ,,Uirs:i­
dalmi hozadéka" nem vulósz inű, hogy
lényegesen eltér uz egyéb foglulkozta­
tottakétól. Persze, oz az egész kórdós
sokkal bonvolultabb annál mmtsom
néhány so;ban el Jehetn~ intézni,
inkább csak jelezni próbáltam a fonti
szemlélet vitathatóságát.

A továbbiakban a szerző az árnyék­
árakat ár-(árképzés) elméleti szem-

pontból vizsgálja. Figyelemre méltóak
a szerző főbb megállapításai, mint pl.
,,néhány legáltalánosabb sajátossá­
gon ... kívül nincsenek minden prog­
ramozási modellre egyaránt vonatko­
zó árnyékár-tulajdonságok", ,, ... a
modell és kiinduló adatai vonatkozá­
sában az árnyékárak nem nevezhetők
objektíveknek", vagy hogy az ár­
nyékárak jellemzésénél feltételezzük,
hogy a gazdasági valóságot nagyjából
elfogadhatóan tükrözi a felhasznált
programozási modell és annak kiin­
duló adatai Csak ezen utóbbi fel­
tevés teljesülése mellett lehetne a
szerző korábbi következtetéseivel ma­
radék talanu l egyetérteni. Részletesen
elemzi a prograrnoaási feladat árnyék­
árni és az AKM alapján számított
kalkulatlv árak közötti eltéréseket.
(ltt nem árt megjegyezni, hogy két­
Iajta kulkuiu.tív értékelési rendszerre
:c1 1,zollomi rokonság legalább annyim
jellemző, mint ,L vázolt oltérések.)
A fonti elemzés kapcsán k itér az ár­
típusok főbb jclicmzőiro is és fontos
árkópzós! követelményeket táray,d.
Majd mogfog11Jinu1/,z;,1 egyik tétoJét,
a.niollyel ebben ri [onn(1bm, nem értok
egyel: ,,KöveLke1/,ésképpon, a r:enl.rwn­
rírn·11élcár nem má8, mint J'vforx terme­
ll~ili.r- és júrndékelméleténP/c, e marx·i
elmélet szocinli8l(/, viszonyok !cDzött·i
áltnlánosílásának mer;/elelő rírforgalom,
a termelőerők és a lársadalwi mnnlca­
mer;osztás modern feltételeinek figye­
lem.bevételével.''

A Hl. réH1/,ben (Az optimális tervo­
zé8 egyes olvi és rnódszertm,i kérdései)
ol(íször ,,a dinamiku,; modell" néhány
probl6májáv1d fogJa,lko1/,ik . .Megf"ogai­
mn.zza, hog_y mit ért statikus, kvá;;i­
dirmmilrns és dinamikus mocloll ol­
novozóson, majd felírja az áltati vit,­
lasitott dim1mikus mocloH-válLozat
általános sémáját. Ez utóbbi egy több
időszakot felölelő I.ineáris progra,mo­
zási feladat; árnyékárrendszerének ér­
telmezése sok szempontból eltér a
statikus modellbelitől. Felvázol egy



KÖNYVEKRŐL 149 

koncepciót különböző távú ,,speciális
népgazdasági programozási modellek"
rendszerére és részletesen kitér a spe­
ciális modellek szerkezetének néhány
sajátosságára. Ezt a részt az optimá­
lis volumentervek és árnyékárak köz­
gazdasági realitásának feltételeiről szó­
ló fejtegetésekkel zárja.

A IV. részben (Kiegészítő vizsgála­
tok és az ex post optimalizálás kiin­
duló adatai) először a ráfordítási faj­
lagosak ,,dinamikájával" foglalkozik
1959-64. évi ÁKM és egyéb statiszti­
kai adatok alapján. A továbbiakban
a fogyasztási, a felhalmozási és az
export-import szerkezet, illetve a de­
vizaárak változásait elemzi a fenti
időszakban. Ebben a részben ismer­
teti ~t numerikus (programozási) mo­
dell főbb jellemzőit is. Az utolsó fe­
jezetben (a szerző közreműködésével
kidolgozott OMFH tanulmányok alap­
ján) a hatékonyság gyártmányszintű
elemzésének főbb (gépiparbeli) követ­
keztetéseit tárgyaJja,.

A szerző elsősorban a tárgyalt
modellek alkalmazásában rejlő lehe­
tőségek íoltérására, az azokkal végez­
hető v izsgábtok széles körének be­
mu t,a,tásán1 helyezte a hangsúlyt, ]%­
ből a, szernpontbó! feltétlenül hasznos
olvasmány lehet minden, e témakör
iránt énJeldódő olvasó számára, hi­
szen komplex módon, számításokkal
illusztrálja az elemzésben felhasznált
módszereket.

Viszonyln,g kevesebb helyet szen­
telt a modellek hiányosságainak, kor­
látainak megvilágítására, az alterna­
tív eljárások ismertetésére. Ezért az
olvasóban olyan benyomás keletkez­
het, hogy a szerző egyes vonatkozá­
sokban többre értókeli a fenti mód­
szerek adta lehetőségeket, mintameny­
nyi azoktól reálisan elvárható, illetve
hogy egyes tételei indokolatlanul ka­
tegorikusak, nem eléggé megalapozot­
tak. Fennáll annak a veszélye is,
hogy a témában nem eléggé járatos
olvasóban túlzott várakozásokat éb-

reszt a matematikai modellekkel szem­
ben.

Simon György könyvét összességé­
ben - vitatható tézisei ellenére -
hasznos hozzájárulásnak kell tekin­
tenünk a matematikai módszerek
gyakorlati alkalmazását propagáló és
azok hatékony felhasználási lehetősé­
geit kutató hazai irodalomhoz.

ZALAI ERNŐ

KREKÓ B.: Optimumszámítás. (Nem­
lineáris programozás) Budapest, 1972.
Közgazdasági és Jogi Könyvkiadó.
656 0.

A könyv folytatása és általánosítása
a szerző Lineáris programozás című
művének, amely ugyancsak a ,,Ma­
tematikai ismeretek gazdasági szak­
emberek számára" sorozatban jelent
meg 1966-ban.

Ez a könyv is hasonló felfogásban
íródott: az optimumszámítási felada­
toknak elsősorban nem az elméletét,
hanem a módszereit taglalja. Megér­
téséhez az olvasónak minimális ana­
lízis és matrixalgebrai ismereteken
kívül jóformán semmiféle matema­
tikai előképzettséggel nem kell ren­
delkeznie. A felhasznált fontosabb
alapfogalmakat a szerző külön össze­
foglalja. A bemutatott eljárások le­
írása néhány esetben nem elég tömör:
az egyszerűbb matematikai eszközök­
kel való megfogalmazás szükségsze­
rűen hosszadalmasabb leírást igényel.
Didaktikai szempontból viszont a
részletes leírás a mű egyik legnagyobb
érdeme: nem szorítkozik a kész algo­
ritmusok bemutatására, hanem szinte
végigvezet a módszerek kialakulásá­
nak logikai útján. A könyv bizonyí­
tásai világosak és áttekinthetőek, az
egyes fejezetek végén található nu­
merikus példák elősegítik az eljárások
könnyebb elsajátítását. Ugyanakkor
meg kell említeni, hogy az egyes mód­
szerek előnyei és hátrányai nem kap-
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nak elég hangsúlyt, pedig a gyakorlati
felhasználás céljára írt kézikönyvnél
ez talán a legfontosabb szempont. A
műben kevés útmutatást találunk
arra is, ha egy feladatot - például
a konkáv függvény maximumának
meghatározását - több különböző
módszer segítségével is meg lehet ol­
dani, ezek közül melyik a leghatéko­
nyabb.

A könyv a:1. optimumszárnítási fel­
adatok népes családjából csupán a
determinisztikus feladatokat emeli I< i,
és ezeket az ún. statikus módszerrel
oldja meg. Ezek köz ül is a, klassz ikus­
nak tekinthető, leginkább időálló el­
járásokat mutatja be, olyan képet
akar nyújtani, amely alapján az
olvasó - a szerző sz.ava.ivul élve -
,,már könnyen eligazodhat a szak­
irodalom napról napra bővülő terrné­
sében is".

A könyv két részre tagozód ik: a
folytonos és a nem folytonos problé­
mákat a megoldás alapvetöon eltérő
jellege miatt külön tárgyalja.
A szimplex módszer számítástoch­

nikailag a legegyszerűbb és ezért a
legáltalánosabban ulkalrnazot.t eljá­
rás. A szerző az előző könyvéhez ké­
pest annyiban nyújt újat, hogy a
módszert a már ismert lineáris prog­
ramozási feladaton túl hiperbolikus
és konkáv kvadrutikus függvény ma­
ximumának meghatároeésára is fol­
használja. Ez utóbbi esetben csupán
a belépési kritérium vizsgálata okoz
nehézséget.

A hatékony irányok módszere, más­
néven gradiens módszer sokkal álta­
lánosabb feltételek mellett alkalmaz­
ható: a lehetséges megoldások halma­
zát folytonosan deriválható k váz i­
konkáv függvények által megadoLt
egyenlótlenség-rendszer alkotja, ezen
keressük egy kvázikonk áv függvény
maximumát. A szerző bemutatja,
hogy az optimumot több irányból is
meg lehet közelíteni, és a különböző
módszereket hatékonyságuk szerint

össze is hasonlítja. A hatékonyságot
két egymással természetszerűleg ellent­
mondó követelménnyel: az algoritmus
bonyolultságával, illetve a konvergen­
cia gyorsaságával jellemzi.

A metsző síkok módszerével egy
közgazdasági szempontbólnagyon fon­
tos probléma, a degresszíven változó
költségek minimalizálása elemezhető.
A szerző az eddig ismert vizsgálatokat
több vonatkozásban is kiterjeszti,
és így a poliedrikus tartományon
kvázikonvex függvény minimalizálá­
sára elég hatékony eljárást szolgáltat.
A módszer n, metsző síkok elnevezést
onnan kapta, hogy az értelmezési
tartományt hipersíkok beiktatásával
fokozatosan szűk ítjük lo úgy, hogy
a viszonyhLg rossz megoldások kiesse­
nek.

Amennyiben a feladatban szerepló
függvények egyváltozós függvények
összegére bonthatók szét, úgy a
szimplex módszer segítségével - né­
mi körültek intéssel jó közelítő
megoldást, nyerhetünk. A szerxő ,1
sze1_mrábilis függvények módszerének
nevezett technikát úgy jellemzi, mint
egy egyszerűen ,1lgorit111izálhn,tó, de
sok gépid{ít igényJfí eljárást.

A szckvonciúlis módszer, ismertebb
nevén Nurnt-móclszer ,1 fob1d11t meg­
oldás.it -- segéd függvények bevezcté­
sévcl - feltétel nélküli szólsőórték
meghatározására vezeti vissza. A szer­
:1.íí igen rész lotoson ruu tatja be az
eljárást, mivel jó tulajdonságai m in.tt
- elég :'LitaJ(1nos feltételek mellett jól
konvergáló loká,lis optimumot szol­
gáltat egyre szélesebb körben
terjed cl. Didnktika! szempontból
külön kiemelendő, hogy a szerző a
módszer lényegét - a szokástól el­
térő logikája miatt - egyszerű pél­
dák levezetésén keresztül illusztrálja.
A szekvenciális módszer tekinthető a
vizsgált módszerek közül a leginkább
problémaorientált eljárásnak, ezért
á megoldási algoritmus kidolgozására
és a segédfüggvények konstruálására
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minden konkrét esetben külön ügyelni
kell.

Amennyiben a változók egy része
kizárólag diszkrét értékeket vehet fel,
úgy a megoldás sokkal bonyolultabbá
válik. A könyvben ismertetett nem
folytonos eljárások két csoportba oszt­
hatók: a feladat vagy a szimplex
módszerre visszavezetve, vagy a le­
hetséges megoldásokat sorbarendezve
oldható meg.

Az első csoportba tartozó módsze­
rek közül az elsőként publikált Go­
mory algoritmust mutatja be a szerző.
Az eljárás a metsző síkok módszeré­
hez hasonló elvekre épül, itt is az
értelmezési tartományt - pótlólagos
feltételek beiktatásával - fokozato­
san leszűkítve juthatunk el az opti­
mumig. A szerző hangsúlyozza, hogy
a módszernek - a számítógépi reali­
zálás nehézségei miatt - inkább el­
méleti, mint gyakor]a,ti jelentősége
van. Az utóhbi időben ezért alakultak
ki cL sokkal hatékonyabbnuk tekint­
hető kombinatorikus módszerek. Ezek
két alapvető típusát mutatja be a
könyv. A közvetlen leazárnlálási tech­
nika az összes szóbajöhető megoldást
végignézi. A szétválasztás és korláto­
zás módszere ennél sokkal hatéko­
nyabb, mert a célfüggvényre tett elő­
zetes becslés alapján a lehetséges meg­
oldások nagy részét csak implicit
módon vizsgálja meg. A szerző külön
bemutatja néhány olyan klasszikus­
nak számító diszkrét feladatnak a
megoldását is, mint a hátizsákprob­
lérna és a körutazási probléma.

Az utolsóként ismertetett gráfel­
méleti módszerekkel egy hálózat op­
timális úthosszát vagy az optimális
sorrendet lehet meghatározni oly mó­
don, hogy a feladatot lineáris progra­
mozásra vezetjük vissza.

Külön ki kell emelni a könyvnek
azt az értékét, hogy a dualitás fogal­
máva] részletesen foglalkozik. A prog­
ramozási feladatoknál talán ez a leg­
kevésbé kidolgozott és ezért legiz-

galrnasabb terület. Nagyon érdekes
a szerzőnek az a törekvése, hogy a
dualitási tételeket azok közgazdasági
interpretálásán keresztül vezesse be.
Azonban véleményem szerint a duali­
tás a programozási feladatok sajátos­
sága, amit esetleg közgazdaságilag
is lehet értelmezni, jóllehet az értel­
mezés sokszor erőltetett. E sajátosság­
ból következően a dualitás ténye azon
alapul, hogy a programozási feladat
megoldásakor tulajdonképpen egy
függvény nyeregpontját határozzuk
meg. A duális feladatpárra a lineáris
programozásnál megismert dualitási
tételek a mellékfeltételek és a cél­
függvény alakja szerint módosítva
állnak fent. A dualitás jelentősége a
matematikai közgazdaságtan számára
abban rejlik, hogy ezen keresztül te­
remthető meg a kapcsolat az egyen­
súlyi és a programozási modellek
között.

Sajnálatos, hogy a könyvben elég
sok matematikai pontatlanság maradt
bent, ami az alapos matematikai
előképzettséggel nem rendelkező
olvasók miatt veszélyes. Ennek elle­
nére a könyv fenti érdemei alapján
nemcsak az egyetemi oktatás szá­
mára, hanem a matematikai progra­
mozás iránt érdeklődő gazdasági szak­
em bcreknek is ajánlható.

HÜTTL ANTÓNIA

KAUFMANN, H.-DESBAZEILLE, G.: A 
kritik-11,s út módszerének matematikai
ala.pja». Budapest, 1972. Műszaki
Könyvkiadó. 206 o.

Mindazok számára, akik egy ter­
vezetet vagy egy tervezetkomplexust
akarnak megvalósítani (tehát köz­
gazdászok, mérnökök, matematiku­
sok) egyaránt hasznos ennek a könyv­
nek az elolvasása, amely egy gráfelmé-
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leten alapuló operációkutatási mód­
szert, a PERT eljárást mutatja be.
A módszer neve Program Evaluation
Research Task vagy Program Evalu­
ation and Review Technique angol
kifejezésének rövidítése.

A PERT technikát amerikai kuta­
tók alkalmazták először a Polaris
rakéták kutatási és építési program­
jának megvalósítására. Az utóbbi
évtizedben a PERT rendszer iránt
világszerte nagy érdeklődés mutatko­
zott. A módszer sikerének érdemi
oka, hogy tényleges problémákat ol­
dottak meg segítségével. Ugyanakkor
leginkább intuitív fogalmakat hasz­
nál, ezért nem igényel különösebb
matema.tikui előképzcttsóget. Egy­
szerűsége mellett nagy előnye haté­
konysága és továbbfojleszthetősége.

Az Egyesü1t Államokban a, mód­
szer ma már annyira elismert, hogy
a közigazgatási szervek a pályázati.
folhlvásaikra órkczet.t ajánlatok I őz ül
csak azokkal fogl,dkoznnk, melyek
kivitelezésére a pályázó cég .PERT 
programot nyújt be. Huzánkbun is
gyorsan terjed az eljárás. Hatékony­
ságát világosan bizonyítja az M7
műút második két forgtdrni sávjának
építése, ahol a módszer folyumutoa
alkalmazása az eredetileg tervezett
építési idő jelentős csökkenését ered­
ményezte.

A J>ERT módszert nem csak ismer­
nünk, hanem alkulmuznunk is kell.
Ez tükröződik Kaufmann éH Dcsbu­
zeille munkájában.

Az L fejezetben néhány n,Lgyon
egyszerű gráfolméleLi ul,1pfogalo111 iH­
mertetéso után rendezési relációt de­
finiálnak a szcrzök egy kőrpú.lya.men­
tes gráf csúcsai, valamint ívei között.
A következő részben egy gráf CRÚCB­
halmazának vagy Ivhalmazának szin­
tekre bontására vonatkozó három el­
járást olvashatunk: az oszlopvektoros,
a mátrixhatványozási és t1 grafikus
eljárást. Ezek segítségével adható meg
az illető halmaz elemeinek - a gráf

csúcsainak vagy íveinek - lineáris
rendezése.

A 2. fejezet a PERT módszer alap­
vető fogalmainak - tevékenység, ese­
mény, program - definiálásával kez­
dődik. A programot gráffal reprezen­
tálhatjuk, melynek ívei a tevékeny­
ségek, csúcsai az események. lVlinden
ívhez egy nem negatív értéket rende­
lünk, mely az illető tevékenység idő­
tartamát jelzi. Ezt követi egy másik
gráf-reprezentáció ismertetése, ahol
a tevékenységeket feladatoknak ne­
vezzük és egy gráf csúcsaival model­
lezzük. Az így kapott gráf íveit -
amelyekhez időkülönbségeket rende­
lünk - feladatoknuk nevezzük. Fran­
ciaorBzágban ez utóbbi leírást husz­
nálják, és a megfelelő módszert paten­
ciálok módszerének nevezik. Ezek után
a kritikus út fogalmát (11 kezdő és
befejező esemény közti leghosszabb
pályu] vezetik be a szerzők, éH három
algoriLrnust ismcrtetnok a kr it.ikus
út mogha.tározásáru. Az alnpfogalrnak
megértését. két gyako1fati péld» segíti
elfí.

Míg a fejezet elején a tevékenységek
időL,1rLarn(1ról azt, feltételezi Kauf­
mn.nn ér, Desbazcillc, 11.ogy egyértel­
műen moghatározoLt;Li{, addig n feje­
zet végén már v:.dóBzínűségi válto­
zókként kezelik őket: t'~Ll,1gidőkkol és
szórásnégyzctekkcl dolgoznak. Ha 11
tevékenységek tn,rLarnánuk eloszlás»
nem ismcrt., akkor n, számítások meg­
könnyitésc érdekében n, PJ£RT mód­
szerben Ioltoaszük , hogy ,L tarta.mok
f.\ closzlásúuk. A fejezet 1.1to1Bó sorai­
bun n;1gyon értékes és találó meg­
ál lapíLáHL olv H,Rhc:LLu nk: ,,Röviden: ,1
Pl~~tT módszer ol.van ú.ihmdó sogéd­
eBzköz, melyet alkalmazva mindun­
talan módor,ítnnk, tökéletosítünk a
terv szerinti programon, és amely
lehetővé teszi az eröfesútések rangso­
rolását a munkálatok operatív irányí­
tása során."

A 3. fejezet sztochasztikus modell
bevezetésével általánosítja a PERT
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módszert. A döntéses események fo­
galmának bevezetése révén olyan ese­
tekben is használhatóvá válnak eddigi
módszereink, amikor tapasztalataink
még nem nyújtanak elegendő alapot
ahhoz, hogy programunkat teljesen
meghatározott gráffal modellezzük.

A 4. fejezet az időtartamok és a
költségek együttes optimalizálásával
foglalkozik - ez a könyv legrészlete­
sebben kifejtett része. Itt találkozunk
a paraméteres lineáris programozás
általánosabb feladatával, majd a 28.
pontban a Fulkerson-algoritmus tár­
gyalása kapcsán a dualítás univerzális
fogalmával. Még ha ennek elméleti
bemutatása kissé ijesztően ha.tna is,
legyen az Olvasó erős és az első olva­
sás után ne térjen rá azonnal vissza,
hanem kövesse előbb lépésről lépésre
végig az algoritmus alkalmazását, a
30. pon tban bemutatott példát. Ez
:.1, könyv egyik kulcsfontosságú eleme.
Kéteéztelon, hog_v a 4. fejezet leg­
nagyobb részében a tevékenységek
időt:arLan1át rneghn,Lározottmi,k tekin­
tik é8 e l"o!LéLel mollcí.t opt.imalizálják
a programot, Csnk a könyv legutoJ:-,ó
/n,pj,ti vázolják :_1,:,;t ,1z esetet, amikor
,1, véletlen is szerepet játez ik , Itt n,:,;
iclőb1rtn111ok átlr1,g.,1, és szórúsa a költ­
ségnek lineáris függvénye. Bármeny­
nyiro bonyolult is a valóságban a
helyzet, pillanatnyilag nem tudjuk
ennél jobban megközelíteni. A kevésbé
egyszerű esetek még kutatási. stá­
cl iurnban vannak; szinte minden ope­
rációkutatási kongresszuaon és folyó­
iratban hull hatun k, ill. clvashatunk
ilyen témájú közleményeket.

A függelékben a J3 eloszlás ismer­
tetésén túl l1 témával mélyebben fog­
lalkozó három cikk kivonatát olvas­
hatjuk. Ezek elősegítik a könyvben
ismertetett módszer mélyebb meg­
értését.

A könyv ismeretterjesztő jellegű,
mindenekelőtt a gyakorlatiasságra tö­
rekszik. Alkalmas arra, hogy sokan
elolvassák és anyagát elsajátítsák.

A Műszaki Könyvkiadó Kaufmann
és Desbazeille munkájának megjelen­
tetésével jelentősen hozzájárult ah­
hoz, hogy hazánkban többen és ala­
posabban ismerjék meg a PERT 
módszert, melynek alkalmazásával
beruházásainknál, kutatási program­
jainknál sokat nyerhetünk pénzben és
időben egyaránt.

FUTÓ PÉTER

HEESTERMAN, A. R. G.: Allocation mo­
dels and their use in economic planning.
Dordreeht, 1971. D. Reidel Publish­
ing Company.

A szerző a Birminghami Egyetemen
tartott előadásait és kutatásai ered­
rnényét foglalja össze, szisztematikus
áttekintést ad a lineáris allokációs
modellek legfontosabb típusairól és
azok viselkedéséről. Ismerteti azokat
:1 tervezéssel és beru házással kapcso­
latos legfontosabb eredményeket, arne­
Iyek az allokációs modellekkel nyer­
hetők.

Igen érdekesek fejtegetései ,,.z opti­
mális tervezés elméletéről. Ismerteti
az optimális tervezés kérdésének há­
rom lehetséges megközelítési módját.
Az egyik megközelítési mód értelmé­
ben az optimális tervezést a kormány
és ga,:,;dasági szakemberei szempontjá­
ból tekinti. Miután a szerző ~1, piaci
gazdaságot veszi alapul, ábrázolásá­
ban a kormány tevékenysége egyes
kívánatos gazdasági tevékenységek
ösztönzésében, mások fékezésében áll.
Ennek érdekében azonban tudnia kell
azt, hogy mi az ország erőforrásainak
optimális eloszlása és ez már az álta­
lánosan ismert input-output típusú
modellek készítéséhez vezet. A máso­
dik megközelítési mód az optimális
tervezés problémáját a magánvállal­
kozó és tanácsadói szempontjából
vizsgálja. A központi probléma itt
nem :1z erőforrások optimális elosz­
lása, hanem a költségek, jövedelmező-
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ség, megtérülési ráta. A harmadik
megközelítési mód a jóléti közgazda­
ságtan (welfare economics) oldaláról
világítja meg a kérdést.

A három szemléletmód nem alkot
egységes egészet. A tervezés olyan
programozási modelleket alkalmaz,
amelyek tényleges statisztikai adato­
kon alapulnak. A jóléti közgazdaság­
tan és a közgazdasági elemzés kalku­
lusokról, első deriváltokról, La,grange
szorzókról és hasonló matema.tikai
fogalmakról beszél. A beruházásokról
döntő gyakorlati szakemberek azon­
ban nem alkalmaznak magasabb ma­
tematikai módszereket, hacsak ,1 nö­
vekedési ütemszám ítást, illetve I, ama­
tos kamatszámítást nem tekintjük
annak. Hecstcrman könyve kísérletet
tesz arra, hogy a három nézőpont
közötti szakadékokat áthidalja, rész­
ben úgy, hogy mind a, három ,,nyel­
ven" beszól, vagy megpróbál olyan
,,nyelvet" használni, amelyet mind
a három tábor kópviselöi megérte­
nek.

A könyv három nagyobb részre
tagolódik. Az I. rész ktsórlotot tesz
a három szemléletmód, ,L tervezési,
programozási és a gazdasági elemző
szemléletmód kibék itósérc. A JL rés:r.
az egyedi beruházási programok érté­
kelésével Ioglalk oz i k. A U 1 . rész
olyan közvetlen gyakorlaí; prohlórná­
kat tárgyal, amelyeket a tervezők nek
kell megoldan iok.

Az első rész bevezető fejezetében
a szerző a hatékonyság fogalmát elem­
zi egyrészt n preferencia-függvény,
másrészt az idó ós az árak vonatko­
zásában. Definiálja nemcsak :.t ható­
konyság, hanem it dinamikus haté­
konyság, valamint a ha.tók onyság] és
korlátozó árak (efficiency and limit­
ing prices) fogalmát is. A kérdés vizs­
gálatára a szerző olyan ,,általánosított
input-output modellt" készített,
amelyben megpróbálja kibékíteni a
tervezői és programozói szemléletet.
A modellben az olyan korlátozó fel-

tételek, mint a föld és a munkaerő
korlátozott mennyisége, az export­
volumen felső határa, valamint a
társadalmi mobilitás korlátai szintén
termelési tényezőként jelennek meg.
Minden változó tevékenység felfog­
ható úgy, mint termelő folyamat. A
mezőgazdasági termelés esetén ez a
felfogás nyilvánvaló, de az export is
felfogható úgy, mint olyan tevékeny­
ség, amely az áruk bizonyos mennyi­
ségét devizává konvertálja. Így a
külföldi piacok export-felvevőképes­
sége, ugyanolyan termelési tényező
korlátként jelenik meg, mint a föld­
és a munkaerő. Ezt követően a, szerző
az optimális allokáció feltételeit tár­
gyalja. A zérus profit követelményt
"" matemat.ikai értelemben vett opti­
malitási feltételekből vezeti le.

Az optimális ..illokáciő kérdését a
szerző clsőkén t statikus szemléletben,
staí.ikus modell segítségével ábrázolja.
Ennek során egy üzemi példából indul
ki, dc fcihívju a figyelmet arru, hogy
ez az üzem akár az egész népguzdaság
ÍH lehet, ebben az esetben azonban
teljesen centralizált tervezésről van
szó. Az itt nllrnlm:Lzott ált..ilánosított
input-output modelleknek olyan a
spccifik áoióju, hogy lehetővé teRzi
komplementer termékek tcrrnclésót,
valamint n.ltornn.t.ív technológiák al­
lrnlni:w;áHát. A zérus profit követel­
mény ismcrtctéso után konkrét gaz­
dasági példái< segítségével vázolja fol
,1,z opí.imá] ÍR ullok áoió lohotségos ese­
teit. l~klrnr azonlrn.n már 1tz Arrow­
föle ált:diÍ,noHítoLt modellel dolgozik,
amely nem teszi lohetővó kom plemen­
ter termékei< torrne168ét, de egy :idott
termék termel6s6re több technológia
i.s rendelkezésre áll. Ennek a megszo­
rításnak az eredményeként az allrnl­
rnazott (Arrow-föle) modellben a kor­
látozó árak egyben hatékonysági árak
.is. A hatékonysági árakat a fentiek­
ben vázolt programozási probléma
duális megoldásaként származtatja,
azaz a hatékonysági árak a preferen-



KÖNYVEKRŐL 155

ciafüggvény első deriváltjai. Szám­
szerű meghatározásuk a Lagrange
szorzók kiszámításával történik.

Igen érdekesek azok a részek, ahol
a szerző az úgynevezett tervkiigazí­
tás módszerét ismerteti. Ennek a lé­
nyege abban áll, hogy miután a társa­
dalom preferenciafüggvényét nem is­
merjük, a leghatékonyabb tervva­
riánst úgy kapjuk meg, hogy a végső
kibocsátás vektorát lépésről, lépésre
módosítjuk. Ez éppen fordítottja a
tervkészítés során alkalmazott eljá­
rásnak, amikor is azt próbáljuk meg­
határozni, hogy egy adott kibocsátás­
összetételt, hogyan lehet megtermelni.

A harmadik fejezettől kezdve a
szerző az inter-tcmporális allokáció
problémájával, valamint a dinamikus
modellekkel foglalkozik. Itt tulaj­
donképpen a statikus eset közvetlen
általánosításáról van szó. Figyelemre
méltóak a szerzőnek azon fejtegetései,
ahol a standard Leontief típusú dina­
mikus input-output modellek nem
kielégítő viselkedését elemzi, s ezzel
kapcsolatbun néhány megoldási mó­
dozatot is javasol.

A könyv második része az egyedi
bcruházá,;i programok értőkeléséve]
foglalkoxik. Ennek során át.tek intést
11d nemcsak r1 legismertebb beruházás
értékelési módszerekről, hanem elemzi
a beruházási döntések keletkezését,
motivációit is. Az egyedi beruházási
projektumok értékelése során azon­
ban nem elégedhetünk meg a zérus
profit követelmény teljesülésével, hi­
szen az csak atu.tikus aspek Lu sban
fogadható cl. A szerző kifejti, hogy
dinamikus szemléletben a zérus profit
követelményt a zérus beruházási ob­
jektum-érték követelménye váltja fel,
ideális esetben ugyanis minden igény­
be vett tevékenység és így a beruhá­
zási tevékenység is zérus profitot
~redményez. A zérus beruházási ob­
Jektum-érték mérésére a diszkontált

készpénzhozadék (Discounted Cash
Flow) módszerét alkalmazza. Kifejti,
hogy a készpénzhozadéknak nem kell
szükségszerűen tényleges formában
megjelennie, hiszen a módszer alkal­
mazása azt tételezi fel, hogy az alkal­
mazott árak a hatékonysági árak
(efficiency prices), a valóságban al­
kalmazott árak azonban ettől eltér­
hetnek.

Tervkészítés során gyakran felve­
tődik az a kérdés, hogy a felépítendő
beruházási objektum a hazai kereslet
milyen hányadát ,,célozza meg". Kü­ 
lönösen markánsan jelentkezik ez a
probléma a jövőbeni kereslet alaku­
lását illetően. Itt a kérdés az, hogy
gazdaságos-e az olyan létesítmény
létrehozása, amelynek kapacitásameg­
haladja a jelenlegi keresletet. Tény
az, hogy így többletkapacitást terem­
tünk, de ez a méretnagyság növelésé­
ből eredő megtakarítások (economies
of scale) következtében viszonylag
kisebb ráfordítást jelent, mint vala­
mely későbbi időpontban megvalósí­
tandó beruházás. Az ilyen döntést
,1 kereslet jövőbeni alakulása igazol­
hatja. A probléma módszertani szem­
pontból nem-lineáris összefüggések,
illetve modellek alkalmazását köve­
teli meg.

A III. részben a szerző egyeskonkrét
gazdaságpolitikai problémák elemzé­
sével foglalkozik. Feltételezése szerint
a tervező a gazdaság irányítása során
a tényleges árakra (exchange prices)
támaszkodik. Számos egyedi eset kap­
csán bizonyítja, hogy a gazdaságveze­
tésben a kereskedelmi jellegű számí­
tások eredményei nem minden esetben
fogadhatók el, mivel az árstruktúra
nincs összhangban az optimalitási
követelményekkel. Ilyen esetekben
az allokációs modellekből levonható
következtetéseket kell felhasználni.

NAGY SÁNDOR
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Az Okonometriai Társaság l 972. évi európai 
konferenciája 

A Nemzetközi Ökonometriai Tár­
saság - mint ismeretes - oly módon
szolgálja a közgazdaságtudomány
matematikai, illetve matematikai­
statisztikai eszközök felhasználásával
való fejlesztését, hogy működésének
középpontjában egy nemzetközi tudo­
mányos folyóirat (Econometrica) ki­
adása és nemzetközi tudományos kon­
ferenciák szervezése áll. A kialakult
gyakorla.t szerint a Társaság évente
három területi (amerikai, európai és
távoJkoloti) konferenciát és 5-6 éven­
ként egy világkongresszust rendez.

E konferenciák soraiban J 972-ben
hazánkat érte az a megtiszteltetés,
hogy a Társaság elfogad ta a Magyar
Tudományos Akadémia meghívását és
az európai konferenciát Budapesten
tartotta. f gy megvalósulhatott az a
törekvés, hogy a magycLr matematikai
közgazdászok hozzájáruljanak e nem­
zetközi tudományos társaság ogyeto­
mesobbé válásához.

A konferenciát előkészítő Program
Bizottság elnöke J. Johnston profesz­
szor (Manchester), társelnöke dr. Au­ 
gust·inovics Mária volt. A Társaság
a Szervező Bizottság elnökévé Bod 
Pétert nevezte ki.

A Konferencián 551 fő vett részt.
A részvevők közül 204 szocialista,
347 nem szocialista országból jött.
A képviselt 31 országból 23 európai és
8 Európán kívüli volt. Az európai
országok közül csak Albániából és
Portugáliából nem voltak részvevők.
Említésre érdemes, hogy a matemati-

kai közgazdaságtan számos elsőrangú
képviselője vett részt a Konferencián.
Így Kantorovies, Roy Radner, E.

Malinvaud, Leif Johansen, Guus Zou­
tendijk , Allan Manne, W. Krelle, H. 
Chenery, J. Waelbroeck és a nemzet­
közi tudományos élet más képviselői.

A konferencia programja 

A 4 napos (szeptember 5-8.) kon­
ferenciára 270 előadást nyújtottak
be. Ebből 132 előadás szerepelt a kon­
fercncia tudományos programjában.
A Programbizottság azonban nem
utasította vissza a többi előadást sem,
hanem lehetővé tette, hogy a prog­
ramba fel nem vett előadásokat a
szerzők ,,contributed paper" -ként
szétosszák a konferencia résztvevői
között.

Az előadásokat négy párhuzamos 
szekcióban vitatták meg. A szekciók
a következők voltak:
l. Gazdasági rendszerek (elmélet,

modellek, előrejelzés és tervezés).
2. Okonometriai módszerek és al­

kalmazásuk.
3. Speciális problémák (pénz, inflá­

ció, nemzetközi gazdasági kérdések
stb.).

4. Programozás és idősorelemzés.
Az előadások nagy száma és a kon­

ferencia témakörének - a szekciók
puszta felsorolásából is látható -
gazdagsága eleve sikertelenségre kár­
hoztat minden olyan próbálkozást,
amely teljes körűen kívánná megvonni

5 Szigmu 
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a konferencia tudományos program­
jának mérlegét.

Ehelyett megelégszünk azzal, hogy
három terület, az ökonometriai mód­
szerek, a lineáris és nem lineáris nem
dinamikus rendszerek, valamint a
dinamikus és sztochasztikus rendsze­
rek kérdéseivel foglalkozó előadások
közül azokról adunk összefoglaló át­
tekintést, amelyeket tanulmányozni
tudtunk.*

Az ökonometriai mádszerekkel és 
alkalmazásukkal foglalkozó előadások
többsége a klasszikus ökonometriai
módszereket tárgyalta. Voltak azon­
ban olyan tanulmányok is, amelyek
nem sorolhatók szorosan ide. Ilyenek
a következők:
- Matematikai megalapozású gaz­

daságelméleti tanulmányok. E tam, 1-
mányok tárgykörei a növekedési mo­
dellek elemzése, az életszínvonal eme­
lésének elvi kérdései és statisztikai
mutatói, a beruházások kérdéseinek
elosztott késésű modellekkel való vizs­
gálalatai voltak.
- A statisztika hagyományos mód­

szertani kérdéseivel (imloxszárnítássaJ,
egyszerű trendszámitással ) foglalkozó
előadások.
- Az input-output jellegű model­

lek kérdéseiről tartott olőadások , ame­
lyek az input-output modellek hől
nyerhető mutatók elemzésével, vala­
mint a koefficiensek clörcbccsléaönok
problémájával foglalkoz tak. Ökono­
metriai szempontból külön k icme­
lendő az a tanulmány, amely a hagyo­
mányos ökonometr-iai modellek és az
input-output azámitások ösezckapoeo­
lására törekszik.

Az előadások többségének tú.rgya
a k lasszikua ökonometriai modellek
módazertanának továbbfcjlcsztéso ÓR
a atat.iszt.ik ailag megulapozott., gyn­
korlati gazdasági problémákra Hi:d­
tett modellek ismertetése volt.

A módszertani tanulmányok több
kérdés körül csoportosultak:
- Az ökonometria központi mód­

szerét képező lineáris regressziós mo­
dellek területén az előadások speciális
identifikációs problémákkal, időben
változó paraméterek becslési mód­
szereivel, az adatbázisban levö kiugró
értékek felderítésével és kiküszönö­
lésével és a, (0, 1) változók alkalmazási
lehetőségeivel foglalkoztak.
- Az idősorok elemzésének terü­

letén a sztochasztikus folyarnatok
elméleti kérdései álltak előtérben, jól­
lehet több előadás tárgya volt egyes
nem lineáris függvények paraméter­
becslése is.
-- A módszertani tanulmányok

egy további hányada olyan speciális
ökonometriai módszertani kérdéseket
taglalt, mint a jövedelcrneloszlási
modellek becslési eljárásai, a terme­
lési függvények elmélete, a bayesi
elmélet ulkalmazásu, valamint egyes
dinamikus modellek (elvárási és osz­
tott késósű modellek) módszertani
kérdései.

Az egyes gazdasági szférák ökono­
metriai vizsgál1:1tábtm korábban a két
legfontosabb, leggyakrabban modelle­
zett terület a termelés és a fogyasztás
volt. Az előadások alapján megálla­
p.íthatjuk, hogy a konferencián ezek
meglehotríson háttérbe szorultak más
területre I idolgozott modellekkel
szem lion.

A pi.«i, termelési és fogyasztási
modellek - ,,z clfía,uáRok abpján -
cls(íi:;orl;an ;•. termelőeszközök piacá­
v,d foghl I- oznnk , R az üzleti ci Iii usok
n,b)rnláHát vizRgálják. A szocia.lista
országok ezt ,_1, modell tlpuat viszont
elflőRorban árelcmzósckre kívánják fel­
használr»: A fogyasztáRt vizRgáló ha­
gyomónyoR ökonometriai modell csak
egy volt a lonferencián. Ez a modell
r1z USA-Leli mezőgazdasági k isterrne-

* Az előadások egy részének át.ta.nu lmri n-, 07f\s1hal jolo: tös segítséget adott a cikk meg­
írásához Hunyadi László, LigoLi JsLván, [\t1 · _i K,í.rnl1·. Sivók .Tó7sof és Tihanyi Ambrus.
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lők jövedelmi stabilitásával és fogyasz­
tásával foglalkozott.
A konferencia tükrében a pénzügyi

szféra modellezése iránti érdeklődés
figyelhető meg. Szerepelt az előadások
között több ország átfogó pénzügyi
terve ökonometriai modelljének, vala­
mint olyan részletkérdésekkel foglal­
kozó modelleknek az ismertetése, ame­
lyek a kamatláb alakulását, az érték­
piac állami befolyásolását vizsgálják.
Ami az alkalmazott módszereket illeti,
meglehetősen változatos a kép: az
egyszerű regressziós modellektől a
dinamikus keynesi modellig többféle
módszert találunk.
A külgazdasági kapcsolatok model­

lezésével is több előadás foglalkozott.
Az idevágó előadások központi kér­
dése a nemzetközi tőkeáramlás vizs­
gálata volt, de bemutattak világkeres­
kedelmi, valamint a nemzetközi pénz­
ügyi kapcsolatok egyes elemeit leíró
modelleket is. Figyelemre méltó, új­
szerű alkalmazási területe az ökono­
metriai modelleknek a vállalati gaz­
dálkodás vizsgálata. Egy angol tanul­
mány a vállalatok növekedésével és
méreteivel foglalkozik, a csehszlovák
és az NDK-beli modellek pedig a vál­
lalati gazdálkodást írják le. A kon­
ferencián néhány tanulmány a társa­
dalmi tervezés ökonometriai megköze­
lítésének lehetőségeit taglalta. Az
egyik például a településtervezés egy
modelljét ismertette, egy másik pedig
egy olyan modellt mutatott be, ame­
lyet a jövedelem, az in telligenc.ia és
a, szociális helyzet összefüggéseinek
vizsgálatára dolgoztak ki.

A népgazdasági szintű, az egész
népgazdaság működését leíró, ma­
gyarázó, előrebecslő ökonometriai mo­
dellezés az ökonometriai modellek
másik legfontosabb alkalmazási terü­
letét képezi. Az elhangzott előadások
részben komplex modelleket, részben
~zok egy-egy sajátos problémáját
ismertették:

a) Az Angliára kidolgozott negyed-

éves modell módszertani kísérleti célra
készült. Az aggregált modellel a kü­
lönféle becslési eljárások összehason­
lításának feladatát kívánják meg­
oldani.

b) Az NSZK nem lineáris ökono­
metriai modellje az 1953-1959. évek
idősoraira épül. A 7 5 egyenletet tar­
talmazó modellt 1975,-ig terjedő előre­
becslésre kívánják használni.

e) Csehszlovákia hosszú távú öko­
nometriai modellje 40 egyenletet tar­
talmazó rekurzív, nem lineáris, dina­
mikus modell. A modell 4 szektoros
bontásban készült; adatbázisát az
1948-1970. évek idősorai képezik.
d) A Mexikóra kidolgozott ökono­

metriai modell specialitása, hogy egy
kiemelt körzet (tartomány) gazdasági
tevékenységét írja le, s e minta alap­
ján von le következtetéseket az egész
ország gazdasági helyzetére. A modell
aggregált, három egyenletcsoportból,
termelési függvényből, fogyasztási
függvényből és külkereskedelmi egyen­
letekből áll.

e) A magyar népgazdaság ökono­
metriai modelljei közül két modellt
ismertettek a konferencián. A KSH 
ÖkonometriaiLaboratóriumánakmun­
katársai az M- 2, M-3 és M-4 
modellcsalád alkalmazásának egyes
problémáiról számoltak be. A másik
előadott modell az INFELOR öko­
nometriai modellje volt.

A lineáris és nem lineáris nem dina­ 
mikus rendszerekkel foglalkozó elő­
adások egy része konkrét gyakorlati
alkalmazásokról és azokkal kapcsola­
tos tapasztalatokról szóltak. Ilyen
például: a chilei tervhivatalban ki­
dolgozott, az 197 5- 80-as fejlesztési
elképzelések kialakítását segítő mo­
dell ismertetése; a mexikói gazdaság
modellezése; a különböző országok
GNP növekedési rátáinak vizsgálata
a tervgazdálkodás és piacgazdálkodás
keretei között. E gyakorlatban alkal­
mazott modellek a, kérdéseket a köz­
gazdasági irodalomban használatos

5*
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módszereknek rendszerint komplex
alkalmazásával közelítik meg (növe­
kedési elmélet, nemzetközi összcha­
sonlítások, optimalizációs technikák
stb.).

Igen nagyszámú előadás foglalko­
zott másrészt olyan modellekkel is,
amelyek elsősorban elméleti értékűek.
Például érdekes előadás szerepelt sta­
tikus lineáris programozási modellnek
szimulációs modellel való összckupcso­
lására. Figyelemre mól tó módszert,
ismertettek 0-1 és folytonos értékű
dokornponált modell incgszcrkes;r.tó­
sére és 1s;r.ámítáRtcelmilrni megoldásánL.
Az ismert Leontief-modellt jövedelmi
tényezők bckapcsclásávul k ibőv ít.vc
egy duá.ii» folada.tpúrho» lehet jutni,
amely az előforduló kö;r.gazdn,1,úgi
kategóriák hasznos olornzósót tcsxi
lehetővé. Néhány dolgo✓,11,t n, lincári»
progrnrnozási primál duál fcl:Ld,üp{u·
közgazdm,ági matcmnt.ilrui interpre­
tációját veti. fol új:-:zeríí nézőpontból.
A dimrcmiku« é8 sztocnaeztilcu« mo­ 

dellelc körében a v i✓,sgálóclások egy
része közvetlen g_y:1,korlnti célzn.tú ,
mús része fökónt olrnólcí.i karakterű.
Az elméleti szompon thól órdokos dol­
gozatokkal kupcsolat.ban több modell
foglalkozik az időben lcj.itazódó [olyu­
matok prolilé-m{1,j:í.vnl l<~zck rt model­
lek optimális p,íly(drnt keresnek ~ ii­
lön böző g1tzdasúgi szfúrAk b.m. I gy
népg,Lzclasági szinten keresik kót.struk­
túr., közötti áí.monothcz az idő-mi ni­
rnália pályát (e modell órdckcssógc,
hogy nem csak idő, hanom tércliruon­
ziót is magálrn11 foglal), vúlilLhti sz in­
ten az optimális boruházúa], k isolcjto­
zéai politikát lrnt{u·ozúd< meg. Tu.lú­
lunk azonban egyedi gazrfasági jelen­
ségre ( önreprodukáló természeti erő­
források ·1ci,1kn:'w.ásár,L, pl. hnl:'tszrtLrn,
vadáazatra, fuk itcrmolésro) alkalma­
zott modellt is. A modellek matema­
tikailag az optimális folyamatok el­
méletének eredményeire tárnaszkod­
nak. A vizsgált gazdasági problémál«,
ha valós tárgyalásban nézzük őket,

nagyjelentőségűek, a jelen modellek­
ben viszont erősen Ieegyszerűsítve
jelentkeznek, igazodva a matemtttikai
módszer adta lehetőségekhez. Jel­
lemző ft fa.tnulmányokra, hogy nagy
teret szentelnek a megoldások széles­
körű analízisének. Ebben a tárgy­
körben, figyelembe véve az alkalma­
zott matematikai apparátus nehézsé­
geit is, n, rnoclellek közvetlen alkalma­
zása még nem mondható fmnyira
kiforrottnak, mint r1z előzőekben em -
lített területeken. Említésre méltó,
bngy a,;r. aJkalrnazott modellekl.Jen a
kfüguzdasft,gi kategóriák me] lett a
Ui.rs,Lfblmi lrntogóriák (például opti­
rnáliR csa,hid,nórct) vi;,;sgáltLta, is elű­
térlJen ál I.

A konferencia értékelése 

A konferencia vél •ményünk swrint
megloloJ{_fon rcpro;r.ontúljn, azL :1 Kzortc­
ág,1,zó Jrntntá,;i tevékeny:c;éget, ;,moly
,1 m1cLorrn1,tilrni módR,,oroknek a kö✓,­

g,tzrlaRági elméletben és clenn ;Kbcn
tö,-téné5 follmHználása területén folyik.
lGilijn kiolllelend{5nok t,u-Lj11k, li°ogy
RikorrnJ j:U-t a konl'oroncia, clé5l<észiWi­
nck :i,z :L tifrokvt~so, hogy a km1f'orcn­
c-ia f'igyelrHO fokozoLt:m idmv11Jjon ft
tervezés cl 111éleLi ÓH gy:Llrnrlati kúnlé­
soiro.

J~rcdn1én_veR vo1L az :L nrngyn,r
r;zcrvo✓,{ík által ki,1bldt.,0LL elképzcléK
is, hogy a konfcrennia ;,;{m-íiiléRcként
a kiilCöldi ré;;;,;vovíík konzultáci<'>R le­
.heti'íK(JgcL lrnptak a 111,1,gynr g11;,;cfaság­
pol itika é;; az új g,1,;r.da,RágirányítáRi
1·endKzcr kérdéseinek mogvitatií.r-iúr,L.
T~zen ,1,;r. Li léson :1, kérdésekre l{á,cslrni
Ti1,miÍ.K, Drccin József és N,tgy Tnmás
elvtársak váhszolt:1k. A konzultáeió
sikerét bi;r.onyítjn, hogy a✓,on mint­
egy 140-1 GO fö vett részt és három
órán át tartott.

A konferencia az Ökonometriai
Társaság európai konferenciáim1k so­
rozatában kiemelkedő volt a részve-
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vők, a képviselt országok számát, a
szocialista országokból - és főleg
a Szovjetunióból - való részvétel
nagyságát tekintve is. Ilyen módon
a konferencia lehetőséget adott a szó­
ban forgó tudományterület művelői­
nek széleskörű párbeszédére és vitá­
jára. A lezajlott viták illusztrálására
említjük meg a von Weizsacker
(NSZK-beli professzor) előadása nyo­
mán keletkezett vitát. Az előadás -
amely a kizsákmányolás vizsgálatára
egy matematikai modellt mutatott
be - vitájában részt vett Kantoro­
vies professzor is és megfelelő módon
rámutatott a,,. előadó modelljének
gyenge és vitatható pontjaira. Az
Ökonometriai Társaság konferenciái
történetében először a budapesti kon­
ferencián fordult elő, hogy az angol
és a francia mellett az orosz is hivata-
los nyelv volt. ..

A konferencia sikeres volt az Oleo­
nornctriui 'lY.nmság tevékenységének
további kibontakoztatása szempont­
jából is. A konferencia ideje alatt -
n, 111,1gyar szervezők kezdeményezé­
sére - olvan spcciúlis megbeszélésre
is sor kerti It, amely eredményesen
Rzolgálüt a, Rzocialist:L országok szak­
embereinek foknzot.tabb lrokapcsoló­
dásCtt a Társaság munkájába.

A konferencia értékelése kapcsán
hangsúlyoznunk kell, hogy az előadá­
sok módszertani színvonala általában
rendkívül magas volt és a felhasznált
matematikai apparátusok igen szerte­
ágazóak. Hasznos lenne a hazai el­
méleti közgazdász-képzés és részben
kutatás szempontjából, lm az elhang­
zott előadásokat ,matematikai mód­
szertani terület, egzaktsági fok stb.
szempontjából is alaposabban szem­
ügyre vennénk. Ez eligazítana egy­
részt abban, hogy milyen matemati­
kai területeknek milyen mélységű
ismerete szükséges a korszerű mate­
matikai közgazdasági kutatásokban
és, hogy milyen oktatási következ­
ményekkel kell számolni mind az
egyetemi, mind [L tudományos képzés
vonalán.

A magya,r matoma.tikai 1.özgazdcÍ­
szok számára e pozitívum mellett
szükségesnek tartjuk még megemlí­
teni a konferenciának a;.-;t a, hasznát is,
hogy a konferencia részvevői mcg­
ismerkodhettek a hazai eredmények­
kel és az itt kialakult személyi kap­
csolatok gyümölcsözöen befolyásol­
hatják ,1 további matematikai köz­
gazdas{1gi kututásokat, a tudományos
együ tí.m űködést,

IU01m GuszTAv -DANcs·IsTvAN



A matematikai gazdaságtan oktatása Afrikában 

1970-72-ben a zambiai egyetemen
,lolgoztam. Többször jártam a tanzáni­
ai egyetemen, meglátogattam nyugat­
afrikai egyetemeket (Dakar, Lagos,
Ife, Ibadan - ahol egyébként Kondor
György tanít] és kapcsolatban álltam
a szudáni, kenyai és ugandai egyete­
mek oktatóival. Tapasztalatom így
nem össz-afrikai, csak a felszabadu lt
részek haladóbb egyetemeire terjed.

Mindezen egyetemeken a közgazda­
sági oktatást kisebb, 6-20 főnyi
oktatógárdájú tanszékek végzik. A
hallgatók kiképzésében a szociológiai,
matematikai, jogi 6s történelmi tan­
székek segítségére tá.maszkodnak, né­
hol üzletvezetési, államvezetési és
statisztikai tanszékek is kooperál­
nak.

Az oktatás zömét az ,,undergra­
duate"; úgynevezett B. A. (bachelor
of arts) kurzus teszi ki, ez körülbelül
megfelel a mi másodéves hallgatóink
színvonalának. M. A. (master of MtR)
kurzusok még kevés helyen 6s kis lét­
számmal indultak (oz felelne meg a
mi végzős halJgatóinknak), a tovább­
képzés zöme külföldön (USA, Anglia,
Kanada) történik. Ennek ellenére
mindenütt szerepel a matematikai
gazdaságtan oktatása egy vagy több
előadássorozat keretében, 80-200
órás oktatási anyaggal, s a közgazdász
hallgatók mindenütt megismerkednek
a lineáris programozás, ágazati kap­
csolati mérlegek és a korreláció és
regressziószámítás alapjaival. Kisebb
számszerű példák megoldása majdnem

minden egyetemen szerepel a vizsga­
feladatok közt.

Sajnos a hallgatók matematikai
előképzettsége - a középiskolák szer­
vezetlensége miatt - még a viszony­
lag kulturált nyugat-afrikai országok­
ban is igen gyenge. Az egyetemi fel­
vételhez általában csak a cambridge-i
,,O" szint elérését kötik ki, ez alig
magasabb a mi általános iskolás
tudúsunknál. De még ott is, ahol az
,,A" szint (középiskolai tudás) a
követelmény, ez csupán vizsgát, nem
pedig kellő gyakorlatot takar. Így
elég á.ltalános, hogy diákok, akik
az absztrakt teóriát jól értik, világo­
san pertraktálják konvex poliéderek
aujátosségu.it, ugyanakkor zavarba
jönnek, ha egy áltörtet egy tizedes­
törttel kell megszorozniok vagy, mond­
juk, töhb előjelet kell az eliminációs
eljárások során szimultán figyelembe
venniök.

Hogy mégis ilyen erősen szerepel
egy nehezen oktatható technikai disz­
ciplína a tanrendekben, annak véle­
ményem szerint két oka, van. Egy­
részt a közgazdaságtan Európában
oktatott tananyagának nagy része
teljesen irrelevánssá válik az afrikai
kontinensen. Még ha meg is értené
a hallgató (akiknek többsége mégcsak
nem is a kisárutermelő, de az ön­
fenntartó pa,rasztgazdaság légkörében
nevelkedett) nem tudná alkalmazni
saját gazdasági viszonyaira, teszem
azt, a Keynes-i vagy Samuelson-féle
elméleteket. A másik ok, hogy a tan-
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székek oktatóinak világnézeti állás­
pontja igen vegyes lévén (ez a marxis­
ta, maoista, trockista, anarchista
álláspontoktól a liberális vagy konzer­
vatív nézetekig, misszionáriusi val­
lásosságig, sőt fasiszta fajelméletig
terjed), ezért az ilyen technikai jel­
legű oktatási anyag az, amelyet az
állandóan parázsló vagy fellángoló
ideológiai viták közös szűrője a leg­
inkább átbocsát.

Szükség is van e tárgyakra. Mind­
ezen államok erős központi szervei
(bankok, tervhivatalok, minisz.tériu-

mok, mammutvállalatok) igénylik e
modern eszközöket, s elég jól fel van­
nak szerelve (egyelőre persze főként
tétlen) számítógépekkel.

Összefoglalóan az a véleményem,
hogy a matematikai gazdaságtan te­
rén Afrikában széles terjedelmű és
megfelelő alapképzés folyik. Komoly
tudományos eredmények a következő
évtizedekben még nem várhatók, vár­
ható ellenben a rutinszerű alkalmazás
széleskörű elterjedése.

BRÓDY ANDRÁS
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