FOGALMAK ES MODSZEREK

LEE ANNA

Miatrixok altalanositott inverzeirdl*

I. Bevezetés

Ismeretes, hogy ha A4 kvadratikus nem szinguldris méatrix, akkor 1étezik
olyan (@ méatrix, amelyre AG = GGA = I. E méatrixot az 4 inverzének nevezziik
és jelolésére az A1 szimbolumot haszndljuk. Az inverz matrixnak gyakorlati
feladatok megolddsandl is fontos szerepe van. Igy példaul az

(L.1) Ax = b
linedris, egyenletrendszer megolddsa az A~1 inverz mitrix segitségével
(12) x= A1

alakban dllithato eld.

A gyakorlati problémak azonban gyakran vezetnek olyan konzisztens —
azaz egymasnak nem ellentmondé egyenletekbdl 4116 — egyenletrendszerhez,
amelynek A egyiitthaté matrixa altaliban nem is kvadratikus, inverze tehat
a fenti értelemben nem létezik. Ilyen esetben az (1.1) egyenletrendszer meg-
oldisa nem egyértelm@. A megoldisok, vagy egy partikularis megoldds eld-
allitasa sokat vizsgalt probléméja a linearis egyenletrendszerek elméletének.
Régi keletl az a torekvés, hogy egy partikularis megoldés

. e
(1.3) x, = Gb

alakban legyen eldallithatd alkalmas ¢ mdtrix segitségével. Ha megnézziik,
milyen feltételek adédnak az ilyen ¢ méatrixra, azt talaljuk, hogy mindenek-
el6tt ki kell elégitenie az

(1.4) AGA = A

egyvenletet. Tehat az ilyen ¢ matrix meg6rzi a kozonséges inverz matrix némely
tulajdonsagat, ennélfogva gy tekinthetd, mint ennek egyfajta dltalinositésa.
Az (1.4) egyenletet kielégité matrix azonban dltaliban nem egyértelmii, tehéat
a (¢ matrixra még tovabbi feltételeket is elGirhatunk. Tartsuk most tovabbra
is szem elGtt, hogy az (1.1) linedris egyenletrendszer egy partikuldris megoldé-
sat kivanjuk (1.4) alakban elGallitani egy (@ altalanositott inverz segitségével.
A konkrét gyakorlati feladat esetleg a keresett partikuldris megoldéassal szem-
ben tamaszthat kovetelményeket; példaul: a megoldds vektor a lehet§ leg-
kevesebb zérustol kiilonboz6 komponenst tartalmazzon; vagy a keresett
megoldds a lehetséges megoldasok kozott normaban a lehets legkisebb legyen;

* [z a cikk csak az dltaldnositott inverzek elméletével foglalkozik. Kiszémitdsukkal
és alkalmazdsukkal a kozeljovében egy médsik cikkben akarunk foglalkozni. (Szerk.)

3*
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vagy esetleg az (1.1) egyenletrendszer nem konzisztens s akkor olyan /B
&laku vektort tekintiink megoldasnak (legkisebb négyzet meg,,()ldasnal\), amely
norméaban legkevesbc tér el az adott jobb oldali b vektortél; esetleg bizonyos
meggondolishdl a G &ltaldnositott inverz rangjira tesziink megkotést sth.
E tovabbi korldtozasok révén mas-méas tulajdonsiga altalinositott matrix
inverzekre jutunk.

Mint a gyakorlati példakbol is lathatd, az inverz matrix altalinositdsanak
probléméja hosszi multra tekint vissza. A vizsgalatokban mérfoldkovet jelent
az 1955-0s év. Ekkor jelent meg Penrose [16] dolgozata, mely olyan terméke-
nyité hatassal volt a kutatdsokra, hogy az dltalinositott inverzek jelenleg
mar kozel négyszaz munkat felolels irodalma — néhany cikk kivételével —
e dolgozat megjelenése 6ta jott 1étre.

Penrose nevezetes [16] cikkében a kivetkezd tételt bizonyitotta be: Az

(1) AGA = A
(2) TG = @
(3) (AG)*— AG
(4) @A)* =G4

egyenleteknelk: barmely komplex elemii A mdtrix esetén eqyérlelmic megolddasa van.
(Itt * a transzponalt konjugdlt matrix képzését indikalja.) Ezen egyértelmi

megoldast — mely kvadratikus nemszingularis 4 métrix esetén megegyezik
az A~' inverz matrixszal — Penrose (leluno,sz[nll inverznek (generalized in-

verse) nevezte. Rado 1956-ban [18] megmutatta, hogy ez megegyezik a Moore
altal mar 1920-ban [l‘ll bevezetett dllaldnos reciprokkal (general reciprocal),
amelynek tovabbi vizsgalatat 1935-ben megjelent [14] konyvében folytatta.
Ugyanezt az egyér telmi Altalanositott inverzet definidlta 1951-ben Bjerham-
mar is [1], azonban csak maximalis rangi matrixokra. Az (1) (4) egyenletek-
kel definialt — barmely A4 matrixra egyértelmien létezo altalanositott
inverzre elterjedt a p.s(ﬂu(lmrw(’r:;, vagy Moore— Penrose wverz, vagy Bjerham-
mar— Moore— Penrose inverz elnevezés és az At jelolés.

Felmeriil a kérdés: ha ezt az egyértelmii dltalanositott inverzet méar 1920-ban
bevezette Moore, a nagy visszhangot és hatdst miért esak a 35 évvel késGbbi
Gjrafelfedezés, Penrose dolgozata valtotta ki? A magyardzat talin Penrose
tételének  vilagos megfogalmazisiban, a ])svudmnvm'vvt definiald  (1)—(4)
egyenletek plasztikus egyszer(iségében talilhato. Penrose tétele szerint négy
jol megvalasztott feltételi egyenlettel — vagy mds szavakkal a kozonséges
inverz alkalmasan megvalasztott négy tulajdonsaganak megkovetelésével —
barmely komplex matrixhoz egyértelmii dltalanositott inverz rendelhetd. Kz az
észrevétel pc(lig egy sor kérdést tdmaszthat, mint p('ld(ull' A pseudoinverz
a kozonséges inverz milyen tovabbi tulajdonsagat 6rzi meg? Ha az (1)—(4)
egyenletek koziil egyet vagy néhényat elhagyunk, milyen tulajdonsiga dlta-
linositott matrix inverzekhez — pontosabban dltalanositott métrix inverzek
milyen osztilyaihoz — jutunk? Ha az (1) (4) egyenletekkel kifejezett tulaj-
donsigok helyett a k()/unf-;(;_,( inverz méas tulajdonsigait koveteljitk meg,
mllyen altalanositott inverzekhez jutunk; s rendelheté-e ilyen médon tetszo-
leges métrixhoz altalanositott inverz és az egyértelmii-e? Egyes konkrét fel-
adatok megolddsdra milyen tulajdonsigi dltalanositott matrix inverzek a leg-
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alkalmasabbak ? A kérdéseket hosszan lehetne folytatni. De taldn e néhany is
érzékelteti, hogy Penrose tétele milyen széles skdldju vizsgdlatokat inditha-
tott el.

A jelen Osszefoglalé ismertetésnek nem lehet célja az altalinositott matrix
inverzekkel kapcsolatos kutatdsok és eredmények sokrétiiségének bemutatésa.
E targykorben ma mar harom konyv all az érdekl6d6k rendelkezésére [3],
[17], [19] s ezek mindegyike részletes bibliografiat is tartalmaz. Ismertetésiink-
ben elsésorban az (1)—(4) feltételi egyenletek bizonyos kombindcitival meg-
hatdrozott — a gyakorlati alkalmazésok szempontjabdl legfontosabb — 4lta-
lanositott inverzekre szoritkozunk, minden esetben megmutatva, hogy a
szobanforgd inverzek milyen gyakorlati feladatok megolddsandl jutnak szerep-
hez. A pseudoinverzzel kapesolatban csak a legegyszer(ibb és legfontosabb
Osszefiiggéseket ismertetjiilk. A pseudoinverz fontos méatrixelméleti szerepét
két specialis matrix osztaly bemutatasdval probaljuk érzékeltetni.

A konnyebb érthetdség végett az alibb kovetkezd 2—5. pontokban ismer-
tetésiinkben csak valos matrixokra szoritkozunk, igy e pontokban a * csak &
transzpondlt képzését indikilja. Megjegyezziik azonban, hogy az eredmények
komplex métrixokra ugy vihetdk at, hogy transzponalt helyett mindig transz-
ponalt és konjugdlt, ortogondlis helyett unitér, szimmetrikus helyett hermitikus
értendé. A 6. pont rovid attekintésében pedig meg is tartottuk az eredeti,
komplex métrixokra vald, megfogalmazast. Az ismertetendd métrixok tulaj-
donsigai igy jobban érzékelhetdk.

2. g-inverzek és reflexiv inverzek osztilya

Ha A kvadratikus szinguldris mitrix, vagy téglalap alakia métrix, akkor az

(2.1) (L AGE =T S ING A= L
egyenldségek — ahol I az egységmitrixot jeloli — semmilyen @ méatrixszal

sem teljesithetGk egyidejiileg. Kvadratikus szinguliris 4 esetén a (2.1) ossze-
fiiggések koziil sem (i), sem (i) nem elégithetd ki. Ha A téglalap alaka métrix,
akkor a (2.1) egyenldségek valamelyike akkor és esak akkor elégithetd ki,
ha A4 maximdilis rangd. Pontosabban, ha A4 m xn tipust (m-~n) és rangja
o(A) — min (m, n), akkor a (2.1) osszefiiggések koziil vagy (i) vagy (ii) mindig
kielégithets. Ha (i) elégithetd ki valamilyen (' matrixszal, akkor ezt az A
jobb oldali inverzének vagy jobb inverzének, az A matrixot pedig jobbrol
invertalhatonak nevezziik. Hasonléan van definidalva a balrél invertdlhatd A
métrix és annak bal oldali inverze vagy bal inverze. Jobb oldali inverzre az A !
bal oldali inverze az Ap' jelolés haszndlatos. A méatrixelméletben az inverz
matrix legrégebben ismert és igen gyakran hasznalt altaldnositdsai a jobb,
illetve bal oldali inverzek. Ezért elGszor ezekkel foglalkozunk.

Legyen A m xn tipusi méatrix, melynek rangja o(4)—m. Ebben az esetben
az AA* m-edrendi és m-edrangt kvadratikus matrix. fgy az (44%)-1 inverz
létezik, tehat fenndll az

Ly = (AA*)(AA*) 2 =" A[AM(AA*)1]
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osszefliggés, ahol I, az m-edrendli egységmatrixot jeloli. Lathaté tehat,
hogy maximalis sorrangi 4 matrixnak van A z! jobb oldali inverze, hiszen az

Akl s A*(AA*)—I

matrix valéban teljesiti a jobb inverz kritériumat.
Hasonléan, ha o(A4) = n, akkor létezik 4! bal inverz, amellyel az

ALIA == In

egyenlGség teljesiil, hiszen pl. az (4*A4) 1A% matrix alkalmas vilasztisa az
At balinverznek. Nyilvanvald, hogy At és Ap!' csupan azokban a specidlis
esetekben létezik, ha az m xn tipusi matrix rangja n vagy m. Ha n == m, az
Apt és ARt koziil csak egyik létezhet, de nem egyértelmiien. Igaz ugyanis a
kovetkezd tétel.

2.1. Tétel. Legyen A mxn tipusi matrix. Ha p(4) = m, akkor az AG — I
egyenlet altalinos megoldisa

G — VAHAVA*),

ahol V tetszéleges n-edrendii matrix, amelyre p(AVA*) — p(A4). Ha o(A4) — n,
akkor a /4 — I egyenlet altalinos megoldasa

G = (A*VA)-14*V,

ahol V tetszéleges m-edrendi matrix, amelyre o(A*VA) — o(A).

Ha az A matrix rangja o(4) — » = min (m, n), akkor a (2.1) egyenléségek
egyike sem elégithets ki semmilyen ¢/ matrixszal sem. Azonban a (2.1) egyen-
16ségek kivetkezménye a gyengébb

(2.2) AGA = 4

osszefiiggés, amelyet kvadratikus nemszinguliris A esetén csak a f — A1
inverz elégit ki, igy a (2.2) egyenlGséggel meghatarozott (¢ matrix az inverz
matrix egy altalinositasinak tekinthetd. Igaz a kiovetkezs lemma.

2.1. Lemma. Tetszbleges A esetén a (2.2) egyenlGség kielégithets valamely ¢
matrixszal.

Legyen ugyanis az A4 m xn tipusi métrix rangja o(A4) = r és legyen az A
egy rang faktorizdcidja (vagy masként bazis faktorizacidja) 4 — BC, ahol
tehdt a B m xr tipusd, a C' r xn tipusi matrix, amelyeknek rangja o(B) —
= p(C) = r. B tehat teljes oszloprangn, igy B! bal inverze létezik, C' pedig
teljes sorrangi, igy C'g! jobb inverze létezik. Legyen G — Cp'B ', akkor

AGA = (BC)(Cx'BY) (BC) = B(CORY) (B{!B)C = BC = A.

2.1. Megjegyzés. A 2.1. lemma allitdsa kovetkezik Penrose mar idézett téte-
1éb6l is hiszen (2.2) megegyezik az (1) Penrose egyenlettel, s igy a tétel alapjan
ennek tetszleges 4 matrix esetén van megoldasa.

2.1. Definicio. Legyen A mxn tipusi matrix. Az nxm tipust (¢ métrixot,
amely kielégiti a (2.2) egyenlGséget az A dltalanositott inverzének, vagy g-
inverzének nevezziik és jelolésére az A~ szimbélumot hasznéljuk.

Az A~ tehit tetszileges olyan métrixot jelol, amely az 4 métrixszal kielégiti
a (2.2) egyenldséget. A (2.2) megoldisa azonban altaldban nem egyértelmi,
(2.2) megoldésainak Gsszességét jelolje G, ahol az alsé index az (1) Penrose
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egyenletre utal. fgy A~ azt jelenti, hogy A~ €y, Vizsgaljuk meg most mi
jellemzi a G, osztalyba tartozé g-inverzeket.

2.2. Lemma. BEgy G métrixra vonatkozbéan az alabbi allitdsok egyméssal
ekvivalensek

a) G'az A matrix g-inverze, azaz G € C‘}(l :

b) az F — AG méatrix idempotens és o(F) = trF = p(4);

¢) a H — (A matrix idempotens és o(H) = trli = o(4).
Itt trP a P = [p;;] kvadratikus métrix nyomdt — vagy mésként spurjat —

n n
jeloli, azaz trP = Y p; = > M(P), ahol 4,(P) a P matrix sajdtértékeit jeloli.
=1 =1

2

t =
Mint a méatrixelmélethdl ismeretes egy P? = P idempotens vagy projektor
métrix valamennyi zérustél kiilonbozé sajatértéke 1-gyel egyenls, igy rangjara
valéban igaz a o(P) — trP egyenlGség.
2.3. Lemma. Ha A~ az A matrix g-inverze, akkor

(2.3) e(47) = o(4).

A Gy osztalyba tartozé dltalinositott matrix inverzek rangjéra tehdt a (2.3)
egyenldtlenség érvényes. De ennél tobbet is mondhatunk: Fisher [7] ugyanis
a kovetkezs tételt bizonyitotta.

2.2. Tétel. Legyen az A mxn tipust métrix rangja p(4) = r. Akkor tetsz6-
leges, az » <~ ¢ <_ min (m, n) egyenlStlenségnek eleget tevs ¢ egészhez van az
A métrixnak olyan 4~ inverze, amelyiknek rangja o(4~) = q.

Mint az a (2.3) egyenlStlenséghdl lathaté, nem sziikségképpen igaz, hogy
A~ és A egyméasnak kolesonosen g-inverzei. Ahhoz, hogy A és A~ egymasnak
kolesonosen g-inverzei legyenek, az A~ matrixnak ki kell elégitenie az

(2.4) AGA = A, GAG = @

egvenléségeket, tehat az (1) és (2) Penrose egyenletet. A Penrose tételbdl
kovetkezik, hogy ilyen tulajdonsigu g-inverz mindig létezik.

2.2. Definicid. Az nx m tipusi @ matrixot az A m X n tipusi métrix reflexiv-
inverzének nevezziik, ha kielégiti a (2.4) egyenlGségeket.

A reflexiv inverzekre az A; jelolést, a reflexiv inverzek osztalyira pedig
a Gy jelolést hasznaljuk, az alsé indexszel utalva arra, hogy a Gy, osztalyba
tartozo6 inverzek kielégitik az (1) és (2) Penrose egyenletet.

A g-inverzekre vonatkozo (2.3) egyenlitlenséghdl az is kiovetkezik, hogy ha
A~ €G ), akkor o(47) = o(4). Igaz azonban ennek a megforditdsa is, pon-
tosabban a kiovetkezd tétel.

2.3, Tétel. Az A matrix A~ inverze akkor és csak akkor reflexiv inverz, ha
o(47) = o(A).

9.2. Megjegyzés: A 2.2. és 2.3. tétel kovetkezménye, hogy ha A maximélis
rangti, azaz o(A) — min (m, n), akkor 4 tetszGleges g-inverze szitkségképpen
reflexiv.

Felmeriil a kérdés, hogy egy A~ g-inverz ismeretében miként konstruél-
haté egy reflexiv inverz. Erre ad vélaszt a kivetkezd lemma.

9.4, Lemma. Az A matrix G inverze akkor és csak akkor reflexiv inverz, ha

G=A"AA-

alakban irhaté valamely 4~ g-inverz segitségével.
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V4

Mint azt mar a bevezetGben is lattuk, a g-inverzek a konzisztens lineéris
egyenletrendszerek megoldasandl jutnak szerephez. Erre vonatkozik a kivet-

kezG tétel.
2.4. Tétel. Legyen A m X n tipustt matrix és legyen A ~ az 4 matrix tetszdleges

g-inverze, tovabba H — A~ A. Akkor

a) az Ax — 0 homogén egyenlet dltalanos megoldasa « — (I — H)z, ahol
z tetszoleges vektor;
b) az Ax = b konzisztens inhomogén egyenlet altalinos megoldds:

z=A"b+ (I — H)z,

ahol z tetszéleges vektor;
¢) annak sziitkséges és elégséges feltétele, hogy az Ax — b egyenlet konzisz-
tens legyen, az
AA-b=2b

egvenlGség teljesiilése.

Az Ax — b konzisztens egyenlet egy partikuliris megoldisit tehat 40
alakban dllithatjuk el valamely 4~ g-inverz segitségével. Ha a megoldisokra
tovabbi megkotéseket tesziink, ezzel lesziikitjitk a keresett partikuldris meg-
oldasokat A~b alakban elGallité g-inverzek osztalyat. Megkotést tehetiink
példaul a megoldas vektor nemzérus komponenseinek szimadra.

2.3. Definicio. Az Ax — b konzisztens egyenlet x, megoldasat bdzismegoldis
nak nevezziik, ha

(i) Ax, — b, tehat x, megoldas és

(ii) az x, vektornak legfeljebb » nemzérus komponense van, ahol » — o(A4).

A bazismegoldast elGallitd inverz fogalmat Rosen |21 vezette be. Jelolésére
az A, szimbélum hasznilatos. Az A, inverzek jellemzését adja a kovetkezs
lemma.

2.5. Lemma (lasd [18] 30. o.). Legyen az A mxn tipusi matrix rangja
o(d) —r. Az A~ g-inverz az Ax — b konzisztens egyenletrendszer egy bazis-
megoldasat allitja elé, ha van olyan P permuticiés matrix, amelyet

P
P,

I)

particiondlt alakban irva a P, rxn és a P, (n — r)xn tipusi matrix tgy,
hogy Py A~ = (AP{)i*) Py A=A ='0;

Végezetiill megmutatjuk, hogyan konstrudlhaté egy A, inverz. Mivel
o(Ad) = r, az A oszlopai dtrendezhetGk Ggy, hogy az elsé r oszlop linedrisan
fiiggetlen legyen. Kz az dtrendezés egy alkalmas P permuticios matrixszal
valé jobb oldali szorzas Gtjan 4ll eld. Jelolje az dtrendezett matrixot B, akkor

AP = B = [B,B.],
ahol By mxr és B, mx (n — r) tipust. Legyen most
G, (Bt

By el =] 70 | ,
aQ, @,
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ahol @, tetszbleges (n — r)Xm tipusu maétrix, amelyre G,B = 0, akkor
A, = P'Bj.

Hasonléan konstrualhaté olyan g-inverz is, amely az Ax — b konzisztens
egyenlet olyan partikuldris megoldasat allitja eld, amelynek legfeljebb s > r
nemzérus komponense van.

3. A g-inverzek geometriai jellemzése .

Bevezetésiil a linedris algebra néhany fogalmat és a sziikséges jeloléseket
ismertetjiik.

Az A mxn tipust matrix K(A4) oszlopterén az 4 oszlopvektorai dltal felfeszi-
tett linedris teret értjiik. Jelolje a valds szam n-esek linedris terét &”. Akkor
az R(A) linedris tér az & tér azon vektoraibdl 4ll, amelyek Ax alakban 4llit-
hatok elG valamely o vektorral. Ha az 4 méatrixot mint az 8" teret az &™
térre leképezs linedris transzforméciot tekintjik, akkor &(A4) e transzforméacié
képtere. Az A mitrix 9(A) zérustere az 8" tér azon vektorainak osszessége,
amelyeket a transzformdcié az & tér zérusvektoraba visz.

Legyen adva egy V lineéris tér és annak két altere 8 és §. Ha 8 és § diszjunk-
tak — tehat & N J kozos résziik esak a zérus vektorbdl 41l —, akkor osszegiiket
direlt Gsszegnek nevezziik. Az & ) § direkt Osszeg szintén altér, amelynek
vektorai egyértelmten allithatok eld o 4 7 alakban, aholo €8, 7 €§. Specid-
lisan, ha & T = 9, akkor § az 8§ komplementuma vagy komplementer altere
a ¥ térben. Az § (D § direkt Osszegrsl ekkor azt mondjuk, hogy az a 9 tér
eqy direlt felbonldsa.

Legyen a 9 térben skalaris szorzat (belsé szorzat) értelmezve. Ha most 8
ismét a Y altere, akkor a °Y azon vektorainak osszessége, amelyek ortogondlisak
az § valamennyi vektordra, szintén alteret alkotnak, amelyet 81 jelol s amelyet
az & orlogondlis komplementumdnak neveziink. Nyilvan & & &1 a 9 egy direkt
felbontdsa: & @ &L = Y.

Legyen P n-edrend(i r-edrangi idempotens matrix (vagy projektor matrix),
tehiat P? — P. Legyen P oszloptere &(P) és zérustere (P). A P idempotens
tulajdonsigabol kovetkezik, hogy R(FP) D IN(P) — 8", igy tetszileges x € 8"
vektor egyértelmien irhaté x — o + » alakban, ahol p €R(P), v €(P). A P
odempotens matrix az & tér olyan vetitd transzformécitja, amely a tér bér-
mely x = o+ v(0 € R(P), v€ G)Z(l’)) vektordhoz a p vektort rendeli, azaz az &"
teret az K(F) altérre vetiti (innen a projektor matrix elnevezés) s a vetités
iranya az JU(P) altér. Ha fel akarjuk tiintetni, hogy egy adott P projektor

matrix milyen & altérre vetit és milyen § irdnyta vetitéssel — ahol persze
DI = §"és8 = A(P), I = J(P), akkor erre a P —= Pgy jelolést haszniljuk.
Specidlisan, ha § = &+, azaz a vetités irdnya ortogondlis, az § altérre, akkor

a méatrix szimmetrikus, tehat a P — Pg. méatrixra P* — P igaz.

Ha a P n-edrendli és r-edrangi projektor matrix egy rang faktorizacidja
P — ST — ahol tehat S nxr tipust és 7' r x n tipust matrix és &(P) = &(S),
MN(P) = YT —, akkor T'S = 1I,. Végiil pedig ha P = Pgs n-edrendii r-edranga
idempotens matrix — amely tehat az § altérre § irdanyban vetit —, akkor az
I — P métrix is idempotens, mégpedig (n — r)-edrangi, amely a § altérre 8
irdnyban vetit, azaz I — P = Pgs.
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3.1. Megjegyzés. Roviden utalni szeretnénk arra, hogy a projektor matrixok
jutnak fontos szerephez a linearis feltételi konkav programozasi feladatnak
a gradiens vetitési médszerrel torténd megoldasanal is [22]. Ez az eljards egy
moédosulata az eredeti gradiens médszernek, amely szerint egy adott 2, pont-
bél kiindulva egy f(x) nemlinearis fiiggvény maximuma helyéhez konvergalé
Xy, Ty, X, .. . pontsorozat megkonstrudlasinal az x; pontbol az f(x) fliggvény
x; pontbeli gradiense irdnyaban (amely iranyban az f(z) figgvény a leggyor-
sabban valtozik) Llavtjuk az x;,, pontot. Hogy a linedris foltételekbé] adodo
konvex tartomanybdl ne jussunk ki, ezt az eljardst ekkor gy modositjuk,
hogy a gradiens helyett ennek egy § altérre torténd ortogonalis vetiiletét hasz-
naljuk, ahol az § alteret a konvex tartominyt hatiarold, az a; pontot tartal-
mazé  hipersikok valamely linedrisan fiiggetlen rendszerének kozos része
(metszete) hatarozza meg. A tovabblépés irdanyit az f(x) konkdav fu(rgvuw x;
pontbeli gradienséhdl, tehét ey Pgss alaki projektor métrixszal valo szorzdss: Al
kapjuk.

Vizsgdljuk most az altalinositott inverzek geometriai jelentését. Legyen
A mxn tipusi r-edrangi mdtrix, melynek oszloptere & < & és zérustere
I &". Ha az nxm tipusa ¢ mitrix az 4 matrixnak egy g-inverze, akkor
a 2.2. lemma szerint az # — AQ, ill. a H — GA m-edrenddi, ill. n-edrendii s
mindkettd r-edrangi idempotens matrix. Ebbdl kovetkezik, hogy az F oszlop-
tere megegyezik az A oszlopterével, zérustere pedig tartalmazza a G zérus-
terét; a H oszloptere benne van a (f oszlopterében, zérustere pedig megegyezik
az A zérusterével, azaz igazak a

(3.1) K(F) =&
NH) = N

és
(3.2) MN(F) D IUG)
R(H) € R(A)

relicidk. Abban az esetben, ha (¢ reflexiv inverz, tehat ha o(@) — r, akkor a
(3.2) tartalmazasi reliciékban is az egyenlGség jele érvényes. A (3.1) és (3.2)
alapjan az /', ill. H projektor méitrix a kovetkezSképpen jellemezhets:

F = AG = Pagyry, N F) 2 IYG)
(3.3)
H oGl = P RUH) C ().

Az F projektor mitrix tehat az & teret az adott & altérre vetiti, a vetitési
irdnya azonban fiigg a (F dltaldnositott inverz megvdalasztdasatol, mig a H projektor
métrix esetében adott a vetités O irdnya s az altér, amelyre H az &" teret
vetiti, fiigg a G altaldnositott inverz megudlasztdasatol.

Felmeriil ezutdn a kérdés: ha adva van az 4 mxn tipusi és r-edranga
matnx, melynek ()q/loptmc R és zérustere I, akkor tetszGlegesen megvalasztva
a Q és I altereket tigy, hogy & @ Q — &M és I @ N — & teljesiiljon, van-e
az A matrixnak olyan ¢ altalanositott inverze, zunelyokkel fennallnak a kivint

F = AG = Pgq, Q > NG)
B B4 = B, I < (@A)
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reldciok. A kérdésre adhaté igenls vélaszt itt Egervary [4] és Langenhope [11]
megfogalmazisiban kozoljiik. Eredményiiket mindketten reflexiv inverzekre
bizonyitottak.
3.1. Tétel. (Egervary): Ha az adott r-edrangi 4 m X n tipusi matrix bazis-
faktorokra bontott alakja
A = BN

(ahol tehat R mxr tipust, N pedig rxn tipusi matrix és R(A) = R(R),
IN(A) = IYN), akkor az

(AG)? = AG
illetve

(GA? = GA

osszefiiggéssel definidlt r-edranga G inverz maétrix
G=MNM)"{(QR)"1Q
= ]”(QA AM)_IQ

alakban allithat6 eld, ahol M és @ tetszbleges, csupdn a | MN | =0, | QR | <0
feltételeket kielégité matrix (| X | az X kvadratikus matrix determinansat
jeloli).

: Geometriailag szemléletesebbek Langenhope alabbi tételei.

3.2. Tétel. (Langenhope): Legyen 4 m Xxn tipusid r-edrangd métrix, amely-
nek oszloptere & és zérustere I. Legyen Q az & tetszleges komplementer
altere az & térben: & @ Q = &M és I az I tetszbleges komplementer altere
az 8" térben: I @ N — &. Akkor van olyan ¢ méatrix, amely kielégiti az

(3.4) AH — Pyo
és
(3.5) GA = Puga

egyenlGségeket. Ha A — RN, az A méatrix egy rang faktorizdcidja (tehat
R m xr tipusd, N, pedig r X n tipust matrix) @, pedig a Pga = RQ, felbontasa-
bol, M pedig a Pyg — MN, felbontasabdl van meghatirozva, akkor

(3.6) Q = MQ,

kielégiti a (3.4) és (3.5) egyenlGséget.

3.3. T'étel. (Langenhope): A (3.6) alatti @ — MQ, matrix csupén a Q és IN
altér megvilasztasatol fiigg, s nem fiigg attol, hogy az A rang faktorizaciéjanal
milyen R matrixot valasztottunk.

Ha az R mitrixot mar megvalasztottuk ugy, hogy &(R) = R(4) =&
teljesiiljon, akkor az A — RN | felbontashél N, egyértelmiien meghatérozhato.
A Q és IN tetszileges vélasztdsa mellett most mar R és N, ismeretében a
Pso — RQ, és Pyo — MN , dsszefiiggéshil a @, és M métrix is egyértelmiien
meghatdrozhaté. Vegyiik figyelembe, hogy a Pse — RQ, alapjan @, R = I,
ill. a Pgg — MN, alapjain N M = [I,, igy egyszeri behelyettesités utan be-
lathat6, hogy a G — MQ, matrix valéban kielégiti az (3.4) és (3.5) egyenldsé-
geket és kielégiti az

AGA = A, GAG =@
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osszefiiggéseket is, tehat G az A reflexiv inverze. Az igy konstrualt reflexiv
inverz oszloptere &() = I és zérustere JYG) = Q, amit az

(3.7) Agg = G = A/[Qo

jeloléssel fejezziik ki. Mivel Agq reflexiv inverz, igy o(dswe) = o(4) =r.
Az Az inverze vonatkozik a kiovetkezi nagyon fontos tétel:
3.4. Tétel. (Langenhope): A (3.7) alatti Aga matrix az

AGQ = Pga, GA = Pga, o(G) = p(4)

egyenletek egyértelm( megoldasa.
3.2. Megjegyzés. Vegyiik észre, hogy az Age inverz a specidlis Q = &+,
M — I+ valasztds esetén megegyezik a pseudoinverzzel, azaz

AT, fEgulft == AT,
fgyv a 3.4, tétel alapjan az A+ pseudoinverz egyértelm{i megolddsa a

A Pga-l ¥ GA = l);:v( Lot , Q((;) = Q(A)

A

egyenleteknek. Ezek tehat az (1)—(4) Penrose egyenletekkel ekvivalensek.
Moore is lényegében igy definidlta az altala ,,general reciprocal”’-nak nevezett
pseudoinverzet.

Langenhope eredményei arra szolgdltatnak pdéldat, hogy tetszGleges A
matrixhoz egyértelmiien létezd dltalinositott inverzet tobbféleképpen lehet
definialni.

Ha a 3.2.— 3.4. tételek feltételeibdl elhagyjuk a o) = o(A4) megkotést,
akkor a megoldds dltaliban nem egyértelmii. Ekkor a kivetkezd tétel igaz.

3.5. Tétel. Legyen A mxn tipusa r-edrangt matrix, melynek oszloptere &
és zérustere I Legyen Q az & tetszéleges komplementer altere az & térben:
R B Q — &M és M az N tetszbleges komplementer altere az & térben: I ) N—
— 8". Az A matrixnak mindig van olyan @@ dltalinositott inverze, amelyre

Q) DI, NG CSQ, o) = o(A).

4. Tovabbi altalanositott inverzek

A 2. pontban mér vizsgiltuk a ¢, és a G, inverz osztdlyt. Most azt vizs-
galjuk meg, hogy milyen tulajdonsagi altalanositott inverzekhez jutunk, ha az
(1)—(4) Penrose egyenletek mas kombindcidinak kieldgitését kioveteljitk meg.

Q.. e @ L.

A Gy €5 @ Gy yyy tnverz osztdaly

Jelolje Gy, az A mxn tipusi mitrix azon dltalinositott inverzeinek osztd-
lyat, amelyek kielégitik az

(4.1) AGA = A, (GA)* = GA

feltételeket, azaz az (1) és (4) Penrose egyenletet.
A 3. pont alapjin a (4.1) feltételek geometriai megfogalmazisa:

(4.2) H = GA = Pglg, 3{((}) =] 3)Z(A)J = &(A*),
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azaz olyan legyen a (¢ altalanositott inverz, hogy oszloptere tartalmazza az A4
zérusterének ortogondlis komplementumat, tehat az A* oszlopterét. Ebbsl
méar egyszerlien addédik a kovetkezs lemma allitdsa.

4.1. Lemma. Az A métrix G altalanositott inverze akkor és csak akkor tar-
tozik a G4, osztalyba, ha

GAA* = A*
teljesiil.

Erdemes azt is megnézni, hogy az (1) Penrose egyenlet mellett a (4) egyenlet
teljesiilése milyen, a linedris egyenletrendszerek megolddsinal felhaszndlhat6
tulajdonsagot kolesonoz egy g-inverznek.

Mér lattuk, hogy az Ax = b konzisztens egyenletrendszer barmely megolddsa
@ = (b alakban 4llithaté els, ahol & €G,y. Felmeriilhet a kérdés, vajon meg-
véalaszthaté-e a G inverz a b vektortol fiiggetleniil gy, hogy barmely, konzisz-
tens egyenletrendszert adé b vektor esetén, az Ax — b megolddsai kozott
az ezen (@ matrixszal elGallitott Gb megoldds minimélis normaju, azaz

min ||z || = || Gb||.
Ax=b

Itt || « || az « vektor euklideszi normajat jeloli, tehat
el =Va* 2

ahol a*y, az x, y € 8" vektorok skaldris szorzata. A kérdésre a kovetkezd tétel
ad vélaszt.

4.1.Tétel. ([19] 45. 0.): Legyen (¢ az A méatrixnak olyan g-inverze, hogy Gb
minimalis normaji megoldisa az Ax — b egyenletnek barmely b € R(A4) esetén.
Ehhez sziikséges és elegendd, hogy G kielégitse az

AGA = A, (GA)* = GA
feltételeket.

Az Ax — b konzisztens egyenletrendszer dltalinos megoldisa a 2.4. tétel
szerint ugyanis Gb -+ (I — G A)z, ahol G €G ) és z€8" tetszblegesek. Legyen
most b miniméalis normaja barmely konzisztens egyenleteket add b esetén,
AZAZ

166 1] < 1165+ (I — GAz || pbeQ(A), €8,
vagy a b helyére Ax-et irva
|GAz || < ||GAx + (I — GA)z || =z, z€ 8"
A norma definiciojat figyelembe véve ez akkor és csak akkor teljesiil, ha

(GAx)*(I — GA)) =0 =z, z€8".
Ebbdl a
@A)*(I — GA) =0

feltételt kapjuk, ami ekvivalens a (GA)* — G A4 feltétellel.

4.1. Megjegyzés. Vegyiik észre, hogy birmely G € G, dltaldnositott inverzzel
szorozzuk balrél az A métrixot, a H — GA — Pglg, tehat mindig ugyanaz
a hermitikus projektor matrix. Ennek kivetkezménye az is, hogy barmely
rogzitett b € R(A) esetén a || Gb || norma minden @ € Gy, inverzzel ugyanaz.
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.

Ha egy G €y, inverzre specidlisan p(G) = p(4), akkor @ kielégiti az (1)
(2) és (4) Penrose egyenletet. Az ilyen G, osztilybeli inverzre szokdsos a
balrol gyengén dltaldnositolt inverz elnevezés és az A, jelolés. Az A matrixnak
egy A, inverzét konnyen eléallithatjuk az A A* martix egy (4A4*)~ inverzének
ismeretében. Az

(4.3) Ay = A*(AA%)-

eloallitds Urquharttol [24] szdrmazik.

4.2. Megjegyzés. Lattuk mar, hogy ha az A m xn tipusi méartix maximélis
angi: r = min (m, n), akkor minden 4~ inverz egyben A, reflexiv inverz.
Nagyon konnyen konstrualhaté azonban A, inverz is.

a) Ha r = n, azaz A maximdlis oszloprangt, akkor barmely 4~ inverz
bal inverz, hiszen /1 = A~ A r-edrendii és r-edrangt idempotens mdtrix, igy
szitkségképpen az egységmitrix. Az egységmitrix azonban hermitikus, igy
minden A~ inverzre A~A = I, = (A~ A)*, tehdt az A barmelyik 4ltaldnosi-
tott inverze balrél gyengén dltalanositott: A~ — A,,.

b) Har — m, azaz A maximdlis sorrangi, akkor az AA* métrix nemszingu-
laris, tehat ebben az esetben a (4.3) elGallitds alapjan az A méatrixnak az

az egyetlen balrél gyengén altalinositott inverze, igy ez megegyezik az A+
pseudoinverzzel.

A G153y s §10g) inverz oszldly.

A Gy inverz osztily az A mitrix azon dltalinositott inverzeibdl ll, amelyek
kielégitik az
(4.4) AGA = A, (AQ)* = AG

feltételeket, azaz az (1) és (3) Penrose egyenletet.
A (4.4) feltételek geometrial megfogalmazisa:

(4.5) F = AGQ = Pggl Q) S R(A)L = JN(A4%),

vagyis a (/ dltalinositott inverz olyan legyen, hogy zérusterét tartalmazza az
A oszlopterének ortogondlis komplementuma, azaz az A* zérustere. Ebbé
mar egyszeriien adodik a kivetkezs lemma.

4.2. Lemma. Az A matrix ¢ dltalinositott inverze akkor és csak akkor tar-
tozik a G, osztilyba ha

A*AG = A*
teljesiil.

A Gy s Gy inverz osztily analég viselkedése folytdan vérhato, hogy
a G4y osztdlyba tartozo inverzeknek is van egy jellegzetes, a gyakorlati alkal-
mazasok szempontjiabol fontos tulajdonsiga. Kz valéban igy van. A linedris
becsléselméletben, idésorok kiegyenlitésénél sth. fellépd Ax — b egyenletek
inkonzisztensek, azaz b¢R(A). Az Ax — b inkonzisztens egyenletrendszer
legkisebb négyzet megolddsdn olyan & vektort értiink, amelyre
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tehat az Az eltérése a b vektorbdl normaban a lehetd legkisebb. Természetes
az a torekvés, hogy a legkisebb négyzet megoldisokat is Gb alakban allitsuk
el alkalmas ¢/ métrixok segitségével. Hogy milyen feltételeket kell kielégitenie
egy ilyen matrixnak — amelyrsl még nem tudjuk, vajon altaldnos inverz-e —,
ezt a kovetkezd tétel mondja meg.

4.2. T'étel. ([19] 48. 0.): Legyen G olyan métrix, hogy tetszéleges b € 8" ese-
tén Gb legkisebb négyzet megoldisa az Ax = b egyenletnek. Ehhez sziikséges
és elegendd, hogy G kielégitse az

AGA = A, (AG)* = AG
feltételeket.

A bizonyitas hasonlé a 4.1. tétel bizonyitdsihoz.

4.3. Megjegyzés. A G €, dltaldnositott inverzekre az a figyelemre mélto,
hogy itt az F — AG — Pgs! idempotens mdtrix mindig ugyanaz. Ennek
kovetkezménye a legkisebb négyzet megoldist el6allité tulajdonsag, ill. az,
hogy a || AGbL — b || norma rogzitett b € & esetén minden @ € §(12) matrixszal
ugyanaz.

A G2y inverz osztélyt a G osztdlyba tartozo reflexiv inverzek alkotjak,
tehdt olyan matrixok, amelyek kielégitik az (1), (2) és (3) Penrose egyenletet.
Ezekre elterjedt a jobbrol gyengén dltaldnositott inverz elnevezés és az A;
jelolés. A (4.3) eldallitds analogonja jobbrél gyengén Altalanositott inverz
elGallitasara a

(4.4) A; = (A*4)- A*

kifejezés, amelyet Fisher [7] adott meg elGszor.

4.4. Megjegyzés. Maximélis rangtt A m X« tipust métrixok jobbrél gyengén
altalanositott inverzeirdl a kovetkezdk mondhatok.

a) Har — m, azaz A maximdlis sorrangi, akkor barmely 4~ inverz egyben
jobbrél gyengén Altalinositott is.

b) Ha » = n, azaz A maximalis oszloprangt, akkor a (4.4) elGallitdssal
kapott

A7 = (A*4)-14%

mitrix az egyetlen jobbrél gyengén altalanositott inverz s igy ez sziikségképpen
az A* pseudoinverz.

\,(xg(,n(;{,ljl csak n’l(.gcnllltgul\, hogy Gy és Guyyy osztilybeli inverzek vizsgd-
latdval Fisher [7] és Meyer [12] foglalkozott.

5. Az A" pseudoinverz

Most a pseudoinverzre vonatkozé legegyszeriibb és legfontosabb sszefiiggé-
seket tekintjitk &t roviden.

5.1. Lemma. Egy G' matrixra vonatkozéan az aldbbi feltételek egyméssal
ekvivalensek

(5.1) AGA = A, GAG =@, (4G)* = AG, (GA)* = GA4;
(5.2) A*AG = A*, G*GA = G*.
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E lemma alapjan tehat az A+ pseudoinverz az (5.2) egyenletek egyértelmii
oldasa. A kovetkezs lemma a pscudomver/, legegyszeriibb tulaJdonmm ait fog-
lalja Ossze. Az Allitasok egy részét mar Penrose bizonyitotta, mds résziik

késébbi eredmény.
5.2. Lemma. Az A matrix A+ pseudoinverzére az alibbi allitdsok igazak:

(i) (A+)t = 4,
(ii) (4*)* = (4%)*%,
(i) (AA®)T = (AT)xATy
(iv) A*A = AA*, ha A normélis métrix, azaz AA* = A*A,
(v) (A")*F = (A")", ha A normailis,
(vi) (44*)tAA4* = AA+,
(vii) (UAV)t = V*A*U*, ha U és V ortogonalis matrixok, azaz
i o W 1 s P
(viil) (A4)r = 1714*, ha 1 50,
(ix) A* = (A*4)TA¥%,
(x) B mxr tipusu r-edrangt és €' r xn tipusa r-edrangi, akkor
(BO)* = C* BT,
(xi) Had = X A;,ahol A, A} = 0és A} A; = 0 (i 5 j), akkor A+ = 2 A},
(i) At == (AXA)TAY = AX(AA*)+

Lényegesnek tartjuk megemliteni a kozonséges inverznek azt a két fontos
tulajdonsdgat, amellyel a pseudoinverz dltaliban nem rendelkezik.

1. Ha A és B nemszinguldris matrixok, akkor (A45) ! B-14-1 azaz
szorzat inverze a forditott h()l‘lb!](l szabdlya szerint tényezonként szamolhato.
Ez a szabaly a pseudoinverzre nem érvényes, tehit dltalaban (4 B)" = Bt A*,

2. Ismeretes a kvadratikus nemszinguliris méatrixok ‘l])bl\tl‘dllh tulaj(l(mmxga,.
ha Auw — Ju, akkor A 'u — A, azaz (i) az A és A~ ' sajatértékei egymis
reciprokai és (ii) az A és A1 matrixanak ugyanaz a sajatvektor rendszere.
A pseudoinverzre altalaban sem a (i) sem a (ii) tulajdonsig nem igaz. Kiilon
kutatasi teriilet, hogy mi jellemzi azokat a matrixokat, amelyeknek valamely
tipust inverzére az (i) és (ii) valamelyike teljesiil (lasd pl. [20]). A spektrilis
tulajdonsig megkovetésével is definialhatok azonban dltalanositott inverzek
(lasd pl. [6], [8] és [2] 26. 0.). K spektrilis inverzek — legaldbb is egyel6re —
csupdn elméleti szempontboél érdekesek; ismertetdsiiket itt mellGzziik.

Az el6z6 pontban lattuk, hogy az G, osztilyba tartozé inverzek segitségé-
vel az Ax — b konzisztens egyenletrendszerek legkisebb normaji megolddsai,
mig a G4, osztilyba tartozo inverzekkel az az Ax — b inkonzisztens egyenlet-
rendszerek legkisebb négyzet nwgol(las(n allithatok el Feltehetjiik azt a kér-
dést is, hL]on van-e olyan altaldnositott inverz, amelynek segitségével minimé-
lis normdju legkisebb négyzet megoldas allithato eld. A megoldds az A pseudo-
inverztSl varhato, minthogy A% € G, és AT €Gy,y. Valdban igaz a kovetkezs

tet’*‘
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5.1. Tétel. Legyen a G € G, altaldnositott inverz olyan, hogy (b minimdlis
normaju legkisebb négyzet megolddsa az Ax = b inkonzisztens egyenletnek,
azaz

NG|, <l 2|ln Az€f{a: || pz — b, < || Az — bl F2€8"},

ahol || . [|,, ill. || .||,, jelolés arra utal, hogy a normak az 8", ill. & térben
értendSk. Ehhez sziitkséges és elegendd, hogy G = A* legyen, azaz teljesiilje-
nek az

AGA = A, GAG =@, (AG)* = AG, (GA4)* = GA
feltételek.

6. EP, matrixok, parcialis izometriak

A maitrixelméletben a pseudoinverz fontos szerepet kapott egyes specidlis
méatrixok jellemzéséndl is. Erre mutatunk be roviden két példat.

A) Az EP, mdtrixzok

E matrixokat Schwerdtfeger vezette be 1950-ben megjelent kionyvében
(lasd [23] 130. 0.) eredetileg a szimmetrikus és ferdén szimmetrikus matrixok
kozos altalinositdasaiként. Az alabb kovetkezs, ma elterjedt definiciéban az
EP, matrixok a hermitikus és ferdén hermitikus matrixok kozos dltaldnosité-
sainak tekinthetdk.

6.1. Definicié. A kvadratikus r-edrangi A matrixot £, matrixnak mondjuk,
ha AX 0, akkor ¢s esak akkor, ha A*X — 0, azaz ha

NA) = JA¥).

Tehat az EP, matrixok éppen azok a métrixok, amelyeknek zérustere meg-
egyezik transzpondlt konjugdltjuk zérusterével, ami valéban kozos tulajdon-
sdga o hermitikus és ferdén hermitikus mdtrixoknak. Vegyiik észre azt is,
hogy a definicié magaban foglalja a nemszinguldris mitrixokat és a normélis
méatrixokat is.

Az KP, matrixoknak igen nagy irodalma van; kiilonosen Pearl, Katz és
Hearon vizsgdlatai (pl. [9], [10], [15]) jelentdsek. 1tt csupan Pearl 1966-ban
b izonyitott eredményét kozoljiikk, amely az mdtrixokat pseudoinverziikkel
jellemzi.

6.1. Tétel. (Pearl [15]): Egy A kadratikus matrix akkor és esak akkor EP,
matrix, ha pseudoinverzével feleserélhetd, azaz ha

Ad*r = A+4.
Az eredménynek az az érdekessége, hogy az KP, matrixoknak ez a jellem-

zése sokkal természetesebb egyszer(ibb formaban fogalmazhat6, mint jéval
kordbbi eredeti definicidjuk.

B) Parcidalis izometridk

A parcidlis izometridkat az unitér métrixok altaldnositdsaként vezette be
Erdelyi [5] s azota igen nagy irodalmuk van.

4 Szigma
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Ismeretes az unitér métrixok izometria tulajdonsiga: Az n-edrendli U
méatrixot unitérnek nevezziik, ha az

y=Ux pxeé"
I'nedris transzforméci6 tavolsagtartd, azaz

Hle_ UCC2||: ”xl_on: Ve, IZE((S".

A kovetkezs két feltétel barmelyike sziikséges és elegends ahhoz, hogy az U
matrix unitér legyen:

(i) Uzl =|lz|l, pz€sé";
(ii) (Uzy, Umy) =2y, 25); Ty, £5€ 87,

A parcidlis izometridk az unitér matrixok izometria tulajdonsiagit meg-
ragadd altalinositdsai.

6.2. Definicio. Az m xn tipust V méatrixot parcidlis izometridnak nevezziik,
ha az

y= Ve predyV)L
linearis transzformacié tavolsigtartd, azaz

H Vxl %" Vx'.! ”m & H 'Tl g 'T:: ”r.v Vxlr 'Tz Eé)z( V)Lv

ahol a norma m, ill. » indexe arra utal, hogy az az &, ill. & térben értendd.

Konnyen belithato, hogy érvényes az unitér métrixokra vonatkozd (i)
és (ii) feltételek parcidlis izometridkra érvényes analogonjai. Nevezetesen
a kovetkezd két feltétel barmelyike szitkséges és elégséges ahhoz, hogy a Vo < n
tipusi matrix parcidlis izometria legyen:

(i) HVE&)m= 2l preIUV)L;
(ii) (Vg Vaeo)n =@y %) 0, By €ESU(V)E.

A parcidlis izometridk is jellemezheték a pseudoinverz segitségével a kovet-
kezGképpen.

6. 2. Télel. Az m x n tipusi V métrix akkor és esak akkor parcidlis izometria,
ha

v+ = V.

Ez a tétel is mutatja, milyen természetes ltalanositdsai a parcidlis izometridk
az unitér matrixoknak.

A hermitikus és unitér métrixokat osszekapesolja a matrixok polaris eld-
allitdsa, amely szerint minden kvadratikus matrix el6allithaté egy pozitiv
szemidefinit hermitikus métrix és egy unitér méatrix szorzataként. Hearon
mutatta meg [9], hogy igaz egy olyan polaris eldéallitds is, amely minden
kvadratikus métrixot egy pozitiv szemidefinit hermitikus métrix és egy
parcidlis izometria szorzataként allit eld.

E két példaval is érzékeltetni kivantuk a pseudoinverz sokrétii szerepét
a matrixelméletben.
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