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Készletjelzésen alapuld szabalyozas Leontief-tipusa
gazdasagban

Tanulmanyunk kozvetleniil kapesolédik Kornai J. és Martos B. Szigmdban
kozolt cikkéhez, amely varhatéan egy hosszabb kutatémunka kiindulépontja
lehet.! Természetesen e vizsgilatokndl kezdetben a sok egyszertisits feltevést
alkalmazé modellekbdl kell kiindulni és a tapasztalatok felhasznéldsival ha-
ladhatunk a bonyolultabb szabdlyozdsi — magatartési formdk elemzése felé.

Vizsgélatunkat az idézett cikkben kozolt, Leontief-tipusa gazdasigra adott
folytonos modellel kezdtiik. A modellt felirtuk differenciaegyenletek formaji-
ban is. A folytonos és diszkrét modell megolddsainak péarhuzamos elemzése
a készletjelzésen alapulé szabdlyozis érdekes 6sszefiiggéseire hivta fel a figyel-
met. Az eredmények elemzése egytttal a kiindulé modell tovébbfejlesztésének
lehetdségeire is utmutatdst adott. Az dltalunk vizsgalt tovabbfejlesztett modell
is viszonylag egyszer(i, azonban elemzése a kutatas szempontjabdl tanulsigos.

A tanulmiany hérom részbsl all. Az elsG részben a folytonos és- diszkrét
modell legfontosabb jeloléseit és feltevéseit foglaljuk ssze. A mésodik rész-
ben a kiindulé modelleket és az azokkal ekvivalens modelleket fogalmazzuk
meg ¢s elemezziik. A harmadik részben a folytonos és diszkrét kiindulé model-
lek tovabbfejlesztését végezziik el és e tovabbfejlesztett modellek megoldasat
adjuk. Targyaldsunkban parhuzamosan vizsgiljuk a folytonos és diszkrét
esetet, s ramutatunk az eltéré megkozelitésb6l adédé kiilonbségek lényeges
vondsaira. A vizsgdlatokban nem tériink ki a rendszer miikodGképességének
részletes elemzésére, inkdbb a magatartds stabilitdsdanak kérdéseit allitottuk
a kozéppontba. '

1. Jelolések és feltevések
1.1. Jelilések :

a) Altalinos jelslések

A kis betiik n elemfi vektorokat, a nagy betik mxn-es matrixokat jelolnek.
A vektorok komponenseinek jelolésére a kis betiikhoz irott egyszeres indexek,
a matrixok elemeinek jelolésére a kettés indexek szolgdlnak. A j-edik egység-
vektort ¢;, az Osszegez$ vektort e, az egységmatrixot E jeloli.

1 A Tervgazdasagi Intézetben miikod6 szeminariumon kezdtiink el egy vizsgélatot,
amelyen e tanulmény els6é véltozatat kidolgoztuk és megvitattuk. A vitdban elhangzott
és hasznosftott megjegyzésekért a Matematikai Médszerek Alkalmazdsi Osztalya munka-
tarsainak mondunk koszénetet. i i Ry
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H u(t) = u(t+1) eltoldsoperacié

Au(t) = u(t+1) —u(t) differenciaopericié

1 = komplex szam imagindrius egysége

® = specidlis matrix-szorzis jele. Ertelmezése:

B® [An Am] = [BAII Bsz)_

Ay Ayy BA, BA,,

b) Specialis jelolések

h1) Valtozok:

x = a termelés vektora; , — a j-edik dgazat termelése;

X = a termelési vektorbdl képzett diagondl-matrix, ahol &, =

u — a termelSi készletek vektora, u; = a j-edik Adgazat készlete sajit
termelésébil;

Y — a felhasznaloi vasarlasok matrixa; Y = a k-adik termels vasarlasa
a j-edik dgazat termékébdil; ’

V. = a felhasznal6i készletek matrixa; V, = a k-adik dgazatnal levé
készlet a j-edik termékbdl;

w — a fogyasztoi készletek vektora, w; — a fogyaszté készlete a j-edik
agazat termékébdl;

z = a fogyasztoi vasarlasok vektora, z, = a fogyaszté vasarlasa a j-edik
agazat termékébil.

b2) Adott mennyiségek:

g = g(t) > 0 a fogyasztdis vektora, g,(t) = a l-edik évbeli fogyasztis a
j-edik agazat termékébdl;

F — F(t) > 0 input-koefficiensek matrixa, F, — a k-adik dgazat egy-
ségnyi  termékének elGallitAsahoz felhasznalt j-edik Agazatbeli
termék.

u*, V¥ w* — a megfeleld készletek norma szerinti szintje.
Ismertek tovibba a valtozok kezdeti (f — O idGponthoz tartozd) értékei
(=°, u°, V°, Y°, w° és 2°) a folytonos és (x,, ue, V, Y, w, és 2,) a diszkrét
modellben.

1.2. Feltevések

12 A folytonos modell valtoz6i a ¢ > 0 tartomanyban folytonosan diffe-
rencidlhaték. Kezds értékiik a ¢ — 0 idépontban adott (20, «°, VO,
o 29,
20 Minden valtozé determinisztikus.
3° A gazdasigban egyetlen fogyaszté van.
4% A gazdasag redlszférija Leontief-tipusd, azaz:
- nincsenek kiils§ korlatos erdforrasok,
a j-edik terméket egyetlen termels allitja el, s ez a j-edik agazat.
Az elGallitds egy technolégidval torténik,
- a raforditisok a termelés linedris fiiggvényei.
3% Az F(¢t) matrix folytonosan differencialhaté, nem negativ és domi-
nans sajit értéke minden ¢ > 0-ra kisebb 1-nél. (A folytonossigi kikotés
csak a folytonos modellre sziikséges.)
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6° Az 2° indulb termelés folytathaté, azaz:
@l — 9% =0
70 A folytonos modellben g¢(¢) fiiggvény elégséges, azaz minden ¢ > O-ra
és minden j-re fennall:?

90 > |~ 3 Pyt — g

8% Az induld készletek pozitivak:
1l K9, w® >0

Az 5° — 8 feltételek a rendszer miikodGképességére mondanak ki lényeges
osszefiiggéseket, a tobbi feltétel a vizsgalt gazdasag szerkezetét jellemzi.
KEbben a cikkben — amint azt bevezeténkben is emlitettiik — a rendszer
miikodGképességét, annak feltételeit nem elemezziik. Az 5° -8° feltételeket
izy elsGsorban a [4]-ben térgyalt modellel valé szoros kapesolat miatt sorol-
tuk fol.

2. Leontief gazdasag egy folytonos és diszkrét modellje

2.1. Eredeti modellek

A modellek 2n*-4n skaldregyenlethdl 4ll6 rendszerek, amelyek egyik csoportja
alkotja a mérlegegyenletek rendszerét, a mdsik csoportba tartoznak a visel-
kedési egyenletek. A folytonos modell az idézett cikkben [4] targyalt modell
kissé egyszer(ibb forméja felirdsa, a diszkrét modell az ennek megfelel fel-

iras.

Folytonos modell [3] Diszkrét modell [2]
Mérlegegyenletek
u=x — Ye—=z du =2 — Ye—z
V=Y FX AV =Y — FX
W=2z-—-g dw=z-—¢g

Magatartési szabalyok

§= ¥ 44+ Clur — w) AX = A(Ye) + Az + C? [u* — u(?)]
V= FX+ FX + 02V V) AY = A (FX) + C2[V* — V()]
i+ Ct(w*  w) Az =Ag + C? [w* — w(t)]

A c j=a j-edik dgazat szabdlyozé paramétere,
C = a szabélyozé valtozokbdl alkotott diagondlis matrix,
tovabb4: a véiltoz6 szimb6luma f5lé tett pont az id6 szerinti derivalast jeloli.
A szabdlyozé paraméterek — mint az egyenletekbdl leolvashaté — azt
mutatjiék meg, hogy a termelés, a termeldi és fogyasztéi vasarlasok valtozasd-

8 Belathatd, hogy a diszkrét modell esetében/a rendszer miikdddképessége nem fel-
tételezi a kikotés létezését.
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ban milyen ,stllyal” szerepelnek a normalkészlettl valé eltérések. Masképpen
fogalmazva; hogyan véltozzék pl. a termelés nagysaga, ha a véltozasnal figye-
lembevessziik a norméalkészlettsl vald eltérést kifejezd informaciot.

Az egyenletek kozgazdasigi interpretaciéja viszonylag kénnyen megadhaté.
A folytonos modell esetében azonban a magatartisi szabalyok értelmezése elég
nehézkes. A diszkrét modell kategéridi egyszer(ibbek, hiszen itt a nehezen értel-
mezhet$ derivaltak helyett olyan vilagos fogalmak szerepelnek, mint készlet-
valtozds, termelésnovekmény stb. A magatartasi szabalyok értelmezése is egy-
értelmiivé valik.

2.2. Szdrmaztatott modellek

2.2.1 Folytonos szdrmaztatott modell
A modell 2n* + 4n skalaregyenletbdl all
a) Mérlegegyenletek:

U = x— Ye —=2
V=Y — FX
Ww=z—¢g

b) Magatartisi egyenletek:

i = Cu* — u)
V= C¥V*— V)
w = C?*w* — w).

A szarmaztatott modell és az eredeti modell kozotti kapesolat lényegét az
alabbi allitas adja:

TETEL: Az eredeti és a szérmaztatott modellek
ekvivalensek. A tétel bizonyitisa egyszer(i, s a formdlis ekvivalencia
mellett belathaté a tartalmi egyeziség is [3].

A szarmaztatott modell magatartisi egyenletei egy fizikai analégia lehetGsé-
gére mutatnak. A fizikai anal6gidk jelentdsége és a kozgazdasigi modellek
elemzésénél adédd hasznossiga mar altalinosan elfogadott. Jelen esetben a
formai hasonlésdg miatt a magatartisi egyenletek a rezgés jelenségeit leird
mésodrend{i — tobbnyire dllandé egyiitthatéjia — linedris differencidlegyenle-
tekkel hozhaték rokonsagba.

A fizikai példanal maradva tegyiik fel, hogy valamely mozgé testre olyan
er$ hat, amely azt egyensulyi dllapotba igyckszik hozni. Az ilyen erd nagysiga
aranyos az egyensilyi helyzettdl vald eltéréssel. Jeloljiik s-sel adott £ idGpilla-
natban az egyenstlyi helyzett§l vals tavolsiagot, az ardnyosségi egyiitthatot
w-vel, ekkor az er6 nagysaga w’s lesz. Tegyiik fel tovabba, hogy a mozgds vala-
milyen ellendllds jelenlétében megy végbe, s ekkor fellép az Gn. ellendllisi erd,
amelynek irdnya ellentétes a mozgds irdnydval, nagységa 2ks-al egyenld, ahol
2k ardnyosségi tényezs. Ha f(£)-vel jeloljiik a rendszerre hato kiilso zavard erét,
akkor a mozgis differencidl-egyenlettel irhaté le:

8 = —2ké — w?s + f(t).
Ha f(t) = 0, akkor szabad rezgésrél, egyébként kényszer rezgésrol van szo.
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A modellnél felirt magatartési egyenletek koziil tekintsiik pl. a kovetkezst:
@ = —cju; + cduf.

Ebben az egyenlethen az emlitett ardnyossigi egyiitthaténak a ¢ szabdlyozési
paraméter felel meg, az f(¢) ,.zavaré eré” a normalkészlethez valé igazodés
kényszerfisége.

A miésodik derivalt kézgazdasagi értelmezése igy szemléletessé tehetd. Az i,
jelenti a készletvdltozds sebességét. A magatartési egyenlet tehdt azt mondja ki,
hogy a készletvéltozés sebessége a normalkészlettsl vals eltéréstdl fiigg.

A fizikai analégia két szempontbél is hasznosnak tiinik: Egyfel6l a mérleg-
egyenletek és magatartisi egyenletek tisztabban elkiiloniilnek. Mésfell a meg-
oldas szemléletesebb menetben valdsithaté meg és belathatd, hogy a megoldas
soran nem sziikséges feltételeznniink, hogy a €' matrix diagonalis. (Az egysze-
riibb térgyalisméd és az eredmények konnyebb értelmezhetésége miatt a tar-
gyalisban a (' diagonalis matrixszal dolgozunk.)

2.2.2 Diszkrét szdrmaztatott modell [2]

A diszkrét modell ugyancsak 2n* - 4n skalaregyenletbdl all, azonban egy-
szer(i atrendezéssel redukalni lehet az egyenletek szdmat. Igy a szdrmaztatott
modell a kovetkezd lesz:
(a) Mérlegegyenletek
x = Ye+ g+ Adw + Au
Y = FX + 4V

(b) Magatartasi egyenletek
A = C?[u* — u(t)]
A2V = CV* — V()]
Aw = C?w* — w(t)]

Diszkrét esetben a folytonoshoz hasonlé médon lehet az eredeti és a szdrmaz-
tatott modell ekvivalencidjit belatni. Mig azonban a folytonos modell esetében
meglehetdsen nehéz a szarmaztatott modell értelmezése, a diszkrét modell ese-
tében taldn éppen a szarmaztatott modell az, amelynek érdekes kozgazdasdgi
tartalmat lehet tulajdonitani.

Mér elsé ranézésre megallapithat6, hogy ebben a felirdsban — amely tehdt
az eredeti felirasbél logikusan kovetkezik — a készletek autoném szabalyozéasa
figyvelheté meg, azaz valamely agazat jov6beli készletalakuldsat semmilyen
mas tényezé nem befolydsolja, csupdn a normativ készlettdl valé eltérés és a
szabélyozis hatékonysdga. Vizsgiljuk meg részletesebben példaként a A*u(t)-re
adott egyenletet | A baloldal kifejtése utan a kovetkezé formula adédik:

ult + 2) — 2u(t + 1) + ult) = Clu* — u(b)],
vagy dtrendezve:
wlt + 2) = ult + 1) + [ult + 1) — ()] + C2[u* — u(®)):
Még vildgosabbd valik a képlet tartalma, ha ¢ = ¢ — 1 helyen vizsgéljuk a
folyamatot. Ekkor ugyanis:

w(t +1) = u(t) + [wlt) — u(t — 1)] + C*[u* — u(t — 1)]
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adédik. A modell tehdt tgy hatdrozza meg a ¢ + 1 idGbeli készletet, hogy a ¢
idébeli készlethez hozzdadja a megelz6 idGszak készletvaltozasat (ezt nevezziik
a tovabbiakban mechanikus extrapoldciénak) és a szabalyozési tagot, amelyben
viszont az el6z6 idébeli készletnek a normatél valé eltérése szerepel. Ez a kés-
leltetett szabdlyozas (bar természetes, hiszen id6 sziikséges ahhoz, hogy a nor-
matél valé eltérést regisztraljik és ennek megfeleld intézkedéseket tegyenek)
stlyos problémék forrisa és az egész rendszer miikodSképességét veszélyezteti.
A modell folytonos véltozataban a szabdlyozist az i — C*(u* — u) egyenlet
irja le, ennél pedig a szabélyozas késleltetés nélkiil, a reakei6idd elhanyagolasa-
val koveti a normitél valo eltérést. Bz a magyarazata annak, hogy a kétféle
— a folytonos és a diszkrét megoldas gyokeresen kiilonbozik egymastol.

2.3. Szdrmaztatott modellek megoldisa
2.3.1 A folytonos modell megoldasa és a megoldas értelmezése

A megoldds soran tamaszkodunk az alabbi segédtételre.

(V)
c: 0

n

1. Segédtétel: A 7 — ( Z,. 2i(0) = L5,

alakd matrix differencidlegyenlet megoldasa:

0 E, »
R L [ cos Ct €V sin Ct
(A = & viewe’

('sinCt  cos Ct

( 7
ahol @ :( ) ﬁ”).

c? 0
A tetel bizonyitdsa a [3]-ben talalhato.

Tekintsiik most a V — O%(V* — V) rendszert: Kz atirhaté a kovetkezs rend-
szerré:

V=1V
V=0V* V)

Vi (0 If’[V +<[ 0
V] - o] VJ o2 V)
A differencidlegyenletek elméletébdl ismert médon kapjuk, hogy:
)= (50 - (7] (5] = (o o +
14 V(0) 0 0 Yo — Foxo 0
Ebbdl

( V — V* | (cos CE)Y(V® — V*) 4 (C~'sinCt)(Y® — F°X9) 8

aAzaz
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Hasonlé médon szamithatjuk ki az  és w valtozdk értékeit is, csak az #(0) és
w(0) értékek meghatarozasara kell iigyelniink. A megoldds menetét itt nem
kozoljiik, csak az eredményeket adjuk meg.

‘ w = u* - cos Ct(u® — u_*) + O~ (sin Ct)(z® — YVe - é") |

w = w* + cns.O’Vtr(Vi'(')“ m_;)*) + C;"il(sriril b’i)(;" jB)

Jzzel meghataroztuk az u, V és w valtozokat.
A tovabbiakban meghatarozhatjuk az x, ¥ és z valtozdk értékeit is.
Kezdjiik a z-vel:
Mivel w =z — g,

z2=g+ w=g — Csin Ct(w® — w*) + cos Ct(z" — ¢°).
Hasonlé mdédon meghatarozhatjuk az a és az V értékeit is. A 2z ismeretében
S

W= =¥l
V=Y FX
rendszerb6l a masodik egyenletet e-vel szorozva és dsszeadva az egyenleteket,
kapjuk, hogy
z= (K — F) YVe + % + 2).
Kbbdl
'ar = (B — F) g — C(sin Ct)(u® — u* + Ve — V*e 4 w® — 1*) L
+ (cos Ct)(2® — FOz° — g9)] ‘

(£ F) tlétezik, mert az F(¢) =~ 0 minden ¢ > O-ra, és dominans sajatértéke
kisebb l-nél.)
Az Y = FX -+ V rendszerbsl pedig

[¥ = FX  (@sin0O(V°  V¥) + cos CYO — FOX0) |.
A megoldds egy lehetséges értelmezéséhez tekintsiik az u vektor j-edik koordi-
nitijat, s ennek megfelelden a megoldésban szerepls tobbi valtozé megfelels
koordinatajat:

ko _
w; = uf + cos c;t(uf u}) + —sin  #(2® — 12,' Yig—d).

/
)

Felhaszndlunk egy konnyen beldthaté segédtételt.
2. Segédtétel: A (sin )b 4 (cos a)e
felirhaté a L
V62 4 ¢* sin(a + )
b e

formaban, ahol ¢ = arc co8 ————— = arec sin ——— .

V 2 s c2 l_’b? 4 2
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Alkalmazzuk ezt az eredményt az u; véltozéra:

u; = u¥ + L;sin(c;¢ + ¢°)
ahol

Lo + 2
Ly = ;l/cf-(u}’ — W) + (2 — %’Y}-’, -2
7
. u) — uf
@° = arc sin -4y
!

A fenti forma a harmonikus rezgésnél megismert oOsszefiiggéshez hasonlit.
Az L; illandét a rezgés (4ltalinosabban a mozgds) amplitGd6janak nevezziik,
a ¢; a mozgas frekvencidja, mig a ¢° a kezdd fazisa.

A mozgis képét az alibbi abra szemlélteti:

%9

Az u(t) fiiggvény értéke periodikus mozgds szerint valtozik. A mozgés {Gbb
jellemzdi a kovetkezdk:

19 a periodikus mozgés centruma az u* normélkészlet nagysiga. A gazdasigi
egyedek magatartidsiban tehat érvényesiil az a szempont, hogy a készletek
alakulisa a normdlkészlet szintjéhez igazodjdk.

2" A periodikus mozgés amplitud6jit az L, tényezs adja. Az amplitadé fon-
tos jellemzije, hogy nagysiga allandé és fiige a szabdlyozdsi paraméter
valamint az egyes viltozok kezdeti értékének nagvsigatol.

3% A mozgés periédusa is dllandé.

4% A kezdd6fazis meghatéroziasihoz a sin @® értdkeit kell tekin-

Mivel a sin ¢%ra adott kifejezésben a nevezd mindig pozitiv elGjeld, a
szog elGjelét az (uf — uf) kiillonbség hatdrozza meg. Ha 'a;y -uft >0,
akkor —z < ¢° <, amibdl megdllapithatd, hogy a girbe az w} f6lott metszi
az ) tengelyt.
A fenti értelmezés kiterjeszthets a tobb vdltozéra is. Az eredmények hason-
16ak lesznek. Erdekesebb viszont azt megvizsgalni, vajon a diszkrét esetben
milyen eltérések vannak a folytonos esethez képest.

2.3.2. A diszkrét modell megoldisa és értelmezése

A diszkrét modell megolddsa allandé egyiitthatéju linearis differenciaegyen-
let megolddsdhoz vezet. Itt most csupén példaként mutatjuk be az egyenlet
megoldasit a

APy = C%[u* — u(?t)]
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egyenletre. Atrendezés utin — mint mér lattuk — a kovetkezs formula adédik:
w(t 4+ 2) = 2u(t + 1) — u(t) — C?u(t) + C?u*
Melléirva az u(t + 1) = u(t 4 1) azonossigot a kovetkezd rendszer adddik:
u(t) _( 0 EJ( u(t) l ( 0
u(t -+ 1) — (B + C?) 2B) (u(t + 1)) C2y*

Ez egy inhomogén, elsérendd, linedris egyenletrendszer, melynek altalinos
megoldasa:

s(6) = Ats(0) + 4! A-e+f)

alakban irhaté fel, ahol 4 a feladat egyiitthaté matrixa, f(¢) pedig ismert id6-
fiiggvény. Esetiinkben az 4 matrix

0 E

0
az f(t) fiiggvény pedig
5 oy ) 10 Ty vl

konstans lesz.
2 %

Az dltaldnos megoldas pedig a megfelels atalakitisok utdn az

T L ol O R S
u(t—{—l),_A H_MJT(A B) I’OHu*,] (4 - B) l(mu*]

alakot o6lti.

A feladat kovetkezd lépése A! matrix meghatarozdsa.

Konnyen belathat6, hogv ha léteznek olyan P és P~ matrixok, amelyek
A-t diagondlis alakra hoztak, azaz A = P.B.P~ ' (B diagondilis matrix), akkor
A' = P.B! P~ 1 alakban irhaté, B' pedig kénnyen meghatérozhat6. Esetiink-
ben belathat6 és behelvettesitéssel igazolhaté, hogy ha

E—iC —E
(B i0) E

- (/«v i i I i i(') A S e
] (A Vi

K+ iC 0
0 Bl
Mivel B blokkonként diagondlis matrix, hatvinyai kinnyen eléallithatdk,
igy a komplex szimok trigonometrikus alakjinak felhaszndldsdval elGallit-
haté az A! matrix a kovetkezd alakban:

& B J , akkor az 4 = P.B.P. ! relicié teljesiil.

At — 1~ VE T+ O (EACYsin[¢—1)0] [ E + C¥sin (:9)
'E + C*' (B 4 C?)sin (t D) VE + ¢**'sin [(t + 1)@]
Konnyen belathato az is, hogy a megolddsban szereplé (4 — K)™ ' matrix
0 [ E — EJ
E+C* —FE

lesz, ¢s a megoldas dllandéja pedig

v : (2%
0 :6,,,259’ E ﬁ“ 0 }:02@( u

(i~ H)?
C*u® E+C* — B)C?u* -C2u*

u*
—A(u* .
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A fenti formulék felhaszndldsival méar konnyen el6allithaté u(t) explicit meg-
olddsa és hasonlé médon kaphaté V(t) és w(t) megolddsa is:

u(t)y=w*+C VW E+C? [sint®(u, u*) (JE+ C?) ‘sin (t—1) Dluy—u*)] |
1 ) 0

V(t)y=V*4-C Y ETCH [sintd(V, - V*) - (VEFC?) 'sin (t—1)B(V,— V)]

w(t)=w*4-C 1| E+C¥ [sin tD(w, —w*) —(JE+C?)™" sin (t— 1)P(w, — w*)] 1

A fenti egyenletekben a kezdeti értékek mellett szerepelnek a ¢ = 1 idében fel-
vett értékek (u,, V; és w,) is, amelyek meghatarozdsa a kivetkezs egyenletek-
bél torténik:

Uy = uy+ 2y — Yye — z,

. e
v Vo+ Y, - F X,
Wy = Wy + 2y — G-

Gzzel tehat megkaptuk a magatartdsi egyenletek teljes megolddsat.
A magatartisi egyenletek megolddsdnak ismeretében elvégezhetjiik a szar-
maztatott rendszer mérlegegyenleteinek megoldéasat is. Megoldandé tehat az

x=Ye+ g+ Adw-+ Au
Y - 117 '.'i: I" /lV

linedris egyenletrendszer, ahol csak a és ¥V ismeretlen. Egyszer( atalakitdsok
utdn kapjuk, hogy

J x=(H - F) g+ Au+ AV + Aw] |

| Y = F(E — F) \[g+ A4 + AV 4 Ab]+ AV

Ezzel el6éllitottuk a szidrmaztatott modell teljes megoldésat. Hasonléan a
folytonos modellhez, a diszkrét modellt is atalakitjuk az elemzéshez. A diszk-
rét modell j-ik magatartdsi egyenlete

wit) = uf + Mt) sin (o, + ¢°)

alakot 6lt, ahol 9° megegyezik a kordabban definidlttal, mig a masik két tényezd
eltér a folytonos modellben alkalmazottaktél. A kordbban bemutatottakhoz
hasonlé atalakitdsok utdn az adédik, hogy

M) = (V14 ¢) 'L,
<
0 == ot
s i ¢4
Lathat6, hogy a két megoldas kézott — a formai hasonlésagok mellett, — jelen-

tds kiilonbség van. Kz a megoldés is periodikus ingadozést abrézol, de 6 jel-
lemzG6i a kovetkezdk:
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19 A periodikus ingadozés centruma az uf lesz. Kz teljesen érthetd, hiszen
ez az a készletnorma, amelyhez a termel6k minden esetben torekednek.
Mivel a rendszer szabalyozdsinak egyik célja az, hogy ezt a centrumot
alakitsa ki, a .S/,abalvwab ebbdl a szemponthbdl ]()ndk tekinthetd.

2" Az ingadozds dhlplltll(lojdt az M(t) tag fejezi ki. Ismeretes, hogy c% - 0,
igv mivel ¢; 1 és L; konstans, az amphtudo t novekedésével korlatlanul
novekszik. Bz algl csak egy kivételes eset létezik, mégpedig az, amikor
mind %,;, mind pedig u,; megegyezik uf-gal, ez azonban egyszersmind a
periodicitdst is megsziinteti. Mivel a ‘szdmitdsok eredményeinek ez az
egyvik leglényegesebb pontja, kissé részletesebben ki kell térniink elem-
zésére.

Az, hogy a lcyfrumn/;_r s amplitidoja egyre novekvs és elég nagy ¢ esetén
barmilyen naggya véarhat, azt Jolontl hogy a mindenkori kewletnaav&afr igen
nagy értékekkel eltérhet a mozgds centrumatél mind pozitiv, mind negativ
irdanyban. A készletek tehat nem stabilak olyan értelemben sem, ahogv az a
fn]ytnnos modell esetén értelmezhetd volt, tehat gy, hogy a készletvaltozas
mindig bizonyos hatdron beliil maradt. Ez pedig azt _](,lentl, hogy a modell
dltal reprezentilt szabdlyozis nem elégséges, bizonyos id§ elteltével a rendszer
miikodésképtelenné valik. Ennek oka — mint azt mar a kordbbiakban is emli-
tettitk — az, hogy a szabdlyozis csak késéssel igazitja a készleteket, nem a pil-
lanatnyi, hanem egy korabbi készletnagysigot vesz alapul, igy egyre inkabb
eltér az eldirt szinttél. Megjegyzends, hogy a késleltetés — ami voltaképpen
me;_:f(,]el a reakeci6éidonek tetszés szerint kiesinek valaszthatd, hiszen ¢ ské-
lazdsdat is tetszds szerint vilasztjuk meg, lényeg csupéan az, hogy véges interval-
lumot tekintiink a szabdlyozis megval6sitdsira, ekkor Korébbi 4llitdsaink
érvényben maradnak. Természetesen a véltozok diszkrét kezelése mellett az
eredeti modellnek az a tétele, amely a rendszer miikodSképességét biztositja
az elébb elmondottak miatt nem dérvényes.

Vizsgiljuk meg, hogy az amplitidé nivekedésének mértéke mely tényezdk-
t6l fiigg. Az egyszer(iség kedvéért ismét esak egy komponensre irjuk fel az egyen-
let megfelelG tényezGjét:

V14 ¢

¢

2 O ) o =
i “7‘1/ i '”0/')2 i (:]'“-'(uoj - '“?‘)2

vagy ugyanezt attekinthetGbb formaba irva:

- r] [/ - (uy; 1(0]) + (uo; — uf)?

Ebbdl a formabél az aldbbi kovetkeztetések vonhatok le:
ha csak -t tekintjiik viltozénak, az amplitidé végtelenhez tart ¢ noveke-
désével
ha u,; = u,; = uf, akkor az amplitudé konstans és 0-val egyenld.
ha ¢t és t-t rogzitjiik, akkor az amplitad6 gy lesz nagy, ha a kiindulé
készletértékek nagy mértékben eltérnek a normaktsl. Ha a folyamat meg-
kozelitGen egyensilyi helyzetbdl indul az oszcillacié kisebb lesz.

3% A megoldésként kapott fiiggvény j-edik elemének hullimhossza 2—”

g
Mindenek el6tt megjegvzendd, hogy ez t-t6l fiiggetlen, azaz az oszcillacio
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allandé hullimhosszi. A hullimhossz csak g, illetve ezen keresztiil c;
fiiggvénye, tehat a szabdlyozds intenzitdsatdl fiigg. KErdekes kérdés az,
hogy ¢; megfelel§ értékével lehet-e olyan nagy hullimhosszot kialakitani,
amely esetén az oszcillicié mar nem domindl az aldbbi értelemben. Ha ot
elég kicsire véalasztjuk, a hullimhossz igen nagy lehet, ez azonban csak gy

/alésulhat meg, hogy ¢; is igen kicsi lesz, hiszen g; = arcsin —/CJ:.
1+ ¢t
Ha ¢; kicsivé vilik, akkor a |1 + ¢} kozel esik 1-hez, tehdt az amplitadé
kisebb mértékben névekszik, ugyanakkor abszolit nagysigit tekintve
igen nagy lehet a formula mdsodik tényezGje miatt. Bz tehat azt jelenti,
hogy gyengébb szabalyozist alkalmazva a hullimhossz és az amplitado
is megnd, ezért azt llithatjuk, hogy ily médon sem érheté el j6 szabélyo-

zds. Mivel fenndll a 0 <C p; <~ = egyenltlenség, csupdn érdekességként
= g 8 ¢

beldthat6, hogy a minimélis hullaimhossz 5 lesz (azaz nagyobb mint 4).
Bz azt jelenti, hogy tetszileges kiindulépontbdl legalibb 5 alkalommal
kell szabdlyozni a folyamatot, hogy az visszatérjen kiindul6 helyzetébe.
Tekintsiink erre egy példat | Kgy gazdasigban évente figyelik meg a kész-
leteket és éves terveket készitenek rajuk. A készlettervezés mechanizmusa
legyen a kovetkezs:

a tervezés harom informacion alapul, ezek: a bazisidoszaki készlet-
nagysio, a legutobbi iddszak készletvaltozisa, készletnormas;

— a bazisidGszaki készletnagysig és az el6z8 idGszak készletvaltozas:
alapjin meghatdrozza a spontan virhaté készletnagysigot (Ezt nevez-
hetjiik mechanikus extrapoliciénak, hiszen csupan a maltbeli fejlédési
tendencia jovobeni kivetitését jelenti)

— a terv azonban szabalyoz is, mégpedig abba az irdnyba, hogy a kész-
letek mozgdsa a norma koril torténjen.

Ha a terv emlitett két tényezGjéhdl a szabilyozisi elem a donto, akkor

kordbbi eredményeink azt jelentik, hogy a gazdasagban a készletek 4 5

éves ciklikus ingadozist fognak mutatni.

40 Roviden megemlitjiik, hogy az ingadozis fiziseltolédisat o, mutatja.
A mdr kordabban felirt formula részletes elemzése helyett ennek is csupén
néhany jellegzetes értékét mutatjuk be:

- ¢; valtozdsdval szabdlyozni lehet a fiziseltolodast: ha ¢; elég kicsi és
Wy ugj, akkor p; = 0 4 nm, azaz ninces faziseltolédas, ha viszont
7

¢; nagy, akkor g, — 5

ugyancsak nines faziseltolodas akkor sem, ha u,; —= uf, de ismét —
2
az eltolédds, ha w,; = u;
konnyen leolvashat6 a formularél, hogy amennyiben wug; - uf, azaz
a rendszer a normdilnal nagyobb készlettel indul, akkor 0 < p; < =,
y ha viszont wu,; < uf, akkor 7 < o, < 27,
Erdemes megemliteni, hogy a fdziseltolodds onmagéban még nem ad vilaszt
arra a kérdésre, hogy a kiindulépontbdl pozitiv, vagy negativ irdnyba indul a
folyamat.
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A fentiekben u(t) fiiggvény elemzését végeztiik el, teljesen hasonlé az elem-
7és és a kovetkeztetések mas készletek (V (1) és w(t) Jesetében is. Attérve a modell
tobbi valtozdjara belathatd, hogy a fogyasztéi vasarlasok — feltéve, hogy red-
lis g(¢) fogyasztasi fiiggvényt valasztunk - a készletek ingadozésa és a fogyasz-
tas viszonylagos stabil volta miatt szintén névekvé amplitidéju ingadozasokat
végeznek. Nem ilyen egyszerii a helyzet a termelés és a felhaszndlas esetében.
Ezeknél ugyanis a kiilonféle készletek linearis kombinacidi szerepelnek, azaz
a termelés és a felhaszndlds pélyaja tobb kiilonb6z6 hullimhossza, aplitudéja
és mas eltoldst fiiggvény ereddjeként adédik. Az ily médon kapott palyak
specidlis esetben lehetnek simdk, lehetnek szabalyosan oszcillilok, de Altala-
ban szabalytalan, hullimzé alakulast mutatnak.

Attekintve a fenti elemzéseket a kivetkezd osszefoglalé megallapitasokat
tehetjiik:

a) A két modellfelirds, bar formailag nagyon hasonld, feltételeiben jelentds
kiilonbséget tartalimaz. Kz az eltérés a szabalyozas megvalésitasdhoz sziikséges
id6 figyelembe vételét, illetve elhanyagolisat jelenti.

b) A feltételekben meglevd kiilonbségek miatt a két modell méas eredménye-
ket szolgdltat. Mis modellek elemzésénél is belathato, hogy a két felirds és meg-
old4si méd kozott jelentGs kiilonbség van, itt azonban éppen a szabalyozasi
idG bevezetésével a két modell egymdasnak ellentmondé kovetkeztetésekhez
vezet.

¢) A folytonos modell eredményei azt mutatjik, hogy a feltételezett szaba-
lyozas mellett a készletek allandé amplitadéju periodikus ingadozdst mutat-
nak, az oszcillacié hullaimhossza alland6. A diszkrét modell esetében viszont
az amplitidé nem dllandé, hanem id§ fiigevényében novekvd, a megkivant
készletszinttdl valé eltérések a végtelenbe tartanak. A hullaimhossz itt is
allando.

d) A folytonos modell megoldisdban viszonylagos stabilitds észlelhetd és
nem tul szigori megkstések mellett biztosithaté a rendszer miikodéképessége.
A diszkrét megoldds minden esetben ¢ novekedésével a rendszer miikodGképes-
ségének megsziinéséhez vezet, igy felveti azt a gondolatot, hogy az itt alkalma-
zott nem elégséges szabélyozas helyett egy tobb szabdlyozdval torténd szaba-
lyozast probaljunk modellezni. A tovabblépést — egy fizikai anal6gian keresz-
tiil ismét a folytonos modell biztositotta.

3. Tovabbfejlesztett modellek
3.1. Folytonos loviabbfejlesztett modell leirdsa és megoldisa

Mar utaltunk rd, hogy a tovabbfejlesztés egy lehetséges médjahoz a fizikai
analégia, valamint az eredmény értékelésébdl adédod tanulsig adott Gtletet.?

Alabb megfogalmazzuk az Gn. tovéabbfejlesztett modellt.

A tovabbfejlesztett modell az eredeti modellbdl kiindulva a kiovetkezGkép-
pen irhat6 fel:

3 Az altalunk folytonos tovabbfejlesztett modellnek nevezett modell specidlis esetét
dolgozta ki és miikodését elemezte Kornai J. és Martos B. Errdl, a jelen tanulmény szer-
z6inek munkéajatél fiiggetleniil kidolgozott modellrsl beszamold cikk az Econometricaban
jelenik meg [6].

3 Szigma



198 DANCS ISTVAN ~HUNYADI LASZLO —SIVAK JOZSEF

(a) Mérlegegyenletek
t =z — Xe — =z
¥ =¥ — FX
Ww=z—g

(b) Magatartési szabalyok
d=Y + 2+ C2(u* — u) + 2D(u** — %)
Y = (FX) 4+ C(V* — V) + 2D(V** — V)
=g+ C*w* — w) + 2D(w** — w)

ahol az eddig hasznélt jelolések mellett az Gjak jelentése u**, V** és w** — g
megfeleld készletvaltozds kivénatos iiteme. D = szabélyozdsi paraméterek
matrixa.

Az 1. tétel alapjin felirhatjuk a tovibbfejlesztett modellt a szarmaztatott
modellbdl levezetett, formédban is.

Ertelmezzitk most a magatartési szabélyokat | Lathato, hogy az eredeti
modellhez képest médositottuk a szabélyok tartalmat. A fizikai példdhoz kap-
csolodva egyfajta csillapitast igyeksziink az w, V és w oszcillacidjiba vinni
azdltal, hogy ellenallisi ervel is szamolunk. A gazdalkoddsi egységek (dgaza-
tok) magatartdsi, alkalmazkoddsi torvényeire gondolva megdllapithatjuk,
hogy ez esetben a normélkészlethez valé alkalmazkoddson tdlmenéen meg-
koveteljiik a készletvaltozds egy adott szinthez valé alkalmazkoddsat is. A meg-
oldds értelmezésénél majd szemléltetjiik, hogy ez a szabdlyozis két tendencia
érvényesitését koveteli meg. Az egyik tendencidt a ¢, paraméterek hatérozzik
meg, a masik tendenciarél még nem tudjuk, vajon erdsiti-e ezt, vagy ellene hat.

A modell megoldasinak menete a mar megismert menethez 4ll kizel. A meg-
oldas sordn felhaszniljuk a kovetkezd segédtételt:

0 V)

3. Segédiétel: A 7 —
_¢r 2D

Jz, 2(0) = Hy,

matrix-differencidlegyenlet megolddsat

st B [€-PHRN(—D—R) + o-P+RYD _ R)
2R [( D+ R)ePHRM( D — R) 4 (—D — R)e-P-RY(D _ R)
(g( -D— R)f e(‘D‘* R)‘
(D — R)et-D=Rt _ (_ D | R)el~D+R)N
ahol

o R
202 2D

R =)D? — (-

(Feltessziik, hogy R -« 0. Ha B — 0, akkor az alabbi targyaldstol eltérs elem-
zés sziikséges, amit itt nem végziink el.) A tétel bizonyitésa [3]-ban taldlhaté.

* Levezetéseinkben az egyszer(ibb jelslés miatt esetenként tortalakban frunk matrixo-
kat, amit val6jaban a nevez6ben szereplé matrix inverzével valé szorzasként értelmeziink.
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Tekintsiik a kovetkezd egyenletrendszert:
V=V -
Vo= CNV* — V) + 2D(V** — V)

(5] - (—002 *Eﬂ?) [5] N (GzV* +02DV**)'

lV] - es‘H il (V* + 202 DV** " V* 4+ 202 DV**
Kb V(O)] 0 ” ( 0 )
Ebbdl kifejezve a V-t kapjuk:

azaz

Ebbél

— -

Rt _ ,—Rt Rt =Rt
V:e"D’[f2Fe_— ip g ke J(Vo x 20DV 4 {
- iy L py f
+ oDt “—21: ]+ (v* 422 V**J '

(A fenti szamitdsi menetben felhasznéltuk, hogy
o(~D-R} _ g~Dt . o—RI

fennall, mivel D és R diagonal matrixok.)

A V valtozénal megismert szdmitdshoz hasonléan kénnyen kiszadmithatjuk
az u 6és w valtozok, a szirmaztatott rendszernél mar megismert médon pedig
az x, Y és z értékeit is. Mivel az u, V és w értékeit és ebbdl azok derivaltjait
ismerjiik, a szdmitds elvégezhets. A nehézkes felirdsméd miatt most ezen vél-
tozok értékeinek leirdsatol eltekintiink.

3.2. Diszkrét lovabbfejlesztett modell leirdsa és megolddisa

Diszkrét esetben a tovabbfejlesztett modell — akdrcsak a szdrmaztatott
modell — mérlegegyenletekb6l és magatartési egyenletekbdl 4ll, hasonléan a
folytonos modellhez a kovetkezs:

(a) Mérlegegyenletek

=Ye+ g+ dw+ Au
Y= Fz + AV
(b) Magatartisi egyenletek
Au = 2D(u** — Au) + C?[u* — u(?)]
A2V = 2D(V** — AV) + C*[V* — V(t)]
Aw = 2D(w** — dw) 4 C*[w* — w(t)].

3*
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Ebben a modellben tehat két szabalyozas érvényesiil: nem csupan a készletek
nagysagat, de a készletviltozas nagysigat is szabdlyozzdk. (Ez utébbi tortén-
het gy, hogy a készletek stabilitasat tekintjiik kivanatosnak, azaz az elGirt
normativ készletvaltozas valamennyi készletre nulla.) A jobb értelmezhetSség
kedvéért alakitsuk at a magatartdsi egyenleteket; az dtalakitdst ismét csak
egy egyenlet példédjan mutatjuk be:

u(t + 2) — 2u(t + 1) 4 u(t) = 2Du** — 2DAuw + Cu* — Cu(t)
és atrendezésével a kovetkezd egyenletet kapjuk:
u(t + 2) =u(t + 1) + [£ — 2D][u(t + 1) — u(t)] — C?u(t) + C*u* 4- 2Du**,
vagy ismét ¢t — ¢ 1 helyen tekintve
u(t + 1) = u(t) + [B — 2D][w(t) - u(t — 1)] 4 C*(u* — w(t — 1)) + 2Du**

adédik. Kz a forma erGsen hasonlit a szarmaztatott modell értelmezésére felirt
formara. Az alapvetd kiilonbség a ketts kozott az, hogy ott az w(t) — w(l — 1)=
= Ju(t) tag egyiitthaté matrixa £ volt, mig itt (£ — 2D), Visszatérve korabbi
példankhoz ez a magatartdasi egyenlet olyan készlettervezési mechanizmust
abrazol, amely a bézisidGszaki készletnagysighoz nem egyszertien az utolsd
id6szak készletvaltozasat, hanem annak csak egy részét adja hozzi, s a normé-
t6l valo eltéréssel a korabban emlitett modon szabdlyoz. Ezt nevezziik az el6z6
,mechanikus extrapoléciéval’” szemben ,linedris extrapoliciénak”. Eltérést
jelent még az is, hogy a fenti, az w(/ + 1)-re adott formuliban szerepel egy
additiv konstans tag is (2Du**).

A megoldis modja hasonlé a korabban bemutatott szarmaztatott modellé-
hez. Kiragadva ismét csak egy magatartisi egyenletet vazlatosan mutatjuk
be a megoldist. Megoldanddé most tehat az

w(t - 2) =wult + 1) + (B — 2D)Au(t) — C*u(t) + C*u* 4 2Dw**

masodrendi linearis differenciaegyenlet.
Az elsG 1épésben ismét A" hatvanyt allitjuk elG a mar bemutatott {Gtengely-
transzformacio segitségével. Itt az adodik, hogy

A' = (2D — )@
(E--D+ | D*-C(E - D) D*—C*)+ (8- D - D* -C*(- B+ D D*-C2);

A )
(BE-D+VD* - C¥ + (8- DD - C?

Ve D DE Gy vl D VDGR D YD OB B4-D VD2
(B — D 4 VDF =08t (B — Dl LR
Ezutin meghatarozzuk a konstans tagot, amely ez esetben is akaresak a

folytonos modellnél — w* | 2C' 2 - Du** lesz. A keresett megoldis pedig

u(t) ) 4¢(“u u¥ — 2072 Dy**
1)

u* |+ 202 Du**
u(l u, — u* — 2072 Dy** [

u* 4 2072 Dy**

alakban irhaté. A részletes megolddst dltaldban az A' matrix bonyolultsiga
miatt nem irjuk fel; a kisvetkezd, elemzs részben csoportositjuk a megoldésokat,
és ekkor adjuk meg a pontos megolddst is.



KESZLETJELZESEN ALAPULO SZABALYOZAS LEONTIEF-TIPUSU GAZDASAGBAN 201
3.3. A folytonos tovdbbfejlesztett modell megolddsinak értelmezése

A fenti formaban adott megoldésok tovabbi diszkussziéja kivanatos. Az
elemzést az u valtozdra végezziik el, de analég médon a tobbi valtozéra is
elvégezhetjiik. A megoldésnél adott formuldban az R valés vagy komplex vol-
tato6l eltekintettiink. Az alabbiakban a D és C nagysagrendi relaciéja alapjan
két esetet kiilonboztetiink meg.

1. eset: ‘b_(_a"l

Ekkor D? —C?< 0igy R = D> —C*>= (JC? —D? i =i - R ahol tehét
R =VC? — D? valés. -
Helyettesitsiik be R helyére az iR értékeket.
Gy T Lot iRt | ,—iRt
weenl|o 2 iy SE S

S By 0 g% 27y %
9 5 (u i 202Du**) +

+ e~0'['3—if“—,.i-ikiu(0)] 4 (u* + 202 Du*¥)
2R
w=e P {(sin Rt) - (DR-V)[(w® u* - 20°Du** 4 u(0)] +
F (cos RE)(u® — u* 202Du**)} + (u* + 2C~2 Du**).
Mivel
#(0) = 2% — Y% — 29
w=e¢ P {[(sin Rt)(DR)(u® wu* 202Du** 4 a0 Y0e¢ 29 +
+ (cosRt) (u®  u* 202 Du**)]} 4 (u* 4 202 Du**).

Az w véltozénak ebbdl a formdjabél mar kiolvashatjuk a tovabbfejlesztett
modell megoldisanak egyik nagyon fontos tulajdonsagdt. Lathat6, hogy az
eredeti modell oszcillilé megoldéasat sikeriilt csillapitanunk. Ugyanis ha ¢t — oo,
akkor e P! — 0 és ebbdl kovetkezben w — (u* | 20~ 2 Du*¥*),

Sematikus dbrdn szemléletes képet adhatunk a csillapodés formajarol:

ur't)

A tovabbfejlesztés otletét a fizikai anal6gia is segitette, s lithat6, hogy a
csillapitott rezgéshez hasonlé mozgéist kaptunk. Ezt a rendszert a kovetkezdk-
ben g yengén csillapitott rendszernek fogjuk nevezni.

Az eléggé nehezen dttekinthets felirds miatt most nem részletezziik az ampli-
tidé és frekvencia kiszdmitdsét. Eredményiink: a rendszer stabilla vélt.
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J6 lenne az u valtozé alakuldsanak kozgazdasigi hatterét is megadni. Ez
nem konnyfi. Emlitettiik mér, hogy a tovabbfejlesztett rendszerben két szabé-
lyozasi tendencia érvényesiil: egyrészt a normdlkészlethez valé alkalmazkodds,
masrészt a készletviltozas alkalmazkoddsa a kivant mértékii valtozdshoz. Az
6lébbi fejtegetésbdl kideriilt, hogy a rendszer nem az u* helyen valik stabilld,
hanem. u* - 20 2Du** helyen, azaz az w** is , belesz6l” a stabilitdasba. Ez az
érték magasabb az w*-ndl, ami azt sejteti, hogy a gazdilkod4si egység maga-
tartdsa, viselkedése erre a szabdlyozdsra sajitosan reagdl: ha megkivinjuk a
készletvaltozas kivanatos értékhez valé alkalmazkodasat, akkor ez a készlete-
zésben bizonyos ,,ratartasi’ tendencidt valt ki. Masképpen fogalmazva ez azt
i8 jelenti, hogy a kétféle szabalyozis (a készletnorma betartdsa, illetve a kész-
letvaltozas betartésa) ellentétes tendencidt fejez ki és emiatt az w*-nil maga-
sabb értéknél alakul ki a stabil helyzet.

Il. eset: | D > ()]. Mivel ez az elGbbivel ellentétes relaciot jelent, ezért ezt a
rendszer erdsen csillapitott rendszernek fogjuk nevezni. Ebben az esetben a

megoldas
(YD'=C* __ ,—tyD'-C 1Y D*—C* —tyD*-C* R
T e [g AZVD_Z EM(,., Sl M. 4——2—8 ———— (u®—u*—202 Du**) |4

et D'=C* _ ,—tYD'-C* il
21/1)2_,02- - 4(0) [ + (u¥* 4+ 202 Dy**).

e Dt

Lathat6, hogy ebben az esetben semmiféle oszcillacié (rezgés) nem torténik.
A ¢ novekedésével az u csokken, és ha ¢ — oo, akkor u — (u* 4 20 2Du**),
Ezt a mozgést a fizikaban tilesillapitott mozgésnak hivjik. A mozgis az alabbi

abraval szemléltethetd:

\ u(t)

¥
/‘_

u*+207pu**

Az emlitett eset megkiilonboztetéséndl feltételeztiik, hogy a két szabélyo-
zdsi matrix (C' és D) kozott értelmezhets a nagysagrendi relicié. Ha a nagysig-
rendi reldcié nem volna értelmezhets, akkor a megfelels diagondlis elemeket
hasonlitjuk 6ssze, amelyek kozott ugyancsak az el6bbi két relicio lehetséges.
Az elmondottak alapjéin beldthats, hogy a fenti szabalyozdsi forma rugalma-
san alkalmazhat6 a vizsgilt gazdasigra. Nem sziikséges, hogy a D és ' kozott
egyértelm{i nagysdgrendi relaci6 legyen. Kz kézgazdaségilag azt jelenti, hogy
nem sziikséges minden dgazatra ugyanazt a szabdlyozést alkalmazni. Egyik
dgazatndl megkivdnhatjuk, hogy a norméalkészlethez valé alkalmazkodas
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legyen a domindns a készletvaltozas iiteméhez valé alkalmazkodéds rovéséra,
mas dgazatoknal ennek a forditottja is megengedhets. Az egész rendszer stabi-
litdsa szempontjabol ez kozombos, csupan a csillapodds mértékében lesz kii-
lonbség.

3.4. A diszkrét tovabbfejlesztett modell megolddsanalk értelmezése

A diszkrét modell esetében ugyancsak a két szabilyozasi tag nagysigrendi
relacidja szerint targyaljuk a megolddsokat:

1. eset: :1) =0

Ekkor D* — (2 = — R?és || — R*= iR.
Jeloljiik tovabbéa az £ — D matrixot G-vel, akkor a kordbbi levezetésekhez
hasonléan belathaté, hogy a megoldéas ez esetben a kovetkezd lesz.

u(t) = R1YG* + R [sin t D(u, — u* — 202 Du**)
V@2 + R?sin(t — 1)® (u, — u* — 202 Du**) 4 u* + 202 Du**].

Az elsG megéllapitisunk az, hogy ha D-t O-nak vélasztjuk, ez visszaadja a szar-
maztatott modell megolddsat, tehat az ennek specidlis esete. A mésik fontos
megallapitds az, hogy a fiiggvény konstans része lényegesen bonyolultabb,
mint az el6z6 modell esetében. Az itt kapott konstans Ggy interpretalhato,
hogy a kettds szabdlyozas folytan a készletalakulés centruméat nemesak a nor-
mativ készlet, hanem a normativ készletvaltozas is befolyésolja. Az ingadozas
centruma e két norma linedris kombindciéjaként alakul ki, ahola , stlyokat”
a két szabélyozé egyméshoz viszonyitott ardnya hatérozza meg.

Tekintsiik most a kapott periodikus fiiggvény amplitidéjat és vizsgaljuk
meg, hogyan viselkedik az idé fiiggvényében. Az amplitudd tulajdonsiagai —
elhagyva most R~ 1-et és az dtalakitds sordn beléps egyéb konstans tényezdket

~ alapvetden a G* 4 R? tényezitdl fiiggnek. Visszahelyettesitve az eredeti
jeloléseket azt kapjuk, hogy

V&® + R* =|(E -Dp+C* - D¥=\E—2D + D*+ C* — D¥ =
=|C* + E —2D".

Az amplitidé jellegét a gyok alatti kifejezés nagysiga donti el:
(a) Az amplitidé ¢ novekedésével végtelenhez tart, ha

C*+ E — 2D > E, azaz C? > 2D.

Mivel a most vizsgalt esetben C* > D2 volt a feltétel, tehat
| C? > max (D2, 2D)
esethen a megoldasfiiggvény hasonlé lesz, mint a szarmaztatott modellnél.
A szarmaztatott modellnél egyébként D — 0, D* = 0, 2D = 0 volt, igy valé-
ban ott fennallt ez az egyenlGtlenség. Ez mésként azt jelenti, hogy ha a terve-
zésben a készletnagysig szerinti szabalyozds a domindns, dgy a készletek az
eléz6 modellhez hasonléan nivekvs amplitadéja ciklikus mozgést végeznek.
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(b) Az amplitiidé ¢ novekedésével allandé marad, ha

C?+ K — 2D = E, azaz

C? = 2D és C* > D2|.

Kovetkezmény: Ha tekintjiik a szdrmaztatott modellt; de feltételezziik, hogy
a szabalyozds nem késik, azaz elhanyagoljuk a reakci6idét, a folytonos meg-
oldéshoz hasonléan éllandé amplitudéja periodikus fiiggvény adédik.
Bizonyitds: A szadrmaztatott modell

u(t + 2) = u(t 4 1) + Au(t) + C*u* — u(t))
egyenlete helyett irjuk fel ugyanezt nem késleltetett szabalyozdssal!
u(t + 2) = u(t + 1) + Au(t) + C[u* — u(t +1)].

Mivel itt csak egy szabalyoz6 van, D = 0, igy a feltétel masodik egyenlGtlen-
sége eleve teljesiil. Rendezziik 4t ezt az egyenletet a kivetkezé forméra:

u(t + 2) = u(t + 1) + (B — C?) + Au(t) + C?[u* — u(t + 1)],

Lathat6, hogy ez esetben a Au(t) tag egyiitthatéjaban az egységmatrix és az
(u* —u(t)) tag egyiitthatéjanak kiilonbsége szerepel, ez pedig nem més, mint az

wlt + 2) = w(t + 1) + [B — 2D JAu(t) — C*u(t) + C2u*

egyenlet 02 — 2D esetében. Igy ez esetben a megolddsfiiggvény amplituddja
alland6 marad, azaz az allitdst bebizonyitottuk.

Ez a kovetkezmény azért fontos, mert ez bizonyitja, hogy a diszkrét modell
novekvd amplitiddjat a rekeiéidd figyelembevétele, azaz a késleltetett szabd-
lyozés okozza. Mds megfogalmazisban tgy mondhatjuk, hogy amennyiben a
tervezés megfelels elGreldtdssal lehetséget ad az azonnali szabdlyozésra, a
szabdlyozis ilyen esetben hatékony lehet.

(¢) Az amplitad6 7 novekedésével 0-hoz tart, ha

C+ F — 2D < K, azaz C?* < 2D

Annak feltétele tehat, hogy a periodikus ingadozds csillapitotta viljék az,
hogy
Dii O << 2D

Ez a felirds egyébként megadja azt az intervallumot, amelyben D értékeit
véalaszthatjuk, hiszen D? < 2D csak akkor teljesiilhet, ha 0 < D < 2 4l
fenn. Ilyen szabélyozo-vilasztés mellett tehat a rendszer stabilizalédik olyan
értelemben, hogy a ciklikus kilengések egyre csokkennek.

I1. eset: ! C2 < D2 |

Ekkor D? — C* = R? és || R = R.
A teljes megoldas ekkor a kovetkezd alakot 6lti:

u(t) = 2R~Y((@ + R)' — (@ — R)(u, — u* — 202 Du**) — (G — R?) -
“(@+ BR)=' — (G — R)'™Y) « (w — u* — 202 Du*¥)) + w* + 202 Du**.
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Kz esetben a megoldds nem hozhaté olyan egyszeri, jol attekintheté alakra,
mint az el6bb, ezért az elemzést is két 1épésben végezziik.

(a) A megoldéas fiiggvény sima, azaz nem tartalmaz periodikus, oszcillalé
tagot, ha mind G 4+ R, mind G - R nem-negativ. Ha barmelyik kifejezés nega-
tivva valik oszcillacié 1ép fel.

(b) A megoldésfiiggvény ¢ novekedésével végtelenhez tart, ha

max { |G+ R|, |G —R|} > E
és konvergal az w* -+ 20~ 2Du** értékhez, ha
max{ |G+ R|, |G - R|} <K

Ezeknek az eredményeknek igen nehéz lenne kozvetlen értelmezést adni,
ezért itt esupdn azt hangsulyozzuk, hogy ilyen szabédlyozas mellett is lehetséges
a rendszer stabilizaléddsa.

Az elemzést a tovibbfejlesztett modellnek csak egy egyenletére végeztiik el.
Koénnyen belathaté, hogy V és w esetén teljesen analég médon jarhatunk el és
a kovetkeztetések is hasonléak lesznek. Mivel a tovabbfejlesztett modell és a
szarmaztatott modell mérlegegyenletei megegyeznek, az x-re és ¥ -ra ott adott
formuldk itt is megadjik a modell teljes megoldasat.

A toviabbfejlesztett modell megoldasa és elemzése alapjan az aldbbi osszefog-
lalé megéllapitdsokat tehetjiik:

(a) A tovabbfejlesztett modell felirasanak és elemzésének célja az volt,
hogy bemutassunk egy olyan szabdlyozast, amely megsziinteti az eredeti illetve
szarmaztatott modell egyes hianyossagait.

(b) A magatartési egyenleteket megfelelGen atalakitva egy kozgazdasigilag
is jol értelmezhet formét kaptunk: a készletek tervezésekor az el§z8 idGszak

készletvaltozasi tendenciajat nem lehet mechanikusan extrapoldlni. Ha ehelyett
ezt a készletviltozdst egy alkalmas szorzéval szorozzuk, elérhetd, hogy a kész-
letek ingadozdsa ne néjjon, sét az oszeillacié esillapithaté is.

(¢) Megfeleld szabalyozék vélasztisa akarcsak a folytonos esetben
esetén a készletek id6fiiggvénye konvergal, hatarértéke u* - 20 2Du** lesz.

(d) A megoldas elemzése soran bizonyithatéva valt, hogy amennyiben az
eredeti (és a szarmaztatott) modellben a szabdlyozis idSkésleltetés nélkiil
érvényesiil, a megoldasfiiggvény amplitidoja allandé lesz, és hasonléan visel-
kedik, mint a folyton's modell megoldasfiiggvénye. A modell felirdsabdl az
is lathat6, hogy egy szabalyozé esetén — megfelel§ el6relatist, elérebecslést
feltételezve — ugyancsak lehetséges a rendszer bizonyos stabilizalésa.

(e) A vizsgalatok bi/onvit()tt&k hogy az itt alkalmazott kettds szabalyozds
segitségével mind sima, mind pedig periodikus fiiggvény eldallithat6, s6t a
szabalyozok megfelels értékei mellett a hullimzds amplitidéja ndhet, csok-
kenhet és dlland6 is maradhat. Kz arra utal, hogy ez a fajta szabalyozas a
folyamat sszes fontos jellemzGjét képes bmbalymm igy a kordabbi helyett ezt
a kettds szabdlyozist megfelel6bbnek tekintjiik.

Osszefoglalas

1° Tanulmanyunkban egy meglevé modellbsl [4] indultunk ki. Alapvetd
célunk az volt, hogy ezt a modellt kiilonféle Gjabb feltételezésekkel, illetve
egyes feltételek felolddsaval tobb irdnyban édltaldnositsuk.
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2" A modszer logikdja az, hogy egyrészt fizikai analégidk alapjan egyre
bonyolultabb rendszert irjunk le folytonos modellek segitségével, masrészt
viszont a megoldott és elemzett folytonos modellekbdl azok diszkrét parja-
val a gazdasagi gyakorlathoz kozelebb 4ll6 modellekhez jussunk.

3% A kiindul6 modell és annak diszkrét valtozata kozt az alapvets eltérést a
szabalyozashoz sziikséges idG elhanyagolisa, illetve figyelembe vétele
okozza. Az elemzések f6 eredménye az, hogy véges szabilyozési (reakeid)
id6 esetén a kiindulé szabalyozasi rendszer nem miikodGképes.

4% A tovabbfejlesztett modell megolddsa mind folytonos, mind diszkrét eset-
ben hasonlé tulajdonsigt. Mindkét megoldds bizonyitja, hogy a bevezetett
kettds szabdlyozas megfelelébb, mind az eredeti, a szabalyozok megfelel§
megvalasztasaval stabil készletalakulas is létrehozhat6.

5% Befejezésiil szerenénk ramutatni arra, hogy a vizsgalt modell még sok
altalanositéasi és tovabbfejlesztési lehetdséget rejt magaban. Ezeket tovabbi
kutatdsaink sordan kivinjuk részletesebben vizsgalni.

( Beérkezett: 1973. mdrcius 26.)
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CONTROL BASED ON STOCK SIGNALS IN A LEONTIEF-TYPE ECONOMY

The article introduces some advances of a stock control model elaborated by Kornai-
Martos: The autonomous functioning of an economic system. SZIGMA 1971(1—2).

In the first part it introduces a derived model, equivalent mathematically to the origi-
nal one, and describes the discrete analogous variant thereof, too. [t presents and analy-
zes the solutions obtained.

The second part deals with the so-called advanced models. In these models it introdu-
ces an additional control term, the idea of which has been given by a physical analogue —
the damped oscillation. It presents the solution to the continuous and discrete models,
the interpretation and analysis of the solutions. On the basis of the results the next two
main consequence can be drawn.

— the basic deviation between the continuous variants of the original model is that
the continuous model neglects, and the discrete model takes into consideration the time
necessary for regulation. In case of the discrete model this means that the control system
is not viable in every case;

— the solution to the advanced model has similar features in the continuous as well
as the discrete case. Both solutions prove that the introduced double control is more
appropriate than the original one; stabilization of stocks can be achieved with an appro-

priate choice of regulators.
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PEI'YJIMPOBAHHUE HA OCHOBE CHUI'HAJIM3ALIMM PE3EPBOB
B 9KOHOMHMKE THIITA JIEOHTBEBA

CraTbs mpejcTaBlisieT co00H HEeKoTophie JasbHeimue paspadoTku moaean KopHan-MapTowa
110 peryJjMpoBaHHI0 pesepBoB (BereraTBHoe neiicTBHE 3KOHOMHMYECKHX cHCTeM, CUIMA,
1971/1—2).

B nepBoif yacTH H3naraeTcs T. H. 3aMMCTBOBAHHAs1 MojieJlb, KOTOpasi MAaTEMATHUECKH SKBH-
BaJIEHTHA OPHTHHAJILHOM MOJIEJIM M OIMCBLIBACT JHUCKPETHbIH aHAJIONMUHbI BAPHAHT MOJIEJIH.
IpejacTaBisiioTcs peuieHHst 000X BADHAHTOB M aHAJIM3HPYIOTCS MOJYUYEHHBIE PelIeHHs.

Bropast yacTh 3aHUMaETCsI T. H. PA3BHTLIMH MOJIEJISIMH. B PasBUTLIX,MOJIEJISIX BBOJMTCST 100a-
BOYHBIH PEryJjsiTop, ML KOTOPOro jaja (uaHyeckasi aHalorus — 3aryxawoulee KosebaHue.
Jra 4acTh 3HAKOMHT TAIOKe C PElIeHHEeM HErnpepbiBHOH M JHCKPETHOI pasBHUTOI MOJENH, aaer
00bSICHEHHE W aHAJIH3 PelIeHHH.

Ha ocHoBe mosiyueHHbIX pPe3yJbTaTOB MOYKHO CJIeJaTh JIBAa OCHOBHBIX BBIBOJIA:

—— OCHOBHOE€ PaCXO0KJICHHE MEX/1y HENPEPBLIBHBIM M IHCKPETHBIM BapHAHTAMH OPHIHHAJIBHOI
MOJIEJIH B TOM, YTO HernpepbIBHAsI MOJICJIb YITYCKAET, & AMCKPETHAsI MOJIEJIb YUYHTBIBACT HE00X 0 H-
Moe JUIst peryJIMpoBaHHs BpeMsl. B cilyyae JMCKpPETHOH MOJeIH 9T0 03HAYAeT TO, YTO NepPBOHA~
4yaJIbHAu4 CHCTEMa peryJIMpoOBaHHs He Bcerja cnocobHa K JIeiCTBHIO;

— peuieHne PasBUTOH MOJIEJIH HMEET MOX0XKHE CBOHCTBA H B HENPEPHIBHBIM H B JIHCKPETHOM
cayvasx. Oba pemeHus: I0KasbIBAIOT, YTO BBEEHHOE JBOIHOE peryjaHpoBaHue 6oJiee nojaxoas=
ujee, 4YeM OPHIHHA/ILHOE; COOTBETCTBYIOUHM BEIOOPOM PEryJIsITOPOB MOXKHO CO3/1aTh M CTaOHJIb-
HbI€ PE3EPBHL.



