SIMONOVITS ANDRAS

Megjegyzések a dinamikus AKM harmonikus
volumen- és 4drarianyainak meghatirozasaroél

Bevezetés

Tanulmanyom dr. Brédy Andras akadémiai doktori disszertacidjanak egyet-
len részkérdését vizsgalja: az egyensilyi-harmonikus volumen- és draranyok
meghatarozisara szolgald .soklcpeses el ]amsol\ szamitastechnikai tul(x]donsagat

Az olvasérél feltételezem, hogy ismeri Brédy [1] disszertaciéjat (,,Erték és
Gjratermelés’) és[vagy késGbbi (2] »Beszamol6ja”-t. Igyekszem elkeriilni az
ismétléseket, ennck megfelelGen jelsléseimben is teljesen kovetem Brédyt.
Egészen roviden osszefoglalom a problémat:

Brédy kimutatta, hogy a dinamikus dgazati kapesolatok mérlegével leirt
mx,/d(mw harmonikus volumen- és 4rar: my(ut valamint harm()mkub noveke-
dési utem(,t (s az ezzel egyezl dtlagprofitratat) csak korkorosen, linedris sajat-
vektor-sajatérték feladatként lehet megoldani. Ezért az értékrdl a termelési
arra nem egy, hanem végtelen sok ](,pesben lehet attérni; véges sok lépéssel
tetszilegesen jo ko/(‘lltw érhetd csak el. Altml(momb}mn Brédy ismétléses
eljardsa (iteracidja) bizonyos nem egyensulyi ardnyoktdél az egyen.sulw ara-
nyokhoz valé valamilyen dtmenetet illusztral. Mivel az eljards nem mondja
meg, hogy mi torténik az attérés folyaman jelenlevd feleslegekkel-hidnyokkal,
ez az eljards inkabb a gazdasig szerepléinek eszmei tevekenvseoelt (pl al-
kuit), modellezi, mint ténylegesen targyiasulé dontéseit. (E 7t Brodv is Kki-
mondja; Kornai Janos pedig tobb helyen, pl. az ,,Anti-equilibrium”-ban [5]
figyelmeztet tobb matematikus kozgazdész ilyen jellegli hibéajara.)

Tanulminyom a Bevezetésen kiviil hairom részt tartalmaz:

1. A Leontief-Brody modell harmonikus ardnyai és azok Brody-féle iterativ
meghatarozasa.

[I. A Brédy-féle szamitasi eljaras konvergencidja. Ebben a részben

1. megmutatom, hogy Brody bizonyitdsa elnagyolt, heurisztikus;

2. igazolom, hogy Brédy dllitisa helyes, ha feltessziik, hogy a kiindulési
aranyok elég kozel vannak a harmonikus ardnyokhoz;

3. kiterjesztem az el6z6 allitast két mésik, Brody 4ltal érintett eljardsra.

Mindhdrom esethen feltételiink tal erds. leoszmunck latszik, hogy egész
dltalanos feltételek mellett konvergensek az eljarasok, csak az gltalam adott
bizonyitds , koveteli” e megszoritdst, nem pedig az igazsig.

I11. Més tipust eljarast targyalok a dolgozat utolsé részében. Ez az eljaras
kozgazdasigilag szintén értelmezhetd, a konvergencia gyorsasigit nem isme-
rem, mindenesetre bizonyos hatékonysdgi fiiggvény monoton javul az eljaras
sordn. Az eljards talin atvihets az altaldnosabb Neumann-modellre is, szemben
Brody eljarasaval.

Koszonetet mondok Brody Andrasnak, aki e dolgozat korabbi véltozatat
gondosan 4tnézte, tobb hibéra és pongyolasagra mutatott ra. Természetesen
a dolgozat esetleges hibéiért minden felelGsség a szerzét terheli.
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I. A Leontief-Brédy modell harmonikus ardnyainak kiszamitasa és a Brody-
féle algoritmusok

L. A Leontief- Brédy modell

Brody konyvében az dgazati kapesolatok mérlegének dinamikus és zart
formdjat haszndlja: n termel$ dgazat van és az n+l-edik dgazat a munkaerd
termelése-fogyasztisa. A bévitett Gjratermelés ardnyait a folyé- és a lekotott
riforditisok A és Bmdtrixa irja le. Mindkét métrix (n+41) % (n-+1) dimenzids,
nemnegativ (elem), irreducibilis és primitiv matrix. A termeld dgazatok folyo-
és lekotott raforditdas matrixa A és B~ vagyis Brédy jelolési elveihez hasonld-
an, de ellentétesen a feliilhlzds az n dimenziés nyilt rendszerre utal! A meg-
felel6 matrixok kozitt a kovetkezd osszefiiggés all:

.4-:{AIJ é B = BQJ.
v 0O 2 A1)

Foltessziik, hogy a gazdasig képes novekedni, azaz van terméktobbletet
hozé volumenvektora: > 0, melyre Az < z . Ezzel egyenértékii, hogy léte-
zik értéktobbletet hozé drvektor: p > 0, melyre p4 <~ p. Mdsszéval, A maxi-
milis abszolatértékii (= domindns) egyébként pozitiv — sajitértéke (= spek-
tralsugara) kisebb mint 1 : p(4) < 1.

Ekkor létezik — az ardnyossigi tényez6tdl eltekintve egyetlen pozitiv
a0 oszlop- és p° sorvektor, valamint 2° pozitiv szdm, melyek kielégitik a kovet-
kezG egyvenleteket:

(1) (Asf A% B) o= 2"
(2) (A4 + A°B) = p°.

Konnyen belathaté, hogy a® jobboldali sajatvektor a marxi-leontiefi-
brédy értelemben vett egyensilyi termelés vektora, p° baloldali sajatvektor a
termelési ar vektora, A° sajatérték pedig a harmonikus fejlédési iitem, ill. az
atlagprofitrata.

2. A harmonikus ardnyok kiszimildisa
A harmonikus volumen- és drardnyok kiszimitdsa szokvanyos, ha rendel-

kezésre all a teljes 4 matrix Leontief-inverze: ¢ = (I —A) *. Ekkor ugyanis
(1) és (2) egvensulyi egyenletek a kovetkez’ alakra hozhaték:

(3) —I—J"’ = Q Bz’ és
70

(4) _l_ p® = p° BQ
e p :

Mindkét egyenlet a szokdsos domindns sajatvektor-sajatérték feladat,
amely feltevéseink mellett egyszer(i iterdciéval gyorsan és jol kozelithets.
(Részletesebben lasd 1I. 2. 2. Tétel.)

Természetesen ¢) meghatarozasa torzitja a szamitast, de ez nem lényeges.
Brody eltérd eljarasa inkabb azért érdekes, mert kozvetlen kozgazdasigi tar-
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talma van. z volumenvektor és p arvektor esetén a novekedési iitem jol be-
csiilhet6 Az, p) = p(I—A)z/pBx formuldval. E kozelités relativ hibdjardl
mutattam ki kordbbi [7] dolgozatomban, hogy lényegében kisebb, mint a
volumenvektor, ill. az arvektor relativ hibajanak kétszeres szorzata — alta-
lanositva Brédy ezen tételét [1, 239 242. o.]. Tovabba a volumenvektor ter-
meléséhez Az volumenvektor foly6 raforditas szitkséges, a bévitett termelés-
hez /(x, p)Bax volumenvektor lekotése sziikséges.
A fentieknek megfelelGen Brody a kiovetkezo iteraciot vezette be:

—a volumenvektorbél a ¢ fiiggvénnyel

7 A)x
(5) @z, p) = Az - e~ Bax 0j volumenvektort képezziik;
pBx
p arvektorbdl a y fiiggvénnyel
I— A4)1
(6) vz, p) = pA + !)'(‘H—)—x pB 0j arvektort képezziik.
pBx

Lényegében y és p leképzésekkel hiaromféle iterdcié képezhetd:

(1) Rogzitsiink valamilyven p fiktiv drvektort.

Valamilyen ' volumenvektorbél kiindulva

(5i) a!+1 = y(a', p) iterdciéval kiozelitjilk a° harmonikus vektort.

Hasonlé a helyzet
(61) Pt = y(x, p') iterdciéval.

, Kozgazdasagilag azonban legérdekesebbnek az a szamitasi (és igy elvont
gazdasigl) mechanizmus igérkezik, amely kiindulva az adott arakbdl médosit-
jaa termelési aranyokat, s e médosulis hatiasat figyelembeveszi az arak oldalan,
8. 1. t. Kz tulajdonképpen az el6bbi két kiilon-kiilon végezhets szamitas egyiit-
tes (ii), méginkdbb felvaltva (iii) valé végzése. Barmilyen fontos is ennek to-
vabbi vizsgilata, messze talmutat e dolgozat keretén s a gazdasigi mechaniz-
mus miikodési modelljeinek vizsgdlatdhoz, s a mechanizmus matematikai
vizsgdlatdhoz vezet. E kérdéseket itt nem targyaljuk.” (Brody [1]. 174 —
176. 0.) Képletben:

(ii) Bgyiittes alkalmazkodas:

(6ii) z!*1 = (2!, p') (6ii) pi*1 — yiat, p");

(iii) Valtakozé alkalmazkodas:
(Biii) &'t = y(a!, ) (6iii) '+t = p(a'tL, p) .
II. A Brédy-féle eljaras konvergenciaja
1. Brédy dllitasai

Brédy konyvében azt allitja, hogy (i) iterdcid konvergens. Val6jaban csak
azt bizonyitja, hogy py(x, p) = px, azaz az ,,iterdci6é sordn az . . . arosszeg . . .
valtozatlan marad.” Ebb6l még {z'} ; sorozat korlitossiga sem kovetkezik,
nemhogy konvergenciaja. Kés6bb Brédy is és a szerzd is észrevették, hogy a
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kalkulativ dr nem lehet tetszGleges pozitiv vektor. Ha pl. a bérek til magasak
az egyéb arakhoz képest, akkor A(x, p) negativvd valhat, ami a volumenek
negativitasaban jut kifejezésre — rogzitett drak mellett !

A tovabbiakban mindig foltessziik, hogy a kiinduldsul hasznélt arak vektora
értéktobbletet hoz: p > pA. Ekkor Az, p) pozitiv, tehat pozitiv x esetén
¢(x, p) is pozitiv, (5) miatt. Tehat {«'} sorozat a {px = pa!, z > 0} n-dimenzi-
6s szimplexben van, tehat korlditos. Ekkor Brédy éllitdsdnak egy része — a
korlatossag — helyes.

Brédy ,,Beszamolé”-jiban visszatér (i) iteraciéra. Ebben az irasaban egy
bizonyitasvazlatot kozol, amely azonban elnagyolt, heurisztikus és ellent-
mondasos ([2] 14. o.).

Réviden indokolom, mit tartok Brédy bizonyitdsdban helytelennek:

Sajat jeloléseimet hasznilva, Brédy kiinduldsa a kovetkezd: Legyen z!t! —
="' QBz" a kiindulé iterdci6, ahol A' értékét A, p)elbirdssal Ggy vdlasztottuk
meg, hogy pa't' = p@' legyen (Brédy). Valéjaban ez utébbi feltételt A —
= A&, p) = pa!|pQ B! vélasztés biztositja, amely altaliban kiilonbozik '
ol.

»A fenti iterdciobdl egyszerii és megengedett dtalakitédsokkal kapjuk az
Coatt = A - MBE R A — &) iterdciot. Mivel azonban az iterdci
konvergens, s igy &'*' — &' tart zérushoz, ezért az utolsé tag elhagyhato.
oy azonban éppen ...” (5i) ... ,iterdciéhoz jutottunk.” (Brédy) Eltekint-
ve attél, hogy A' 5« 2!, ha az iterdcié perturbéciés tagjat — A(att! — &f)-t
ethagyjuk, a konvergencia megsziinket.

Tanulmanyom tovabbi részében (i), (ii) és (iii) iterdcié konvergencidjit
bizonyitom — az alibbi erls megszoritds mellett: a kitnduldsndl haszndlt
(at, pb) legyen eléy kizel a célhoz, (°, p°)-hoz. Bz a megszoritds til erds ! Vals-
szinfi, bizonyitisom nem a legalkalmasabb, s ezért kényszeriiliink erre a meg-
szoritdsra. Kellemetlen, hogy még azt sem tudom megadni, hogy mennyi az
az ,.elég kozel”. A fejezet végén levd illusztricié szintén arra utal, hogy altald-
nos feltételek mellett is konvergens (i)itericio.

-

2. Néhdany fonlos konvergencia feltétel

Nem sikeriilt olyan konvergencia-feltételt taldlnom, amelybdl rogtion
kovetkezne a Brody iterdcié konvergencidja. Harom ismert konvergencia-
feltétel egyiittes alkalmazasdival bizonyitom eljardsunk konvergenciajit

Legyen U valamilyen halmaz az n dimenziés euklidesi térben, R"-ben.
Legyen f folytonos fiiggvény, amely U-t U-ba képezi le. A fix-pont (u° =
= f(u")) meghatirozisara a kovetkezs iterdciot szoktik alkalmazni: w!*!-
=f(u'). A f6 kérdés: milyen u' € U kezdGértékekre konvergal az iterdci6. Nyil-
vinvald, hogy ha konvergil az iterfci6, akkor valamilyen fixponthoz konver-
gdl; s ha fixpontb6l indulunk ki, akkor ott is maradunk.

L. Konvergencia tétel: Legyen f(u) kontrakei6 értelmezve U < R"-beli

o 1/0) 10

korlatos és zart halmazon: s = su J) i < 1. Ekkor egy és csak egy
wrct |Ju o] :

fixpontja van f-nek, s az iterdci6 tetszleges kiindulds esetén (= globélisan)
konvergens. (||« || u valamilyen, pl. euklidesi normdja.) [3; 9 12.2. 1 Tétel.]
2. Konvergencia tétel: Legyen f(u) — Cu - d linedris leképezés értelmezve
U = R"-ben és legven o(C) C linedaris transzformécié (métrix) spektralsugara.
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Az iteracio akkor és csak akkor konvergens globalisan, ha o(C) << 1. A fix-
pont — az ardnyossagi szorz6tél eltekintve — egyértelm( [3; 9 13.3. Tétel.].

3. Konvergencia tétel: Legyen f(u) = Cu homogén linearis leképezés R™-en.
Az iterdci6 globalisan akkor és csak akkor korldtos, ha o(C') < 1. Ha o(C) < 1,
akkor az iterdcié globdlisan konvergdl a nulla-vektorhoz. Ha o(C) = 1, akkor
az iteracié pontosan akkor konvergens, ha egyetlen domindns sajitértéke van.
Ha e dominans sajatértékhez egyetlen sajatvektor tartozik, akkor a fixpont
is egyértelmii — eltekintve a trivialis « = 0 fixponttol.

Ha O nemnegativ, irreducibilis és primitiv matrix (azaz van olyan hatvénya,
amely pozitiv), akkor a dominédns sajatvektor egyértelmii és minden nemnega-
tiv és nem zér6 u! esetén az iteracié ehhez konvergal [8].

Az 1. konvergencia tétel alapjidn bizonyitunk egy negyedik konvergencia
tételt, amely Ostrowskitél [6] szarmazik.

4. Konwvergencia tétel: Legyen f(u) leképezés valamilyen U tartomdnyt U
tartomanyba folytonosan leképezs fiiggvény, «° € U fixponttal. Tegyiik fol,
hogy f(u) folytonosan differencialhaté valamilyen V nyilt halmazon (u°€ V),
amelyet U tartalmaz; és f,(u) derivalt matrix spektral sugara a fixpontban
kisebb mint 1, azaz o {f,(«")} <~ 1. Ekkor van olyan W nyilt halmaz, melyet
V' tartalmaz, hogy minden u! € W-re az iteracié «°-hoz konvergil.

Bizonyltds-vizlat

A 4. Konvergencia tétel az 1. és a 2. konvergencia tétel részleges altalanosi-
tdsa, bizonyitdsa az 1. tételen alapszik. A bizonyitds lényege a kovetkezs: Ha
{ elég nagy természetes szdm, akkor f fiiggvény 7-adik iterdlt fiiggvényének a
derivdlt matrixa kontrakeié-métrix, alkalmas V halmazon. Tehdt az 1. Kon-
vergencia tétel értelimében mi-adik értékek sorozata konvergal w°-hoz, sth.

Részletezve:

t
[smert, hogy tetszéleges €' mitrix esetén po(C) = lim ||| CT]], (Varga

-
(9], 62.0 Theorem 3.2.) ahol |[[C || =sup{||Cul|[]|lu]}. Ezért, ha
u##0

0(C) < 1, akkor van olyan f természetes szam, hogy || Ct || < 1.
Legyen f(u) f leképezés t-edik iterdltja: fY(u) = f(u) és f*'(u) = f(f!(w)).
A lincszabily alkalmazisaval belathatd, hogy fiF(u) = [u(f'(w)) fi(u). A fix-
pontban e kifejezés egyszerlisodik: fit'(u®) = f,(u%) fi(u%), azaz fi''(u®) =
= fu(u®)'", ahol ¢ 4 1 hatvanykitevo, eltérden az eddigi iterdciés indexektdl !
Sziikségiink lesz Lagrange-kozépértéktételének kovetkezd altaldnositdsdra:
Legyen g(u) folytonosan differencialhaté fiiggvény V konvex tartoményban.
Ekkor minden « és » V-beli pontparhoz van olyan w pont az w, v szakaszon,
hogy teljesiil || g(u) - g(v) || < || gu(w) || - ||u - v egyenlétlenség.
Alkalmazzuk e tételt ¢ — f' fiiggvényre; ha ¢ elég nagy, akkor fi(u?) =
Suu®)t és o {f,(u")} < 1 miatt || f1(«°) || <~ 1. A norma folytonosan fiigg a
matrix elemeitél, a matrix elemei folytonosan fiiggnek wu-t6l V-ben, tehdt
Ju(u) folytonos fiiggvénye u-nak. Mivel ||f!(u% || <1, van olyan W gomb
V-ben, és s 1-nél kisebb pozitiv szam, hogy minden w € W-re || fi(w) || < s < 1.
Eszerint és az utolsé bekezdés szerint || fi(u) —fi(v) || < s||w-—v]|, ha u,
v€ W. — Vagyis f! kontrakcié W-ben.

D Szigma
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Elsfordulhat, hogy van olyan »!€ W, melyre {«'} nem minden eleme ma-
rad W-ben. Ezt elkeriilendd, szoritkozzunk olyan Wi-gombre, melynek koz-
pontja szintén u°, és sugara W sugardnak (1-—s)/s-szerese, ha s - 1/2, ill.
azonos W-vel, ha s < 1/2. [3; 9 12.2. B) feltétel]. al

Az 1. konvergencia tétel szerint minden u! € Wi-re {«™*+'} sorozat konver-
gél u%-hoz. Alkalmasan vélasztott W,-re minden «" € W,re f(u')€ W, és
{um™+7} sorozat konvergal u-hoz, 1 < r <Z {-ra. Tehat {u'} sorozat konvergél
u°-hoz, ha w'¢€ W, .

3. A DBrédy eljaras lokdlis konvergencidja

Az elGkésziiletek utin konnyen bizonyithatjuk:

1. TETEL. Ha a kalkulativ drvektor és a kiindulo volumenvektor elegendd -
kozel van a harmonikus dr- és volumenveklorhoz, akkor a Brody-féle (5i) iterdcio
konvergdal a harmonikus volumenvektorhoz.

Bizonyilds:

Ha p = p° akkor A(z,p°) = 49, tehat wy(z, p°) = (4 4 1°B)x . Ekkor
y(a, p°) linearis leképezds, amely kielégiti 3. konvergencia tétel utolsé bekezdé-
sének feltételeit.

Ha p -~ p°, akkor y(z, p) nem linedris, mert A(x, p) nem allandé, s6t nem is
linedris, hanem tort linearis fiiggvénye ax-nek. Tovabba pg(x, p) = px azo-
nossigbhdél  kovetkezben  po,(x, p) = p,  vagyis  p{p(x, p)} > 1, azaz
[lg(x, p)||>>1, igy nem tudjuk bizonyitani, hogy ¢ kontrakecié. (n=1 esetben
a Lagrange-kozépértéktétel szerint f(u) — f(v) = f,(w) (uw — v), ezért | f(u)| >
> 1-b6l kovetkezik, hogy f nem kontrakeié. Viszont n -1 esetén két ellen-
tétes irdnyu egyenlGtlenségiinkbGl nem kovetkezik semmi sem.)

At kell térni a bonyolultabb, nem-szimmetrikus inhomogén formulikra.
Legyen px = 1, ekkor egyszer(i szamolassal adodik (5)-bél

(5") §@ p) = Az + (1 — pa)f + A@ p) (Bx + (1 - px)g) .

Legyen A° = f + A%, és h¥*p=(h;p,)i" didd-méitrix. Kkkor ¢(z, p°) = (A4 +
+ 0B hO¥p0) x4 k0. Mivel g(x, p°) homogén leképezés globdlisan konvergens,
¢(z, p°) inhomogén linedris leképezés is globdlisan konvergens, emiatt a 2.
konvergencia tétel értelmében gy(z, p°) — A 4 A°B — h%*p° spektralsugara
kisebb mint 1. Folytonossigi megfontolisok miatt van olyan ¥V gomb 2°
koriil, hogy p € V esetén teljesiiljon {gx(2°, p)} < s <~ 1. Ekkor a 4. konver-
genciatétel szerint van olyan W (p-t6l fiiggetleniil, csak V-t6l fiiggben!),
hogy 7 € W esetén a Brédy-féle iteracié konvergens.

Megjegyzés:

A bizonyitdsban felhasznilt tételek elég lazan illeszkednek egyméshoz. Kz
tehet a f6 oka, hogy gyengébb eredményt (lokdlis konvergenciit) bizonyitot-
tunk, mint ami igaznak latszik és ami sziikséges volna. Tételiink csak arrél-
biztosit, hogy a harmonikus pontok stabilak.
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4. A keltos iterdcick lokdlis konvergencidjo

Az 1. rész végén bevezettiink még két mésik iteracids eljarast is, amelyeknél
mind az arak, mind a volumenek minden lépésben mddosulnak. Mind mate-
matikai, mind kozgazdasigi megfontolasok azt sugalljak, hogy ezek az itera-
ci6k gyorsabban konvergdlnak a harmonikus vektorokhoz, mint a fixdras
(vagy fix-volumenes) volumen- ill. ar-itericié.

Gondolatmenetiink teljesen hasonlé az el§z8hoz, ezért meglehetdsen rovidre
fogjuk a kifejtést.

II. TETEL: (ii) és (iii) kettés iterdcidk lokdlisan konvergensek.
Bizonyitds:

Megint az inhomogén formuldkra kell attérni, de kissé eltér formaban. Le-
gven x = (%, 2,.,,) és p = (P, Ppy1). Az el6z6 kikiiszobolés helyett most X —

= ¥|x,,, 68 P = p[p,,, ardnyokra tériink at.

Ekkor az (5ii) és (6ii) formuldkat inhomogén formuldk helyettesitik:

(a%y X=X, p) b {61 P =P (XL PY |

Tekintsiik a (@, V) leképezést, mely 2n dimenziés tyrtomanyt 2n dimenziés
Yy ‘l’p) -

Mivel @(X9, P) = X9, ®p(X°, P°) = @% = O. Hasonléan ¥% = 0.

. D% 0

Vagyis J° = (0 leu , 8 gy o(J°) = max {p(@%), o(¥D)}. Alkalmas V és W

P

gombok esetén tehat P € V és X € W esetén p{J(X, P)} < s < L.

(iii) egyetlen helyen tér el (ii)-t6l: (6'ii) helyett (6'ii) (XL, P =
=Y {® (X', P"), P} = W(X', P'). De a harmonikus (X° P°) pontban Jo=J°,
sth. —

tartomédnyba visz at. A derivalt matrix a kovetkezs: J(X, P) =

5. Hlusztracio: Kétszektoros modell

Mivel vizsgilatunk kozel sem befejezett, érdemesnek t{inik kitérni az egyet-
len megoldott esetre, amikor is egy termeld- és egy fogyaszté dgazat van:
n = 1. Ekkor 4 és B nxn dimenziés métrixok a és b skalarokka zsugorodnak
ossze. Hogy (i) iterdcié minden p kalkulativ 4r mellett linearis legyen, foltesz-
sziik, hogy g=2z=0. (Elhanyagoljuk a munkaerd bdvitett tjratermeléséhez
sziikséges tobbletfogyasztast és az druk bévitett Gjratermeléséhez sziikséges
tobbletmunkaerdraforditast 1)

Legyen p = (p, 1) és px = 1.

(5i) utolsé (itt mdsodik) sora: it — vaf, ahonnan behelyettesitéssel
@it — (1 — paf)/p iterdciét kapjuk, 0 <z, < 1/p korlattal.
Kénnyen lithaté, hogy
— az iterdcié globalisan konvergens, ha »/p < 1,
— az iterdci6é globalisan divergens (a végtelenbe osszcillal), ha vfp >1, és
— @' = 20 kivételével (fixpont) az iterdcié divergens (két érték kozott al-
terndl), ha vfp = 1.
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Osszehasonlitdsul jegyezzilk meg, hogy p° = 1/f; a bévithetdség feltétele
of < l-a; az ar értéktobbletet hoz, ha p >v/(1 —a). Vagyis még meglehetSsen
altalanos feltevésiink is, miszerint a kalkulativ ar értéktébbletet hoz, tul
erss, legalibbis ebben az esetben.

IIl. A harmonikus arinyok meghatdrozasa a ,tanulé médszerrel”
L. A lanuld” algoritmus rovid letrdasa

Célszertinek latszik az eljirds alapgondolatit el6re venni egyszerisége
miatt.

Induljunk ki valamilyen termelés (arany) vektorbél (ahol az elemek osszege
1). Vizsgaljuk meg az egyes dgazatok netté termelésének és felhalmozisiod-
nyének hinyadosdt. Nyilvianval6, hogy mennél kisebb a hényados, viszonylag
annal szlikosebb ezen dgazat termdéke. Ha az (egyik) legsziikebb dgazat ard-
nydtpu 0 ds 1 kozotti pozitiv - szammal noveljiik, az dsszes termék egyforma
ardnyu visszaszoritdsdval, akkor a legsz(ikosebb 4dgazat bdsége nd, a tobhié
csokken. Beliathaté, hogy e nivelési ardny megvélaszthaté Ggy, hogy a ki-
induldsnal legsziikebb, ill. legbGvebb termék bség-mutatija egyenlsvé viljon.
Ekozben a t6bbi termék bdsége ald is, 1616 is keriilhet a kozos értéknek, de
mindenképpen alatta marad a kiinduldsndl legnagyobb bdség-mutaténak.
Vagyis eljirdsunk fokozatosan csokkenti a legnagyobb béség-hanyadost, s
folytonossagi megfontolasokbdl fakadéan hatdrértékben a maximdlis egyin-
tetd novekedési iitemre csokkenti. Ekkor viszont az alsé értékek is ide kon-
vergdlnak alulrél (ha nem is monoton értelemben!), és a termelési ardnyok is
a harmonikus aranyokhoz konvergdlnak.

2. Matematikai tdrgyalis
Térjink ra a matematikai targyalasra.
Legyen
(7) M) = (v, ~ a;2)[b; 2
az i. dgazat viszonylagos szlikosség-(bGség-) mutatdja.' Ttt és a tovabbiakban
a; A matrix i. sorat jeloli, stb. Legyen é,"’ 2, =1 és p valamilyen 0 és 1

(=1
kozti szam. Jelolje A(x), ill. j(x) egyikét azoknak az indexeknek, melyre A,(x)
nmximé‘lisl,‘ ill. miniméu’lis: ).j(x)(ag) < ) g’l,,(x)(x), i = 1, . cam
Az el6zG pontban leirtak szerint a mddositott termelési ardnyokat

(8) & = ey + (1 — u)x
Osszofiiggés adja, ahol ¢; = (0, ..., 1, 0) a j-edik m dimenziés egységvektor.
e e

: ’ ” J ’ ¢ 4 9 4 Sk
A valtoztatasi tényezd megvalasztisa lényeges az iterdicié konvergencidja,
ill. konvergencia-sebessége szempontjabol. Célszeriitlennek latszik a jaték-

! Ebben a fejezotben mar csak a homogén (m —= n - 1 dimenziés) esetet, vizsgiljuk.,
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elméletbdl ismert Brown-Robinson-féle tanulé algoritmus [4] kovetése, amely

S 1
a-t6l fiiggetleniil, a t-edik 1épésben p, — — szorzét alkalmazza.
t

ElGszor utalnék arra az egyszer(i és kozgazdasagilag is kézenfekv§ tényre,
hogy A;(x, u, j) béség-mutaté rogzitett j esetén minden i = j-re szigortan
csokken p-vel, és 1 = j-re szigortian né. Nyilvan

: . N by —ay h
A, 0, 9) = A(z) és Az, 1, ) =4 V' 1 < m
ij
Vagyis A2, 1, () > 0> Ao, 1, j(®)), vagyis Az, u, j) folytonossiga
miatt van egyetlen egy olyan u(x) € [0, 1], melyre teljesiil

(9) Aol e (), §(@)) = Ao, u(@), j(x)) -

Mivel @ < j(x)-re l[(:r,,u,j(z)) szigortan monoton csokken, A(%) < Aix),
it 5= j(x).
Kovetkezésképp igaz

(]0) "th(;)(;ﬁ) = lh(x)(x) ’
az attérésnél a maximalis bdség-mutaté csokken, kivéve @ = 2 esetet, amikor
p@) = 0.

Rétériink az eljirds konvergencidjanak bizonyitdséra: (Az iterdcié t. 1é-
pése a = a' vektorbdl (8) és (9) szerint x = 2! vektort képezi, stb., t =
Lye 25 iur )s

m
Nyilvan 2! >0 és > «f= 1 fennall minden ¢ =1, 2, ...-re, vagyis
i=1
{a'} korlatos. Ezért kivélaszthaté bel6le (legaldbb) egy konvergens részsoro-
zat; jeloljiik ezt {«™}7_j-nel: lim 2™ — ¢ .

k= o
(10) értelmében 0 < Ayt +1y (2'+1) < Apety (2'), £ = 1,2, ..., tehdt létezik
(11) tlim Anety (&) = ill‘lf Anety (') .

Mivel Ay (z) folytonosan fiigg x-tél,
(12) %iln )‘h(x') (xt) = }*h(y)(?/) 2

Konnyen beldthaté (pl. [1]), hogy
(13) Ajo(®) < A0 < Apyy()

egyenlStlenség minden z-re fenndll, s6t egyenldség csak mindkét oldalon egy-
szerre teljesiilhet, méghozzé csak az a = 2° helyen. Tehat elegendd belatni,
hogy  2,,,(y) = A% hiszen ekkor minden konvergens {a%} részsorozat
a%-hoz tart, vagyis az egész {x'} korlditos sorozat is z°-hoz tart.
Indirekt bizonyftunk: A,y,(y) > A% (hiszen lim ,,(y) > 2° eleve kivet-
kezik (13)-bél).
’Ind’irekt feltevésiink szerint y = a°, azaz A;)(y) < Angy)(y), tehdt u(y) > 0.
Mésrészt (7), (8), (9) szerint {u(z*)}7_. Konvergens és lim u(z™) = u(y) .
k-
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Létezik legaldbb egy olyan j, index, melyre j(z*) = j, végtelen sokszor
teljesiil. Tegyiik fol, hogy a részsorozatba eleve csak ilyen tagokat vettiink be.
Ekkor o= u(x") ¢;, +[1 — p(x")] a'* osszefiiggésbol kovetkezden lim o™+

k-

létezik és = p(y)ej, + [1 — p(y)ly , azaz jo =jly) és lim k™l =7

Viszont (12), (11) szerint lim A, te+1y (2™ 1) —= 445y << A(y), hiszen indirekt

koo

feltevésiink szerint y -= 9. Mdsrészt (10) és (12) szerint lim A, ter1y(a®+1) =

= Aly), ami ellentmond az el6z5 egyenlGtlenségnek.
3. Szdamitdstechnikai megjegyzésel:
(7) és (8) osszefliggésbil adodik

2 @@+ p iy Ay — %t )

: bix + ubijy — bi )
Roviden: A,(x, p) — o_ciﬁ&’ ahol a;, f8;, v, & figgnek x-t6l. (9) figyelembe-
Vit pei
vételével — x indexet elha;;yvn,!

Brney— Byen) i+ (en e+ Buy; —xjen — Biyp+ any; —ojyn=20
masodfoka egyenletet kapjuk u-re.

Mivel Aa) = 20 | g lim dufert) == 282

7i(@) o
lim (o, y; — o;¥4) {x'} =0 é8 apy; — oy >0.

o
Vagyis a masodfoka egyenlet megolddsandl az dlland6tag egyre kisebb szere-
pet jatszik, és ha eleve elhagyjuk, akkor a keletkez$ linedris egyenlet »(z)
gyoke alul becsiili u(x)-et: 0 < v(x) <~ p(x), tehit lj(x)(.r, v(x)) < 1,,(x)(x, v(x)z.
E médositott eljards mindGségileg azonosan viselkedik az eredetivel: az eljaras
konvergencidja és a maximalis bGség monoton csokkendse analég mdédon
igazolhaté.

4. A két eljardas osszehasonlitdsa

A Brédy-féle algoritmus teljesen hasonld 1épésekbdl all, mig az dltalam java-
solt algoritmusndl mindig valtozhat a minimalis és/vagy maximéalis index:
jlat) ill. A(x'). Egyrészt az j eljardsban az indexekkel kiilon kell torddni,
86t A(x)-ek i-szerinti maximumat-minimumat is meg kell hatirozni, masrészt
a (8) x — & 16pés sokkal egyszer(ibb, mint az (5)-beli ¢ leképezés.

Eljardsom érdekes kozgazdasigi vondsa, hogy egyediil a primal feladatra
épiil, a dudlis drakrél sz6 sincs. Megemlitem még, hogy nemecsak hogy glo-
balisan konvergens, de bségmutatéja is monoton esokken az iterdcié sordn.
Viszont minden lépésben legfeljebb egy olyan tevékenységet hoz be, amely a
kiinduldsban nem szerepel, bar az optimélis megoldésban szerepel, ami nagy
feladatnal elénytelen.

Mésrészt ez a médszer nem érzékeny a legnagyobb, ill. a mésodik legnagyobb
abszolit érték( sajatérték hanyadosdnak 1-hez valé kozelségére, szemben a
Mises iteraciéval, ami médszerem mellett szél.

( Beérkezett: 1973. mdrcius 5.)
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NOTE ON THE DETERMINATION OF THE HARMONIC VOLUME AND PRICE
PROPORTIONS IN THE DYNAMIC INPUT-OUTPUT MODEL

I. The paper deals with the determination of equilibrium volume and price vectors of
a closed dynamic input-output model. In the paper A and B denote the matrices of current
and capital inputs, x and p — the volume and price vectors, A — the rate of growth and
the rate of profit which are equal. The quantities denoted by an ° refer to equilibrium
situation, which are determined by the equations (1) and (2) or the equivalent equations
(3) and (4) of the paper, uniquely up to a scalar factor. For their determination Andrés
Brédy in [1] and [2] has introduced a procedure, which differs from the well-known Mises
iteration, being economically interpretable and practically applicable. It is described by
equations (5) and (6).

LI. The paper points out that Brody has not proven the global convergence of his pro-
cedure in a proper way. The author succeeded in .correcting the mistake with a heavy
restriction only: he proves local convergence, despite that he agrees with Brédy that his
procedure must be convergent globally, too.

[TI. In the third part of the paper an algorithm is introduced, called ,,learning algo-
rithm” based on the well-known Brown-Robinson algorithm [4] of game theory. The
procedure is iterative, too, it decreases in each step the production of every sector, pro-
portionally so as to expand on this account the production of that sector which has the
loast ,,commodity surplus/capital input” quotient (the bottleneck sector). The realloca-
tion is carried out so that the indices of previously tightest and richest sectors became
dentical (see 7,8 and 9). It is easy to see that this procedure is globally convergent.

3AMEYAHHWST OB OINTPENEJIEHWMU TAPMOHHMYECKHMX LIEHOBbLIX U OB’ BEMHBIX
IMTPOMOPLIMA IUHAMMUUYHOI'O BAJIAHCA 3ATPAT W BbIITYCKOB

CTaTbsi 3AHHMACTCSA ONPEICJICHHEM BEKTOPOB 00'beMa M 11eHOBOH NMponopuuu 6ajanca 3aipbl-
TOIl JIMHAMHYHOI MOJICJIH 3aTpaT M BLINYCKOB. B cratbe A M B 03HayalT MaTpHIBI TEKYUHX
H CBSI3AHHBIX 3aTPAT, X H P — BEKTOPBI 00'bEMa M 1eHbl, A — TEMIT POCTa U paBHast ITHM HOPMY
npubbun. KonmuecTsa, oTMeueHHbIe °, KacaioTest moJioyeHus1 6ananca, KoTtopoe ONMpeiesisiioT
OJIHO3HAYHO ypaBHeHHsi craThi (1) M (2) MM 3KBUBAJIGHTHBIE UM YpaBHeHHs (3) U (4), HeCMOTPS
Ha ckansippie Koaduupent. Aunpam Bpoau B [1] 1 [2] BHeapui Bmecto usBecTHOH Musec-
HrepanuH Apyroi MeToj1, KOTOPbIH MOXKHO 00bSICHATD IKOHOMHYECKH H BaYKHBLIH B IPAKTHYECK O
pabore. 10T MeTOJ| ONHCLIBAKOT ypasHeHus (5) u (6).

Crartbst noxaswiBaer, uto Bpojir He noaxoasiium 00pa3om JI0Ka3biBaeT 2400aA6HY10 CX01U-
Moctb merofia. M apropy ynasioch uenpaBHTh OIMOKY TOIBKO € GOJIBIIMM OrpaHHYEHHEM: OH
NOKa3bIBACT A0KAALHYH) CXOHMOCTh, HECMOTPSI HAa TO, YTO OH Corjlamaercs ¢ Bpogu B TOM, 4TO
€ro MeToj1 JI0JKEH MMETh IJ100aJIbHYI0 CXOHMOCTD.

B rperbeii yacTH cTaThy aBTOpP 3HAKOMHT C HOBBIM QJI'OPHTMOM, OCHOBAHHLIM HA XOPOIIO
H3BECTHOM B TeopuH HUrp «yuebHOM anropurmey BpayHa-PoOuHcoHa. JaHHBIH METOX — TaloKe
HTEPATHBHLIH, OH CHIDKAET HA KAYKJIOM LIary rnpou3BO/ICTBO OTpacJieil B 0IHHAKO0BOIi P OMOPLIHH,
06k 0cBOGOAMBILYIOCS YACTD MOYKHO GbLII0 00DATHTH HA PACUIHPEHHE OTPACIH ¢ HAUMEHBLIHM
HaCTHRIM 0T M30bITKA NMPOLYKTOB Ha CBsI3AaHHBIE 3aTPaTHl (T. €. camoil cKyaHoil orpaciH). Cre-
HCHb neperpynnupoBKH BIGHPAEM TaK, YTOOBI TOKA3aTeNb CaMoii CKY/IHOH H caMoii 00HJIbHOM
OTpacisied mo neperpynnupoBiKH ObII HICHTHYHBLIM T10KasaTeno nocjie neperpynmnupoBiu (7),
(8), (9). Jlerko 3ameTHTDb, UTO METOL SIBJISCTCS 2100aAbHO CXO)AYUMCS.



