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HUNYADI KÁROLY-MÓDOS GYULA

A hálós programozási módszer egy mezőgazdasági
alkalmazása

Tanulmányunk célja - a legkedvezőbb vállalati géppark és géphasználat
hálós programmal történő meghatározásának a bemutatása. A hálós tervezés
módszereinek gyakorlati alkalmazásában mind a tőkés, mind a szocialista orszá­
gokhoz képest viszonylag kevés eredményt értünk el. A hazai gyakorlatban
elsősorban az építőiparban és az ipar egyes területein számolhatunk be jelentő­
sebb előrehaladásról. A szakirodalom is jórészt ezeket a területeket öleli fel.
A mezőgazdasági alkalmazásnál még nagyobb a lemaradás. Eddig csak a kez­
deti lépéseket tették meg, kevés gyakorlati eredménnyel.

A géppark és géphasználat tervezésének problémái

A mezőgazdasági termelés műszaki és technológiai fejlődése eredményeképp
a gépesítés döntési problémái a vállalati gazdálkodásban igen bonyolultakká
váltak. Egymás után alakulnak ki az ágazati géprendszerek, az állattenyésztés
néhány ágában az iparszerű tartási módok általánossá válnak. Az ágazati gép­
rendszerek kialakulásával együtt főképp a szántóföldi növénytermesztésben
az ágazati géprendszerek egymással is bonyolult kölcsönhatásban állnak.
A traktorpark, a szállító kapacitás, sőt számos esetben a betakarítás géprend­
szere is több ágazatban felhasználható. Ennek megfelelően módosult a vállalati
gépparkkal szembeni igény is.

Az olyan géppark kialalútására kell törekedni, amely egyrészt biztosítja az
összes munkák - tehát nem az egyes műveletek - minimális költséggel való
elvégzését, másrészt lehetővé teszi valamennyi munka biológiailag és agrotech­
nikailag optimális időben való elvégzését is. Ez a kettős követelmény számos
problémát vet fel.

Az elvégzendő mumka a termelési szerkezet és az alkalmazott technológiáknak
a függvénye. Az igen szoros kapcsolat a termelési szerkezet, a géppark és a
technológiák együttes optimalizálását követeli meg.

A mezőgazdaságban a munkák időben való elvégzésének a fontossága köz­
ismert. A probléma inkább az időintervallumok meghatározásánál jelentkezik.
Tudományos kísérletek során sikerült számos művelet elvégzésének optimális
időszakát nagy pontossággal meghatározni, (pl. vetési időszakok) míg más
műveleteknél a gazdaság korábbi tapasztalataira lehet támaszkodni. A gép­
szükséglet időszakos nagysága ugyanis adott műveletek és technológia mellett
jórészt az egyes műveletek elvégzésére alkalmas időszakok hosszának a függ­
vénye.

l Szigma
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A költségek értelmezése is számos problémát vet fel. Vállalati alkalmazások­
nál az állami támogatástól eltekintve a költségek két csoportra oszthatók:
a változó és az állandó költségekre. A változó költségek elvileg pontosan meg­
határozhatók, míg az állandó költségek az amortizáció nagyságán keresztül
egy összegben jelennek meg, függetlenül az igénybevétel intenzitásától. Ennek
megfelelően az a géppark, illetve technológia tekinthető optimálisnak, amely az
előbbi feltételek mellett összességében a leqkisebb lcöltségfelhasználást igényli. Ennek
meghatározása azonban bonyolult feladatot jelent.

A géppark nagyságának és az igénybevétel meghatározásának módszerei

Ha a termelési szerkezet és, ebből adódóan, az elvégzendő munkák adottak,
továbbá előzetesen döntésre jutottunk ezen munkafolyamatok elvégzési mód­
jában is, akkor a géppark nagysága hagyományos módszerekkel is meghatá­
rozható. Az egyes időszakok igényei és a gépek teljesítménye alapján egyszerű
osztással kapjuk a szükséges gépigényt. Ezt a számítást a mezőgazdasági vál­
lalatok néhány időszakra a ka.mpánytervek során el is végzik. Bár a korábbi
termelési tapasztalatok alapján a oeúosidőszakok ideje a fontosabb erőforrá­
sokra vonatkozóan megállupttható, de mértékének a megállapításához a mun­
kák elvégzési módjában előzetesen döntésre kell jutnunk. Ugyanakkor köz­
ismert, hogy egy műveletet nagyon sok oröforrástlpussal végezhetünk. A válla­
lati tartalékok a gépesítés vonatkozáaába.n éppen ebben rejlenek, minden.
műveletet '!Így végezzünk, hoo?J az összlcöltséoelc minimálisak leoyenek, és ez nem
feltétlenül a legkisebb műveleti költséget jelenti. A drágább gépek műveleti
költségei általában alacsonyabbak, ugyanakkor magasabbak az amortizációs
költségek. Ezek egybevetése hagyományos módszerekkel a sokoldalú össze­
függések miatt szinte megoldhatatlan.

A bonyolult kapcsolatrendszer és az előbbiekben fölvetett problémák a
hagyományostól eltérő módszerek alkalmazását igénylik. A gyakorlati prob­
lémák megoldására napjainkig leginkább a őíqhá üí\ programozás különféle
változatait alkalmazták. Az immár klasszikusnak számító lineáris modellek
továbbfejlesztéséről szinte napról-napra olvashatunk a különféle szaklapokban.
A vállalati géppark és a géphasználat tervezése szintén megoldható lineáris
programozással, ami lényegében a termelési szerkezet, a géppark és a technoló­
giák együttes optimalizálását jelenti. ü_L Az e tanulmányban kifejtett módszer
széleskörű alkalmazásának az igon nagyszámú változó és korlátozó feltétel
okozta számítástechnikai és modellszerkesztési problémák miatt napjainkban
nincsenek meg a feltételei. A technológia és géppark optimalizálására konstruált
modell is 1238 változót és 972 korlátozó feltételt tartalmaz. fl] Ezért azon vál­
lalatokban, amelyekben a termelési szerkezet kialakultnak mondható, elégséges
csak a technológia és az erőforrások együttes optimalizálását elvégezni. A
magas műszaki színvonalon gazdálkodó mezőgazdasági vállalatok nagyrésze
- főképp az állami gazdaságok - a természeti és üzemi adottságok, a sokévi
tapasztalat és termelési hagyományok alapján már kialakította legkedvezőbb
termelési struktúráját. E gazdaságokban a tartalékok inkább a technológia és
az erőforrások optimalizálásában kereshetők. Ez a későbbiekben részletesen
ismertetett hálós modellel is megoldható. A feladat jellegének megfelelően a fő
súlyt a hálós költségtervezési és erőforrásallokáló eljárások vizsgálatára helyez­
tük. A meglevő számítógépi algoritmusokat is figyelembevéve arra a megálla-
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pításra jutottunk, hogy a meglevő algoritmusok közül eredeti formájában egyik
sem alkalmazható. Ennek magyarázatát a mezőgazdasági termelés sajátossá­
gaiban kell keresnünk, mert:

a) a munkák végzésére alkalmas időszakok erősen kötöttek,
b) egy-egy munkaműveletet az előírt technológiai és biológiai követelmé­

nyeknek eleget téve is több erőforrás típussal végezhetünk, amelyek teljesít­
ményei eltérőek.

Ezen sajátosságokból következően a tevékenységekhez sem CPM, sem PERT
módszerrel nem tudunk időértékeket rendelni, - ehhez a technológiában elő­
zetes döntésre kellene jutni -, csupán időszakokat lehet megadni, amelyekben
a kijelölt munkákat feltétlenül el kell végezni.

Az erőforrások allokálására képes, nemzetközileg is ismert egyik magyar
módszer az ERALL eljárás. Az ERALL módszer az erőforrások átcsoportosítási
lehetőségeit figyelembevéve a tevékenységek olyan időbeli ütemezését bizto­
sítja - az egyes tevékenységekre előírt különleges kikötések betartásával -,
amely mellett az egész feladat megvalósításának ideje minimális lesz. Ilyen
értelmű ütemezésre - az operatív tervek kivételével - a mezőgazdaságban
csak igen korlátozottan van lehetőség.

A kérdésfeltevés tehát forditott. Nem az egyes tevékenységek - műveletek -
legkedvezőbb kezdési és befejezési idejét keressük, mert a mezőgazdaságban
ez adott, hanem a munkák adott időintervallumban történő elvégzéséhez a
számításba jöhető erőforrások közül a legkedvezőbb típus kiválasztása és
nagyságának a meghatározása a feladat, eleget téve a korábbiakban elmondott
feltételeknek.

A feladat megoldására kialakított módszer matematikai leírása előtt röviden
összefoglaljuk a számítások során nyerhető fontosabb eredményeket.

A módszer gyakodati alkalmazásának feltételei és lehetőségei

A számítások elvégzéséhez, mint a módszer matematikai leírásánál majd
kitűnik, viszonylag kevés adat szükséges. Ezen adatok a vállalati gazdálkodás
feltételeiből adódóan rendelkezésre állnak, az adatok tartalmi problémáiról a
korábbiakban már szóltunk. A módszer alkalmazásával egy adott termelési szer­
kezethez kapcsolódó munkafolyamatoknak és műveleteknek elvégzéséhez idő­
szakonként szükséges gépparkot és géphasználatot határozhatunk meg. A
módszer alkalmazásánaJ.· feltétele, hogy a termelési szerkezetet már előzetesen el,
kell dönteni.

A konkrét számítások során több változatot is készíthetünk. A változatok első
csoportját azok a számítások képezhetik, ahol a vállalat meglevő gépparkját
figyelembe vesszük és azt keressük, hogy az adott gépparkot mely gépekkel
kell kiegészíteni, hogy minden munkát időben el tudjunk végezni. Egyúttal
választ kaphatunk arra a kérdésre is, hogy a meglevő, illetve vásárolandó gép­
parkot hogyan osszuk el az egyes tevékenységekre (műveletekre), hogy a költ­
ségfelhasználás minimális legyen.

A változatok második csoportjában a számítások során eltekinthetünk a meg­
levő gépparktól. A magas gépárak és a viszonylag alacsony amortizációs kul­
csok miatt ezt csak akkor tehetjük, ha a meglevő géppark elhasználódásának
megfelelő időhorizontot választunk.

l* 
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A számításokkal így lényegében a géppark alakítására irányvonalat adhatuni:
a vállalati vezetés számára. Uj géptípusok megjelenése esetén természetesen
ezeket is be kell építeni a modellbe és így esetleg az előző számításoktól eltérő
eredményeket kaphatunk. Ezt annál is inkább célszerű elvégezni, mert a szá­
mítási költségek nagyon alacsonyak.

Az egyes időszakok gépszükségletét a feladatok elvégzéséhez szükséges kapa­
citások összegezéséből kapjuk. Az operatív szervezés és főképp a költségfelhasz­
nálás szemszögéből nem kevésbé fontos a gépnagyságok mellett az egyes műve­
letek gépigényének meghatározása. A számítási eredményekből pontosan le­
olvashatjuk, hogy az egyes tevékenységek (munkafeladatok) időben való elvégzé­
séhez milyen qéptipuso]: milyen összetételben és nagyságban szülcségese!c (géphasz­
nálatuk programja).

A módszert egy állami gazdaság legkedvezőbb gépparkjának és optimális
géphasználatának a meghatározására a gyakorlatban is kipróbáltuk. Mivel a
módszer heurisztikus, hatékonyságának és a használhatóságának a kritériuma
csak a gyakorlat lehet. Az állami gazdaságra vonatkozó számítási eredmények
lényegében egybeesnek az általános tendenciákkal. Ezek az irányzatok ismer­
tele [4] A változás pontos mértékét azonban konkrét számításokkal kell meg­
határozni, ami a vállalati adottságok, az elvégzendő műveletek volumene és a
számításba jöhető technológiai variánsok függvénye. A fontosabb géptípusokra
vonatkozó számítási eredményeket a melléklet tartalmazza.

A géppark vezérgépét a közép uniuereál traktorok: adják, amelyekből jelentős
többletigény jelentkezik. Kihasználtságuk jó, évi átlagban 55 - 60°/,,-ra tehető.
A lcönnyü traktorok száma a, meglevő szinthez visonyítva nem változott, de
igénybevétele csak két időszakban célszerű, amikor az előbbi típusnak csúcs­
időszakai vannak. A vállalat jelenlegi 6 db lánctalpas tralctorja nem került be
a géphasználat programjába. Ez azt jelenti, hogy a számítások mutatta géppark
kialakulása után gazdaságosan semm ilyen műveletre sem használhatók fel.
Helyettük célszerűbb és gazdaságosabb a középnehéz és a nehéz gwmikereldí
traktorok használata. A szállitóparlc összetételét a, meglevő helyzet határozza,
meg. Ha a meglevő gépparktól eltekintünk, akkor csak az Ili'A tehergépkocsik
kerülnek a programba. Az így számított program egyébként a többi típusnál
is jelentősen szelektált.

A számítások során csak az erőgépe/cet veuuk. figyelembe. Feltételeztük, hogy
mindig annyi munkagépnek kell rendelkezésre állnia, hogy az erőgépek fel­
használását ne akadályozzák. Kétségtelen, hogy ez a valóságos helyzet leegy­
szerűsítése. A további. számításokban Jogalább a speciális és nagy értékű munka­
gépeket feltétlenül figyelem be kell venni.

A feladat matematikai megfogalmazása és leírása

A számítógépi algoritmus cl kéazítése során az 1'.1n. költségtervezési algorit­
musból indultunk ki, amelyet a, megoldandó feladat sajátosságainak megfele­
lően több lépésben módosítottunk. A legtöbb problémát az amortizációs költ­
ségek programba vonása okozta, amitől a feladat jellegéből adódóan semmikép­
pen sem tekinthettünk el. Az amortizációs költségek számítáBba,vételével,
valamint az erőforrásallokáló eljárások számos elemét is felhasználva jutot­
tunk el az alábbiakban leírt erőforráselosztó és költségminirnalizáló program­
hoz, amely alkalmasnak bizonyult a kitűzött feladat megoldására.
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A feladat leírása és a számításhoz szükséges adatok jelölése a következő:
Jelöljük a tevékenységek halmazát J-vel, az egyes tevékenységeit i-vel:

I = {i} A tevékenységek elvégzéséhez számba jöhető erőforrások halmazát
jelöljük J-vel: J = {j} (A halmaz a meglevő és a vásárolandó erőforrásokat,
illetve géptípusokat tartalmazza).

Minden egyes j 5 J erőforráshoz két számot rendelünk:
ej = az egységnyi j erőforrás évi értékcsökkenési leírása '
dj = a j erőforrásból már meglevő mennyiség.

Minden egyes i 5 J tevékenységhez hozzárendeljük a következő számokat:
m,- = az elvégzendő munkamennyiség (ha, q, stb.)
(k,-, b,-] intervallum (k,- a tevékenység kezdő időpontja, b; a befejezési időpontja,

és k,- < b,-) Előfordulnak csatlakozó intervallumok is. Ez indokolja, hogy
az intervallumokat félig nyílt intervallumokként kezeljük.

J,- jelölje az i tevékenységhez rendelt erőforrások halmazát (J; h J)
c,-,j (minden j 5 J, erőforrásra) az i tevékenységhez rendelt j erőforrás felső

korlátja
h,-,j (minden j 5 J,- erőforrásra) az i tevékenységhez rendelt j erőforrás fel­

használásának időtartama (azt mutatja, hogy a szóbanforgó erőforrás
egy egysége, egy gép, hány órát dolgozhat a (k,-, b,-J intervallumban)

q,-,j (minden j 5 J,- erőforrásra) az i tevékenységhez rendelt j erőforrás telje­
sítményének reciproka (azt jelenti, hogy a j erőforrás egy egységével
egységnyi munkamennyiséget mennyi idő alatt lehet elvégezni)

t.; (minden j 5 J,- erőforrásra) az i tevékenységhez rendelt j erőforrás fel­
használásának változó költsége (azt jelenti, hogy mennyibe kerül a j 
erőforrással egy egységnyi munkamennyiséget elvégezni).

A feladat az, hogy minden i 5 J tevékenységhez meghatározzuk az x,-,j 
(j 5 J,-) gépszámokat úgy, hogy az m; munkamennyiséget el lehessen végezni
és az összes költség minimális legyen, azaz:

1. feltétel
h-.

m- ./ ~x . -.....'.!..!.. 1.:::,, ~ 1,J 
jEJ, q,-, j 

2. feltétel
s. : ,,,]Ú,, x,-,j :::;_:: c,-,j minden j 5 i.«; 

Kikötjük, hogy az x,-,j csak egész szám lehet.
A minimalizálandó összköltség:

1

1 h-. )K = ~ ~xi,j -.....'.!..!.. • f,-,1 +Sv.: ej. 
iE/ jEJ, q,-, j JEJ 

Az összefüggésben szereplő ismeretlen y-t a következőképpen határozhat-
juk meg: ' ·

Jelölje t1 és t2 a terv kezdő- és befejezőidőpontját

t1 = min k1, 
iE/

t_ = max b,-. 
IE/

Jelölje 11 azoknak a tevékenységeknek a halmazát, amelyeken at időpontban
, ,dolgoznak":

11 = {í O í 5 J és k,- < t :::;_:: b ,- } . 
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Az 11 segítségével felírható a j erőforrás Tj(t) terhelési diagramja:1

o2~J = J; x1,j, ~1 < t :s;;: ~2.
iEI,

A j erőforrásból szükséges maximális gépszámot jelöljük y; -vel:

y1 = max {Tit) O tE x~íE t_Y}. 

A keresett Yrt a következő összefüggés adja:

yj = max{O, y1 - dj}· 
Tehát y1 értéke 0, ha y1 :s;;: dj azaz a munkafeladat elvégezéséhez nem keli

ú ó j-típusú gépet beszerezni; ha y1 > dj akkor csak az új gépek értékcsökkenési
leírását vesszük figyelembe. Ugyanis a már meglevő dj számú gép amortizációs
költsége az igénybevételtől függetlenül felmerül.

Az algoritmus leírása

Az ismeretlen x1 rlrnt heurisztikus eljárással lépésről lépésre határozzuk meg.
Az algoritmus lényegében abból áll, hogy egymásután sorra vesszük a tevé­
kenységeket, és az adott szituációnak megfelelően a felhasználható erőforrások
közül mindig azt rendeljük hozzá, amelyik a legkisebb költség-növekedést
eredményezi.

Tegyük fel, hogy az i jelű tevékenységnél kétféle erőforrás (j és v; j,v 5 J;)
közül kell egyet kiválasztanunk. Ha aj típusból egy gépet rendelünk a tevé­
kenységhez a terv költsége LlK1,1 értékkel növekedik:
·:•.

h-.
!JK;,j = -.!..c_J_ • /,,1 7 A1 · e1 · Lly1.

qi,} 

Ezt a költség-növekedést két részre osztottuk: az egy gép által elvégzett
munkamennyiség közvetlen költsége (műveleti költség) és a gép értékcsökke­
nési leírásának a tevékenységre eső része. A költség első része egyszerűen szá­
molható, hiszen minden adat ismert. A második tagban a A1 és y1 az ismeretlen
A y1 egyszerűen megadható. Ugyanis egy tevékenység ütemezésekor két eset
lehetséges.

a) Abban az intervallumban, ahol a szóbanforgó i tevékenységet el kell
végezni, rendelkezésre áll egy j típusú gép. Ekkor !Jy1 = 0, nincs szükség új
gép beszerzésére.

b) Ahhoz, hogy a tevékenységet aj erőforrással el lehessen végezni, egy új
gépet kell beállítani, mert a tervhez már eddig hozzárendelt j típusú gépek mind
dolgoznak a szóbanforgó intervallumban. Így !Jy1 = 1 ebben az esetben.

Nyilvánvaló, hogy a b) esetben az ú ó gép értékcsökkenési leírása növeli a
k( Itségeket. Viszont ez az értékcsökkenési leírás nem terhelhető egyedül csak

1 Ebből látható, hogy miért volt szükség a félig nyílt intervallumok használatára.
Ugyanis előfordulhat, hogy két különböző tevékenységhez tartozó intervallum csatlako­
zik, azaz b,- = k1, ahol i és l két különböző tevékenység. Tegyük fel, hogy X;J > 0 és
x1,1 > 0, 1;1-kkor a t = b; időpontban az x,,J és x1,1 összegeződne, ami nyilvánvalóan nem
engedhető meg.
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erre a tevékenységre, mivel előfordulhat ,hogy a most bevont új géppel a terv
más intervallumaiban folyó tevékenységek is végezhetők. Ezt a tényt veszi
figyelembe a \ tényező (0 <Aj< 1).

A L'.lK;_j költséget át kell még számítani egységnyi munkamennyiségre, hogy
a különböző erőforrástípusokhoz tartozó többletköltségeket össze lehessen
hasonlítani:

q-. q . Ak _ AK . , , ; _ f 7 E . e . Ay . ,._ , . 1Ll;,j-Lli,j--i,j Ajj Llcj-• i., h;,j 

Hasonló módon kiszámítjuk a v erőforráshoz tartozó L'.lk;,,, egységköltséget,
és ha pl. L'.lk;, j < L'.lk;, ,,, akkor x;, 1 értékét növeljük egy egységgel, az x;," pedig
változatlan marad.

Tegyük fel, hogy valamilyen módon meg tudjuk határozni a Ai értékét (erről
később még szó lesz), tehát a L'.lk;,j kiszámítható. Ekkor a számítási eljárás
vázlata a következő:

;. Kiválasztunk egy olyan i tevékenységet, amelyik nincsen ütemezve (tehát
az eljárás még nem kezdte ütemezni vagy csak részben ütemezte).

2 Mindegyik olyan j 5 J1 erőforrás típushoz, ahol c;,i > x;,i, kiszámítjuk
a L'.lk; • értékét. '

3, kiválasztjuk a minimális L1k;,rhez tartozó j-t, ezt jelöljük j*-vel.
4, Az x,,1.-t egy egységgel megnöveljük.
5. Ha van még olyan tevékenység, amelyik nincsen ütemezve, az ;. pontnál

folytatódik az eljárás, egyébként vége a számításnak,
A Aj tényezőt a következő módon számítjuk ki:
A tevékenységek I halmazát három diszjunkt részhalmazra osztjuk:

I = 11 U 12 U J3, ahol

; 1 ú {i 5 I O X;,J ú 0 minden j 5 J;-re},

(ezeket a tevékenységeket még nem kezdte ütemezni az eljárás).

l h- . }1_ = i E I O O } _;E x1, j • ~ } m1 , 
1EJ, qi, j

(az 1_-bcn vannak tehát azok a tevékenységek, amelyeket már elkezdett üte­
mezni az eljárás - van olyan x1,i, hogy xi,j ¥= O valamelyik j 5 J;-re - de
még nincs teljesen ütemezve a tevékenység).

J3 = I- (Jl w J2),

(az J3-ba az ütemezett tevékenységek tartoznak - azaz amelyekhez tartozó
x; rk kielégítik az l. feltételt).

'Legyen t 5 [t1, t2]. At minden rögzített értékéhez tartozik egy If és I~ tevé­
kenységhalmaz:

(azaz a még nem ütemezett tevékenységek közül azok tartoznak az ft halmazba,
amelyeken at időpontban ,,dolgoznak"), és hasonlóan

I = { i 5 12 A O k; < t ~ 8E} 
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A fenti két halmaz segítségével felírható két függvény (a j erőforrás kétféle
terhelési diagramja).

T}(t) = }; xí,J, ahol t 5 [ti, t2]
iE/}

x'. . = [m-- ""'(x- · h,-,,,) · q,.,J]1,1 , ,,.;;. 1,n h 
nEJ, 'lt,« i,j 

ahol [x] az x-nél nem kisebb, hozzá legközelebb álló egész számot jelöli, és

TJ(t) = }; <:
iEI', 

A Tj(t) a részben vagy egészen ütemezett tevékenységek szokásos terhelési
diagramja, amely megmutatja, hogy egy adott t időpontban hány darab j 
típusú gépre van szükség, ha a szóbanforgó tevékenységeket el akarjuk végezni.

A T}(t) a még nem ütemezett ,,munkák"-ra elkészített terhelési diagram.
Kiválasztjuk azokat a tevékenységeket, amelyeket még nem ütemeztünk tel­
jesen, majd ezek közül azokat, amelyek a j erőforrással végezhetők. Minden
ilyen tevékenységhez hozzárendelünk annyi j típusú gépet (x;,J) amennyi szük­
séges a hátralevő munkamennyiség elvégzéséhez.

Legyen

és
yj = max{T7(t) O t 5 [ti, t_Y} 

U J azoknak a [t1, t2]-ből való intervallumoknak a halmaza, ahol a TJ(t) függ-
vény maximális értéke, vl- kisebb mint TJ(t) T;(t). 

Így kapunk egy EL1trvel jelölt számot

l'iJ[j = }; (t2 - fl).
(l',l']EU1

Tulajdonképpen l'Llti azt az időtartamot jelenti, amely megmutatja, hogy
optimális esetben a most bevont új j típusú gépet mennyi ideig tudnánk a terv
végrehajtásához felhasználni. Ha a szóbanforgó i tevékenységnél Llti = bi - ki,
akkor a képletben szereplő AJ tényező értéke:

)._. = ilt1
1 EL1t. 

J 

A Llk;,rt szolgáltató összefüggésben a Llyi értékét az előbbiekben bevezetett
T;(t) függvény segítségével is felírhatjuk:

L1 _ { 0, ha max{T](t) It E (k;, b,-J} < max {yj, dJ} 
Y; - 1 . d ' b, mm en mas eset en.
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A meglevő géppark figyelembevételével végzett számítás eredményeit az alábbi táb­
lázat tartalmazza:

A géptípu- A hálós A gazdaság
A géptípusok meg- program jelenlegi

sok kód- nevezése eredménye gépparkja
száma (db) (db)

l Könnyű traktorok O 8
\

8
2 Közép univerzá] traktorok O 34 24
3 Középnehéz univerzál traktorok 7 2
4 Lánctalpas traktorok - 6
5 Nehéz gumikerekű traktorok 3 l
6 Csepel tehergépkocsi ,5 ( 
7 ZIL platós tehergépk. 4 4
8 Billenőplatós tehergépk. 4 I 
[ IFA pótkocsi nélküli teher-

gépkocsi 1 0
10 IFA pótkocsival együtt 4 l 
;; SzK-4-es kombájn 4

O 

4
12 E- 512-es kombájn 4 3

(Beérkezett: 1973. aug. 6.)
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AN AGRICULTURAL APPLICATION OF THE NETWORK PLANNING METHOD

The object of the study is to develop a method of network designing and algorithm
which - considering the characteristics of cul tivation - are apt to define the most favour­
able equipment park and utilization of machines of a firm. Within the frame of an enter­
prise that very equipment park and technology can be regarded as the optimal ones which,
on the one hand, ensure the carrying out works at minimal cost, on the other hand, make
it possible to accomplish all the works in a biologically and agrotechnically optimal period.
In order to define them the adoption of methods, different from the traditional ones, is
needed. According to the authors' opinion, in their original form none of the existing Hun­
garian computer algorithms of network designing are applicable for the solving of the
above task. One can find the explanation of this in the peculiarities of cultivation.Namely,
the problem is just the other way round. One docs not look for the most favourable starting
and ending moments of certain activities (works) since in agriculture they are given. The
main task is to choose the most favourable type and to define the volume of those re­
sources which can be taken into consideration to the carrying out of works within a given
time-span, while satisfying the above-mentioned requirements.

In the course of the preparation of the computer algorithm the authors started frorn the
so-called algorithm of cost-planning and then modifier! it in a few steps. To involve the
amortization costs into the program was the most problematic but because of the nature
of the task it was impossible to disregard them.

The present method can be classified as a heuristic procedure, so practice alone can be
the criteriurn of the efficiency and applicability of the adoption. Tho authors have tested
this method in practice too for the determining of the most favourable equipment park and
optimal utilization of machines of a state farm. It can exactly be read from the results
what sort of types of machines are necessary in what sort of a combination and volume
for the perfection in tirno of certain activities (works). At the same time their summing up
shows the volume of needs in machines of gi von periods. Rolativoly few data arc necessary
to the completion of the computations. Those data are available, deriving from tho condi­
tions of enterprise management and the expenses of culcula.tion can be regarded low.

O,LlHO l-13 CEJJbCl{OXO3r!vlCTBEHH61X BHE,LlPEH Hvl CETEBOro
nPOrPAMMHPOBAHHOrO METO,LlA

Lleru.io aroro rpyna 51BJ]fleTC51 C03/WH11e TaI(OrO MeTO/W H aJffOJ)HTMa cereaoro nnanapoeaana,
xoropue, Y'IHTbl Ba51 CBOHCTBa CCJ1bCl(OX0351ikTllCJ-11I0 re np OH::JBO/l,CTBa, en OCOÚ!lbl I( 0 n penene­
Hl110 caaoro Bbll'O/l,HOfO Mi:IW11HHOro napica 11 y110-rpe6JJCHl15I MaUJHH npC/(flPl151TH51. 8 paaicax
npe1-1np1151T1151 MOryr C'IHTaTbC5] OllT11MaJlbllblMH TOT MalUHllllblÍ,Í nap« 11 TCXHOJ10fH51, l{OTOpb!C C
0/l,HOh CTOPOHbl 06ecne<111Ba!OT BbinOJIHCHHe Ka)J(J(OH paöora e 11aMMCHbWHMH 3aTpaTaMH, a e
npyruii CTOpOHbl cnoco6CTBYIOT Ii BblílóJJHel•IHIO l(a)l(J],Oi,í paőoru B 6110JIOl'HL!CCl(H H arporexnu-
4CCl{H orrntMaJ1bHOe BpCM5I. 0npe;:(CJ1Cf·IHC eroro rpcöycr npHMCIICIIH5I MCTO/l,OB, 0Tl(JlóH5110lllHXCH
OT Tj)a/l,Hl.(HOHHblX. no MHCHHIO aBTOj)OB MH 0/l,HH 113 cyI11ecTBy10IqHX aeurepcrcax arrr-oparwou
cereaoro rlJlaHHj)OBaHHH Ha 38M HC llj)HMCH51CMblfÍ O cooeií O!)HntHaJll,Hól1 <jJOpMe I( pcI11CHHIO
BbIUJey1<a3aHHOh 3a/l,alfH. ÜÓb51CI-ICIIHe 3Tóf"O HY)l{l-10 HCl(aTb B CBOHCTnax CCJlbCl(OX03HiíCTBCIIHOrO
np0113BOJ],CTBa, Tai{ icaic llOCTaHOBI<a aonpoca oüparuan. Mb! l!IJ.ICM HC caaoro asrronnor-o MO­
MCHTa Ha'l3Jia H l(OHL\a HCl(OTOj)l lX /l,C51TCJlbHOCTCH - onepauaü - rare xa« OIH1 /l,aHbl B CCJlb­
CKOM X0351HCTOe. 8MCCTO 3Tól'O 3a/l,a'taMH 51BJl5110TC51 81,160p uanöonee uuronnor-o THna TCX
pecypcos, xoropue MOryT aacvarsraarsca I( BblllOJH!CHH!O paÓOT B HaI·IHOM nepuone H onpenene­
HHC BCJHl411Hbl sroro rana, YAOBJICTOOP5151 OblUJCynOM51HYTblC rpeűonamrn.

Bo Bj)CM51 np~irOTOOJICHH51 anropuraa Ha 38M anropsr 11CXOJ:(11JlH H3 T,JI( nassraaeaor-o arrro­
pHTMa ITJlaHHj)OBaHHH aarpar H upcoűpaaonann ero O HCCl(OJlbl(HX urarax. HaHÓOJlbUJHe npo-
6neMbl llOHBHJIHCb npu OOBJIC4eHHH B nporpaway aMOpn13al.(HóHHblX3aTpaT, ml l(OTOp1,1e HeJlb351
6b!JIO He 06pa11.1aTb BHHMaHHH H3-3a xapaicrcpa 3aJ],a<111.

npe;:r,CTaBJICHHblH MCTO/l, Mó)l(CT Ób!Tb llj)~ftJHCJICH !( reypHCTWIHblM MCTOAaM, ll03TOMY TOJlbl(ó
npaxrmca MO}l{CT 6b1Tb l(j)HTCpHeM 3<11cf>e1(THBHOCTH H ll])HMCHHMOCTH BHe;~pCHH51. ABTO])bl
HC11po600am1 MCTO/l, H B npatcriuce )J;J151 onpe;:(CJ1CHHH HaHÓOJree nur-onuor-o MalUHHHOl'O napica H
orrrawansuoro ynoTpe6JICHH51 Mal.UHH omroro COBX03a. Peay JlbTaTbl paC4CTOO Tó'llió llóI<a3brBalOT,
Kal(HC THllbl MaUJHH, Cl(OJ1bl{0 113 HHX HB l(al(OM COCTaBe HY)l<Hbl /l,Jl51 Tófű, 4T06bl 6b1Jló B03Mó)l(HO
Bblíl0JlH51Tb OTJ],CJ1bHb!C J],e51TCJ1bHOCTH (3aJ],a<rn) BO BpCM51. HTOr 3THX pesyJlbTaTOB 0/l,HOOj)CMCHHO
llOl(a3bIBaeT HY)l{/l,bl B MaWHHaX B OTJ],eJ1bHblX nepHO/l,aX. I{ paC'-ICTaM HY)KHO OTHOCHTCJlbHO Mano
J],aHHblX, OHH HMCIOTC51 B pe3aJlbTaTe pa60Tb[ X0351iícrna, paCXO/l,hl pacLteTOB Tó)l(C He60JlblUHC.



SZÉP JENŐ--HEGEDÜS MIKLÓS

Egyensúlyi rendszerek I. 

A Közgazdaságtudományi Egyetem Matematikai Tanszéke feladatul tűzte
ki olyan általános egyensúlyi elmélet kidolgozását, amelyik alkalmas lehet
gazdasági rendszerek egyensúlyi problémáival kapcsolatos elméleti vizsgála­
tokra, továbbá gyakorlati - módszertani oldalról nézve számítástechnikailag
használható és kezelhető még valódi alkalmazási méretekben is. Mint ismeretes
a játékelméletben szereplő egyensúlypontok meghatározása sokszemélyes játé­
kok esetében rendkívüli nehézséget jelent mindenekelőtt azért, mert a gyakor­
latilag szóbajöhető méretekben nem áll rendelkezésre hatásos fixpontkeresési
módszer. Ugyanakkor a játékelmélet jelenlegi formájában - csekély kivételtől
eltekintve - nem alkalmas valóságos gazdasági ,,játékszituációk" modellezé­
sére. Szükség van tehát olyan általánosabb alapok megteremtésére, amelyek
lehetőséget adnak a valósághoz közelálló modellek vizsgálatára. Az alábbiak­
ban főbb eredményeinkről számolunk be.

A következőkben rendszeren egy organikus rendszert értünk, amelynek
jellemzői közül - kvalitatív megfogalmazásban - a következőket emeljük ki:

Sztatikus jellemzők:
l. Véges sok jól megkülönböztethető részből (szervből) áll.
2. Mindegyik szerv állapota függ a többitől.
3. Mindegyik szerv jól meghatározott állapotokban létezhet csak.
4. Léteznek a szerveknek és így a rendszernek kritériumai, amelyek alapján

dönteni tud állapotváltoztatásáról.

Dinamikus jellemzők:
l. Mindegyik szerv - és így a rendszer - állapotalakulása időben megy

végbe.
2. A szervek lehetséges állapotainak halmaza időben változik.
3. A szervek száma változhat az időben.
Kétféle rendszert célszerű megkülönböztetni
a. Autonóm rendszert, ahol a szervek állapotai kizárólag a többi szerv álla­

potától függnek.
b. Nem autonóm rendszert, ahol a szervek állapotai a rendszeren kívüli ténye­

zőktől is függnek.
A következőkben organikus rendszeren mindenekelőtt gazdasági rendszert

értünk, bár ennek az előzőkben leírt általános jellemzőin túli tulajdonságait -
legalábbis egyelőre - figyelmen kívül hagyjuk.

Megfogalmazzuk a rendszer matematikai modelljét, majd vizsgálat alá vesz­
szük e modellt. Maga a vizsgálat meglehetősen bonyolult és összetett materna-
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tikai eszközöket kíván. Éppen ezért a kiindulásnál még figyelmen kívül hagy­
juk az időtényezőt, ami számos nehézség forrása. A vizsgálatok alapjául a
[7] dolgozat szolgál.

A modell leírása során több helyen külön térünk ki a közgazdasági interpre­
tációra.

I. Alapfogalmak 

1.1 Az n személyes játék fogalmának általánosítása

Legyen adott meghatározott szerveknek egy
S= {S1, S2, ... , Sn}

rendszere.
Rendelj ük rendre a

L'i, E2, · · ., En
halmazokat a felsorolt szervekhez. A E;(~ X;) halmazt, (i = I, 2, ... , n) 
az i-ik szerv állapothalmaz-ának nevezzük, továbbá feltételezzük, hogy az X;
megszámlálható bázisú metrikus tér. Legyen

E= £1x£2x ... xEn- 
A E(~ Xi X ... X Xn) halmazt az S rendszer állapothalmazának nevezzük.

Legyen adott továbbá egy
L~E 

halmaz. Az L halmazt, az S rendszer megengedhető állapothalmazának nevezzük,
az elemeit pedig a rendszer megengedhető állapotainak.
Rendeljük hozzá továbbá a felsorolt szervekhez rendre az

F1, F2, ... , E;
ún. preferencia függvényeket, ahol az lí'; függvény a E halmazt képezi le egy Y
halmazba (i = 1, 2, ... , n), amelyről feltesszük, hogy definiálva van benne egy
jólrenclezés. (Legtöbbször, de nem szükségképpen Y-nak a valós számok hal­
maza vehető, ha külön mást nem mondunk, akkor Y mindig a valós számok
halmazát jelöli.) Legyen adott egy F függvény, amely az xn-et egy Y-ba
képezi le.

Ji'(Fv F2, .•• , F,,) (L Y) 

függvényt az S rendszer preferencia függvényének nevezzük.
Hasonlóan rendeljük hozzá a szervekhez rendre a

(}>1, ¢2, · · ., <I>n
pont-halmaz leképezéseket, ahol minden x E E-ra rJ\(x) a E; nem üres rész­
halmaza (i = I, 2, ... , n).

A cf>; függvényt az S; szerv környezetfüggvényének nevezzük.
A környezetfüggvényektől megköveteljük még az alábbi feltételek teljesíté­

sét is:
A) X; E (/)1(x); x = (x1, ... , x,,) EL; i = 1, 2, ... , n 
B) Ha x = (x1, x2, ... , x,_1, X;, X;+i• ... , xn) E L és
x' = (xi, x2, ... , X;-i, x;, X;+i• ... , xn) E E, akkor

az x; E(/); (x)-ből az x' EL következik (i = I, 2, ... , n). 
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Legyen továbbá
<t>(x) = <t>1(x) X ... X<Pn(x), (x E .E).

A <t>(x) függvényt az S rendszer környezetfüggvényének nevezzük.
Világos, hogy minden x E L-re

x E <t>(x), 
továbbá a fentiekhez hasonlóan, ha x E L és x' E .E csak az; i~ik komponensben
különböznek, akkor az x' E <P(x)-ből az x' E L következik.

Rendeljük hozzá továbbá még rendre a felsorolt szervekhez a
01, 02, ... , on

ún. költségfüggvényelcet, ahol a O; függvény nemnegatív és a Ex.E halmazt
képezi le Y-ba, és feltesszük, hogy minden x E E-ra O;(x, x) = 0, (i = 1, 2,
... , n).

Legyen O az X11 halmazt az Y-ba leképező függvény. A 
0(01, ... , On), (ExE--+ Y) 

függvényt az S rendszer lcöltségfüggvényénelc nevezzük.
Végül a felsorolt szervek mindegyikéhez hozzárendeljük még a

1(1, K2, ... , Kn
korrekciás függvényeket, ahol Ki a Ex E halmazt képezi le Y-ba és K ; *x y x) = 0,
(i = 1, 2, ... , n). Végül legyen Kegy az X11-et az Y-ba leképező függvény. A

K(K1, ... , Kn), (E-~ Y) 
függvényt az S rendszer korrekciós függvényének nevezzük.
Ezek után az S rendszert adottnak tekintjük, ha az

1. E1, , En
2. 1\, , E;
3. <Pi, • • ·, <Jjn 
4. C1, , 0,, 
5. K.1, , Kn
6. L
7. F
s. e 
9. K

állapothalmazok
preferencia függvények
környezetfüggvények
költségfüggvények
korrekciós függvények
megengedett állapotok halmaza
preferencia függvény
költségfüggvény
korrekciós függvény

adott.
Az S rendszert a továbbiakban az

S= {.E1, ... , E11; Ji\, ... , Fn; <"t\, ... , (f)n; Ci, .. , 011; Kv ... , Kn; L, F, 0, K}
szimbólummal jelöljük.

Az S rendszer tekinthető egy n személyes játék általánosításának is, ugyanis
ha

<t>; - Ei
Ci o 
K; o 
L E
F - 0 
e o 
K o 

(i := 1, 2, , n)
(i = 1, 2, , n)
(i = 1, 2, , n)
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akkor S egy n személyes játékra redukálható. Megjegyezzük, hogy több szerző
foglalkozott már a játék olyan általánosításával, ahol L e E. ([2], [3]). Nem
utalunk most a játékok egyéb általánosítási kísérleteire. Ha az szükségessé
válik, akkor mindig az aktuális helyen fogunk hivatkozni.

Egy közgazdasági interpretáció. Valamely S gazdasági rendszer állhat pl.
termelő Si vállalatainak összességéből. Feltesszük, hogy bármelyik vállalat
bármely időpontban jellemezhető egy állapotvektorral, amelynek komponensei
pl. létszám, állóalap, forgóalap, termelési érték, nyereség stb. Mindegyik válla­
latnak - nem túl hosszú időhorizontot tekintve - létezik egy elvileg lehetsé­
ges állapothalmaza: E;. Ezekből az elvileg lehetséges állapotokból egy adott
időpontban csak olyanok valósulhatnak meg, amelyeket a többi vállalatnak a
kérdéses időpontban meglevő állapotai megengednek. Így jutunk a megenged­
hető L állapotok halmazához. Az F, preferencia függvények segítségével a vál­
lalatok saját állapotaikat értékelik, természetesen a többivel való kapcsolatai­
ban, ezért F; nemcsak x1 E E;-től .hanern x E E-tól függ. A vállalatnak a töb­
bitől való függése általában nem determinisztikus, így bármikor van lehetősé­
gük saját állapotuk módosítására, de természetesen nem korlátlanul. Ezt a
korlátozott mozgási lehetőséget fejezi ki W;, azaz S, adott x E L-nél W(x)-ben
változhat, miközben reálisan a rendszer x aktuális állapotát veheti csak figye­
lembe. A C; költségföggvényelrnek az a szerepük, hogy egy adott állapotból
egy másikba jutás (fejlesztés) ráfordítással jár. AK, korrekciós függvények lehe­
tőséget adnak arra, hogy bármelyik vállalat az általános l!'; preferencia függvé­
nyén és 01 költségfüggvényón túlmenöen az S rendszer pillanatnyi állapotától
és az elérni kívánt állapottól függően egyéb szempontokat is érvónycsíthesson:
állapotváltoztatási döntéseinél.

1.2 A lánc és a bejárhatósági tartomány fogalma

Mielőtt a játékelrnéletből ismert ogyensúlypont, valamint az ogyensúlyhal­
maz fogalmát értelmeznénk, bevezetünk néhány definíciót. Legyen x, y E E.
Amennyiben x és y csak egyetlen komponensben különbözik egymástól (tegyük
fel, hogy az 'i-ikben, 1 _ i ,:=:-:; n), akkor az x-et és az y-t összelwsonUthatónak
nevezzük és

X ,...._, y 

szimbólummal jelöljük. Világos, hogy ez az összehasonlíthatóság nem ekvi­
valenciareláció.

i
Ha x,......, y és y1 E < D 1(x), vagy ami ugyanaz y E c[)(x), akkor azt mondjuk, hogy

az y az x-ből közvetlenül elérhető, és ezt a tényt az

X -► y 

I i i
szimbólummal jelöljük. Minden x-re x -► x, de általában az x -► y-ból az y --+ x 
nem következik, továbbá a reláció általában nem tranzitív.

i
Továbbá, ha x EL és x _. y, akkor a környezetfüggvények definíciója szerint,

y E L következtik.
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Legyen adott a J; elemeinek egy

véges vagy végtelen sorozata.
Az {xn} sorozatot lánc-nak nevezzük, ha a sorozat bármely tagja az előtte

levőből közvetlenül elérhető, azaz van olyan {im} sorozat (1 :S::: im :S::: n), hogy

Ím 

Xm-+ xm+l (m = 1, 2, ... ). 

Ha egy y tagja egy x-ből kiinduló f láncnak, akkor azt mondjuk, hogy az y 
az x-ből lánccal elérhető, és ezt az

X-+ y 
szimbólummal jelöljük.

Világos, hogy a bevezetett reláció általában nem megfordítható, de tranzitív,
továbbá ha x E L, akkor minden, az x-ből lánccal elérhető elem ugyancsak az
L-be tartozik. i

Legyen x, y E J; és x -+ y. Ha

JJ';(x) - Ki(x, y):::; F;(y) - O;(x, y), 

akkor azt mondjuk, hogy az y az x-nek i-ben egy javítása, ha pedig

P;(x) - Ki(x, y) < JJ';(y) - O;(x, y), 

akkor azt mondjuk, hogy y az x-nek egy szigorú javítása i-ben, és ezeket a továb­
biakban az

és az

i
X ;S; y 

módon jelöljük.
Világos, hogy a bevezetett relációk általában nem tranzitívek.
Legyen {x,,,} a J; elemeinek egy lánca. Ha a sorozat bármely tagja az előtte

levőnek javítása, akkor az {xn} láncot monoton-nak, ha szigorú javítása, akkor
szigorúan monotonnak nevezzük.
Egy x E J; pontra jelölje r:a;(x) az x-ből monoton lánccal, r<(x) pedig az x-ből
szigorúan monoton lánccal elérhető elemek összességét.

A r:a;(x)-et az x bejárhatósági, a r<(x)-et pedig az x szigorú bejárhatósági tar­
tományának nevezzük.

A T :a;(x) és r<(x) bejárhatósági tartományokat valódialcnak nevezzük, ha a
J; valódi részhalmazai.

A korábbiakból világos, hogy ha x E L, akkor

r:.:;(x), r<(x) e L.
Továbbá, hay E r:.:;(x) és y' E r<(x), akkor

r:,;(y) e r.:;;;(x) és r<(y') e r<(x),

valamint mindig fennáll a
r<(x) e r:a;(x), (x E J:) 

x<y 

összefüggés.
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1.3 Egyensúlypont, stabilitási halmaz, egyensúlyhalmaz.

Ezek után először a játékelméletben is alapvető fontosságú fogalmat, az
egyensúlypont fogalmát értelmezzük.

Egy x* E L pontot az S rendszer szigorú egyensúlypontjának nevezzük, ha a
bejárhatósági tartománya önmaga, azaz

r:.;(x*) = {x*}.1 
Világos, hogy az egyensúlypont fogalmának fenti értelmezése egybeesik speciá­
lis esetben a játékelméletből ismert ,,hagyományos" értelmezéssel.

Továbbá egy x* E L akkor és csak akkor egyensúlypont, ha a szigorú bejár­
hatósági tartománya az üres halmaz.

Ezek után értelmezni fogjuk a stabilitási halmaz fogalmát.
Egy H :a; e L halmazt az S rendszer stabilitási halmazának nevezzük, ha

minden x E H:.;-ra
[r::;;(x)] = Il:.;.2 

Egy H< e L halmazt az S rendszer szigorú stabilitási halmazának nevezzük,
ha minden x E H <-ra

rr<(x)]=H<.
Végül értelmezni fogjuk az egyensúlyhalmaz fogalmát:

Egy fl}. e I halmazt az S rendszer egyensúlyhalmazának nevezzük, ha min­
den x E flJ.-ra

r:.;(x) = 1-1."s,,
és lm egy H':,, e L halmazná.l minden x H~-rc

r<(x) = H':,,,
akkor H!_ halmazt az S szigorú egyensúlyhalmazának nevezzük.

A H::;;, 1-l <, fl}., If...,_, halmazokat val6dialcnalc nevezzük, ha a

H:.;, J-1 <
valódi részhalmazai a, E-nak és a,

valódi részhalmazai az L-nek.

1.4 Az eyyensúlypont és egyensúlyhal?nazok ,,egyensúly" tidajclonsága

Mindenek előtt világos, hogy egy egyensúlypont mint egyelemű halmaz
egyben egyensúlyhalmaz is.
Ha valamely x E Jl ::;;, Ji <-re az x bejárhatósági illetve szigorú bejárhatósági
tartományai zártak, akkor a stabilitási halmaz egyensúlyhalmaz és a szigorú
stabilitási halmaz szigorú egycnsúlyhalmaz.

A stabilitási és ogyensúlyhalrnazok ,,minimális tulajdonságúak", abban tLZ 

értelemben, hogy nincs olyan valódi részhalrnazuk, amely ugyancsak stabili­
tási vagy egyensúlyhalmaz lenne.

1 Egy x-re {x} szimbólummal azt a halmazt jelöljük, amely csak az x-et tartalmazza.
! Egy A halmazra [A ]-val jelöljük azt a halmazt, ami az A-ból úgy áll elő, hogy hozzá­

vesszük a határ-pontjait.
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Továbbá a stabilitási és egyensúlyhalmazoknak külön-külön mindegyiknek
meg van az a tulajdonsága, hogy a különbözőek egyben diszjunktak is.

Végül összehasonlítjuk az egyensúlypont és egyensúlyhalmaz fogalmát.
Legyen

x* = (xi, x;, ... , x;';) 
az S rendszer egy egyensúlypontja. ,
A definícióból következik, hogy minden i-re (1 < i < n) és minden

x<il = xf, ... , Xt-v xi, xt+i, ... , x;';) 

pontra, ahol xi E <Pi(x*):

Pi(x*) - Ki(x*, x<il) > Pi(x<il) - O;(x*, x<il). 

Azaz, amennyiben az S rendszer n - I számú tagja az ,,egyensúlyi állapot­
ban van", akkor mintegy ,,kényszeríti" a kimaradó szervet (vállalatot) az
egyensúlyi állapot, azaz az xt elérésére, mert minden más szóbajöhető lépése
esetén sem járhat jobban.

Megmutatjuk, hogy az egyensúlyhalmazoknak is lényegében megvan ez a
tulajdonsága.

Legyen ugyanis H'};, az S rendszer egy egyensúlyhalmaza:

H}., = {Ht, Hf, ... , H;t;}.
Legyen xi E Ht (i = 1, 2, ... , n), azaz tegyük fel, hogy az S rendszer az

egyensúlyhalmazba jutott. Legyen ismét

xU) = (xf, xt, ... , Xt-v xi, xf+1, ... , x;';), (1 < i ~ n).

Ebben az esetben, az i-ik szervnek az összes lépési lehetőségét a <P,-(x*) tartal­
mazza. Mivel

-r;:,;(x*) = H*,
azaz minden olyan lépés, ami az x7-ből indul ki és olyan állapotba vezet, amely
az i-ik szerv szempontjából ,,nem rosszabb" mint az x, volt, szükségképpen a
<P1(x*) egy olyan xi eleme, amely a Ht-ben van.

Tehát amennyiben az S rendszer bejutott egy egyensúlyhalmazba, akkor ez
azt jelenti, hogy az ,,egyéni lépések" csak akkor ,,kifizetődőek", ha azok az
egyensúlyhalmazban történnek, más szóval ez is egy ,,egyensúlyi állapotnak"
tekinthető.

1.5 A stabilitási és egyensúlyhalniazok összefüggései

A stabilitási halmazok definíciójából közvetlenül adódik, hogy ezek a halma­
zok zártak. Az egyensúly és szigorú egyensúlyhalmazok esetében ez már általá­
ban nem lesz így.

Ugyancsak a definíciók közvetlen következménye, hogy ha minden x-re 
az x bejárhatósági illetve szigorú bejárhatósági tartományai zártak! akkor min­
den stabilitási illetve szigorú stabilitási halmaz egyensúly illetve szigorú egyen­
súlyhalmaz is egyben.

Vagy szűkebben, ha egy stabilitási illetve szigorú stabilitási halmaznak van
olyan pontja, melynek bejárhatósági illetve szigorú bejárhatósági tartománya

2 Szigma
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zárt, akkor az a stabilitási halmaz egyensúlyhalmaz illetve a szigorú stabilitási
halmaz szigorú egyensúlyhalmaz. .

Az alábbiakban elégséges feltételt fogunk adni a bejárhatósági illetve szigorú
bejárhatósági tartományok zártságára.

Előrebocsájtunk néhány definíciót és két segédtételt.
Az egyensúlyhalmaznak gyakorlati és egyben számítástechnikai szempont­

ból alapvető tulajdonsága, hogy bármely pontjából bármely pontjába (és így
az egyensúlyhalmazon belül maradva) véges sok lépés után eljuthatunk.

A <P; függvényt a E halmazon egyenletesen összefüggőnek nevezzük, ha létezik
l

olyan pozitív b szám, hogy valahányszor x ,....__, y és e(x, y) < b, mindannyiszor
X; E <P;(y). (Ebből természetesen az Y; E <P;(x) is következik.)

A K;(x, y) függvénnyel jellemzett korrekciót egy x = x* pontban e( > 0) 
pontosságúnak nevezzük, ha minden x* # y esetén K *x Hy y) ;:2; e.

Ezek után bebizonyítjuk a következő segédtételt:

(x # y) 

1. Lemma:

Legyenek a E; halmazok korlátosak és zártak, az F;, C; függvények folytonosak,
a cJ>; környezetfüggvények egyenletesen összefüggőek. Ha a K; korlátozó fügqvénye!c
(x # y) a Ern folytono;:;alc az x = y helyzetet kivéve és egy x* pontban e* = e(x*)
pontosságúak, akkor van olyan b* = b*(x*) (> 0) szám, hogy valahányszor
e(y, x*) < b*, mindannyiszor az x* az y-ból szigorúan monoton lánccal elérhető.

Bizonqitáe:

Mivel a K1 függvények az x = y helyek kivételével folytonosak, ezért minden
pozitív e-hoz és x # y ponthoz létezik olyan pozitív 1\ = !\(e, x, y), hogy ha.

úgy

e(x, x') < b1 és

e(y, y') < bi,

I K1(x, y) - K 1(x', y') I < e, (i = 1, 2, ... , n). 

*
Legyen e=~, és legyen x E E tetszőleges, melyre e(x*, x) < b1.

2 
Ekkor tetszőleges y E E pontra (y # x) 

e* e*K ; *x y y)=K;(x*, y)- [K,(x*, y)- K;(x, y)] >e*- - = - .
2 2

Kaptuk tehát, hogy az x*-nak létezik olyan b1 = b1 (x*) sugarú környezete,
hogy valahányszor e *x Hy x) < b1, mindannyiszor tetszőleges y E E-ra

e*K1(x, y) > - , (x # y). 
2 
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Mivel az F; függvények folytonosak a L'; zárt halmazon, így ott egyenletesen is
folytonosak. Ezért van olyan Ö2 > 0 szám, hogy

e* -
I F,(x) - Fh) I < 6, (e(x, y) < 02; i = 1, 2, ... , n),

Hasonlóan a C;-k folytonossága miatt van olyan ö3, hog_y ha e(x, y) < ö3,
akkor

e* -
I C,(x, x) - C,(x, y)I =JC,(x, y) I< - , (i = 1, 2, ... n). 6 . 

Mivel a <P1-k egyenletesen összefüggőek, ezért létezik olyan Ö4 < 0 szám, hogy
l ;

valahányszor x, y E L' és x ,..____, y, valamint e(x, y) < ö4, mindannyiszor

X; E <J>,(y) és y1 E W;(x), (i = 1, 2, ... , n). 

Legyen ö* = min(Ö1, Ö2, Ö3, Ö4).

Megmutatjuk, hogy ha e(y, x*) < o*, akkor az x* az y-ből szigorúan monoton
lánccal elérhető. · ·

Legyen:
x* = (x;, ... , x~) 

Y = (Y1, · · ., Yn).

Vezessük be az alábbi jelöléseket:

Yo= (Yv Y2, Ya, · · -, Yn-v Yn)
Y1 = (x;, Y1, Y2, · · ., Yn-1' Ynl
Y2 = (xt, xt Y2, · · ., Yn-1' Ynl

Yn-·l = (xt, xL x!, · · ·, X~-1, Yn)
Y« = (x;, x;, xJ, ... , x~_1, x~)- 

Meg fogjuk mutatni, hogy
1 2 3 n-1 n

Y =Yo< Y1 < Y2 < · · · < Y11-1 < Y« = x*. 
Legyen i egy tetszőleges index (1 < i;:;,:;; n). Megmutatjuk, hogy -

i

Yi-1 < Y; ·
i-1 

Mivel Yi-1 ,---.., y, és e(Y;-1, Y;) < e(y, x*) < Ö*,

ezért

azaz

Y1-1 ---+ y,.

2*
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Hátra van még a monotorútás bizonyítása. A monotonitást definiáló képlet
az alábbi volt:

F1(x) - K1(x, y) < F,(y) - C1(x, y).

Ezt átrendezve

[F1(x) - F1(y)] - K,(x, y) + C,(x, y) < 0.

Mivel e(x, y1) < Ö*, ezért elvégezhető az alábbi becslés:

e* e* e* e*
[}\(Y1-1) - F;(y;)] -K;(Y.--v y;) + C;(Y1-v Y;) <- - -+- = -- < 0,. 6 2 6 6

ezzel az 1 Lemmát bizonyítottuk.

2. Lemma

Legyenek a E; halmazok korlátosak és zártak, az F1, C1 függvények folytonosak
a K1 függvények az x # y helyeken folytonosak, a <P1 függvények egyenletesen össze­
függőek. Ha x* a E egy H részhalmazának olyan torlódási pontja, ahol a K1 
függvények e(x*) > 0 pontosságúak, akkor az x torlódási pont tagja egy, a H 
valamely eleméből kiinduló szigorúan monoton láncnak.

Bizonyítás:

Mivel x* torlódási pontja a H-nak, ezért van a II elemeinek egy, az x*-hoz 
konvergáló sorozata:

lim Xn = x*, (x,, E H; n = I, 2, ... ).
n-oo

A feltevésnél fogva a K,- függvényekkel jellemzett korlátozás az x = x* helyen
e(x*) > 0, ezért teljesülnek az 1 Lemma feltételei. Így létezik olyan Ö*, hogy
valahányszor e(y, x*) < Ö*, mindannyiszor az x* az y-ból szigorúan monoton
lánccal elérhető. Másrészt elég nagy n-re e(x,,, x*) < Ö*, így xn-től az x* szigo­
rúan monoton lánccal elérhető, amivel a 2. Lemmát bebizonyítottuk.

A fenti két segédtételnek már egyszerű következménye az alábbi tétel:

1. 11ÉTEL
Legyenek a E1 halmazok korlátosak és zártak, az F1, C1 függvények folytonosak,

a K1 függvények az x # y helyeken folytonosak és a <P,. lcörnyezetfüggvények egyen­
letesen összefüggők. Ha a H-:;:. és JI< halmazokon a 1(1 függvények e(x) > 0 
(x E JI< ill. 11<) pontosságúak és u, íl L # ff ill. JI< íl L # ff, akkor n; =
=E:l}. ill. H< = u-;

1.6 Az egyensúlypont létezésének kérdése

Mielőtt rátérnénk a stabilitási és egyensúlyhalmazok létezésének feltételeire,
előbb egy egyensúlypont létezési kritériumot adunk meg. Ennek bizonyítását
hasonló gondolatmenettel végezzük, mint ahogy az [6)-ben ill. [2)-ben
történik.
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2.Tétel: Az S= {E1, ... ,En; F1, ... , Fn; <P1, ... ,<Pn; 01, ... ,On; Ki, ... , Kn; L}
rendszernek van egyensúlypontja, ha

a) E; korlátos részhalmaza X;-nek, i = 1, ... , n.
b) az F; függvények x;-ben konkáv függvények, X; E E;, i = 1, ... , n.
e) az F; függvények az x = [x1, ... , xnJ változó folytonos függvényei,

x E E, i = 1, ... , n,
d) az L halmaz konvex, zárt halmaza E-nak,
e) O;(x; y)- K;(x, y) folytonos, nemnegatív függvény és y;-ben konkáv,

i = 1, ... , n.

Bizonyítás: Legyenek x = [x1, ... , xn], y = [yi, ... , Yn] egymástól függetlenül
változó vektorai L-nek. ·

Az
n

G(x, y) = J; [F1(Y1, · · ,, X;, • • ., Yn) + C;(y; Yv · · ., X;, · · ·, Yn) -
i=l 

I K ; *y ; Y1, · · ., X;, • • ., YnlJ
függvény folytonos az x, y változókban és x-ben konkáv.

Mindenekelőtt megmutatjuk, hogy ha létezik egy y* = (y!, ... , y;,) EL úgy,.
hogy minden x E <P(y*)-ra fennáll

G(y*, y*) :;:;:> G(x, y*) (1), 

akkor y* egyensúlypontja S-nek. Ekkor ugyanis az előbbi egyenlőtlenség fenn­
áll minden yUl = [yi, ... , X;, ..• y;,] E L (i = 1, ... , n) vektorra. Felírva az
(1) egyenlőtlenséget az x = y<i) esetre, adódik

F;(Yi, ... , y;,):::::: F;(Yi, ... , X;, .•. , y;,) + Ct(y*; Yi, ... , X;, ... , y;,) - 

I I *; *y H; Yi, ... , X;, ... , y'i,) 

ami az állítást igazolja: x E <P(y*). 
A bizonyítás menete ezekután a következő. Meg fogjuk mutatni, hogy ha a,

fenti (1) egyenlőtlenséget kielégítő y* vektor nem létezik, akkor ellentmondásra
jutunk a G(x, y) függvény konkavitására tett megállapításunkkal.

Tegyük fel tehát, hogy az említett tulajdonságú y* E L vektor nem létezik;
azaz bármely y E L-hez található olyan x E <P(y) hogy G(y, y) < G(x, y).

Tekintsük a következő Hx halmazt

s, = {y EL I G(y, y) < G(y, x)}. 

Világos, hogy a Bx halmazok befedik L-et, azaz

L=UHx·
•EL

(2),

Minthogy a G(x, y) függvény az x, y változókban folytonos, ezért a. (2)-ben.
levő szigorú egyenlőtlenség miatt a Rx halmazok L-nek nyílt halmazai. Alkal­
mazván a Borel-féle befedési tételt, létezik L-ben véges sok olyan x<J), ... , x(g),

q 
vektor, hogy L = U Hx11> fennáll.

j=l 
Tekintsük most az

gj{y) = max G(xrn, y) -G(y, y); 0}, j = 1, ... , q 
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nem negatív függvényt. Minthogy minden y-hoz létezik olyan x E <l>(y), hogy
G *x y y) > G(y, y) ezért minden y-hoz van olyan j (1::::;: j::::;: q), hogy G(xU>, y) > 

q> G(y, y). Ebb61 következik, hogy a g(y) = J; g/y) függvény minden y E L-re
. . ' }=I 

poaitív: Így az, ' ,
_i,g1(Y)x<n 
j=l g(y)

.-; !

összeg minden y-ra az x<n vektorok egy konvex lineáris kombinációja és ezért
L-nek eleme.

A gly:): és ,g(y) függvények nyilván folytonos függvények, azért az

y -► l g;(Y) x<J> 
}=I g(y)

leképezés (y E L) az L konvex korlátos zárt halmaz önmagába való folytonos
leképezése.

A Brouwer-félé fixponttétel szerint van olyan y E L, hogy

... _ ~01(Y) <J) Y-..;;;,;-=-X. 
}=I (J(y) 

Minthogy G(x, y) konkáv x-ben, ezért
•• • • ,• I

G(y,y) ~ igJ(!_)G(xUl, -). 
J=l g(y) 

Ez· az egyenlőtlenség azonban nem állhat fenn, ugyan is
l. y-hoz van legalább og_y x<n, amelyre

G(x<i>, y) > G(y, y) 
·· 2. na valamely y-hoz G(x<i>, y) < G(y, y) akkor gj(y) = 0.

· Ebből a; két tulajdonságból pedig az

' ' ,, '•· .. , ·. i· g1(!1 G(x<i), y) > J; (J1~) G(y, y) = os. y) 
; ' }=I g(y), ; }=I g(y) 

(3) 

egyenlőtlenség adódik, ami ellentmond (3)-na,k. Ezzel a tételt igazoltuk.

l. 7 Stabilitás'i halmazok egúsztenciájánalc a kérdése

Természetes ezek után felvetni azt a kérdést, hogy milyen feltételek mellett
. -létesik az S. rendszernek stabilitási illetve szigorú stabilitási halmaza.
· · -Mielőtt atl .egzisztencia kérdésével foglalkoznánk, megjegyezzük, hogy a

-~tabilitási halmaz és a· -szigorú stabilitási halmaz létezésének a kérdése nem
egyformán lényeges. Tekintettel arra, hogy mindig gondolnunk kell elgondolá­
saink numerikus realizációjára is, a szigorú stabilitási halmazok sokkal fonto­
sabb szerephez jutnak. Ez, bizonyos gyakorlati meggondolásokon túlmenően
főleg annak a következménye, hogy a numerikus realizációk során, a probléma
jellegéből következően csak 'számítógépes megoldásokra számíthatunk (főleg
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szimulációs módszerekre). Figyelembe véve a probléma jellegét, természet­
-szerűen a valós típusú aritmetika (lebegőpontos aritmetika) jöhet szóba, már­
pedig lebegőpontos aritmetikával számolva az egyenlőség (a szigorú ,matema­
tikai értelemben vett egyenlőség) eldöntése lehetetlen.

Ezért elsősorban a szigorú stabilitási halmazok létezésének a kérdését vizs­
gáljuk.

Mielőtt kimondanánk néhány segédtételt, bevezetünk egy definíciót:
i

Legyen x ~ y, és

Ha az x, y párhoz és az i indexhez létezik olyan valós változós

t --+ x(t) (t E [a, ,BJ, x(t) E E;)

függvény, hogy x(a) = X;, x(,B) = Y; és valahányszor a ~ t1 < t2 ~ /3, mind­
annyiszor

ahol
x(t1) = (x1, x2, , X;_i, x(t1), X;+1, •.. , xn) 

x(t2) = (x1, x2, , X;_1, x(t2), X;+i, ..• , xn), 

akkor azt mondjuk, hogy az y az x-ből folytonos javítással elérhető.

' Hasonlóan, ha x < y és

akkor azt mondjuk, hogy az y az x-ből folytonos szigorú javítással elérhető.
Ezek után bebizonyítjuk a következő segédtételt:

3. Lemma:

Legyenek a E; halmazok korlátosak és zártak, az F;, O;, K; függvények folytono­
sak, a <l>; függvények egyenletesen összefüggőek.

Ha minden x E E-ra annak bármely javítása egyben x-nek folytonos szigorú
javítása is, akkor a [r<(x)] halmaz zárt abban az értelemben, hogy minden y E 
E [r<(x)]-re r<(y) s; [r<(x)].

Bizonyítás:

Legyen x* E [r<(x)]. Ha x* E r<(x), akkor az állítás nyilvánvaló. Legyen
tehát x* a r<(x) egy olyan határpontja, amelyik nem tartozik a r<(x)-hez.

Azt kell megmutatnunk, hogy

"t~(x,*) s; [r<(x)]. 
Indirekt bizonyítunk. Tegyük fol, hogy van olyan

y* E r<(x*), hogy y* ~ [r<(x)].
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Az y* tehát az x*-ból szigorúan monoton lánccal elérhető. Legyen mindjárt
az y* a lánc első olyan eleme, amelyik nem tartozik [r<(x)]-be. Legyen továbbá

i1 Í1 is Ík i*
x* < Y1 < Y2 < · · · < Y,, < y*. 

Mivel y* ~ [r<(x)], ezért y; ~ r<(x), i = 1, 2, ... , k, másrészt mivel y* a lánc
első olyan eleme, amelyik nem tartozik [r<(x)]-be, így az y; pontok ugyancsak
határpontjai a [r<(x)]-nek, (i = 1, 2, ... , le).

Legyen az egyszerűség kedvéért y = Yt« Kaptuk tehát, hogy a r<(x)-nek
van olyan y határpontja, ahonnan kilépve egy y* javításra már kikerülünk a
[r<(x)]-ből.

Azt fogjuk megmutatni, hogy egyben olyan határpont is létezik, amiből
tetszőlegesen közeli olyan javítás is elérhető, amely nem tartozik [r< (x) ]-hez:

;. 
Induljunk ki az y és y* pontokból. A korábbiak szerint y < y*. Ezért a fel­

tételek szerint létezik olyan
t -► y,.(t) (t E [ oc, f-]]; Y;•(t) E E;) 

folytonos függvény, hogy y(oc) = y, y(f-]) = y* és valahányszor o: ;:;;; t1 < t2 < f-], 
mindannyiszor

i

y(t1) < y(t2)-

y(oc) = y E [r<(x)]

y(f-]) = y* ~ r r<(x)].

t* = sup{t: t E [oc, f-]] & y(t) E [r<(x) }.
Mivel a [r<(x)] zárt halmaz, ezért y(t*) E f r<(x)]. Másrészt szükségképpen
y(t*) határpontja -r< (x)-nek, továbbá bármely pozitív Ö*-hoz van olyan pozitív
ö, hogy valahányszor t > t* és t - t* < ó, mindannyiszor

A definíció szerint

Legyen

e(y(t), y(t*)) < ó* és

y(t) ~ [-r<(x)]. 

A feltevés szerint a <1>; függvények egyenletesen összefüggőek, azaz létezik olyan
i

pozitív <\, hogy valahányszor x y és e(x, y) < Öi, mindannyiszor

Y1 E (/);(x), (i = 1, 2, ... , n).

A korábbiak szerint van a r,<(x)-nek olyan z határpontja, melyhez van olyan

z*, hogy z < z* ész*~ [-r<(x)], továbbá e(z, z*) < 01. Mivel z határpontja
2

a r<(x)-nek, ezért van a r<(x) elemeinek egy z-hez tartó {z(mJ} sorozata.
Vezessük be a következő jelöléseket:

Z =--= (zi, z2, , Z;_i, Z;, Z;+l• , Zn)

z* = (z1, z2, , Z;_1, z1,Zt+t• , z11) 

z(m) = (zim), z~m), , z}'.'.:'l, z~m), z\~l, , z~"'))
z*(m) = (zi"'l, 4"'l, , z}'.'.:'L z'!, z}~'L , z};"l).
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Világos, hogy lim z*<m) = z*. Végezzük el a következő becslést, elég nagy m-re 
m-= 

ö () 
(2(z(m), z*(m)) = e(z}m), zt) < (2(Z~m), Z;) + (2(Z;, zn < __! + __! = Ól.

- 2 2
Tehát minden elég nagy m-re 

e(z(m), z*(m)) < 01.

Másrészt, mivel minden m-re 
i

z(m) "---' z*(m) (m = 1, 2, ... )

így a fentiek szerint, kihasználva a 1>;-k egyenletes összefüggését, kapjuk hogy
minden elegendően nagy m-re 

Ezek után meg fogjuk mutatni, hogy egyben minden elég nagy m-re 

A korábbiak szerint

i
z(m) < z*(m)_

Legyen

i
z < z*. 

F;(z*) - C;(z, z*) - [F;(z*) - K;(z, z*)] = Öz > 0.

A feltevés szerint az F;, C;, K; függvények folytonosak, így minden elegendően
nagy m-re

I F;(z*(m)) - F,(z*) I < Öz (i = 1, 2, ... , n)
5 

J C,(z<m), z*(m)) - C;(z, z*) J < 02 (i = 1, 2, ... , n)
5 

I F;(z(m)) - F;(z) J < Oz (i = 1, 2, ... , n)
5 

I l{;(z(m), z*(m)) - K;(z, z*) I < Ö2 (i = 1, 2, ... , n).
5 

Ezek után minden elég nagy m-re elvégezhető az alábbi becslés:

F1(z*(m)) - C;(z(m), z*(m)) - [F;(z(m)) - K;(z(m), z*(m))] =
= F;(z*(m)) -C,(z(m), z*<n1)) - [F;(z*) - C;(z, z*)] + 
+ {[F;(z*) - C;(z, z*)] - [F1(z) - K1(z, z*)J} + 
+ [F;(z) - K;(z, z*)J - [F;(z(m)) - K;(z(m), z*(m))] =
= [F;(z*(m)) - Ji';(z*)J - [C;(z(m), z*("')) - C1(z, z*)] + 
+ {[F;(z*)- C;(z, z*)] - [F;(z) - K;(z, z*)]} + 
+ [.F;(z) - Ji';(z(m))] - [K;(z, z*) - K;(z<rn), z*(rn))] >

4ö2 02> - - + Öz = - > 0.
5 5
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Ezzel bebizonyítottuk, hogy minden elég nagy rn-re
i

z(m) < z*(m)_

Ez pedig azt jelenti, hogy minden elég nagy rn-re

z*(m) E í<(z(m)) e;: T <(x) e;: [r<(x)].

Mivel [-r<(x)] zárt halmaz, így

lim z*<ml = z* E ír<(x)],
111-00

ami ellentmondás. Ellentmondásra jutván a Lemmát bizonyítottuk.

JJ1egjegyzés:

A bizonyításból kitűnik, hogy a 01(x, y) és K1(x, y) függvényekről elegendő
a folytonosságot csak az x ¥- y pontokban megkövetelni.

A 3. Lemma segítségével a szigorú stabilitási halmazokra egy egzisztencia­
tételt bizonyítunk be.

3. TÉTEL

Legyenek a E, halmazok korlátosak és zártak, az J?1(x), O;(x, y), R1(x, y) függ­
vények folytono ak (x ¥- y), a <I>; függvények egyenletesen összefüggőek. Ha min­
den x E E-ra annak bárrnely javitása egyben x-nelc folytonos szigorú javflása,
akkor létezik az S rendszernek szigorú stabili,tási halmaza:

Bizonyítás :

Legyen x egy tetszőleges eleme a E halmaznak. A 3. Lemma szerint a
[ r < (x) J halmaz ,,zárt a továbblápésre".

Megmutatjuk, hogy a í-r<(x)] részhalmazai között szükségképpen van szi­
gorú stabilitási halmaz. Ha maga a 1r<(x)J nem stabilitási halmaz, akkor van
olyan X1 E ri-<(x)], hogy

I í< (x1)] C IT< (x)]. 

Ha a íi-<(x1)] nem ezigorú stabilitási ha.lrnaz, akkor van olyan x2 E I i-<(x1)], 

hogy
rr<(x2)] C r-r<(x1)J.

Ha véges lépésben nem jutunk el ilyen módon egy szigorú stabilitási halmaz­
hoz, akkor korlátos, zá.rt halmazoknak egy szigorúan fogyó

I r<(x)J :J [r<(x1)]::) í r<(x2)J :J ...

sorozatához jutunk.
Amennyiben ezek közös része (Cantor tétele) nem szigorú stabilitási halmaz,

akkor innen kezdve újra megismételjük az eljárásunkat, az így kapott

rr<(x)J :J [r<(x1)J::) ... ::) [r<(xilJ :J JrAx;)]::) ...
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láncra alkalmazva a Baire-Hausdorf-féle tételt,3 kapjuk hogy egy ex indextől
kezdve

ami ellentmondás.
Ellentmondásra jutván a tételünket bizonyítottuk.

1.8 Egyensúlyhalrnazok létezésének a kérdése

Ezek után már megfogalmazhatunk a szigorú egyensúlyhalmaz létezésére is
egy elégséges feltételt:

4. TÉTEL

Legyenek a I:; halmazok korlátosak és zártak, az F;, C; függvények folytonosak,
a K; függvények az x = y helyek kivételével folytonosak, és legyenek a <1>;
környezetfüggvények egyenletesen összefüggőek. Legyenek továbbá a K; függvé­
nyek a I: halmazon s(x) > 0 (x E I:) pontosságúak. Ha minden x E I: elem
esetén annak minden javítása egyben x-nek folytonos szigorú javítása, akkor
létezik az S rendszernek szigorú egyensúlyhalmaza.

A tétel az 1. TÉTEL és a 3. TÉTEL közvetlen következménye.

(Beérkezett: 1973. június 28.)
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EQUILIBRIUM SYSTEM I.

In this work we start a series of articles which deals with the structure of systems,
detailed as follows and from which the basic problems and results of the ".lassical game
theory issue as a special case. In the following by system we mean an organic sy~tem and
out of its characteristics we stress - in a qualitative shaping - the followmg ones:

3 A Baire-Hausdorf-féle tételt l. pl. [8].
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Static characteristics :

(1) It consits of finite number, well distinguishable parts (organs). (2) The state of each
organ depends on the other ones. (3) Each organ can exist only in well defined states.
(4) There are criteria for the organ and consequently for the system on the basis of which it
can decide on its change of state.

Dynamic characteristics :

(1) The state of each organ - and so that of the system - changes in time. (2) The set.
of the feasible states of the organs changes in time. (3) The number of the organs may
change in time.

It is expedient to discern two kinds of a system: (a) an autonomous system where the
states of the organs depend on the state of the other organs alone and (b) a non-autono­
mous one where the states of the organs depend on factors beyond the system as well.

By an organic system we mean first of all an economic one though we take no notice-
- at least for the time being - of its features beyond its general characteristics, described
above.

We prove existence theorems for state-sets of equilibrium in the most simple case when
only one organ changes its state at a time.

PABHOBECHblE CHCTEMbl

8 3TOH paöore Mbl HatimraeM cepmo CTaTeH, l(OTOpa.51 3amrMaeTC51 crpyicrypoü CHCTeM, onncair­
HhlX B AaJJbHeHweM 11 113 l(OTOpOH OCHOBHblC npOÖJ!CMbl 11 pesy m,TaTbl l(J13CCH11ec1<0i-i reopuu Hrpbl 
noJ1y•ia10TC51, xaic cne11H3JlbHblÍ·Í c.nyuaii. 8 CJICAYIOI.l.\eM non CHCTeMOH Mbl fl0/,W33YMCBGICM op­ 
ranavecxyio cacrexy, 113 xapaxrepucra« 1<0Topo11 - a 1<BaJ1HTaTHBHOH rlJOPMYJJHpOBKe - Mbl 
ITOA<iCpl<HBaeM CJ!CAYIOI.I.\HC: 

Cmamuuectcue xapoumepucmtucu :

(1) CHCTeMa COCT011T 113 l(OHe'IHblX, xopowo OTJll1lfHMblX •iaCTdí (opranon). (2) COCT051li11e· 
J<a>KAOJ'O oprana 3aBl1CHT OT APYrHX. (3) l{a>I(/~blH opran MO)l(CT cy111ecTBOBaTb TOJ!bl(O B xopouio­
onpeneneuusrx COCT051Hl151X. (4) Cyurecraytor KpH"rep1111 AJl.51 oprana 11 CJJeAOBaTeJlbHO AJl51 CH­ 
crevu, Ha OCHOBe 1(01'0pb1X OHa MO)I(eT pcurari, 06 H3MCHCHHH caoero COCT051Hl151. 

Ilunauiuecxue xapatcmepucmuxu :

( I) H3MeHCHHe COCT051HH51 J<a)l()l,Oro opraaa - H rare caMOH CHCTCMbl - npOHCXO/~HT BO ape­ 
MeH11. (2) MHO>I<eCTBO B03MO)J(l-lblX COCT051H11H oprauon H,JMeH,51eTC51 BO BpeMeHH. (3) Y11CJIO op­ 
raHOO MO)l(eT 113MeH51TbC51 BO BpCMe1-111. Llenecooöpasuo paanusan, )IOC paausre CHCTCMbl: (a) 
aBTOHOM1-1y10 CHCTCMy, rne COCT051HHH opraaoa 3aOHC51T nnun, OT COCT051HH51 npyrux oprauos H 
(a) neaBTOHOMHYIO CHCTCMy, I'Ae COCTO.HHHH opranon 3aBHCHT 11 OT (jlaJ<TOpOB BHe CHCTeMbl. 

TTOA oprasu-recrcoü CHCTeMOH B nepayro 0•1epCAb Mbl nonpaayaeaaea 3J(OHOMl1'1CCl(YIO CHCTC­ 
MY, XOT.51 Mb! ocraansca 6C3 BHHMaHHH - no l(pai-íHCl·Í Mepe BpCMCHHO - cc CBOtÍCTBa, l(pOMe ee 
asnueyxasauaux 06u,11-1x xapa1<TepHCTH1(. 3/~CCb Mbl t(Ol<a3blBaeM reopeasr CYI.I.\CCTBOBaHH.51 AJ151 
MHO>I<eCTB paBHOBCCHb!X COCT051HHH B TOM npOCTCHI.UCM CJ1y•1ae, «orna OAHOopeMCHHO acerna. 
TOJlbKO OAHH oprax H3MCH51eT caoe COCT051HHC. 
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j x p o s t á ll a n d ó a r á n y o k ó l é t s z á m é s n ö v e k e d é s 
3 s e h s z l o v á k i á b a n 

A közgazdászok érdeklődésében az utóbbi időben észrevehetően előtérbe
került a munkaerőnek a gazdasági növekedés folyamatában játszott szerepe.1
Számos hipotézist, modellt és elméleti általánosítást fogalmaztak meg.ü Az új 
munkák abban a következtetésben jutnak közös nevezőre, hogy a korábbi
modellek alábecsülték a munkaerő szerepét a gazdasági növekedésben.

A jelen cikkben ökonometriai szempontból közelítjük meg a kérdést. Közvet­
lenül egyik említett hipotézist vagy elméletet sem szándékozzuk itt ellenőrizni.
Amire kíváncsiak vagyunk, az a termelés és létszám közötti számszerű kapcsolat
Csehszlovákiában. Különböző összefüggéseket fogalmazunk meg ezért e két
változó között és empirikusan elemezzük szerepüket az elmúlt időszakban vég­
bement növekedésben. Ezek az összefüggések azután bizonyos, kizárólag a
munkaerőn alapuló termelési függvényeket implikálnak.

Tanulmányunkban támaszkodunk egész sor, a csehszlovák gazdasági növe­
kedés mennyiségi jellemzőit elemző szerző írására. Ezeknek a munkáknak a
tárgyát elsősorban a termelés és a beruházások, a termelés és az állóalapok,
illetve a termelés és egyidejűleg mindkét termelési tényező (kéttényezős terme­
lési függvények) közötti kapcsolat számszerűsítése és elemzése képezte. Keve­
sebb figyelmet fordítottak eddig a létszám és a termelés közötti kapcsolatra,
ami a jelen dolgozat tárgyát képezi. Nyilvánvaló, hogy több modell egyrészt
több ,,választ" ad, de ugyanakkor több kérdést is vet fel. Egybevetésük azon­
ban hasznos szempontokat, sőt esetleg még következtetéseket is nyújthat.
Tanulmányunkat ezért részleges hozzájárulásnak tekintjük ehhez a kiterjedt
vitához.

A termelési függvények alkalmazásai fontos információkat nyújthatnak a
gazdaság rugalmasságának folcáról rövid vagy középtávra. Különösen annak
elemzésére gondolunk, hogy mennyiben jelent korlátot a létszám, és milyen
szerepet játszik a gazdasági növekedés ütemének megválasztásánál. Ezeket

1 Ez a tanulmány folytatása az egyik szerző néhány korábbi m'unlcá.járiak (különösen a
[llJ-nek), és az 1967-69-es években folytatott kutatások eredményeit foglalja össze
Első változatát 1969 júniusára dolgoztuk ki. Ebben a formában közgazdászok és ökono­
metriai szakemberek szélesebb körében forgott, akik érté_~{~~ 1?írá~~tl?_an részesítették,
észrevételeket és megjegyzéseket fűztek hozzá. A szerzők kulon 1s koszonetet mondanak
J. Foglnak, J. Goldmannak, J. Habrnak, Z. Tlustynak ésr J. Walternak. ~gres öJwnomet­
riaí problémákról S. Hymansszel, JYI. Klasszal és L. D. Taylprral'. a michigani egye~em
professzoraival is konzultáltak. A számítógépes munkákat E. Sip folytatta le. Obligát
módon hozzá kell fűzni, hogy a tanulmányban esetleg fellelhető hibák és tévedések a
szerzők rovására írandók.

ü Az egyik legérdekesebb munka Jánossy Ferenc magyar közgazdász modellje. Jánossy
F. [6 ], második rész.
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a kérdéseket eddig nem vizsgálták részletesen a csehszlovák irodalomban. N 
cikk célja ezért mindenekelőtt az, hogy ellenőrizzük a létszámra épülő termelési
függvények különféle változatait. Nem kívánunk határozott következtetéseket
levonni, mindössze szempontokat szeretnénk kapni a további kutatáshoz.

A kutatás az összefüggésnek a gazdaság ipari szektorában való vizsgálatára
korlátozódik. A későbbiekben át lehetne térni valamilyen heterogénebb aggre­
gátum (például a mezőgazdaságon kívüli ágazatok vagy a termelő szféra egésze)
elemzésére is. Az elemzést külön végeztük el a csehországi és a csehszlovák
iparra. Mindkét esetben kétszektoros bontást is alkalmaztunk - a függvénye­
ket külön megbecsültük a termelőeszközök termelésére, a fogyasztási javak
termelésére és az ipari termelés egészére. Az adatok minden esetben az 1948-
1968 időszakra vonatkoznak.

A cikk hozzávetőlegesen három részből áll. Az első részt a modellnek és fel­
tevéseinek elméleti elemzése teszi ki. A továbbiakban az időbeli késleltetések és
specifikációjuk problémáját tárgyaljuk. Végül a harmadik részben összefog­
laljuk és értékeljük az alkalmazások eredményeit.

éy j l m é l e t i f el t é t el e z é s e k 

Ebben a tanulmányban kizárólag egytényezős termelési függvényeket vizs­
gálunk. A termelés és létszám közötti kapcsolatot elemezzük. Rövid időszakra
vonatkozó elemzésnél az ilyen megközelítés nyilvánvalóan indokolt.

Elméleti szempontból azonban nagy a jelentősége annak, hogy milyen felte­
véseket fogadunk el a technológia jellegét illetően, milyen termeléselméleti
modellt tételezünk fel. A vitákból kiviliglik, hogy az egyik, a valósághoz
közelálló modell az ex post állandó arányok koncepciója, ami azt jelenti, hogy
az egyszer előállított gépek munkaerővel való helyettesítése már nem lehetséges.
Meghatározott technológia tárgyiasul bennük, és a munkával csak egy adott
arányban kombinálhatók."

Ezek a feltevések nyilvánvalóan különböznek azoktól az elméletektől,
amelyekre a helyettesítésen alapuló termelési függvények (például a Cobb­
Douglas-függvény) épülnek. Ezek a függvények ugyanis mind ex ante, mind
pedig ex post helyettesítést megengednek. Ezek a feltevések elég távol állnak
a valóságtól. Az ex post állnndó arányok koncepciója - ha talán túlzott is -
közelebb áll a valósághoz.

A helyettesítés bizonyos lehetőségei vitathatatlanu I ox post is fennállnak.
Az ideális tehát az lenne, ha olyan modellel dolgoznánk, amely a meglevő gép­
parkon belül is megengedne korlátozott hclyettcsltéat. Ezt a modellt az jelle­
mezné, hogy az ex post helyettesítés tugalmassága kisebb lenne, mint az
ex ante helyettesítésó, de nagyobb lenne zérusnál, Ilyen modellt azonban mind­
eddig nem dolgoztak ki, és ezért nem áll fenn valamiféle ,,arany középút"
lehetősége. A két leegyszerűsítés közü I azt kell választani, amely kevésbé rugasz­
kodik el a valóságtól. Nem akarjuk azonban szembeállítani a két modellt, s
inkább az érdekel bennünket, hogy milyen eredményeket adnak.

t Az ex post állandó arányok feltevését Csehszlovákiában először Z. Paikert [9] hasz­
nálta modelljében. Lásd még Gomidka-Kilozi E! 
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Ha ex post állandó arányok érvényesülnek, a termelés növekedése csak annak
az erőforrásnak a bővülésétől függ, amely a növekedési ütem korlátozó ténye­
zője.? A többi erőforrást nem kell figyelembe venni a termelési függvényben.

Fejlett gazdaságra az a feltevés tűnik adekvátnak, hogy a munkaerő a r e n ­ 
delkezésre álló kapacitásokhoz képest szűkös. A kapacitások nagyobbszámú
munkaerő foglalkoztatására elegendők, mint a kialakult foglalkoztatási szín­
vonal." A növekedés korlátozó tényezője tehát a munkaerő.6 Ebben a helyzetben
- mint arra G. A. Feldmam. rámutatott - a termelés növekedési ütemét az -
úgynevezett effektív egységekben mért - munkaerő dinamikája határozza
meg, és ezért az állandó arányokat feltételező termelési függvényt a létszámra
kell alapozni.

Alapvetően ellentétes körülmények érvényesülnek a fejlődő országokban.
A meglevő termelőkapacitások nem képesek felszívni minden rendelkezésre
álló munkaerőt. Ezekben a gazdaságokban ezért a termelőerők alacsony fej­
lettségi fokából fakadó munkanélküliség van. A gazdasági növekedés is kriti­
kusan függ a tőke bővülésétől, és a termelési függvénynek ezt figyelembe kell
vennie.

Az ex post állandó arányok modellje nem zárja ki a termelékenység növeke­
dését, a technikai haladás létezését. Más kérdés azonban, hogyan lehet statisz­
tikailag számszerűsiteni a technikai haladás hozzájárulását a gazdasági növe­
kedéshez. A technikai haladás elemzése még a kezdeti lépéseknél tart. Ebben
a tanulmányban ezért megelégszünk egy nagyon durva közelítéssel. A .tech­
nikai haladást teljes egészében a meg nem testesült technikai haladásnak tulaj­
donítjuk. Elvileg így az időbeli trendnek kellene tartalmaznia a technikai
haladás minden eredményét. Ez természetesen csak elméleti feltételezés. Mint­
hogy nem tételezhetjük fel, hogy a modell feltevései pontosan teljesültek, a
paraméter más hatásokat is tartalmazhat (például a lehetséges helyettesítési
hatást, és mindazt, ami belekerül a véletlen eltérések vektorába).

zy I é h á n y g y a k o r l a t i m e g fo n t o l á s 

Ezek voltak a kérdés elméleti vonatkozásai. A gyakorlati alkalmazásnál nem
feledkezhettünk meg arról a körülményről sem, hogy a létszám a statisatikailag
megfigyelt mennyiségeknek ahhoz a kis csoportjához tartozik, amelyekről
hozzávetőlegesen azért tudjuk, mit is jelentenek. Bizonyos módszertani prob­
lémák itt í. · fellépnek, de ezek egyszerűen össze sem hasonlíthatók azzal a
bizonytalansággal, amely a statisztikailag megfigyelt más mennyiségeket körül­
veszi (különösen az állóalapokat).?

Egy további ,,praktikus" megfontolás a korábbi munkák eredményeiből
következik. A helyettesítést is figyelembe vevő termelési függvények (amelyek

• Ezt a tételt elsőként G. A. Feldmann bizonyította be 1928-ban [l]. A Feldmann­
modell is állandó arányok feltételezésén alapult (ex post egészen biztosan, és esetleg ex
ante is).

ű Ezt a feltevést alátámasztják a fejlett országokban szerzett empirikus ismeretek.
Teljességgel vitathatatlan, hogy a fejlett országokban teljes foglalkoztatás mellett is lé­
teznek kihasználatlan kapacitások, és igen alacsony a műszakszám (a kapacitások átla­
gosan egy műszakban üzemelnek).

0 A ,,korlátozó tényező" kifejezést elsőként G. A. Feldmann használta.
1 Igen jól ismert az állóalapokra vonatkozó adatok rossz minősége. Tisztán statisztikai

szempontból is fontos, hogy az alapok és az időbeli trend között erős a korreláció.
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mind az állóalapokkal, mind a létszámmal számolnak) idősorokra alkalmazva
nem adtak megnyugtató eredményeket. Az esetek túlnyomó többségében a
számított paraméterek statisztikailag nem voltak szignifikánsak.8 A termelési
folyamatban szerepet játszó technikai összefüggések vizsgálata a figyelmet
más termelési függvények felé fordította - elsősorban a dinamikus termelési
függvények, keresztmetszet-vizsgálatok, állóalapokra épülő termelési függvé­
nyek felé. A létszámra épülő termelési függvények további természetes alter­
natívaként kínálkoznak.

Befejezésül emlékeztetünk arra, hogy modellünk két alapvető feltételezésre
épül: a) ex post állandó arányok érvényesülnek; b) a munkaerőkínálat a ren­
delkezésekre álló kapacitásokhoz képest viszonylag szűkös. Ugy véljük, hogy
e feltételezések a csehszlovák, és különösen a csehországi gazdaságot illetően
fölöttébb reálisak.9

A pontosság kedvéért még egy megjegyzést kell tennünk. A termelés és lét­
szám közötti összefüggésre vonatkozó, alább következő ökonometriai vizsgá­
latok eredményei nem függenek attól, hogy elméleti feltevéseink érvényesek-e.
A nyert eredmények elfogadható vagy elfogadhatatlan volta csak a számított
paraméterek és további statisztikai jellemzők ellenőrzésével dönthető el.
A két említett feltevés azonban konzisztenssé teszi elemzésünket a korábban fel­
tételezett elméleti modellel. Avagy T. Koopmansszel szólva, érvényességük
esetén a további vizsgálat már ,,az elmélettel való mérés".

Ha azonban minden eddig ismert tény ellenére az derülne ki, hogy a feltéte­
lek nem reálisak, abból annyi következtetést lehetne levonni, hogy méréseink­
nek nincs meg a korábbiakban megadott elméleti háttere. Nem következne
azonban ebből, hogy maguk a következtetések ,,irreálisak". Az eredmények
továbbra is bizonyos az eddigi növekedésben érvényesülő összefüggé ·ek statisz­
tikai közelítései maradnának. Felmerülne azonban az az érdekes kérdés, hogy
mely összefüggéseké, és milyen értelmezésben. A szkeptikus beállítottságú em­
ber számára azonban ezek a kérdések mindig nyitott kérdések maradnak.

3. Az időbeli késleltetések problémája

A termelés és létszám közötti alapvető kapcsolatot természetesen nem nehéz
számszerűsíteni. Az elemzést azonban néhány körülmény bonyolulttá teszi.
Ehelyütt az időbeli késleltetések problémáját említjük meg.

A termelés és a létszám az idő előrehaladtával egyaránt változik. Par excel­
lence dinamikus folyamatokról van itt szó. Ezekben a folyamatokban ezért
sok, különböző (ál.talunk nem ismert) lefolyású és hosszúságú időbeli késlelte­
tés léphet fel. Nem sokkal ezelőtt egy kutatás rámutatott egy ilyen jellegű
problémára. A munkatermelékenységnek rövid távú ingadozásciiról van szó.10

Kiderült, hogy a csökkenő ütemű termelésnövekedés időszakaiban csökken

8 Ennek a jelenségnek az okait eddig nem tifl7,tázták megnyugtaLóan. Úgy tűnik azon­
ban, hogy az alapvető okok a független változók korrelációjában és a két termelési té­
nyez6 nehezen nyomonkövethet6 változásaiban rejlenek. A további kutatás során gon­
dosabban kell ellenőrizni a helyzetet.

0 Ez a következtetés mindenekel6tt a szabad munkaerőkínálaf és az állóalapkihaszná­
lás alakulásának elemzéséből adódik. A munkaerökínálat s -kereslct közötti viszony
jelenlegi helyzetéről lásd [5).

10 Lásd például M. 1.'oms [ll).
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a munkatermelékenység növekedési üteme is, és ellentétes következmények
érvényesek a növekvő ütemű növekedés időszakaiban. A tapasztalatok azt
mutatják, hogy a munkatermelékenység dinamikája nagyon szoros korrelációt
mutat a termelés dinamikájával.

Ezt a jelenséget különbözőképpen lehet magyarázni. Vitathatatlan azonban,
hogy a legáltalánosabb ok a foglalkoztatás reakcióinak késése a termelés dina­
mikájának változásaihoz képest. A foglalkoztatottak száma hem alkalmazkodik
azonnal és arányosan a termelés növekedési ütemének ingadozásaihoz. Ennek
oka a foglalkoztatási színvonal rugalmatlansága lefelé, a más ágazatokban
tapasztalható munkaerőhiány és általában a munkaerő-ráfordítás kvázi-állandó
volta rövid időszakban. A termelés dinamikus változásai nem vonnak maguk
utám. arányos létszámváltozásolcat, hanem a ledolgozott munkaórák, a munka­
intenzitás és a munkaidő-kihasználás válto,zásaiban _jutnak érvényre. Olyan rövid
távú termelékenység-hullámzás alakul ki, amit a kváziciklus létezése és nem
a technológia változásai váltanak ki.11 A termelékenység ebben az összefüggés­
ben tehát függő változó, amelyet a termelés ingadozásai határoznak meg.

Ezek a mozzanatok természetesen ,,gyengítik" a termelés és létszám közötti
kapcsolat szorosságát és olyan elemeket visznek be a vizsgált relációba, ame­
lyek nem technológiai természetűek. A termelés dinamikájának ingadozásai
mindenekelőtt az aggregált kereslet (különösen a beruházások és a készletek)
egyenk:ítlen növekedésével és szűk keresztmetszetek létrejöttével függenek
össze. Kváziciklikus jellegű tényezőkről beszélhetünk tehát.12

Elemzésünkben arra törekszünk, hogy közelebb jussunk a létszám és terme­
lés technológiai kapcsolataihoz. A kváziciklikus elemekkel áthatott paraméte­
rekre az instabilitás jellemző, és az esetleges ex ante megfontolások szempont­
jából korlátozott a jelentőségük. A maximális cél az lenne, hogy akváziciklikus
mozzanatokat elkülönítsük a technológiai összefüggésektől, vagy másképpen,
hogy megközelítsük a két mennyiség közötti alkalmazkodási folyamatban érvé­
nyesülő időbeli késleltetést.

, Természetesen nehéz problémáról van szó, amelyről minimális a tájékozott­
ságunk. A gyakorlatban különböző fajtájú késleltetések és különböző időhori­
zontú a.lkalmazkodási folyamatok léphetnek fel. Nagyon keveset tudunk az
időbeli késleltetések kauzal·itásáról is. Elméletileg azt lehet várni, hogy azokban
az ágazatokban, ahol munkaerőhiány van, a termelés van késésben a létszám
változásaihoz képest. Másfelől a munkaerővel jól ellátott ágazatokban inkább
az lesz jellemző, hogy a létszámváltozás késik a termelés változásához képest.
Igy fest a 'probléma ,,keresztmetszet"-szempontból. Analóg módon alakul
viszont a helyzet az idősorok különböző pontjain (a kváziciklus eltérő fázi­
saiban).·

Nyújt bizonyos lehetőségeket az ún. osztott késleltetések (distributed lags)
bevezetése a termelés és létszám közötti kapcsolatba. Ezzel dinamikus terme­
lési függvényhez jutunk, amely figyelembe veszi a termelés és létszám közötti
alkalmazkodási folyamatokat.

'1 A termelékenység rövidtávú ingadozásai részben mérésének °;1.~d_szeréböl következ­
nek (a munkaráfordítást a foglalkoztatottak számával számszerüaítik). Ha pontosabb
információ állna rendelkezésünkre a kifejtett munka mennyiségéről és intenzitásáról,
akkor ez a ,,rövidtávú ingadozás" nemlétezőnek bizonyulhatna. Részletesebben lásd
[11].

l2 Ezt a fogalmat a. J, Goldman és K. Kouba által a [2) könyvben bevezetett értelme­
zésben használjuk.

3 Szigma 
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4. Az osztott késleltetések elméletének alapfogalmai

A közgazdasági elemzésben jelentős teret nyert az elosztott késleltetések
elmélete.
A közgazdasági mennyiségeknek az azokat meghatározó mennyiségek vál­

tozásaira való reagálása nem annyira azonnali, mint amennyire azt a ,,tiszta"
elmélet rendszerint feltételezi. Egész sor technológiai, institucionális, gnoszeo­
lógiai stb. tényező hatására a gazdasági mennyiségek késve és fokozatosan
reagálnak. A megváltozott színvonalon ezért nem azonnal, hanem olyan al­
kalmazkodási folyamat során jön létre az egyensúly, amely meghatározott idő­
tartam alatt megy végbe. Azzal, hogy az azonnali reagálás helyébe az alkal­
mazkodási folyamatot állítjuk, a statikus gazdaságtan (a komparatív statika)
területéről eljutunk a dinamikus folyamatok elemzéséhez, a gazdasági mozgás
elméletéhez.

A problémát a legkönnyebben az alábbi példával világíthatjuk meg. Té­
telezzük fel, hogy a függő változó (valamilyen endogén közgazdasági mennyi­
ség) csak egy x független változó (exogén mennyiség) függvénye. A kiinduló
helyzetben x konstans éR a két mennyiség között egyensúly érvényesül. Fel­
tételezzük, hogy adott időpillanatban x egyszerű emelkedése következik be és
ezen a szinten ismét k nstans marad.

x emelkedése a kiinduló egyensúly megbomlását eredményezi, és y az új
egyensúlyi helyzet irányába mozdul cl, amit x új színvonala határoz meg.
Persze y változása (az említett tényezők következtében) nem egy időpillanat­
ban megy végbe, hanem megbatározott módon eloszlik az időben. Megjelenik
tehát az elosztott késleltetés y-nak x változására való reagálásában.

A közgazdaságtan számára alapvető jelentőségű e reakció időbeli lefutásá­
nak megismerése. A reakció időbeli lefutásának pontos meghatározását a ké­
sőbbiekben adjuk. EgyeléSre a, következő jellemzésből indulunk ki: A füµ-gő
változónak a független változó változáHára való reagálásá,nn,k időbeli lofutá.sán
az x változása által időegység alatt ki váltott y változások idősorát érthetjük
(dy/dt).

Az elmondottakat az l. sz. ábra szemlélteti. Az adott e ·etben y reakciójának
időbeli lefutása nagyon egyszerí.í.

V r- r~ voto' reokácÍ/a'­ 
nok /dÖbet,· tetotaso 

t• O 

1. ábra
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A grafikus szemléltetést most függvényszerűen is kifejezhetjük. Általánosan
felírhatjuk, hogy

Az (1) lineáris közelítése a következőképpen írható fel:
00

Yt = fJoXt + f31Xt-1 + f32X1-2 · · ·= .J: {J;Xt-i ·t~o
(2)

A {3 együtthatókat reakci6együtthatóknak nevezzük. Ha feltételezzük, hogy az
egyensúly megbomlását követően y úgy reagál, hogy közeledik az új egyensúly
hoz, akkor a E {Ji sorozatnak konvergensnek kell lennie.

A{Jireakcióegyütthatóksorozata jelenti az y-nak az x változásaira való reak­
ciója időbeli lefutását. Az egyenletből az következik, hogy y-t nem csupán x
egyidejű értéke, hanem számos múltbeli x is meghatározza. Az y függő változó
ezért a ,,történelmi" x1_; (i = 0, 1, ... ) értékek súlyozott átlagának függ­
vénye, ahol a súlyok arányosak a reakcióegyütthatókkal. Ezek voltak az osz­
tott késleltetések elméletének alapelemei.

A reakc.ióegyütthatók statisztikai becslésénél természetesen problémák
merülnek fel. Elméleti szempontból i a végtelenig futhatna. A többszörös
korreláción alapuló becslési módszerek persze csak olyan esetekben adnak
viszonylag megnyugtató eredményeket, ha a reakció 2-3 időszakra oszlik .el.
Az Xi, x1 _1, x1 _ 2 . . . idősorban jelentős korreláció miatt multikollinearitás
lép fol, ami levon a becslés értékéből. A további regressziós együtthatók pedig
értelmetlenné válnak (ami a késletetett független változók közötti nagyfokú
autokorreláció nyilvánvaló következménye). Nagyok a standard hibák és a
becsült regressziós együtthatók semmiféle információt sem nyújtanak a reak­
ció időbeli lefutásáról.

A probléma egy bizonyos megoldását adta L. M. Koyck [7]. Az volt a célja,
hogy csökkentse a független változók számát s ezzel a függvény statisztikailag
könnyebben legyen kezelhető. Koyck abból a hipotézisből indult ki, hogy a
reakcióegyütthatók sorozata egy bizonyos ponttól kezdve közelíthető konver­
gens mértani sorozattal. Más szóval Koyck feltételezte, hogy egy bizonyos i
indextől a reakcióegyütthatók állandó arány szerint csökkennek.

Ennek a hipotézisnek az alapján (1) helyébe a következőt írhatjuk:

00

Y _ {J V 1j XI - 0 k' A 1-j 
l=O 

vagy

Irjuk fel (4)-t y,_1-re és szorozzuk meg A-val:

vagy
cc

AYt-1 = f3o.l: Aj+l X1-j-1 · 
J=O 

Kivonva (4)-ből (5)-öt a következőt kapjuk:

Yt - AYt-1 = f3oxt

(3)

(4)

(5)

(6)

(7)

3*



280 l\UROSLAV TOMS-JAN KLACEK

A (7) összefüggés a következő egyszerűbb alakra hozható:

Yt - Y1-1 = fJox, - (1 - íl) Yt-t

vagy

ahol
y = 1-íl

Világos továbbá (7)-ből, hogy Yrre igaz a következő:

Yt = fJoX1 + íly1 -l

(8)

(9)

(10)

(11)

A kapott összefüggést Koyclcjéle átalakításnak nevezzük. Ha összehason­
lítjuk. az (1) és a (11) összefüggéseket, azt láthatjuk, hogy az átalakítás el­
fogadható mértékűre csökkentette a független változók számát.

Ha y-nak x-re vonatkozó rugalmasságát vizsgáljuk, a rövid és hosszú idő­
szakra vonatkozó rugalmasság között jelentősek lehetnek a különbségek. Ha
nincs kizárva az időbeli késleltetés lehetősége y-nak x változásaira való reagá­
lásában, akkor az alkalmazkodási folyamat figyelmen kívül hagyása az y és
x közötti kapcsolat hibás felfogását eredményezheti. Ha az időbeli késleltetés
számottevő, akkor különbség van a rugalmasság értékében rövid és hosszú
időszakra.13

A (9) összefüggésból következik, hogy az új egvonsú lyi helyzet létrejöttekor,
vagyis amikor Lly1_1 = 0, érvényes, hogy

Y*-~xI - ·t1 - íl
(12)

Ebből a következőképpen fogalmazható mea a rugalnu1ss[Lg hosszú időszak­
ban, vagyis az időbeli késleltctéscktől mcgtisznitott reakcióegyüttható:

/J*= A_
1 - íl

(13)

A (13)-ból következnek a kétféle rug::tlrnasság közötti összefüggések. Ha
nincs időbeli késleltetés (t=O), y-nak x változásaira való reagálása olyan gyors,
hogy y mindig még az adott időszakban eléri új egyensúlyi értékét. Így a (11)
egyenletben értelmét veszt.i a késlcltotett változó. A ruga,lma.sság rövid és
hosszú időszakban hasonló. l~llenkez{i esetben n kétféle ruga.lmasság eltérő.
Minél lassúbb ,1z alka.lruazkodás] (olva.mut., unnál m1gyobbak az eltérések.

Ezeknek a kövotkoztotéseknok közvetlen jelentősége van problémánk
szempontjából. Az olemzés megmutatta, hogy a termelés és létszám közötti
egyszerű kapcsolat bccsléso olyan paramétert adhat, amelyet torzít, ha fi­
gyelmen kívül hagyjuk ,LZ időbci: késleltetést. Indokolt ezért, hogy közelebb­
ről meghatározzuk az időbeli késloltetést, és ellenőrizz.ük, hogy szignifikáns-e
vagy sem. Elméleti szompontból ezt a (ll)-bcn szereplő íl regrossziós koefficiens
szignifikanoiájára vonatkozó statiszt.ikai próbának kellene megmutatnia.

Nem tudunk olyan korábbi munkáról, amely osztott késleltetésekkel dol­
gozott volna.!' A becslések azt tételezték fel, hogy a termelésnek a termelési

13 A probléma bővebb olomzését lúsd 11 I].
u Csehazlová.kiában.
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tényezők volumenére való reagálásában semmi].éle időbeli késleltetés nincsen,
ami természetesen fölöttébb nagyvonalú feltevés. Nem kell hosszabban bi­
zonygatnunk, hogy ezekben a reagálásokban léteznek bizonyos késleltetések.

Ebben a tanulmányban a Koyck-féle osztott késleltetéssel dolgozunk.
Feltételezzük, hogy a termelés és létszám közötti időbeli késleltetések jól
közelíthetők ilyen típusú késleltetésekkel. Teljes mértékben elképzelhető
persze az, hogy más modellek majd alkalmasabbnak vagy,esetleg pontosabb­
nak bizonyulnak. Munkánk ezért az ebben az irányban folytatandó hosszú­
távú kutatás kiindulásának tekintendő.

5. A létszámra épülő dinamikus termelési függvény felírása

Az ökonometriai vizsgálatnál az ismertetett elméleti megfontolásokból
indultunk ki. A termelés és létszám közötti összefüggésben vigyelembe vettük
az osztott késleltetést .15

(14)

ahol Q a termelés és B a létszám. Egyszerű átalakítással olyan formulát ka­
punk, amely lehetőséget nyújt a statisztikai becslésre.

logQ1 = log A+ /J1logB1 + /J2 logB1_1 + /J3 logQ1_1 + {J4t (15)

Szemmelláthatóan dinamikus termelési függvényről van szó. A függvény
közelítést ad a termelés és létszám közötti dinamikus alkalmazkodási folya­
matra. Az utolsó független változónak (az exponenciális időbeli trendnek)
kell tartalmaznia minden, a létszám hozzájárulásán kívüli termelési effektust.
Mint kimutattuk, elméleti szempontból lényegében a technikai haladásról
van szó.

Természetesen a függvény lineáris alakja is vizsgálható. Ebben a, tanulmány­
ban azonban csak az említett alakkal dolgoztunk_16 Bizonyos előnye ennek a
megközelítésnek, hogy a kapott {]1 paraméterek közvetlenül a termelésnek az
adott változó szerinti rugalmasságát jelentik.17 A további vizsgálatok használ­
hatnának lineáris függvényeket is, majd pedig összehasonlítást lehetne végez­
ni arra vonatkozólag, hogy melyik az előnyösebb.

A (14) függvény mellett becslést végeztünk a termelés és létszám közötti
egyszerű kapcsolatra is:

log Q1 = log A + {31 log E1 (16)

Ez a termelési függvény különbözőképpen interpretálható. Bizonyos szem­
pontból statikus függvényről lehetne beszélni (nem veszi figyelembe az alkal­
mazkodási folyamatot), vagy pedig a két mennyiség között érvényesülő alap­
vető tapasztalati összefüggésről.

A (14) típusú függvény alkalmazásakor fellép a multikollinearitás veszélye.
Ebben rejlik azoknak az ellenvetéseknek a magva, amelyek hangsúlyozzák a
független változók közötti erős korreláció lehetőségét. Ebből a szempontból
is az időbeli trendnek a függvénybe való bevezetése tűnik különösen , ,veszé­
lyesnek".

*
15 Lásd E. Kiih [8].
rn Logaritmikusan lineáris függvényről van szó.
17 A pontosabb értelmezést lásd később.
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Ahhoz, hogy véleményt mondhassunk a potenciális ellenvetések megalapo­
zottságáról, elvégeztünk egy nagyobb próbát. A függvényben egymás után
vezettük be az újabb és újabb független változókat, és figyeltük, hogy mi tör
ténik egyes jellemzőkkel. Egészében véve a termelési függvények alábbi
,,kollekciójára" végeztük el a szűmítást.:

log Q1 = log A + (31 log E1 

log Q1 = log A + (31 log E1 + /J2 log E1_1

log QI = log A + (31 log FJ1 + /32 log EI _1 + /33 log QI __ 1

log Q1 = log A + /31 log E1 /32 log E1 _1 + /J3 log Q1 _1 + /34i

(I.)

(II.)

(III.)

(IV.)

A próba első lépése nyilvánvalóan a (lG) egyszerű termelési függvény becs­
lése. Az egyes termelési függvények becslése alapján látható, hogy milyen
következményekkel jár az újabb meg újabb független változók bevezetése a
modellbe. Lényegében három kérdéscsoportról van szó:

a) a regressziós együtthatókra gyakorolt hatásról;
b) a számítás efficienciájára (a reziduális szórásra) való hatásról;
c) a becslés atat.isztikai szignifikanciájára gyakorolt hatásról.
A közgazdasági elemzés szempontjából az első mozzanat a legérdekesebb.

A második nyilvánvaló. Pótlólagos változó bevezetése rendszerint növeli a
regressziós együtthatót. Ugyanakkor persze erősíti a korreláció intenzitását,
ami főleg a standard hibáknak viszonylagos növekedésében nyilvánul meg a
regressziós együtthatókhoz képest. Ebből a tényből indulnak ki az említet
ellenvetések. Ezért kívántuk modellünkben próbával ellenőrizni, mennyire
megalapozott ez az elterjedt álláspont:

6. Statisztikai alkalmazás

Termelési függvényoink alkalmazásakor a termelésre és a létszámra vonat­
kozó adatokra van szükség. Itt többféle lehetőség és kombináció kínálkozik.
A kiinduló adatok rnogválasztáHát azonban behatárolják a rendelkezésre álló
statisztikai források. Esetünkben főleg az volt fontos, hogy a lehető leghosszabb
időszakra vonatkozó konziszt ons idősorokat kapjunk. Az alkalmazás szem­
pontjából a másik követelmény az idösorcknak régiók közötti, valamint a két
szektor közötti kölcsönös összehasonlíthatósága. Ezért a következőképpen
jártunk el:

A létszám szémszerűsitéseként az ipari tevékeny éget folytató munkások
számát szerepeltettük. Elvégeztük a számítást az összes ipari foglalkoztatottra
épülő függvényre is. Az első változattal azonban sokkal kedvezőbb eredménye­
ket kaptunk - szorosabbnak és erősebbnek találtuk a munkások száma és a
termelés közötti összefüggéet.!" Ez a megállapítás közgazdasági szempontból
nyilvánvaló és könnyen megmagyarázható. A létszámnak a munkásokon
kívüli része nem befolyásolja közvetlenül a termelést és - számottevő mérték­
ben - autonóm módon alakul.

18 Hasonló eredményre jutott minden (általunk ismert) nemzetközi vizsgálat is.
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Termelési mutatókul némi tétovázás után az 1968 évi változatlan árakon
mért teljes termelést választottuk.19 A mutató megválasztása a modellel vég­
zett további ,,manőverek" által támasztott követelményekkel függött össze.
Nagyon érdekelt bennünket, hogy milyen eredményeket szolgáltat a modell
dezaggregált adatokra történő alkalmazáskor. A kutatás adott fokán elsősor­
ban arról volt szó, hogy külön vizsgálhassuk a termelőeszköz-termelés szek­
torának és a fogyasztásicikk-termelés szektorának dinarnikáját.sv

Ez a bontás elméleti szempontból vonzó és érdekes gyaJrorlatí következte­
tésekhez is vezethet. A két szektorból nyert eredményeket azután egybeve­
tettük az egész ipari termelés elemzésével. Természetesen tisztában vagyunk a
teljes termelés mutatójának valamennyi alapvető hiányosságával. Az elért
előnyért azonban meg kellett fizetnünk ezt az árat.21

Egyúttal érdekelt bennünket külön a csehországi iparra vonatkozó termelési
függvények meghatározása is (regionális bontás). Elvégeztük ezért ugyaneze­
ket a számításokat a csehországi iparra. Így a csehszlovák és csehországi
iparra, egészében és kettébontva, termelési függvények egész ,,kollekcióját"
kaptuk meg. Minden termelési függvényt az 1948-1968-as időszakra vonat­
kozó adatokból nyertünk.

A függvényeket közvetlenül a legkisebb négyzetek módszerével határoztuk
meg. A kapott eredményeket az 1. és 2. sz. táblázat tartalmazza. A tábláza­
tokban összefoglaltuk a próba valamennyi fontos jellemzőjét.22

A próba kritériumául t eloszlású mennyiséget választottunk (a kiszámított
t értékeket a regressziós együtthatók mellett zárójelben szerpeltetjiik). A ka­
pott t értékeket egybevetettük a megfelelő kritikus értékekkel.23

A t értékek változásainak figyelemmel kísérése pótlólagos független válto­
zók bevezetésénél fontos információt szolgáltat a független változók közötti
korreláció változásairól.24 Nem szabad azonban elhamarkodottan véleményt
alkotni, előnyös-e vagy nem egy-egy újabb független változó bevezetése. Egy
újabb magyarázó változó bevezetésének közvetlen hatása lehet negatív (csök­
kenti a már korábban bevezetett változók regressziós együtthatóinak t érté­
keit). Végső ítéletet csak utólag lehet mondani arról, hogy indokolt-e az adott

i s A~ idösorokat változat.lan árakra és egységes szer-vezeti felépítésre számították át
Lásd r10].

20 Az ipari termelés ,,A" és ,,B" cSOJ?Ortjáról van tehát szó. A továbbiakban termelő
eszkö7,-<,yó rLÓ szektorról és fogyusz tásioikk-gyártó szektorról beszélünk.

21 St;Üs~1 ikánk nem szolgáltat adatokat, a; ipari termelés ,,A" és ,,B" csoportjára a
tiszta t.ermelésről (vagy a hozzáadott értékről). Csak a teljes termelés adatai állnak
rendelkezésünkre. Ez a további, ,,praktikus" oka annak, hogy a munkaer6ráfordítást a
munkások számával tudjuk számszerűen megragadni. Statisztikánk megint csak nem
figyel meg más adatot a létszámra vonatkozóan a két csoportra.

22 Az eddigi csehszlovákiai ökonometriai tanulmányok túlnyomó többsége (azokat is
ideértve, amelyek helyettesítést is figyelembe vevő termelési függvényeket számítottak)
nr-m publikálta az egyes regressziós együtthatók becslésének statisztikai jellemzőit.
Nem folytatjuk ezt a tradíciót, mert ez lehetetlenné teszi a kapott eredmények komoly
értékelését.

23 A t érték a regressziós együtthatónak standard hibájához mért arányát adja meg.
Ha. az egyenlet jobboldalán fokozódik a magyarázó változók közötti korreláció, 1;tkk_or
csökken a t érték (a regressziós együttható értékéhez képest növekszik standard hibája.
A fögg6 változó alakulásának magyarázatához való ,,hozzájárulása" minimális, sőt még
negat.ív is lehet (a roziduális szórás nem csökken, még növekedhet is). A kapott t érték a
szabadságfokok adott száma mellett nem éri el a kritikus értéket (a választott szignifi­
kancia-szint mellett). Ezt tükrözi az úgynevezett t-próba.

24 Esetünkben a B. Woolf által a [12)-ben javasolt próbamódazer került alkalmazásra



1. iábláza;
A csehszlovák ipar rövidtávú termelési függvényei (1948-1968)

log Et log Et-i log Qt-1 t R' RES

A. Egész ipar :s:I. 3,580 (45,80) 99,15 0,002231 e,

II. 3,1 3 (3,73) 0,3874 (0,47) 09,16 0,002333 t:d
0

III. 1,804 (4,7::i) -1,073 (2,85) 0,7625 (9,21) 99,87 0,0003936 ca 
t-<

IV. 1, 1 7 (4,93) -1,310 (3,28) 0,7332 (8,88) 0,008070 (1,45) 99,88 0,0003682 ><
H

B. Termelőeszközgyártó 0:s:szektor UJ

I. 3,341 (56,46) 99,44 0,001813 I
y

II. 2,089 (3,50) 1,160 (2,10) 99,55 0,001523 >
III. 1,910 (5,18) -1,209 (2,18) 0,7755 (:3,89) 99,84 0,0005752 z

PiIV. l ,874 (5,19) -0,8598 (1,43) 0,5990 (3, 12) 0,008073 (1,35) 99,86 0,0005474 t-<
>ae. Fogyasztási cikk gyártó t,j

szektor Pi

I. 3,769 (13,09) !J0,49 0,01827
II. 6,172 (4,61) -2,572 (1,83) 92,06 0,01615

III. 1,350 (5,9 ) -0,8578 (4,63) 0, 208 (32,36) 99,88 0,0002582
IV. 1,341 (6,10) - 0,9048 ( 4,93) 0,7511 (13,32) 0,006244 (1,37) 99,89 0,0002474
v. 1,403 (6,35) -0,9 83 (4,95) 0,7980 (27,57) 0,0001422 (1,47) 99,90 0,00024.0G



2. táblázat
A csehországi ipar rövidtávú termelési függvényei (1948-1968)

log Et log Et-1 log Qt-, It' RllS

A. Egész ipar
I. 3,92,5 (36,41)

II. 2 481 (2,64) 1,390 (l ,5.5) 98,66 0,003049III. J ,341 (3,14) -0,79.52 (l,71) 98,83 0,002829IV. 1,737 (4,37) -1,143 (2,72) 0,8205 (8,64) 99,79 0,0005309
0,6590 (6,42) 0,01302 (2,59) 99,86 0,0003912B. Termelőeszköz gyártó

szektor
I. 3,466 (38,70)

II. 1,431 (1,67) 1,854 (2,39)
III. 1,588 (3,35) -1,415 (2,10) 98,81 0,003310IV. 1,769 (3,97) -0,7359 (1,04) 99,ll 0,002624

e. Fogyasztási cikk gyártó 0,9302 (6,30) 99,74 0,0008012szektor 0,5242 (2,12) 0,01478 (l ,96) 99,80 0,0006801I. 4,591 (11,44) 87,91 0,02008II. 6,603 (4,40) -2,160 (1,39) 89,14 0,0] 910III. 1,397 (5,98) -0,8694 (4,6 l) 0,83!52 (34,48) 99,86 0,0002695IV. 1,485 (7,63) - 0,9953 (6,18) 0,7039 (14,40) 0,009779 (2,94) 99,91 0,0001823V. 1,572 (7,92) -1,114 (6,44) 0,7817 (29,61) 0,0002204 (3,04) 99,91 0,0001779

A regressziós egyűtthatók mellett, zárójelben szereplő adatok a megfelelő t értékek.

A t-vel jelölt oszlop az időbeli trend változóját jelenti. R2 a korrelációs együttható. RES a reziduális szórás.

A táblázat első oszlopában szereplő római számok az egyes függvényeket jelentik a szöveg 5. részével összhangban.
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változó bevezetése. Újabb változóknak a modellba való bevezetése ugyanis
- mint arra B. Woolf rámutatott - megfordíthatja az eredetileg negatív
hatást. Különösen érvényes ez késleltetett változókra.

Egyértelmű következtetéseket az eredményekből természetesen nem lehet
levonni. Felmerül néhány probléma. Főleg egyre hívjuk fel a figyelmet. A 
reziduumok erős pozitív autokorrelációja esetén a standard hibák ,,aláérté­
kelődnek", a korrelációs indexek pedig ,,túlértékelődnek" .25 A további kuta­
tás során ezeket a kérdéseket részletesebhen meg kell vizsgálni.

Csak jelezhetjük, hogy hasonló probléma merül fel minden ökonometriai
modell sztoohaszbikus egyenleteinek becslésénél. Hogy a mérce mennyire
szigorú, az attól függ, hogy mi az elemzés célja - paraméterek értékének rneg­
határozásáról van-e szó, vagy pedig az egész függvény közeiítéséröl a fejlődés
ex post nyomonkövetése és rövidtávú ex ante megfontolások szempontjából.

7. Az I. függvény becslése

A két táblázat tanulmányozása alapot ad bizonyos következtetésekre és
általánosításokra. A legérdekesebbek a következők.

A létszám és termelés közötti egyszerű függvénykapcsolat (5. függvény)
rendkívül jó eredményeket ad. A regressziós együtthatók minden esetben 3,0
fölött vannak (a 3,3 -4,6 sávban mozognak), és a standard hibák nagyon
kicsik. Valamennyi regressziós együttható statiHztikaila,g erősen Rzignifikáns
(Jásd a t-próba értékeit). A függvény a termelés ezóráeának több mint 98 szá­
zalékát ,,megrnagyariz;,:a". A logerősebb összofüggéBt a csehszlovák ipar
termelőeszköz-gyártó szektorában találtuk, v ixzo ny lag a leggyengébbet pedig
a fogyasztásicikk-gyártó szektorokban, erre kősőbb visszatérünk. Mindkét
ténynek lehet jelentősége kö;,:ga;,:dasági szempontból.

Néhány megjegyzést kell most tonn i.i n k 0 torrnclés i függvény paraméteré­
nek (a (31 regressziós együtthatónak) az órtchuczéaévcl kapcsolatban. A para­
méter Iegközvetlonebbül kínálkozó értelmezése a termelés munka szerinti
rngalmassága lenne. Rz az értelmezés azonban norn lenne pontos (illetve nem
lenne azüksögképpcn az ). Amennyiben érvényesül t, tochnilmi haladás, illetve
amennyiben a tőkeképzödésnek egyáltalán van hclvettcsitési hatása., a para­
méter értékében mindkét hatás kifojozéaro jut. A paramétert ezért nem lehet
a munka szerinti rugalmasságként felfogni, a szó szoros értelmében (n,zr~?:
mint aQ/aE · N/Q-t), hanem csak közelítően (azaz mint dQ/d}I) · jj)/{J-t).~6

A paraméter megmondja, hogy hiny szizalékkal növekszik a termelés, ha
cetoris paribus a létszám 1 százalékkal növekszik. A coterie paribus kikötósnok
itt ismert sajátos értelme van. A paraméter azt fejezi ki, hogy hány százalék­
kal növekszik a termelés, ha a technikai ha.ladús üteme norn változik az eddi­
gihez képest és változatlan lesz a tőkeképződés helycttcaítési hatása.

Ha a szöveg további részében a termelés munka szerinti rugalmasságáról
beszélünk, az ilyen értelemben definiált kategóriára gondolunk

'5 E kérdés megítélését a Durbin-Watson együttható teszi lehetővé.
26 Itt is látható, hogy mennyiben tér el a (l5) függvény lineáris alakjától. A lineáris

függvénynél a paraméter a következőképpen határozható meg: dQ/dE.
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8. További magyarázó változók bevezetése

A második független változó (E1_1) bevezetése rontja a becslés eredményét
- az E1 paramétereknél feltűnően csökkennek at értékek. Az E1_1-nél a reg­
ressziós együtthatók (az esetek többségében) statisztikailag nem szignifikán­
sak a 0,05 szignifikancia-szintnél. A becslés efficienciája nem növekszik külö-
nösebben. ,

Igen érdekes viszont a kísérlet harmadik lépése. A harmadik független vál­
tozó (Q1 _1) bevezetése számottevően javítja a becslést. Az előző változathoz
képest több mint kétszeres csökkenés következik be a standard hibáknál. A
t-próba értékei megnövekednek.27 Igen magas t érték adódott a Q1_1 változó­
nál is. Ebben a lépésben jelentősen megnövekszik a becslés efficienciája - a
legjobban az összes lépések közül.28 Mindez arról tanúskodik, hogy Q1_1-nek
kedvező hatása van, és érdemes bevezetni a modellba. Figyeljük meg, hogy
E1 _1-nél minden regressziós együttható negatív.29 Ez várható volt, és alátá­
masztja az osztott késleltetések mechanizmusára vonatkozó hipotézist (lásd
később).

Mint említettük, nagyon kíváncsiak voltunk arra, hogy milyen hatása lesz
az exponenciális időbeli trend bevezetésének a modellba. Vizsgálatunk azt
mutatja, hogy az elfogultságnak itt nincs helye. Az időbeli trend bevezetésé­
nek egyfelől pozitív a hatása. A t-próba értékei egy eset kivételével emelked­
tek. Emelkedett továbbá a becslés efficienciája.sv Enyhén negatív hatás csak
a Q1_1 jellemzőinél érvényesült. Azért nevezzük enyhének, mert a hatás nem
számottevő. A regres8ziós együtthatók statisztikailag erősen szignifikánsak
maradnak a Q1_1-nél. Az időbeli trend paraméterei statisztikailag a 0,05 való­
színűségi szinten szignifikánsak a csehországi iparra vonatkozó valamennyi
a.lkalrnazásnál. A csehszlovák ipar esetében a kapott eredmények a 0,10 szin­
ten szignifikánsak.

A továbbiakban egy érdekesebb módon is megpróbáltuk bevezetni a függ­
vénybe az időbeli trendet. Kuardatikus időbeli trenddel próbálkoztunk. A IV.
függvényt az alábbi V. függvénnyel helyettesítettük:

Ilyen módon próbáltuk meg gyengíteni a multikollinearitást és megakadályoz­
ni EL technikai haladás paraméterének túlértékelését.31

A kvadratikus időbeli trend megragadhaeta a technikai haladás ütemének
esetleges felgyonmlását is. A kutatás jelen szakaszában az V. függvényt csak
a csehországi és csehszlovák ipar fogyasztásicikk-gyártó szektorára alkalmaz­
tuk. Már az indulásnál kiderült ugyanis, hogy itt magyarázta meg a létszám
a termelés változásainak viszonylag legkisebb százalékát (90,5 százalék a
csehszlovák és 87,9 százalék a csehországi iparnál). A létszám ebben a szektor­
ban lassan nőtt, míg a termelés gyorsan bővült - gyorsan növekedett a munka­
termelékenység és a rugalmasság E1 szerint igen magas. Más szóval az időbeli
trendnek itt nagyobb szerepet kellett játszania.

27 Egy regressziós együttható csekély kivételével.
28 Leginkább a csehszlovák és csehországi ipar fogyasztásicikk-gyártó szektorában.
29 A III. és IV. függvényre gondolunk.
30 Leginkább a fogyasztásicikk-gyártó szektorokban, különösen a csehországiban.
31 És a többi paraméter aláértékelését.
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A számítások azt mutatják, hogy a kvadratikus időbeli trend bevezetésé­
nek pozitív hatása van. A t-próba értékei valamennyi regressziós együttható­
nál emelkednek. Különösen megemelkedik a t érték magánál az időnél, ami
legalábbis bátorító. A csehországi fogyasztásicikk-terrnelő szektorra való
alkalmazásból végülis olyan függvény adódott, amely statisztikailag a 0,005
szinten szignifikáns.

Mindamellett nem tartjuk könnyűnek határozott következtetések levoná­
sát ilyen kis tapasztalati anyag alapján. A további kutatásoknak kell ellen­
őrizniük, hogy milyen lehetőségek kínálkoznak erre.

9. ,,Hosszútávú" termelési függvények

A kapott termelési függvényeket a létszámra, és termelésre vonatkozó
múltbeli adatok alapján számítottuk, és így az ex post érvényesülő összefüggé­
seket kellett közelíteniük. 1£ml.ítettü k azonban, hogy rövid időszakban eltér­
het egymástól £~ valóságos és a technológiailag indokolt foglalkoztatási szín­
vonal. Ebben az esotbon azután a számított termelési függvények paraméterei
nemcsak a technológiai összefüggéseket fejezik: ki, hanem a termelés dinami­
kájában érvényesülő kvázioiklikue fluktuáció hatása.it is.

Az alkalmazások azt mutatták, hogy a Q1_L-nél a regressziós együttható
anínylag magas és egyúttal stat.iszt.ikailag szignifikáns. Az osztott késlelteté­
sek elméletéből így két következtetés adódik: a) az alkalmazkodási folyamat
viszonylag lassú volt; b) a két mennyiség közötti eltérés valóban fennállt.
Kísérletet kell ezért tenni a paramétereknek a kváziciklikus elemektől való
,,megtisztítására", és így kell közelebb jutni a technológiai jellegí.í. összefüggé­
seket ábrázoló termelési függvényekhez.

A függvény be e célból bevezettük az osztott késleltetést Az osztott kés­
leltetések elméletéből következően

loc A fJ -I fJ Rlog Q* =-"'--- + . 1 2 log }IJ* + -1
-'~- l .

1 - (]3 l (]3 1 - fJ:1
Ez a termelési függvény az alkalmazkodáai folyamat befejeződését követően

megkapható. A (17) függvény11ek azt a növekedési. pályát kell leírnia, amelyen
nincs eltérés a valóságos és a tooirno lógin.ilag indokolt létszám között. Adott
foglalkoztatási színvonal mellett a függvény ,Lí\t a 710/enc'iális termelést ábrá­
zolja, amely az 11ggrog(dt kereslet egyenletes fejlődése mellett valósulna meg.
Beszélhetnénk az állandó növekedés állupotánuk termelési függvcnyéről is.
A regressziós együtthatók (J1_1

-nél elért értékeiből következik, hogy az alkal­
mazkodási folyamat közepesen hosszú idéSperióclusban megy végbe, a.mi azt
jelentheti, hogy a (17) tormolési fi.iggvény a 3 - 5 éves időszak fejlődésére
vonatkozólaz relováns.

A függvényhől kifejezhetjük ,L növekedés ütemét:

(17)

!IQ* = f3 t I- fJ 2 [/1 /!)* +~] .
Q* 1 - f13 M* t - fl:i

Mindkét egyenlet a létszám és termelés közötti technológiai kapcsolat köze­
lítéséhez való hozzáállást jellemzi. Csupán arra, kívánunk emlékeztetni, hogy
ez ,L közelítés függ az osztott késleltetések választott modelljétől.

(18)
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Tisztán terminológiai szempontból gyakran felvetődik a kérdés, hogy ho­
gyan nevezzük a (17) termelési függvényt. Ha az osztott késleltetések elmé­
letének terminológiáját alkalmazzuk, akkor hosszútávú termelési függvény­
ről (és hosszútávú rugalmasságokról) beszélhetünk. Analóg terminológiát
használnak a fogyasztási függvény elméletében is. A hosszútávú termelési
függvény fogalmának azonban nem adható más értelmezés, mint az, amit az
osztott késleltetések elméletében kapott. A ,,hosszútávú" jelző csak azt fejezi
ki, hogy olyan relációról van szó, amelyhez az alkalmazkodási folyamat köze­
lítése nyomán jutottak el.32 Minthogy az elemzésből az következik, hogy az
alkalmazkodási folyamat elég lassan megy végbe, állíthatjuk, hogy az ilyen
termelési függvény közepes hosszúságú időperiódus vonatkozásában releváns.
A (17) függvény alternatív megnevezése az állandó növekedés állapotának
termelési függvénye kifejezés lehet.

E termelési függvény paramétereit a 3. sz. táblázat tartalmazza.
Valamennyi ,,hosszútávú" rugalmasság (/31 + /32/1~/33) alacsonyabb, mint

az I. függvény becslésénél kapott rugalmasságok. Értékük azonban magasabb,

3. táblázat
A osehszlovák és csehországi ipar ,,hosszutávu" termelési függvényei pararnétereinek

becslése

fJ,+/J,

I
(]., 

1-/J, 1-fi,
---~- - -1-~A. Egész csehszlovák ipar

Lil. :'l,0779
lV. 1,9003 0,0302/"í

l. Termelőeszköz gyártó
szektor

U.1. 3, l 22[í
JV. 2,5292 0,020] 3

2. Fogyasztási cikk gyártó
szektor

JlI. 2,746(1
JV. l ,7525 0,02509
V. 2,0rí30 0,00070

B. Eg6sz csehorszóági ipar
Hl. :3,0333
IV. 1,7419 0,03818

l . Termelőeszköz gyártó
szektor

nr. 2,4781)
IV. 2,171.3 0,0310fi

2. Fogyasztási cikk gyártó
szektor

Jlf. 3,2014
IV. I ,(i538 0,03303
V. 2,0980 0,00101

Merdegyzés. A IV. és V. függvény paraméterei a csehszlovák iparra statisztikailag a 0, 10
szinten szignifikánsak.

l'l Ugyanaz a megállapítás vonatkozik a létszám és a termelés közötti ,,technológiai"
kapcsolat kifejezésre is.
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mint a többi rövidtávú függvény alkalmazásával kapott {31 paraméterek (vö.
az 1. és 2. sz. táblázattal). Ez az eredmény eltér más kutatásokétól.w"

A {34/1-{33 paraméternek kell tartalmaznia a meg nem testesült technikai
haladás hozzájárulását (az ismertetett értelemben). A kapott technikai hala­
dás-ütemek ,,értelmesnek" tűnnek, és egészében jól összhangban vannak a
korábbi eredményekkel.33

E tanulmány keretei között nem vizsgáljuk meg, hogy mit implikálnak a
becsült hosszútávú termelési függvények. Az eredmények azonban azt jelzik,
hogy az olyan számításokból nyert paraméterek felhasználása, amelyek nem
veszik figyelembe az időbeli késleltetés lehetőségét, helytelen következtetése­
hez vezethet. Határozottabb értékelésre csak a további kutatást követően
nyílhat alkalom. Ha a hozzáállás helvesnek bizonyul is, még mindig különb­
séget kell tenni EL tisztán rövidtávú, illetve a közép- és hosszútávú előrejelzés
között.

10. Előzetes következtetések

Az olyan empirikus elemzés, mint a jelen dolgozat is, nem nyújthat alapot
határozott következtetésekre. Célja mindenekelőtt az volt, hogy rnegtoremtse
a további kutatás feltételeit, H ösztönzést nvújtson ahhoz. Vizsgálődásaink
fő következtetésoit a következőkben fnglalha,tjuk össze:

a) A lőtszám és termelés közötti kapcsolat c;tatisztilrni szé.mazorűsltósének
eredményei összhangban vrinnak azzal n b ipotóz.issol, hogy Csehszlovákiában a
gazdasági növekedés kritikusan függ a létszám a.laku lásá.tól.34 ozoros korrelá­
ció mutatkozott már a létszám és terrnolés egyszerű kapcsolntánál is.35 A leg­
szorosabb összefüggést a két termelöcszközgyár-tó szektorban és a csehszlovák
ipar egészét illetően találtuk_:w Ez fejlődésük erős cxtcnzivitásáról tanúskodik
A leglazább az összefüggés a osehszlovúk és csehországi ipar fogyasztásicikk­
gy ártó szektorában.

Azt mondottuk, hogy az eredmények összhangban vannak az omlított hipo­
tézissel. Norn állítjuk, hogy elemzésünk bizonyítja ennek a b ipotézisnek a
helyességét. Az ilyen következtetés ugyan csábító lenne, de nem lenne szükség­
képpen bizonyított. A hipotézis helytálló voltát gondosan, további tények
elemzésével és különösen oly módon koli ellenőrizni, hogy megvizsgáljuk: más,
eltérő hipotézisek mennyiben tudnak mn,gyarázatot adni a megfigyelt folya­
matokra.

b) Vizsgálataink igazolták, hogy a rövidtávú termelési függvény, amely
ex post állandó arányokkal operál, jól képes ábrázolni a csehszlovák gazdasági
növekedést. A kutatás további azakaszaiban negyedéves adatokkal kell majd
dolgozni, közelebbről meg kell vizsgálni az állandó arányokkal dolgozó lineáris
függvények alkalmazását, és egzaktabb képet kell kapni az idősorok korrelá­
ciójáról.

e) Az elemzés eredményei összhangban vannak az alkalmazkodási folyamat
létezésére vonatkozó hipotézissel, és alátámasztják az osztott késleltetések

32/a Lásd Kuh. [8].
33 Lásd például M. Hájek-M. Tom.s f4).
34 Ebben az összefüggésben hozzátehetjük, hogy alátámasztják ezt a legutóbbi kérdő­

íves felmérések eredményei is.
35 Az I. függvényről van tehát szó mindkét kollekcióból.
36 A pontos sorbarendezést az 1. és 2. táblázatban szereplő R2 alapján lehet elvégezni.
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bevezetésének jogosultságát. A regressziós együtthatókQ1 _1-nél statisztikailag
erősen szignifikánsnak bizonyultak. Magas értékük alacsony reakcióegyütt­
hatót, tehát hosszú alkalmazkodási folyamatot jelez.

Ebből következnek a rövidtávú és hosszútávú termelési függvények és
rugalmasságaik közötti nyilvánvaló különbségek is. Az előrejelzési próbálko­
zásoknál figyelembe kell venni a probléma időbeli dimenzióját.

d) Ha ezzel bizonyítottként fogadjuk el az alkalmazkodási folyamat léte­
zésének hipotézisét, akkor különbséget kell tenni két eset között:

cla) a tisztán rövidtávú termelési függvény (III-IV.), amely rövid idő­
szakban jellemzi az összefüggések alakulását. Ez a függvény konjunktúra­
előrejelzéseknél lenne használható;

db) a ( 17) termelési függvény, amely közepes időszakra nézve releváns -
hozzávetőlegesen az ötéves terv időszakáról van szó.

Ha viszont nem fogadjuk el ezt a hipotézist, akkor vissza kell térnünk az
I. függvényhez, amely a létszám és termelés közötti egyszerű összefüggést áb­
rázolja. Ezt a függvényt még ki lehet egészíteni az időbeli trenddel. Tapasztala­
taink persze azt mutatják, hogy rövid időszakban a tisztán rövidtávú terme­
lési függvények adják a, legkielégítőbb előrejelzéseket.37

e) A termelés létszám szerinti rugalmassága az iparban számításaink sze­
rint elég magas. A rövidtávú rugalmasságok a 3,3-4,6 sávban mozognak, a
hosszú távúak valamivel alacsonyabbak. Hasonló eredményeket adnak a
Cobb-Douglas típusú, helyettesítésen alapuló termelési függvények is, arneny­
nyiben nem tételezik fol a termelési volumen állandó hozadékát.38 Ezek az
értékek tartalmazzák a technológiai változások hatását is, és ezért számotte­
vően alacsonyabb értékeket csak azok a függvények adnak, amelyek explicit
módon veszik figyelembe a technikai haladás tényezőjét.
f) Mindenesetre lényeges, hogy a kapott eredmények cáfolják a csökkenő

hozadék ,,törvényének" érvényességét rövid időszakban. E jelenség okainak
elemzésével itt nem foglalkoztunk. :io

(Beérkezett: 1.972. október 16')
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EX POST FlXl.m PROPORT[ONS, J..:MPLOYMENT AND GROWTH IN
CZECI-IOSLOVAK[A

Roeo11L resourch throws new light on the short-run hohuv iour of labour productivity.
Preceding studies draw at.tention to tho fundumonbal factors causing cyclicul fluctuaLions
in labour productivity. Since labour input is quasifixod and l,he supply of labour is ine­
lastic (in the shoet-run}, the fluctuations in tho volume of' ouLput (or in its growth ro,Le)
are not proportional.ly rufloctcd in tho level of omploymon L. Also in Czechoslovaki0, the
factor inelasticity turned out to play u significanL role in Lhc Rho,·t;-rnn r sponses of labour
productivity.

rn !,his paper the authors Lake tho ocononi •l;riuiun's point, of view 1.1,nJ analyze.: l,he
relationship boL\\'COn 'mploymenL and 011Lp11t in Lho Czcehoslovak indusLry, unJor· Lhc
assurnpLion of fixed proµorLionR ox posL as bot;weon labour and eupiLal. !<'actor labour
inolasicity is l,aken into u,cco11nL by inLroducing Koyuk's distril>uLod lagA.

Upon tho tlteoreLic-al ass,unpLio11s nn attompt; iA m0,do Lo osLinrute u, collecl,ion of Rhol'l,­
run production fnn ·tions. Tho model was appliocl Lo t,he Gzor·lioslovak (and zo<'li) in­
dusl ry for tho years l948-l9ö8. Bosidos tho uggn'g11Lo analysis, a Lwo soetor clisuggr(•­
gttLio11 Wl18 cu,rriocl out - Lhe f'rrnc.:Lions woro oHLimu,l,oJ l:lep11n1t,oly for tho proclu<:cr 1111d
consumer goods sectors.

The n'sulLs seem to bo eonsisLonl, wit,h Lho hypoLhosos mnnl,ioned o.bovo. l<'or exarnple
the values of t;ho roant;ion coeffi<JionL indic,ai-,o a long aflj11stmonL pr-ocoss. FurLhor resc-ttrl'h
is nevcrLhol ss needed l,o invcsLiguLo Lhoroughly tho s11bjol't rnaLLc•r of Lhis st,ndy.

nOCTO51HHblE nPOnOPL{vlkl EX POST, 3AH51TOCTb
vi POCT B L!EXOCJIOBAl{kl(II

He,uaBHOe HCCJJe,uoaa,mc 110-HOBOMy 06"b51CH51CT pa30HTHC IIJ)Oll::IBO/_\HTCJ!bHOCTl1 -rpyAa :.ia
l<OpOTl(HÍÍ nep,rn,u. TTpc1w1cc-roy1011111c HélY41-1blC HCCJIC/\QOa1-11151 fü,IJ111 1-1anpaOJICl·lbl ,,a OCHOOHblC
cpaKTOl)bl, Bbl3b1Ba10111uc l(OJlC6a1-m51 0 npOH3BO/.\IITCJlbllOCTH Tpyna. Ta,< !(al( minyT Tpyna
51BJJ5IeTC51 l(fül3I11"10CT05ll-lllbIM (3a l(Ot)OTIOlfi nep11on BJ)CMCI-IH}, l(OJIC6a1-11151 0 06-bCMC npo,uyI(l~fll1
(Hm! 8 TCMne poCTa) I-IC OTpa)l(Cl-lbl nponOpl.lHOlli:IJlbl·IO B ypOIIHC :-l,Hl51TOCTH. Ül(il3aJlOCb, 4TO
3Ta HC3!1aCTH'IHOCTb lffpaeT H O 4CXOCJIOOal(HH Bil)l<HyI0 pOJJb 1Ip11 rt05IClleMJIH i(pilTl(OBpCMCH­
HblX OTl(!IOHNIHÍÍ np0113B0JlHTCJ!bHOCTH -rpyna.
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8 31'011 crari.e asropsr paccaarpaaaror ITO/:( 3KOHOMeTpw-1eC!UIM B3rJI5I/:(OM H aHaJIH3HPYIOT
OTHOllleHHe 3aH5ITOCTH H npOAYKl\HH B rrpOMb[lllJJeHHOCTH C44P - npa npezmnnoxceamr
ITOCTO,IHHblX nponopiurn ex post Me)f{p:y TPYAOM H OCHOBHb!MH !pOH/WMH. <PaKTOp He:.JnaCTH'I­
HOCTH rpyna H306pa)f{eH npa IIOMOllllf paanenenunro OII03/:(aHH,I I{ottl(Ka.

Ha OCHOBe 3THX TeopeT!f'{eCKHX npennocunox cnenana CTaTHCTHlJeC1(a5I oueaxa scero KOM­
nnexra npOH3B0/:(CTBeHHb!X cjJyHKl\Htt. Monem, lfCITOJlb30BaJiaCh npHMeHHTeJihHO K lJeXOCJIOBal(­
KOtt (H qewcKott)rrpoMbIWJieHHOCTH B rescaae 1948-1968 rona. f{poMe arperarnoro aHaJIH3a
6b1Jia npoaenena nnyceicropuaa nesarperauns H 6bIJIH onpenenensr cjJyHKl\HH ornensao p:n51 
cexropa rrpOtt3B0/:(CTBa cpencrn npOH3B0/:(CTBa If rrpOH3B0/:(CTBa TI(JC/:(MeTOB ITOTpe6neHH5I.
Peaynsraru Ka)l(YTC5I corrp5I)f{eHHbIMlf e asnuenpnaeneaauaa rHITOTe3aMH. 3Ha'leHH5I KO:.JcjJcjJH­
uaenra peaKL1HH HaMelJaIOT, aanpnxep, rrpop:omKHTeJihHbitt npouecc rrpacnocoönerurs. ,.UII5I
nonpoönoro HCCJie,[\OB3Hlf5I 3TOtt TeMaTHKH Heo6XO,[\HMO, 0,[\H3KO, nposonan, nansaeüurae
paöorsr,

4 Szigma
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y a t e m a t i k a i v i z s g á l a t o k a s z á m í t ó g é p e k v á r h a t ó 
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2 e v e z e t é s 

Ebben az anyagban valamely ágazat vagy ország számítógépparkja helyze­
tének alakulását vizsgáljuk az idő függvényében; pontosabban a számítógépek
várható számának becslésével foglalkozunk.

Az alkalmazott módszer általános jellege lehetővé teszi, hogy nemcsak
számítógép esetében, hanem más ipari termék (pl. rádió, televízió, magnetofon,
autó stb.) várható számának becslésénél is a közölt meggondolásokat alkalmaz­
hassuk. Ugyanis ,,a gazdaság gyarapodási folyamatát" számos esetben az
anyagban közölt modellel jól jellemezhetjük, s az így kapott eredmények is
jól hasznosíthatók a vizsgált jelenségek viselkedésének leírásánál. Matematikai
szempontból látni fogjuk, hogy lényegében ,,a születési és halálozási sztochasz­
tikus folyamat" vl ] általános modelljében szereplő függvények speciálisabb
választásaival kapjuk a konkrét eredményeket.

Azért, hogy a kapott eredmények a gyakorlatban hasznosíthatók legyenek,
részletesebben foglalkozunk az előállt függvénykapcsolatokban szereplő para­
méterek becslésével, valamint az időszakos beszerzések ütemezésének kérdésével.

Megemlítjük, hogy a közölt problémára - ha más oldalról való megközelí­
tésben és szempontból is - a válaszadás igénye a gyakorlatban ténylegesen
felmerült többek között a Kohó- és Gépipari Minisztérium Számítástechnikai
Alkalmazási Bizottság, a Központi Statisztikai Hivatal Országos Számítástech­
nika-alkalmazási Iroda, valamint az Országos Műszaki Fejlesztési Bizottság
részéről is. Ez az anyag a kérdéskört elsősorban matematikai aspektusból tár­
gyalja, s a válaszadás egy lehetséges változatát mutatja be első közelítésként.
(A Központi Statisztikai Hivatal Országos Számítástechnika-alkalmazási
Iroda maga is kezdeményezője volt többek között egy matematikai alapon való
megközelítésnek.)

Természetesen további más, az ittenitől eltérő, vagy meg nem fogalmazott
szempontok és feltételek is előtérbe kerülhetnek akkor, amikor a jövőre nézve
gazdaságilag tervezni és befolyásolni akarjuk a számítógéppark helyzetének
alakulását. (Ilyen pl. az igény- és lehetőségelemzés !) 

' o ) s z á mí t ó g é p e k v á r h a t ó s z á m á n a k b e c s l é s e 

Jelölje <{1 at időpontban meglevő számítógépek számát. (Nyilvánvaló, hogy
E,1 valószínűségi változó.) Tegyük fel, hogy:

é ° Ha a m időpontban a meglevő gépek száma <{1 = k, akkor annak a való­
színűsége, hogy at + 2jm időpontban a gépek száma E,1+.1i = 8 + l lesz S8(m) 2jmP + o(Llt)-vel egyenlő, vagyis

c {<{ eP.em ~5sP I I <{{~ k} = S8(m) 2jmP o(Llt) (k = 0, 1, 2, ... );

4*
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itt o(L'lt) (,,kis ordó L'lt") L'lt olyan függvénye, melyre o(L1t)/L1t->- 0 midőn L'lt->-0; 
ak(t) pedig egy pozitív folytonos függvény.

2° Ha a m időpontban a meglevő gépek száma ;1 = le, akkor annak a való­
szím'.í.sége, hogy a t + L'lt időpontban a gépek száma bmP2ym = le - 1 lesz
bk(t)L'lt + o(L'lt), vagyis

P{;1P2ym = 5s 1 1 I ;1 =le}= b1c(t) L'lt + o(LJt) (5s~ 1, 2, ... ),

ahol bk(t) pozitív folytonos függvény.
Legyen P{ ;1 = le} = P1c(t), vagyis jelölje P1c(t) annak a valószínűségét, hogy a
m időpontban a meglevő gépek száma pontosan le. Tegyük fel, hogy

0 c ( ) WW { 1 h. a ,.s = 0 · --",3 "0 - ...
0 ha 5st 0 1ea. 

Az 1 ° és 2° feltételek alapján valószínüségszámítási meggondolásokkal az
alábbi matematikai összefüggésekhez jutunk:

Pl (m + L'.lt) = P0(t)[l - Sl (t) öt]+ P1(t) b1(t) L'lt + o(LJt)

Pk(t + LJt) = P,,(t)[l - (Sém) + b(t)) Lit] + l\_1(t) a1c_e(t) Lit+ 

+ P"+i(t) b,,+1(t) 2jm + o(Llt) (le= l, 2, ... ).

Ha a kapott egyenletrendszert rendezzük, s a LJt-veJ való osztás után elvégez­
zük a L'lt---+ 0 határ átmenetet, az alábbi differonciálegyenletrendszert lta,pjuk:

P~(t) = -Pl (t)al (t) + Pe(t)be(t) 

P~(t) = T\_1(t) a1c_1(t) - P"(t)[a"(t) + b"(t)J + P1r+e (I,) b"+(t) (le·:::: l, 2, ... ) .

Első közelítésként-tegyük fel, hogy

(1) 

(2) 
a1r(t) =- 'Y) r:' 
?1,(t) = 5s y t«-i 

(le-= 0, ], 2, )
(le= 1, 2, ), 

ahol S.{ 'Y) és y pozitív konstans. A közölt feltételek mellett a difforonciálcgyen­
letrendszer megoldásaként kapjuk, hogy c 1,(t) Poisson-eloszlást követ, vagyis

(3) Z\(t) = fA(t)Jl<e-Wl,
=s !

ahol
'Y) - ~,,,_ 

A(t) ::- -- [ é l e « ],

'Y 

s itt 1
-~I" 

e " tulajdonképpen nem más mint egy Weibull-eloszlásfügg-
vény.

Jelölje M(t) a ;1 várható értékét. Ekkor a várható érték definíciója szerint:

M(t) = M{;,} = j_•JcP"(t) = )(t)e--'U> j_,[~(t)]k-i = )(t) 
k=l k=l (le - 1) I 

azaz

(4) .M(t) = ~ [l - s1~ r>],
'Y 
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Mivel

(5) 

és

_'i'_p 
V a(m)~ 9jmda1es,a 

(6) 
- Y.10:

V , (m) = 79j(sx 1 1) t"'-2 - anyZ t2(o:-l)J e "' , 

;297 

ezért ha O / sx / l, akkor a O _::;: m < = intervallumon

M"(t) < 0,

ami azt jelenti, hogy ez esetben M(t) alulról nézve konkáv. Ha sx > l, alHror
V (m) egy ideig konvex, majd utána konkáv alakba megy egy át. (1.1. ábra.)

M(t) 

m 

e. á ?9S 

Az empirikus adatok ismeretében már gyakran előre felismerhető sx értékének
értelmezési tartománya. A tapasztalat szerint általában sx > l. A továbbiak­
ban sx 1 m alakparaméternek nevezzük.

M.int látható:

(7) 

(8) 

Az

f: r - ~ 
b~ ~ c , (m) = E.b ! s Y 

lim M(t) = E5. 
t-= y 

m m 

( 9) J V ( N) éN = E5 m 1 E5 f s 1 bd u"' éO 
y y 

0 0 

összefüggést vizsgálva a !. u/' = x helyettesítéssel kapjuk, hogy
sx 

(9')

'I'_ Aa 

t "' I

Í 'I] 'I] l 1 J - - l -X 
. M(n) éO 11bd m = -;: --; ( y )} X" s é x . 
0 - 0

sx 
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Ha o: = I, akkor

DOBÓ ANDOR

I

f V (N) éN = E5m 1 E5 [l - e-Y1]. 
y y2 

0 
Ha S = 2, akkor

m 

f aZ= aZ= v ; O 7 y- 1 ]V (N)éN~ dbbm1y y [1>( y m)12, 
0

ahol
I Ax W I:.'._ 

\P(x) = ] ; O s 2 éN. 

Tekintettel arra, hogy

Joo --'--1 véz x ,1 s~ í éőd = 9 11b{ 
0 

és na(x + l z = x na(x ){ ezért

. m . . aZ= . aZ= na ( 1 + -;) 
!~'::[f M(u)du 1{1A1y (d)) (10) 

' é j" lim- V (N)éjm ~E5. 
/-oo m )I 

0 

E szerint tehát a ,,telítettségi szint" becslésére a numerikus számításoknál a
(8)-val szemben kevésbé érzékeny (11)-et, illetve

I 'Y/r(1+:) 
f V (N) éN 1 ZaZ= m y 

0 (: )~ 

összefüggést használhatjuk.

(11)

po ) ~ 1 k o n fi d e n c i a l i n t e r v a ll u m a 

Mivel ~1 ?.(t) várható értékű Poisson-eloszlású valószínűségi változó, ezért ~1
szórás négyzete:

"" D2g1} = .J; /c2 c eh(m) 1 J.2(t) = J.(t) = V (m){ 
k=O 

vagyis

(12) Y v e} = D(t) = ] V (m). 
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Ezek után annak a valószínűsége, hogy ;1 valószínűségi változó értéke az
M(t) - µ ] M(t) és M(t) + µ V M(t) határok közé esik, ismert módon [2] jó
közelítéssel megadható. Eredményül kapjuk, hogy

P{M(t) - µ VM(t) :s: ;I< M(t) + µ V M(t)} =

~ 
M(l)-µ1/ V (m) :::;:k<M(/)+µ)'M(I) 

(13)

ahol

e-M(t) [M(t)]k =
k! 

~ e-M(I) [M(t)Jk -2<1>(µ)-l 
k-M(I) 8 !

-µ::=;:---==- <µ 
)'M(I) 

(M(t) - µM(t) ~ 0),

l Ax 1~ 
<!>(x) = 9~ e 2 dn. 

«; O 

0,683, ha µ = l
0,954, ha µ = 2
0,997, ha µ = 3
0,999, ha µ = 4.

3. A szereplő paraméterek becslése

Ebben a részben az
- '[_ I" 

M(t) =!l.[1 1s ,a C 
y 

összefüggésben szereplő aZ={ y { ex paraméterek becslésével foglalkozunk. Indul­
junk ki abból, hogy

y 

u"'-1M(u) =!lua-1 _!lu'-'-le-~u"', 
y y 

és így
I I I y J u"'-eM(u)du =: J u"'-edu - : J u"'-ee-~ua du= 

O O 0

t"' 1 - '[_ I" =!}_ __ !}__[I 1s S C{ 

y (X y y 

vagyis

(14) 

m 

t"' J M(t) = aZy1b 1 y u"'-e M(u) du. 
0 
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Rögzített sx mellett határozzuk meg r; és y közelítő értékét, vagyis az j) és y 
értékét a legkisebb négyzetek módszere szerint. Keressük tehát rögzített sx 
mellett i)-ra és y-ra nézve a

(15) O { • 7 t"- f11 

• ]}2~ V (mb)1 ii~- - y ii"--eV (N)éNW 
. 0 

kifejezés minimumát, melyet az
I, 

y1 = V (m{)b Z; = z b(hm) = maí b X; = x 1(sx ) = Í N9 dE V (N) éN 
sx .J 

0

jelölés mellett

(15')
O 
~ { Zb 
i=I 

alakban is írhatunk. Az 'Y) illetve y szerint differenciálva és a differenciálhánya­
dosokat O-val egyenlővé téve kapjuk, hogy a (15') kifejezés akkor lesz minimá­
lis, ha

(16) 'Y) = 'Y)(ex) =

/1 /1

;aZeXe + )' ;az eXe 
i=I i=I 

O 
~ z # 
i=I 

(17) 
(i Zb Xb) (i z { z e)1(..j{· y b z b) (i z #) 

• _ • ( ) _ l=I 1=1 !=I !=I Z1ZIz 11· O O 11 2 · 

.. . .. , (~ zr) (...! x e)1(...E x e z e) 
1=1 l=I 1=1 

Az ilymódon számított (a-tól is függő) ~ és y értékek ismeretében a értékét
becsüljük azzal az sx értékkel, mely mellett fJ > 0, y > 0 és

O 
ó (hx ) = 2' { Zb i)(cx) z1(ex) + y(ex) x1(ex)}2 (0 / sx / ~ ) 

í=I 

négyzet összeg minimális. Vagyis legyen iJ 0, y > 0 mellett

(18) a .:.... { hm d ó(ct) = minimum}.

Ez utóbbi meghatározása számítógép igénybevétele esetén nem okoz különö­
sebb nehézséget, mivel végső fokon egyváltozós feltételes szélsőérték helyet
(minimumot) kell csupán kiszámítani. Az x1 értékeit jó közelítéssel a trapéz­
formulával számolhatjuk E szerint, ha

u",-1 M(u;) = • 1, (i = 0, l, 2, ... : • 0 = 0)
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akkor
k j ~ 

(19) x b = x 1(őd) = } N,11.55A(O) éN~ ~ } u"-11lí(u) éN r} 
· 0 k=lü 

r} T (Wo+W1 + W1+ • ; + ... + • e1eP• b) =
2 2 2

I

= h (~0 +w1+ • ; + ... + :}
ahol

h = mWb = állandó (i = 1, 2, ... ).
· j 

Megemlítjük, hogy a ö{o:) egyváltozós függvény minimumát a Hooke­
Jeeves néven ismert minimum-kereső módszer alkalmazásával számítottuk
ki. [3]. Ez a módszer egyébként - bizonyos feltételek mellett - alkalmas tet­
szőleges korlátos O változós függvény lokális minimumának a meghatározására
is. A paraméterek becslését eredményező algoritmus Fortran nyelvű gépi
programozását n55é p yó z psA végezte, s ezért a közreműködéséért ez úton is
köszönetet mond a szerző.
A számításokhoz az empirikus adatokat a KSH által kiadott ,,Számítástech­
nikai Évkönyv 1972" [4] alapján, illetve az 1972-re vonatkozó tényadatok
ismeretében állitottuk össze.

A paraméterek becslését eredményező numerikus számításokat 1966-tól
1972-ig, vagyis t = 8-tól m = 14-ig minden évre elvégeztük bizonyos ,,simítá­
sok", ,,kiegyenlítések" érdekében, valamint ,,érzékenység-elemzés" végett.
A minimum-keresés révén kapott paraméter értékek közül x-ra nézve, vagyis
az alakpararnéterre volt a legkevésbé ingadozó a számértékek alakulása.
A m = S-tól m = 14-íg terjedő időszakban az o: becslésére kapott értékek átlaga:
~ = 3,5498; az átlag korrigált empirikus szórása pedig 0,087 értéknek adódott.
A prognózist eredményező számítások folyamán o: számszerű becslésére az ~
értéket választottuk. Az alakparaméter, vagyis o: ismeretében az 'r/ és y para­
métereket az alábbi módon is becsülhetjük.

A y-ra nézve megköveteljük, hogy

(20) ö(y; o:) = min o(y; o:),
O<y 

ahol

és itt
y 11 M(t,) 'r/()1; o:) = -~-----'--'-'--
O i=I - 1:'.1~

1 - s , · 

A y = y(o:) ismeretében

(21) ri = i/(y; o:).
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Ennél a paraméterbecslési eljárásnál is végső fokon egyváltozós feltételes szélső
értékhelyet kell meghatározni.

A (21) alapján at= S-tól m = 14-ig terjedő időszakban 'r/ becslésére kapott
értékek átlaga: iJ. = 0,067673; az átlag korrigált empirikus szórása pedig
0,00116 érték volt. Az S és 'r/ ismeretében y értékét például (16) alapján becsül­
hetjük.

E szerint

(22)

O O 
~ ,2; z y 1 .,;E Zj z i
i=l i=l "--------O 

,2; x j Zj 
i=l 

(Amennyiben y értékére ilymódon negatív számot kapunk, úgy y-ban egyvál­
tozós függvény feltételes (y > 0) minimumát kell keresni l)

Az itt közölt meggondolások alapján az

ix -= 3,5498
f) ·= 0,067673
y -= 0,000097657

(23) 

értékek mellett a ;1-vel kapcsolatos számértékek alakulását az 1. Táblázat
tartalmazza. A tényleges és számolt értékek függvényszerű alakulását - konfi­
dencia határokkal - az l. ábra, tünteti fol. Természetesen az 1976 80 évekre
eső számértékek alakulásáról lényegesen reálisabb képet fogunk kapni, ha majd
a gépi programot az 1073 75 évre eső tényadatok figyelembevétele mellett
futtatjuk le.

e. má ?5á z Sm 

Év

0 
l
2 
3 
4 
G 
(i
7 
8 
9

10
ll
12
13 
14
15
16
17
18
19 
20
21
22

-- ---
Tény!r•gr-s~nLn~,- S:(unolt értékek 1-- _ Koufldeuoin intervallumok

ac{ I ,, __'1r(~J,~ V (m) WW o~,1~ _I _ _:'5,4% _\__oH,7%

19.58
l()59
1960
196[
1962
1963
1 !)(i4. 
I 9(i.', 
rsso 
I !J(i7
19(l8
l!Jű!J
1970
l!J71
1972
1973
1974
1975
1976
1977
1978
1979
1980

() 
2 
() 
I 
2 
3 
2 
7

12
15
21
22 
32
43
22

0
2
2 
3 

8 
10 
17
2B 
44. 
or. 
87

119 
l(i2
184 

0 
0 
0 
I 
3
(\
II 
Ul
30
4r, 
54
80

118
152
1 !JI 
234
280
328
377 
42ü 
472
5[5 
553

0 
2
2 
2 
2 
2 
-1 
-2 

J
1 
1 

-2 
l

10
-7 

1- 4 
3- 8
8- 14

14- 23
24 3.!í 
38- 52
5G- 72
79- 08

107-120
l 40-1G4
177-205
218-249
263-297
310-346
358-397
405-446
450-494
492-538
530-577

0- (;
1- I l 
4- 18

10- 27
19- 41
32- 58
48- 80
70-107
!JG-140

127-177
l(l3-2J8
203-264
24Cl-313
292-364
338-416
384-467
428-515
469-560
506-600

0 ]3 
]- 2[
6 32

14- 46
25- 65
40- 88
ilO- J 17
85-150

115-189
149-232
188-280
230-330
274-383
319-435
364-488
407-537
447-583
483-624
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4. A számítógép beszerzések éves ütemezése

303

Jelölje c e a t-edik időszakaszban (t = 0, 1, 2, ... ) beszerzett számítógépek
számát, ~1 pedig változatlanul jelölje a t-edik időszakaszban meglevő (működő)
számítógépek számát (~1 = .,_i\i(t) ha O < m < T). Legyen « egy számítógép
használati idejének várható értéke. Hogy egy számítógépet átlagosan mennyi
ideig használunk, az függ a gép megbízhatóságától, a felhasználás módjától, a
terhelés jellegétől, a vállalatok anyagi helyzetétől stb. A tapasztalatok szerint
« értéke általában 6 S::: « < 12, de leginkább 7 és 8 év körül mozog.

[ « értékétől függően jelölje D«(m) a t-edik időszakban beszerzendő számítógé­
pek átlagos (várható) számát. Tegyük fel, hogy m = µ időpontig áll rendelkezé­
sünkre a beszerzett gépek számának alakulására vonatkozó tényleges adat.
Legyen

P* _ { 1P1, ha O < m < T 
1

-- D«(m){ ha ac/ m < oo.

Feltehetően D«(m) = 1c 1, ha O S::: m ddbbd «. 
Mivel v időtartam után a meglevő gépeket lecseréljük, illetve újabbal helyet­

tesítjük, azérb D«(ana + I) értékét jó közelítéssel az

(24) 

V (ac + 1) - V (m) = D«(µ + l) - 1Pf+1-v

összefüggésbő.l határozhatjuk meg. Innen kapjuk, hogy

D«(m + I) = V (µ + 1) - V (ac ) + 56.5AP51«. 
Általában ha µ és « értékei egészek:

(25) D«(ad=.e + k) = ~1f(T + /e) - V (µ + 5s 1 1) + cAP81«· (/e= 1, 2, ... )
Mivel

Jim 7V (µ + le) - yyA(µ + 5s 1 l)] = 0,
k-= 

ezért
lim 7(y.{(aµ + le) - 5y.5AP81«C = 0.
/( ....... oo

Tekintettel arra, hogy a beszerzendő gépek száma az igény és anyagi lehetőségek
folytán a gyakorlatban korlátos, így kapjuk, hogy

(26) Iirn D«(µ + le) = lirn c AP81« = állandó.
I<- oo k-= 

A 2. táblázat a lecserélési átlag idő (v) függvényében - az itt közölt összefüggé­
sek alapján - az 1973-80 között beszerzendő számítógépek várható számá­
nak alakulását tünteti fel, megadva a cserét szolgáló gépek várható számát is.
A táblázatban

1 12 
D(µ P5s)~ 1 ~ Db(µ + le). (T = 14) 

7 i=6

A közölt prognosztikai adatok alapján az V. ötéves tervben kb. 1,5-ször annyi
számítógép kerülne beállításra, mint amennyi várhatóan a IV. ötéves terv idő­
szakára esik.

(27) 
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; . má ?5á z Sm 

D«(µ + 8) a ya + 8 évben beszereendő gépek száma Beszerzés
µ1a18 Év V (m) 

v függvényében ütemezése Cserét szol-

I I I I « = 10 I ,, = 11 I « = 12 D(µ + 8) 
gál lltlagban

V = 6 v=7 ,, = 8 v=9 

l5 I 1973 234 58 55 50 4!'í 46 4-5 44 49 6 
16 I 1974 280 67 61 58 53 48 49 48 55 9 
17 I 1975 328 70 69 63 60 55 50 51 60 12 
18 1976 377 81 71 70 64 61 56 51 65 16 
19 1977 426 92 81 71 70 64 61 5n 71 22 
20 I 1978 472 68 89 78 71 67 (H 58 70 24 
21 I 1979 515 86 65 86 78 65 64 58 72 29 
22 1980 553 84 81 60 86 70 70 G9 73 '.{G 

Ű~SZ('SPll: 51G 

I 
1.53

·197(; 80 351 126 

.a 
;l 

"l l 1 
'l 
"l 

; l 
_l l 

"l 
"l 
-l 
; l 

400 
80 
"l 

;l 
yo o 

80 
"l 
40 
;l 

200 
' l · 
"l 
m{o 

;l 
100 - 

'l 
"l 
1,0 
; l 

- ?'. m,1 
V (m)~ ~ (l 1s , C = a szé.mltóg '•p k

y vűrhutó száma

-·-·-·- Ten!fleges é 9mé 8 
______ S,a;noll s~ mé 8 
___ Konfidencia holoí·ok 

- - Q ff M R ~ n ~ M m - 
; . á ?9S 
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5. Kiegészítő megjegyzések

a) A kapott matematikai összefüggések jelenlegi és későbbi alkalmazásánál
is gondot kell fordítani az adatok megbízhatóságára. (Sajnos nekünk a közölt
számítások folyamán nem állt módunkban figyelembe venni azon gépek szá­
mát, amelyeket 1972-ig már lecseréltek. Mivel ezek száma viszonylag kicsi,
feltehető, hogy a kapott eredményeket ez a hiányosság jelentősen nem befolyá­
solja.) Lényeges szempontnak kell tekinteni azt is, hogy az adatok közel azonos
körülmények és feltételek mellett kialakult helyzetet, illetve állapotot tükröz­
zenek. Az elmúlt időszakban hazánkban a számítógépek elterjedését, a beszer­
zések alakulását különböző körülmények (új gazdasági mechanizmus, hazai
számítógépgyártás, SZKFP) befolyásolták, és várhatóan befolyásolni is fogják.
A modellezés során ez azt jelenti, hogy a szereplő paraméterek bizonyos idő
után módosulni fognak. A tudományos és technikai haladás, a gazdasági fel­
tételek módosulása, a nemzeti jövedelem gyarapodása, az irányítás rendszeré­
nek tökéletesítésére való törekvés mind befolyásoló hatással van az 17, y { S para­
méterek számszerű értékére.

Ha r-val jelöljük azon hatások összességének a mértékét, melyek a számító­
gépek elterjedésének fejlődését jellemzik és befolyásolják, úgy írhatjuk, hogy

'l') = 17(r); y 0= y(1:); S~ a(r).

Bár ebben a megfogalmazásban a gyakorlati szempontból r eléggé definiálatlan
marad, alkalmazási szempontból mégis figyelembe vehető. Ugyanis 'ebben a
bizonytalannak tűnő formában is kifejezi, sőt lehetővé teszi a fejlődés okozta
változások követését. Ha például egy múltbeli időponttól, pl. 1966-tól, vagyis
m = S-tól előre rögzített eljárás szerint minden évre a tényleges adatok alapján
el végezzük 17, y és S becslését, akkor az így kapott értékeket r függvényeként
foghatjuk fel.

Esetünkben például
'l')(rs)
17( ro)
'l')( '10)
'l')(ru) --

0,071899
- 0,066345

0,064600
0,067670

17(rd
'l')(rd
'l')( µ 11)

- 0,066931
0,064478
0,071790

értéknek adódott. Mint látható, a közölt értéksor kevésnek bizonyul ahhoz,
hogy az 'l') értékek jövőbeni tendenciájára, nézve következtetéseket vonjunk le,
de számuk további gyarapodásával minden bizonnyal megállapítható lesz,
hogy ri értéke hosszabb távon nem egy konstans körül ingadozik, hanem vala­
milyen tendenciát követő függvény mentén veszi fel értékeit.

Így végső fokon r függvényében - implicite az időtől is függően -- a szereplő
paraméterek változását prognosztikai igényeket kielégítő szinten követni
tudjuk. Összefoglalóan tehát azt mondhatjuk, hogy a közölt matematikai
modell elég általánosnak tekinthető ahhoz, hogy a vizsgált problémára első
közelítésben kielégítő és elfogadható választ adjon. Minthogy azonban a sze­
replő paraméterek alakulására a fejlődés kimenetele hatást gyakorol, ezért e
hatás tartósságától függ az, hogy a paraméterek milyen szakaszon maradnak
állandósult értéken. A közöltek a prognosztikai eljárást mind módszert azon­
ban nem bizonytalanabbá, hanem inkább egzaktabbá teszik, mivel a modell
a dinamikus fejlődés tényét is figyelembe veszi.
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b) Egy ország számítógépállományának darabszáma bár jellemzője lehet a
számítástechnikai kulturáltságának, a számítástechnikai eszközök alkalmazási
színvonalát, a géppark teljesítőképességét azonban ez elfogadhatóan már kevés­
bé jellemzi. A géppark teljesítményét alapvetően nem a darabszám, hanem a
géptípusok műszaki paraméterei és az alkalmazott konfigurációjuk megoszlása,
kiépítettsége jellemzi. Egyébként már a darabszám megállapításánál is mutat­
kozhatnak problémák, ugyanis nem mindig könnyű eldönteni, hogy milyen
hardware-technikai eszközt tekintsünk számítógépnek.

Az ország gépparkjának teljesítményét nem volt szándékunk modellezni.
Amennyiben a géppark teljesítménymegoszlását vizsgálnánk, úgy jó közelí­
téssel feltehetően Weibull-eloszlás jellemezné azt, melynél az összgépszám
viszonylatában a kisgépek száron, kb. 40- 60'1/r, között mozogna.

Ha a számítógépek számát például ESZR kategóriákba sorolva vizsgálnánk,
úgy a közölt módszerrel prognózist adhatunk az egyes típusok várható számá­
nak alakulásáról. Az így kapott információk jelentősen elősegítik a beszerzési
terv kialakítását, a gyártási kooperáció tervszárna.inak kimunkálását. A közölt
eljárás alkalmasnak bizonyulhat arra is, hogy az egyes ágazatok számítógép
ellátottságának fejlődését tervszerűen befolyásoljuk. Általában elmondható,
hogy a modell megfelelő alkalmazásával, illetve szükség szerinti fejlesztésével
a számítástechnikai eszközök alkalmazásba.vétolo irányíthatóbbá tehető.

e) Az 1. pontban ismertetett maternut.iku.i modellel számos további probléma
is vizsgálható, illetve mogvá.luazolható. Jgy például egy számítógép típus vt1.,gy
család ,,kihalását" vizsgálva megnézhetjük azt, hogy at idő függvényében a
vizsgált gépcsalád működésben levő gépeinek száma hogyan alakul. (Ennek
a problémának a szerviz és alkatrész, valamint software ellátás tekintetében
van gyakorlati jelentősége.) Ha Xt jelöli egy adott géptípus vagy gépcsalád t
időpontban használatban levő gépeinek számát ós P{x =le}= V1,(t), ahol

V ( _ { 1, ha le= l,, 0) - 
0, ha k =/-= 1,

akkor Vk(t)-ről belátható, hogy I\(l)-hez hasonló differonciálegyonlctrondszer­
rel jellemezhető. Ha már most feltételezhető, hogy

a1,(t) -:--: k(J 
b1<(l) = lcfil, 

akkor a differenciálegyenletrendszer megoldásaként kapjuk, hogy
/J'

e'ii< 
V0(l) = 1

A(t) + B(t) 

(28) µ, /3'-Pt+ -t' I- - 
. e 2 ,, [ A(t) 11,-1
Vk(t)=---- ---- '

[A(t) + 13(t)]2 A(l) + B(t) 
ahol

I (µx-/3)2 

A(t) = fJ J e~ dx 
0 

(µ,1-/J)'

B(t) = e~.
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Ha H(t) jelöli a szóban levő géptípus vagy gépcsalád t időpontban használatban
levő gépeinek várható értékét (átlagát), akkor Vk(t) ismeretében

(29) = ~ ~t'+/3t
H(t) = M{x1} = ~ kVk(t) = e 2 • 

k=O 

Könnyen meggyőződhetünk arról, hogy H(t) a maximumát a t0 = f!_ helyen
µ

veszi fel, és ekkor

(30)
/3'

H(t0) = e'iµ,. 

d) Befejezésül nyomatékosan felhívjuk a figyelmet arra, hogy ebben az
anyagban a számítógépek számának várható alakulását prognosztizáltuk,
anélkül, hogy a hazánkban található géppark kategorizálásával behatóbban
foglalkoztunk volna. A tényadatokat a KSH számítástechnikai évkönyvéből
[4] vettük, s számítógépnek tekintettünk minden olyan hardware-technikai
eszközt, melyet e könyv ilyennek megjelölt. Amennyiben a szereplő adatok
közül bizonyosakat nem számítógépnek, hanem csupán szervezéstechnikai
eszköznek tekintünk, úgy a prognosztikai adatokat is ennek figyelembevételé­
vel kell előállítani, illetve kiszámolni. A kidolgozott és kipróbált gépi program
birtokában e számítások elvégzése már nem jár különösebb nehézséggel.

Ami a kapott eredmények alapján a számítógépek elterjedésének trendjét
illeti, erről sokféleképpen vélekedhetünk. Bármi is legyen az első benyomá­
sunk az eredményekről, tény, hogy konkrét műszaki-gazdasági összefüggések
elemzésének mellőzése esetén reálisnak mondható véleményt kialakítani túlsá­
gosan kockázatos lenne. Ilyen aspektusból, valamint a már ismert igények
és lehetőségek számbavétele mellett külön is értékelendők a modellezés útján
kapott numerikus eredmények.

Természetesen elképzelhető, hogy pl. az egy főre jutó nemzeti jövedelem
gyarapodásának és más hasonló számszerű jellemzőnek a függvényében vizs­
gáljuk a számítógépek elterjedésének az alakulását, s ezen az úton prognoszti­
záljuk a fejlődés trendjét. Az ilyen meggondolásokat elsősorban akkor célszerű
megtenni, ha az elterjedés, felfutás trendjét más országok viszonylatában akar­
juk vizsgálni, azért, hogy a fejlődés menetét ezekhez mérten befolyásoljuk.
Ez a szándék bár helyesnek tűnik, de nem minden esetben közelíti meg a prob­
lémát reálisan, illetve elfogadhatóan. Nem szabad megfeledkeznünk ugyanis
arról, hogy a fennálló lehetőségeinket tulajdonképpen a paraméterek becslésé­
nél, ha implicite is, de figyelembe vettük, a lehetőségeken túlmenő változtatá­
sokat pedig csak nagy nehézségek árán vagyunk képesek elérni. Arról nem is
beszélve, hogy bizonyos gazdasági összefüggéseknek egésze más lehet a szere­
pük és hatásuk az egyes társadalmi rendszerekben, ezért az ilyen alapon nyugvó
viszonyítás nem mindig szolgáltat helyes információt a beruházási politikák
kialakításához.

Különben is a számítógépeknek egy országban való elterjedését olyan tények
is jelentősen befolyásolják, melyeket nehezen lehet összehasonlítási mértékül
kimunkálni. Így pl. a számítógépek elterjedésére hatással van az automatizált­
ság színvonala, az irányítás rendszerének fejlettségi foka, az egyes iparági tevé­
kenységek súlya, szerepe, megoszlása az ország gazdasági életében; a vállalatok
száma, szervezettségi foka; a számítástechnikai eszközök alkalmazásbavételi
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érdekeltségének mértéke; a számítástechnikai vonatkozású szolgáltatások
színvonala; a befektetés megtérülésének kimeneti lehetősége stb.

Ahhoz tehát, hogy két vagy több ország számítástechnikai eszközökkel való
ellátottságának színvonala reálisan összehasonlítható legyen, ilyen és hasonló
szempontokat. is alapul kellene venni. Ezek számbavételét is magában foglaló
vizsgálatok kimunkálása nem látszik könnyű feladatnak.

Ezek után az itt közölt prognosztikai eljárást a problémakör első megköze­
Iitési változatának foghatjuk fel, amely jobb módszer híján ebben a formában
is hasznosnak bizonyulhat.

(Beérkezett.· 1.973. szeptember 10.)
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MATHEMATICAL STUDLl:t;S ON Tim TR.~ND OB' l~XPECTED NUMBRR OF
COMl:'UTELtS

111 this paper the author models tho probable trend of tho !;1 number of Lho computers,
existing at at moment with the "stochastic birth and death process" which on general
conditions - is defined by tho rlif:Torential-eq,mtion system (I). The author proves by the
choice (2) that in case of the fulfilment of tho initial conditions, given in :3°, t.ho solut.ion
of the different.ial-equucion system (1) is offered by (:3) whore J:'1,(t) =- 1-'g1 ,~ k} is the
probability of the condition that the number of tho existing machines i,: oxact,ly le u.L at
moment. On the basis of this the expected vuluo of !;1 is givon by tho formulu M(t) in (4).

Considering (:~) tho author gives an estimation to tho conf'idr-nco interval of !;1 thon
deals in detc.ils with the ost.imat.ion of tho pruurncters r7, y, a, figuring in function Nl(t).
Given certain basic foots, he defines concretely their value with the help of ,t program,
adapted to computer by .Iózsof Illés. Thon Lho author deals with the est.imut.ion of expected
number of computers, to be obtaiuod in tho t-th period. The expected numb r is represent­
ed by Q,(t) [sec: (25)1 whore 11 is the expected life-time of a computer

At tho end of tho papor there are ridora, relating to t-.110 applicat.ion and tho applicu­
bil it.y re. pectivoly.

MATEMATvlLJECl{vlE vlCCJIE.[(OB/\Hvl5'I 13 CB5'13kl C .[(Bvl}l{EHV!EM 
nn:,anOJlAfAEMOro LJk!CJl/\ Bb1LlvJCJlv1TEnbHblX MAWV!H 

8 3TOM TPYAC aarop MO/.(CJ111pyeT npcnnonaracwoc /.\BH)l(CHHC 'HICJ!a Bbl'HICJ111TCJ!blfülX MélUIHH 
/;1, cyuICCTByI011(MX B MOMCIIT <<l>) <<CTOxac·rw1ccIU1M npoucccov p0)I(/.(CHH51 11 CMC(11W>, l(OTOf)blH 
npn OfiLLIHX YCJIOBH51X OllMC! rnacrca CMCTCMOii T(Hlj11j1epeHl(Hé1Jlb/ll,IX ypanuenui: ( I). Anrop /l0- 
xaauuacr npa 01,16opc (2), <ITO B CJ1y4;Ic ocy1qCCTBJICIIH.\'I MCXO/.\llb!X ycJ10B1-ti,'1, 3a,[\al-lHblX B 3°,
peLUCHHe CHCTCM!.,[ /_\H(jllj)epCHI.IHélJlbHblX ypaBHCIIMl·Í (1) ,L(0CTal3Jl5!CT (3), rne P(lr1) = P{/;1 = k} 
aep051THOCTb Toro, 41'0 'IHCJJO Ma!J.IHIJ, cyurccrnyrounrx B MOMCHT (dJ) pa13l-15ICTC51 TO'IHO «k», Ha
OCHOBe sroro 0)1(I1)..(élCMa51 BCJIH<rHHa 1;, ílOJ1y•IaCTC5! 113 Bblpél)l(CHM51 NI. (t) B (4).
YLIHTblBa51 (3), anrop 11aeT 0I\Clll(Y Ha l(Ol!{jlH/(CIIL(l10HllblÍÍ HHTC()Bi:IJI /;1, f!OTOM 60JICC nonpoöuo 

3aHHMiJCTC51 OL(Clll(Oi,'I napawerpon 'Y/, Y, o:, BXO,L\.HI.L(HC 13 rj1y1•1l(t.1JIIO M(t). Aurop 1'041-IO onpe,[\CJJ,ICT 
BCJJH'IHMY 3THX napaMCTJ)OB C llOMOI.L(blO nporpaMMbl, aJJ,anTHpOBal·IHOU Ha Bbl'lHCJlHTCJibHYIO 
MaWHHY Ylü)l(C(~OM v!JIJICJ.JJCM. Flocne 3TOl'O OH 3aHHMaCTC51 OL(Cl-11(0/.í Q.(t), O)J(H,L(aCMOfO <rHCJJa 
Bbl<!HCJJHTCJibHblX MaWHH, nocranaewux B nepuone <<l)), rue v O)i{H/(aeMé\51 BCJIH<!HHa speMeHH 
HCll0Jlb30!3élHH51 OJJ,HMÍ Bbl<!HCJIHTCJlbMOH MaUIHHbl. 

HaKOHet.1 MO}l(l-10 HaHTH ,[\OllOJIHHTCJibHblC 3aMe•raHM51 0 npHMel·!CHHH· H npHMCHHMOCTH. 



SIMONOVITS ANDRÁS

A Leontief-inverz alá- illetve fölébecslésének 
egyik okáról 

l. Quant [3] dolgozata talán az egyetlen, amely ,,a valószínűségi hibák
Leontief-rendszerben" betöltött szerepét vizsgálta.

Ismert, hogy az ágazati kapcsolatok mérlegében szereplő lcőzvetlen ráfordí­
tások A mátrixa n T n-es nem negatív, irreducibilis és l-nél kisebb spektrál­
sugarú mátrix. (Egy mátrix spektrál-sugara maximális abszolút értékű saját­
értékének abszolút értéke.) A teljes ráfordítások Q mátrixát a következő össze­
függés határozza meg:

// 

(1) Q=(l-A)-1=J;Ak. 
k=O 

A irrcducibilitása miatt Q minden eleme pozitív. A gyakorlatban A mátrix
a,'J elemei időben ingadoznak és értéküket pontatlanul ismerjük. Ezért ésszerű
feltenni, hogy rx,i/ elemek valósziníí.ségi változók. A gyakorlatban aij-t várható
értékével, MairveJ becsüljük, s Q-t nem várható értékével, hanem (l) determi­
nisztikus változatával, (I - MA )-l-gyel becsüljük. Bródy azt kérdezte, melyik
mátrix a nagyobb.1 Bródy figyelmeztette a hallgatóságot, hogy a válasz függ­
het az együtthatók együttes eloszlásától!

Bródyt követve [l, 238-239. és 243-245.o.]kételoszlás típusra koncentrá­
lunk, amelyek eleve érdekesek, fontosak lehetnek, bár egymásnak ellentmon­
danak

I. típus: A véletlen együtthatók teljesen függetlenek.
II. típus: A sor- Is az oszlopösszeqek állandóak. Legegyszerűbb eset az un.

hiba-néoyszög. legyenek ~2 j, g, h természetes számok, ahol i P g és j P h.
'I' · --1 föl h - / ( 2 ) o o ( 2 o o ,egyu P o , ogy aiJ - a,'J_ e, ail, - rx.01 - e, ag11 7 agr, e es cxg; 7 rx,gj- 1:,, 
ahol cx21 = E o:1!1 és a több együttható rögzített. Föjtesszük, hogy e való­
szinűs 'gi változó eloszlása szimmetrikus. A (e) = A(s, i, j, g, h) jelöli a hiba­
négyszöggel terhelt mátrixot.

A következő két tételt bizonyítjuk be:
I. Tétel: Legyenek A mátrix elemei nem-negatív, teljesen független valószí­

nűségi változók. Tegyük föl, hogy A mátrix minden realizációja (véletlentől
függő konkrét értéke) irreducibilis és spektrál-sugara kisebb mint tA Ekkor
létezik (I - MA)-i, amely pozitív (elemű); M(l -- A)-1 elemei pozitív valós
számok vagy ( // -ek; és teljesül
=31 M(l - e 1)1 838 (I - MA)-1. 

1 A teljes ráfordítások elméleti becslése M(I - e1)1 vagy gyakorlat·i becslése:
(I - MA)-1 '/ A várható érték operátora (M) mindig a mögötte álló egész kifejezésre vo­
natkozik Pl. itt az inverz várható értékét jelzi, s nem a várható érték inverzét.

5 Szigma 
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Ha van olyan determinisztikus B mátrix, amely A mátrix minden értékénél
nagyobb, akkor A spektrál-sugarára vonatkozó feltétel teljesül (a(A) < 1)
MQ elemei végesek és a következő felső becslés vonatkozik Q-ra:

Q<(I-B)-1.

Megjegyzések: n = I esetben a tétel állítása a jólismert Jensen-egyenlőtlenség
következménye. A Jensen-egyenlőtlenség szerint, ha a valós értékű valószínű­
ségi változó véges várható értékkel és olyan értékkészlettel, amelyet tartalmaz
:=t 1 konvex függvény értelmezési tartományának intervalluma; akkor M/(x) >
> f(M(x). Ha /(t) szigorúan konvex, akkor a két oldal egyenlősége ekvivalens
azzal, hogy a egyetlen értéket vesz föl. (1 -- t1)1 pedig szigorúan konvex függ­
vény a (0,1) nyílt intervallumban.

Mf(a) lehet végtelen is: Legyen a egyenletes eloszlású a (0,1)-en; ekkor
M(l - a)-1 = oo. 

II. Tétel: Tetszőleges (i, j, g, h) hiba-négyszög esetén

sgnM(l)e 1)1- =t -MA);/ =sgn (q?c1 -q?,,,)(qJ1 -qi1) (qt-q9h + qi" - q1j) 
=I 1 k = 1, 2, ... , n

ahol sgnx x valós szám eJőjel-függvénye és Q0 = (I - M A)-1. 
Néhány szót a bevezetett eloszlástípusok mellett és ellen:
Egymástól távoleső ágazat-párokhoz tartozó együtthatók objektív ingado­

zása tényleg független lehet (pl. a bányászat energia-felhasználása és a textil­
ipar munkaerő igénye). Ha minden mutatót egymástól független szakértők
egymástól függetlenül becsülnek, szintén helyes az I. feltevés.

Másrészt, ha pl. a ráfordítási együtthatókat érték/órték mértékegységben
mérjük, akkor aj. oszlopösszeg azt mutatja, meg, hogy aj. ágazat 1 Ft értékű
termékében hány Ft népgazdasági közvetlen ráfordítás testesül meg. Gyakor­
latban ezt az összeget sokkal jobban ismerjük, mint egyes tagjait. Hasonló
a helyzet a sorösszegekkel, bár itt közvetlen értelmezés nem adható.

Összegezve: Az WA Tétel teljesen független ráfordítási együtthatók esetén
tetszőleges eloszlás és tetszőleges szektor-szám esetén bizonyítja Bródy sejté­
sét az alábecslésről. Ugyanakkor elég speciális modellen, do még nem számpél­
dán ábrázoltuk a, felülbecslés esetét is. Itt a ráfordítási együtthatók között
azonos és ellentétes irányú lineáris kapcsolat volt. A valóságban mindkét fel­
tevés csak gyengítve, egymás ellen küzdve érvényesül.

2. Az WA Tétel bizonyítása során felhasználjuk a következő jól ismert cgyon­
lőtlonséget: Legyon a nem negatív valósztnüségi változó, véges k-adik momen­
tummal. Ekkor teljesül

=41 Ma"~ (Ma)" 

és egyenlőség csak /e= 1 ~qqA determinisztikus a esetén teljesül. A bizonyítás
a Jensen-egyenlőtlenségen és t" szigorú konvexitásán alapszik, le> tA 

Ha (4)-et általánosítjuk nem negatív mátrixokra, akkor (1) értelmében a (2)
egyenlőtlenséget is igazoljuk. Ezt szolgálja az alábbi

LEMMA: Legyen A nem-negatív elemű mátrix, ahol az elemek teljesen füg­
getlen valószinűsógi változók. Ekkor teljesül az alábbi egyenlőtlenség:

=l 1 MA"~ (MA)". 
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Ha minden (i, j)-re és minden realizációra teljesül rxij < b;j, akkor igaz

=51 Ak < Bk.

A Lemma bizonyítása: Legyen i és j tetszőleges 1 és n közötti természetes
szám, s jelölje Ak (i, j) elemét rx)Jl. A mátrix-szorzás ismételt alkalmazásával
adódik a következő algebrai összefüggés:

"(7) rx;J) = :E{lJ rxh,h,+•' h1 = i, hk+I = j és 1 :S: hr< n, r = l, 2, ... , k.}
s=I 

n
(Például k = 2 esetén rx)j> = :I; rxu,rx11t) 

h=1 
Rögzítsünk egy ilyen index-sort, azaz egy k-tényezős szorzatot. Szükségünk lesz
a szorzat várható értékére. Mivel egyes elemek többször is szerepelhetnek egy
szorzatban, nem igaz, hogy a szorzat várható értéke a tényezők várható érté­
kének a szorzata (ami csak teljesen független tényezők esetén igaz). Nekünk
viszont elég lesz az is, hogy esetünkben a szorzat várható értéke nem kisebb
a várható értékek szorzatánál.

Legyen m(p, r) az <Xpr elem előfordulási száma kiszemelt k-tényezős szorza-
n n

tunkban. Nyilván szorzatunk felírható II II rxz~<p,r) alakban. Most n2 

p 7q r 7q 
tényezős szorzatunk van, ahol a tényezők a megfelelő elemek ni(p, r)-edik
hatványai, s ezek továbbra is teljesen függetlenek. Ezért rájuk teljesül

=p1 
n n n n 

M Ll JT !Xm(p,r) = IJ JI Mrxm(p,r)__ _ _ pr pr 
p 7W r 7q p 7q r 7W 

Mivel az elemek nem negatívak, várható értékük sem negatív. Ezért (4) fel­
használásával a következő összefüggéshez jutunk:

=r 1 
n n n n

JI If Mrx;~(p,r) ~ Jf JJMrx'!)/P,r).
P=I r 7W H7q r 7q 

(9)-ben pontosan akkor teljesül egyenlőség, ha vagy van olyan (p, r), hogy
m(p, r) > 0 és Map,= 0 (ami <Xpr ~ 0 miatt apr = O-val egyenértékű); vagy
minden olyan (p, r)-re, ahol m(p, r) > l, ott apr determinisztikus.

Visszatérve eredeti jelöléseinkhez, (8) és (9) szerint igaz

=t / 1 

Összegezve a =t/ 1 egyenlőtlenség bal- ill. jobboldalán álló tagokat az összes
{hs} sorozatra, (7) értelmében (5)-öt kapjuk.

Könnyen belátható =61 és =p1 felhasználásával, hogy

(11) Mrx;y> = (MA)7; ( D2aii és Mrx)}l = (MA)71, ha i ¥=- j.

(12) Mrx)P > (MA)t; és Mrx;y} = (MA)ti ( Ma;iD3rxu ( D2a1]) ahol i ¥=- j. 

Pozitív mátrixokra könnyen belátható, hogy ha egyik diagonális elem sem
determinisztikus, akkor (5) szigorú egyenlőtlenség minden elemre és minden
k > 2-re. Ha csak egy diagonális elem nem determinisztikus, akkor (5) szigorú

5*
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egyenlőtlenség le > 3-ra. Ha egy fődiagonálison kívüli elem sztochasztikussága
biztosított, akkor (5) szigorú egyenlőtlenség le> 4-re.

Közgazdaságtanban nem-negatív mátrixokra teljesül a következő pozitivi­
tási feltétel: van olyan m természetes szám, hogy Am> 0. Ekkor igazolható,
hogy ha minden változó sztochasztikus, akkor =l 1 éles le> m ( l-re, stb.

A most következő részben alsó becslést adunk módszerünk hibájára, azaz (2)
jobb- és baloldalának különbségére. (1) szerint (2) ekvivalens a következő
egyenlőtlenséggel:

(13)
00 00

ZMA"> Z(MA)". 
lc=O k=O

Először igazoljuk, hogy (13) jobboldala véges, vagy ami ezzel ekvivalens, MA 
spektrál-sugara kisebb mint tA Legyen A olyan realizációja A-nak, hogy
MA 8s99 A. (Ilyen realizáció létezik, mert a,rk függetlensége miatt elemenként
külön kiválaszthatók a várható értéknél nem kisebb realizációk.) Egyenlőtlen­
ségünkből következik a megfelelő spektrál-sugarak közötti 1:gyenlőtlenség:
a(MA) S: a(.A) < l, hiszen ez utóbbi. egyenlőtlenség A minden realizáoiójára
igaz.

Ezért (13) átrendezhető a következő alakban:

(14) S[MA'' - (MA)"]~ ÓA 
k=O

A baloldalon álló kifejezés a mechanikus módszer hibája. Lemmánk értelmében
(14) minden tagja nem-negatív [lásd (5)], így a C = (c;1) hibamátrixot alul­
becsüljük, ha véges sok tagot veszünk csak figyelembe. Mi megelégszünk az
első négy taggal: / :S: k :.S: 3. Ekkor =tt 1 és (12) szerint igaz, hogy

(15) D2 , • > M (D2 02 ) . - .C;; ~ a;; es c,.1 _ a,.1 a;; ( a11 , i r- J. 

4. Befejezésül kimondjuk az I. Tétel következő általánosításé.t:
00

III. Tétel: Legyen /(z) = J; uk z" analitikus függvény konvergencia-sugara
lc=O

é= > 0) és legyen minden U1c nem-negatív. Az A mátrix elemei legyenek teljesen
független, nem-negatív értékű valószínűségi változók, valamint teljesüljön

00

a(A) < e minden realizációra. Ekkor az /(A) = 1'' ii,, A" mátrixértékű való-
/r=0

szinűségi változó értelmezhető és teljesül rá a következő egyenlőtlenség:

M/(A) ~ /(MA). 
Továbbá, ha létezik olyan B determinisztikus mátrix, hogy A minden reali­
zációjára teljesül A :S: B, másrészt a(B) < (!, akkor a(A) 88!8 a( B) és /(A) <
8s99 f(B) fennáll minden realizációra.

5. Rátérünk a II. Tétel bizonyítására

A dolgozat második felében a függetlenség feltevése helyett a másik végletet,
a hiba-négyszög esetét vizsgéljuk. A hiba valószínűségi változó szimmetrikus
eloszlású, ezért minden A.(e) realizációhoz tartozik egy A( -e) realizáció. Rög-
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zítsük először a hiba abszolút értékét ( (e = [ e [) és vizsgáljuk az elméleti és a
gyakorlati érték különbségét, mint a következő szimmetrilcus differenciát:

1 1 
C(e) = )aW -A(e)J-1 ( ) aW ) A(-e)J-1-- [I - A(o)J-1.

2 2 -
=t 61 

=t p1 

Szükségünk lesz a lineáris programozás szimplex módszerénél használt inver­
ziós formulára. Legyen B egy reguláris mátrix, it oszlop- és v' sorvektor, uo'
pedig az ii és v' által alkotott diád-mátrix. Ekkor

(B i ')-1 - B-1 B-liw' B-I 
T itV - - 

1 + it' Bv

Esetünkben ii'= aü 2 AAA ,1, ... , -1, ... , o]e v' = [o, ... , 1, ... ,-1,. ,o]
i. űA l· h.

és B = I - A(o), valamint A(e) = A(o) +uv'.
=t 61 és =t p1 összevetéséből egyszerű számolással adódik

e2 it' Q0vQ0uv' Q0
[ =é1 = ------

1 - en' Q0v2
= t r 1 

Elvégezve a kijelölt műveleteket, elhagyva az előjel szempontból érdektelen
nevezőt és koordinátás alakra áttérve

( ---: (. · 7)-(o o)(n- o)(o o ( o o kl-I 20) C1r1 ·i, ), (/, t - {Jlri - {J1r1J {jj/ {jg! q,"j - q ii, (Jgh - (Jgj) , - , 2, ... , n.

Ebből a II. Tétel, azaz (3) már közvetlenül következik.
6. Befejező elemzésünkben konkrétabbá kívánjuk tenni (20) összefüggést.

Szorítkozzunk a két-szektoros modellre. Ekkor n 7 2, i 7 j 7 W és g 7 h 73A 
A továbbiakban föltesszük, hogy együtthatóink érték/érték dirnenziójúak.
Ekkor az oszlopöaszegek kisebbek mint 1. A sorösszegekr61 hasonló feltevést
nem tehetünk, csak azt tudjuk, hogy a(MA)<I miatt legalább egy sorösszeg
kisebb mint l. Tegyük föl, hogy az első sorösszeg mindig kisebb mint 1. 

e kétszektoros Leontief-inverz explicit alakban könnyen fölírható:

(21) Q= _l 
det (I 

(21)-ből látható, hogy c1rli,j,g,h) 3. tényezője mindig pozitív, s az ugyancsak
pozitív det (I A)-val együtt a továbbiakban elhagyjuk Bevezetve az előjel
szempontból c-vel azonos c-ot,

(22)

összefüggést nyerjük, ahol k és l a ,,másik" sort ill. oszlop indexét jelöli.
A második tényezők mindig pozitívak, de a harmadik tényezők akkor és csak
akkor pozitívak, ha a megfelelő sorösszeg kisebb mint tA 

Következésképp,
1. Ha mindkét sorösszeg kisebb mint 1, akkor az átlós elemek alábecsültek,

az átlón kívüli elemek fölébecsültek.
2. Ha a második sorösszeg nagyobb mint l, akkor az első sor elemei alábecsül­

tek, a második sor elemei fölébecsültek.
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J.11egjegyzés: Hasonlóan következik, hogy tetszőleges szektor esetén a k.
diagonális elem negyobb mint a k. sor ill. oszlop bármelyik másik eleme, ha
minden sorösszeg is kisebb mint l. Tapasztalatból ismert utolsó állításunk,
abban az esetben is, amikor feltételünk nem teljesül. Ezért következik (3)-ból
vagy (20)-ból kétszektoros állításunk következő általánosítása:

(23) Mq1i z q?i, Mq;h § q?,,, Mqgh z qi;, és Mqgi § qgi
} 0 0 + 0 0ta qij - q;1, f/g;, - qgj § 0.

Kiegészítés: Eddig rög;dtettük a hiba abszolút értékét. Mivel, eredményeink
nem függtek e-től, - természetesen azon megkötés mellett, hogy A minden
realizációjára igaz A > 0 és a(A) < l - (17) várható értékére is igazak a meg­
felelő állítások:

(24) C = MC(e) = M(.l A)-1 - (1 

1vlegjegyzés: Eddigi eredményeink mutatják, hogy n > 2 esetén nincsenek,
nem is lehetnek általános tételek. Egy elemi mogfigy lést azonban tehetünk:
determinisztikus sor- és oszlopösezeqek ill. szimmetrikus egyiittható elo zlások esetén.
mindig uamnak: alá- és /öléúecs'iilt elemek. Elég arra utalni, hogy 2 X 2-cs aggre­
gálás esetén determinisztikus aggregáló mátrixokkal mind a szim motria,
mind a determinisztikus sor- és oszlopösszog tulajdonság változatlan. Ha
minden elem pl. alábecsü It volna, úgy az aggregálás után is úgy maradna. Ez
viszont ellentmond előző mcgáJlapításunknak.
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06 0}4HOYI M3 llPMLfMH HJl!}l{HEvl vi BEPXHEYI OL(EHl-{M 06PATHOYI
MATPvlL\1-1 JIEOHTbEBA

B )l.CHCTBHTeJlbHOCTH MaTpHua nacmosuuux aarpar aI-Ia;11-13a MC)i<OTpaCJlCBblX 6amlHCOB co­
nepnorr 'IHCJTa e HCBCpi·lblMH CTOHMOCT,1Ml1, OT'laCTH H'3-3a npeMCHliblX 1<0J1e6a1-11-1ii, a OT'JaCTJ-1 1-13
ouuröo« CT3THCTH'ICCl<HX 01\CHOI<. rlp11 OT'II-ICJICl-llrn 6QJI06blX sarpar TCOpeTH4CCl(H CJIC/.(yCT
HCI10Jlb30BaTb MaTCMaTH'ICCi(OC O)l<MJ,am-Ic oőparuoü MaTpHLlH JlC(lHTbCBa, npaKTH'ICCl(J-1 11'3-
BCCTHO 1-1 ncnonsayercn oöparnas MaTpHl.(él Jlco-rn.caa MaTCMaT11'JCCI<0ro 0)I(11/l3Hl15I M3TPl1Ubl
H3CT0,1lltHX aarpar. Aanpaui 6pO/J,H cnpOCHJT, 1(31(3,1 M3Tp111.\i;\ - űorn.iue ? Cnenyst i;\Hi;\JlH3Y
OWH60K Bponn )l.01{33bl83CM, -rro (1) reopcmsecxoe 3M34CHHC - 60JlbUJe, CCJJl-1 9JlCMCI-ITb!
MaTpHl.\bl, OI1HCaHl-lblC scpo HTHOCT!lblMH nepeMeHHbiMH ,18Jl,110TCH 6nOAHe He3Q6UCU.Mbl.MU 
(HU:JIC/lflfl ouenica ) (2) B nernaunoii )l.~Iaror1aJ1H öorrsnre ,1BJ15ICTC51 npaI(TH4CC1(0C 3Hi;\lfCHl!C
(sepxasn oueuxa), a reopern-rercoe anaxenue ,rnsIHerc,I 60;1bu.1e a rnae1-1o?í AHaro1-1an11
(HU:>fCHflfl ouenxa), ecna aaura MO}(CJlb - nayxcercropuaa H CY.MMC/ P51/l.OB H I<OJlOHH OQ/-lbl 1-1 
qmrypHpyIOWHCCH pacxpeneneuus CHMMeTpH<iCCI(He. MaTeMaTWICCKOe noxasaane OCH0Bbl83CTCH
Ha c!JopMe CTCllCHHOro PH/l.3 o6paTHOrO JleOHTbCBa H Ha cnenyrouiea JleMMQ: 

MaTeMaTH4CCKOe 0)1<!-l)l.aHHC CTCflCJHI llOJIO)l(HTCJlbHOi-Í M3Tj)HUbl ÓOJiblJ.13,fl CTeneHH MaTpHl.\bl
0)1<1-1).(aeMOH CTOHMOCTH.
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ON A REASON OF UNDER- AND OVERESTIMATION OF THE LEONTIEF­
INVERSE

In reality the matrix of current inputs of input-output analysis contains numbers o
uncertain value, partly due to time differences, to errors in statistical estimations. Theore­
tically, in calculating total inputs one has to use the expected value of the Leontief­
inverse, practically the Leontief inverse of the expected value of the matrix of current
inputs is known and used. András Bródy has asked, which matrix is greater? Following
Bródy's error analysis, we shall prove, that

(i) the theoretical value is the greater if the entries of the matrix described by random
variables a.re complete independent

(ii) the practical value is greater in the secondary diagonal (ooerestimation), and the
theoretical value is bigger in the main diagonal (underestimation), if our model has two
sectors and the raw- and column sums are given and the distributions are symmetric,

The mathematical proof is based upon the power-series form of the Leontief inverse
and on the following lemma: the expected value of a power of a positive matrix is greater
than the power of the matrix of the expected values.
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SHEPHARD, R. \V.: 'I'heoru of cost and pro­ 
ductiori Junctions. Princeton University
Press, :308 p. Princeton, New Jersey, 1970.

A könyv az 1953-as kiadás átdolgozott,
bóvf tet.t változata. Mint ismeretes, a ter­
melési függvényekkel kapcsolatos megol­
datlan kérdések köre rendkívül széles és
talán nincs is a köz,gazdasági rnatema.tiká­
nak olyan területe, amely ekkora vitákat
ku.vart volna, amelyről armyit írtak volna
ós írnának, mint éppen erről ,, témáról.
J<:z a, könyv a problémát föleg matematikai
oldalról kezelve (a ma.tornat.ikn appurát,u­
sából f(ílng az anal ízisro és a lineáris algeb­
rára Lú.maszkudik, dc folhasználja a prog­
ramozé.s elmőlctót is), szuha.tos tárgya.lás­
mór ldul vo,,eti bo az olvasót ebbe az igen
bonyol ult kénléslrnrnplcx1nnba. J<'ogalrnai-
110,k, LöLdeinok vihigos, prccí» jellege nagy
segíLsögct nyújt. a tájókozódni k iv.i.nó szá­
n ui.ra, A t.crmclési függvények irocla.lmá­
nn.k egyik jellegzetes vonása, hogy rend kívül
s,.oi-tc,igazó. A kérdés matcn:mLilmi diszcip­
Iina.kén t való kozcléaébő! adódóan számos
problérnu hiányzik 11 könyvből, :így például
az out.puí.ok és a kiilönböz6 inputok méré­
sének, u, bocslósnok n Lárgya.lása. A szerző
figyelmét, leginkább a,. inputok közti holyct­
tcsf tés és n hozadék vizsgálaL,íra, irányítja.
Meg koli jegyezni, hogy a rnat.emubika.i
ho1/.zá,\,llás - lévőn alapjuiban lcözguzda­
sági kérdésről szó - nem szorítja ki a köz­
gazdasági foj Lcgotésclrnt;. A matematika.i
fogalmalrnt és tét.eloket - ahol csak lehet­
ségcs - vcrifikri.lja.

A termelési függvényeket tisztán tech­
nológiai Lula,jdonságn,ik alapján tft,rgyalja.
Tárgy11lásmódjában a rövid és a hosszú­
távú termelési függvények nem külön­
böznek egymástól. A kettő közti különbség
csupán abban áll, hogy a rövid távon az
inputokra további kikötések vannak. Az
itt; bemutatott elmélet tehát egy nem-kor­
látozott technológiára érvényes, megmu­
tatva, hogy milyen változások keletkeznek,
ha egy korlátozot;t egység vizsgálatára
térünk át. A szerző által definiált techno­
lógia igen áf tatanos 

Mielőtt megismerkednénk ezzel a. tech-

nológiával, definiálnunk kell a különböző
output-szintekhez tartozó lehetséges in­
putok halrnazait.. L(u)-val jelöljük az azon
x input vektorokat (melyek komponensei
természetesen nem-negatívak) tartalmazó
halmazt, amelyek legalább az u outputot
állítják elő, ahol u egy egydimenziós vektor.
Szükség van még a technológiailag haté­
kony vektorok E(v,) halrnazrinak definiá­
lására is.

E'(u) = {xix EL(v,), y::::;:x--+y$L(u)}.
A technológiától a következőket kívánja

nwg:
L 0 outputot bármelyik input vektor

eléíállít és pozitív oul.putot O input vektor
nem eredményezhet.

2. x E L(1,1,) és x' ;_:::, x-ből x' E L(v.) kö­
vcLkczi k, azaz az inputok felet;t diszponá­
ln n k. Véletlen események, mint pé.ldául
víz.felhasználásnál túlzott vízmennyiség
nincs figyelembcvéve.a. Bá1:mcly output szint elérhei/í egy
x (~;; ,/2- 0) .input vekt;or skaláris nagyításá­
val (bár nem szükségképpen hatékony
módon) és l1a, egv szemipozití.v vektor
va,larnilyen skaláris nagyí.tásáva.J valarni­
lvcn pozitív output kapható, akkor az x
1~u 11-inpuLjai olyan tényezőket jelölnek,
melyek nem szükségé,sek a termeléshez.

4°_ Korlátos input vektorral nem korlá-
tos output; nem n,verhct6. _ . ,

5. A technológia legyen 1d6-osztha1,o,
aza,z ha x E L(u), y E L(u) és 0 E [0,1],
akkor a,z [(l - 61) :;; + 0 y] vektort úgy
interpretálhatjuk, hogy a kérdéses idő­
szak ( l - 0) részében az x mput vektor­
ral, míg 61 részében az y input vektorral
termelünk, melynek során legalább u out­
putot kapunk.

· G. Egyetlen output; szint sem érhető el
hatékonyan nem-korlátos input vektorral.
Ezután definiálja a termelési izokvant
fogalmát;, mint az, L(u) határának egy rész­
halmazát, majd bevezeti a termelési függ­
vény fogalmát:

rP(1:) = Max{u Ix EL(1,), u E [0;-f-oo)},
x # 0 és nem-negatív. Rés7Jetesen meg­

vizsgálja, hogy ezen termelési függvény
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az adott technológián milyen tulajdonsá­
gokkal rendelkezik. Megmutatja, hogy a
<JJ(x) termelési függvény

Lcp(u) = {,; I W(x) :;::,: u}
szintha.lmaza identikus az input vek­
torok L('ii) halmazával. Tehát a terme­
lési struktúra vagy ,/J(x)•S'./,el vagy L(u)-val
definiálható. Megismertet a termelési függ­ 
vények transzformáltjának fogalmával,
moly szintén rendelkezik a termelési függ­
vények tulajdonságai val. Even transz­
formált F'((/J(x)) alakú, és az a jelont6sége,
hogy <tl(x)-nek függvénye, ahol í/>(x) az
inputok egy skalár mértéke. Igy a külön­
böző input szintek ösazohason lít.hutók ós 
ez igen nagy jelentőségű a hozaclókkul
kapcsolatos vizsgálódásoldmn.

Bevezeti a homotetikus termelési függ­
vények fogalmát éH k imuta.tja specié.lis
tulajdonságaikat. Megmutatja, hogy az
általánosan haszruil t és ismert Cobb­
Douglas és ACMSU (C.8S) függvónyok is
ez utóbbi függvény-oazté.lybu tartowak,
habár a definiált technológia G. tulajdonsá­
gát nem elégítik ki.

Ré zletes vizsgálatnak vot i al,í. azt az
esetet, ha az inputokra különbözó kor lál.olc 
adottak. Kimutatja, hogy okkor a7, output­
ra csökkenő növekmény, vugy csökkonö
átlag hozam valamilyen törvénye áll fenn.
A következő fejezetben rne~ismorked ü 11 k
az Lcp(u) halmazon definiűlt 'l'(ii; x) távol­
ságfüggvénnyel, mely egy adott u output
előállításához szükséges input vektoroknak
az Lcp(u) határától való t,'wolsúgút méri.
Az Lcx,(u) halmaz is és '.ffe.Y a termelési
izokvant is megadható a 'f (u; :i;)-Hzol. Sőt;
E(u) is megadható vole. Megismerkedünk
a '1' tulajdonságaival és megtudjuk, hogy
hogyan fojozhetó ki aogttségóvel a terme­
lési függvény. Bemututjo a termelési függ­
vénynek 'P(u; x)-szel való .lefinié.l.csu elő­
nyoit. A könyv résvloteson foglalkozik u
költségfüggvények elméletével is, molyokat;
az Lcp(u) sogttségévcl definiál. Ji: fiiggvé­
nyek sogítségévcl költeégetrukbúrúkut ad
meg, majd megvizsgálja a termelési és
költségstruktúrák és függvények kapcso­
latrit, egyfojta dualitésdt. Egy cgösz íojo­
zetet szentel a szerző a termelósi 6s költ­
ségfüggvény k aggrngációja kérdésének.
A könyv második része az egy dimenziós
outputra vonatkozó tárgyalást kiterjeszt!
többdimenziós u vektorokra.

PAP ANDRAS 

VANGREVELINGHE, G.: Econometrie. Col­ 
lection méthodes, Paris, 197,l. Hermann et
Cie. 204 p.

Az ökonometriai módszerek és alkalma­
zásaik iránt érdeklődő közgazdászt és sta-

tisztikust gyakran elrettenti az ökonomet­
riai kézikönyvek nagy terjedelme és komp­
likált tárgyalásmódja. Vangrevelinghe
könyve végtelonLil szerencsésen egyesít
két; követelményt;: viszonylag szűk terje­
delombon (204 oldal) tárgyalja a szű.kebb
értelemben vett ökonometriai módszertan
fontos kérdéseit, anélkül, hogy lényeges
kérdéseket br,Lgatellizálna vagy mellőzne;
ugyanakkor a mondanivaló szigort'.1an tudo­
mányos és matomatilmi tárgyalásmódjá­
hoz is ragasz!rnclik, s6t gondosan ügyel
ana, hogy minden tárgya,lt kérdést gyakor­
lati példák segítségével (igen jól összeválo­
gatott gyakorlati makl'Oökonóroiai példák
segítségével) szemh,ltessen, sőt emberközel­
sógbe hozzon. Ezzel az ökonometriai kézi­
könyvek kfo.ött a gyakorlatibb oriontált­
ságt'1 kér,ikönyvekhez (amilyen pl. .L. R. 
T(lein-é) áll közolobb, szemben az elrnéle­
ti.bb beállítottságúaklml (amilyen például
J. ,Tohnston-é vagy A. S. Goldberger-é).

Vangrevclinghe könyve össz sen 8 fojc-
zetböl {dl; czok:

a'./, egyszerű regresszió
a linoáris becslés általános alakja
az autolrnrroláció problémája

- autorcgrcssziv modell k
- u:,: ún. elosztott késleltetésű. (dis-

t;ri IJutod lag) morlellok
a változók mcgfigyeléséböl eredő
h.ibák

- több egyenletből álló modellek és a
szimultán ogyonlotrendszer
szimultán cgyenl tokböl álló moJ l­
lok.

A könyvbon t4l'gyalt problémák egy­
rnásul;ánja logi.kai l'olépítet;tségű. A viswny­
lag rövidobb 4. és 5. fejezet lényegében
ösi,zotarto,.ik. Ugyanez, mondható a 7. ós
8. fojczotről iH; a mindössze 2 oldalt, kitevő
7. fojezot nny,.i,ga a 8. fojezeLbo kívánkozik.

A szorző az Előszóban rnagyurá,,za meg
a·z. ökon rnoLria fogalmát, cólj11it; a Bevc­
zotósbon kol.'iil sor az ökonometriai mocloll
fogu,lrnának ismortot;ésóre, egy termolési
függvény scgítségóveL

Az [. fejezet sokku,I többet mond, mint
amit címe (Egys,,erű. regresszió) ,;tárul.
J:;;gysz,erű példával (a háztartás fogyasz­
tásánnk és a rondelkozésére álló jövedo­
lcmnok a lrnpcsolata) illusz·trálja az exogén
és endogén változók, a szimu_ltán ~gyenlet­
rendszer, a specifikációs hiba fogalmát;
kitót· a legkisebb négyzetek módszerének
alapvető feltételc:zéseire, a lineáris es:zti­
mátorok tulajdonságaira és a hipotézisek
vizsgálatára is. lllusztrálásul konkrét pél­
dát mutat be, éspedig az adatbázis, az
alkalmawtt formulák, a becsült pamméte­
rek és teszt-eredmények részletes feltünte­
tésével: az egyszerű regressziós modell a
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francia ipar ,,szükséges" beruházásainak
alakulását vizsgálja a terrnelési volumen
függvényében az 1953 -67 közötti idő­
szakban.

A lI. fejezet a ,,Lineáris becslés általános
alakja" címszó alatt - az előző fejezet
logikus folytatásaképpen - a többválto­
zós regressziószámítás kérdéseivel foglal­
kozik. Szemléltetés céljából - jól választva
meg a példákat - három többváltozós
fogyasztási függvényt mutat be, majd az
ún. strukturális és sztochasztikus hipotézi­
seket (lényegében az identifikáltság fonto­
sabb feltételeit) ismerteti. Itt helyénvaló
lenne a magyarázó változók között esetleg
fennálló multikollinearitásról, ennek teszt­
jéről valamivel többet mondani, tekintettel
arra, hogy a multikollinearitás-vizsgálat
a modell-specifikáció egyik igen fontos sza­
kasza, és ezzel a problémával a modellező
óhatatlanul szembe is kerül. Igen részle­
tesen tér ki azonban azokra a feltételekre,
amelyek a legkisebb négyzetek módszeré­
nek a többváltozós regressziószámítás ese­
tén való alkalmazásához szükségesek, az
esztirrnitorok tulajdonságaira, a szignifi­
kancia-tesztekre. Kendall és Stuart Advan­ 
ced stoueuce alapján olyan tesztet is bemu­
tat, amelynek segítségével a modell para­
métorninok linearitása vizsgálható.

Szükséges külön is hangsúlyozni a könyv
pedagógiai kiválóságát. Az egyes fejeze­
tekben az elméleti anyag tárgyalását rend­
szerint példáit illusztrálják és gyakorlatok
követik. Ezek a gyakorlati közgazdaság
köréből vett példák és gyakorlatok igen
tam1lságosak az olvasó számára. A pél­
dák ebben a fejezetben azokat az eseteket
illusztrálják, amikor valamelyik pararnéter
értéke a modellbe bevitt külső információ;
máskor a paraméter-ok értékének alakulá­
sát vizsgűljé.k úgy, hogy a vizsgált idösza­
kot több részidösza.kru osztják ..Hasonló­
képpen gyakorlati jelentőséggel bír annak
a tesztnek a bemutatása, mely két alap­
sokaság homogenitását vizsgálja; pl. a
jövedelem és a fogyasztás között megálla­
pítható kapcsolat 'mennyiben hasonló és
mennyiben tér el egymástól a nem-mező­
gazdasági és a mezőgazdasági népességben?
További konkrét példa segítségével vizs­
gálja különböző lakosságcsoportolmak fo­
gyasztási magatartásában megnyilvánuló
szignifikáns különbségeket azzal a konkrét
céllal, mekkora hibát okoz az előrejelzés­
ben, ha a fogyasztási magatartást (jelen
esetben az autótulajdonosok üzemanyag­
fogyasztását) a lakosság egészére globáli­
san vesszük figyelembe, vagy az egyes
társadalmi-gazdasági kategóriák eltérő ma­
gatartására is tekintettel vagyunk. Külön
foglalkozik az idősoros becslés olyan eseté­
vel, amikor a sorban a tendenciától eltérő

kiugró értékek is találhatók (természeti
csapás vagy sztrájk következtében). Bőven
idézzük a példákat, de ezt azzal a céllal
tesszük, hogy a vizsgált problémák nagy
számára és a könyv gyakorlati használha­
tóságára utaljunk.

A III. fejezet kizárólag az autokorrelá­
ció kérdéseivel foglalkozik. Szemléltetően
mutatja be, hogy- válhat a hibás specifi­
káció az autokorreláció forrásává; hogy
alakulnak a reziduumok autokorrelációja
esetén a legkisebb négyzetek esztimátorai­
nak tulajdonságai; milyen tesztek isrnere­
tesek az autokorreláció vizsgálatára; mi­
lyen becslési eljárások alkalmazhatók auto­
korreláció esetén; végül hogy használható
fel ez az előrejelzésben? A tesztek bemuta­
tásakor a közismert Durbin-Watson,
illetve Neumann -Hart-féle mutató ismer­
tetésén felül a kevésbé ismert Theil.­
N agar-féle, ill. Koerts-féle tesztet is bemu­
tatja.

A reziduumok autokorrelációja esetén
alkalmazandó becslési eljárások közül az
első differenciák regressziója és az általá­
nosított legkisebb négyzetek módszere
közismertek. A könyv mindkettőt bemu­
tatja és mindkettőnek az alkalmazási fel­
tételeit is ismerteti. Az alapvető hipotézis
mindkét esetben az, hogy az autokorrelá­
ciót autoregresszív folyamat hozza létre.
Bemutat egy olyan eljárást is, amelynek
során a modell paraméterei és az autoreg­
resszivitás mutatója egyszerre becsülhető.
A fejezet még további kérdések tárgyalá­
sára is kitér. Egyik a reziduumok hetero­
szlrndaszticitása; másik a modellbe bevitt
külső információ" esete, valamint a (0,1)-es
(általa ,,variables indicatrices"-nek neve­
zett) változók alkalmazásának módszere.

Értelmileg összetartozik a IV. és V. 
fejezet: autoregresszív modellek és elosz­
tott késleltetésű modellek. Az autoreg­
resszív folyamat következményeként egyes
gazdaségi jelenségek sok esetben ugyan­
~nnak a jelenségnek korábbi időpontbeli
értékétől is függnek. Igy pl. a lakosság
fogyasztásának adott időpontbeli értékét
erősen determinálják a korábban kialakult
fogyasztói szokások. Az elosztott késlelte­
tésü modellek az autoregresszív modellek­
nek egy speciális esetét képviselik; az alap­
vető feltételezés szerint a gazdasági ható­
tényezők nem azonnal és diszkrét időpon­
tokban, hanem késve és folyamatosan fej­
tik ki hatásukat úgy, hogy az időben koráb­
biak hatása kevésbé érvényesül.

Autoregresszív modellekben, ha a ma­
gyarázó változó különböző időpontjaihoz
tartozó értékek egymás mellett szerepel­
nek, a reziduumok függetlenségére tett
kikötések nem érvényesek. A szerző sze­
rint a megoldás attól függ, hogy mutatko-
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zik-e a reziduumokban autokorreláció; gya­
korlati tapasztalatok alapján annak a véle­
ménynek ad hangot, hogy nem követünk el
súlyos hibát, ha nem autokorrelált rezi­
<luumokat tartalmazó autoregresszív mo­
dellekre a lineáris regresszió módszerét;
alkalmazzuk. A tárgy fontosságához mér­
ten kellő részletességgel tárgyalja az elosz­
tott késleltetésű modellek problomat.ikáját.
A könyv a legkorszerűbb ismorctauyag
birtokában itt is nagy készültségről és
pedagógiai érzékről tesz tanúbizonyságot,
amikor az elosztott késleltetésű modellek
becslésének szükséges előfeltételeit, a külön­
böző specifikációs lehotőségekeL és e model­
lek becslését bemutatja.

A mű VI. fejezete a változók meg[igye­
lési hibáival foglalkozik. l•:zzcl a kérdés­
körrel az ökonometriai. kéz.iköny vok vi­
szonylag kevesebbet foglalkoznak min t u
pararné terbecsi és h i báival. A szc 1·,,6 érd eme,
hogy külön fnjozetct svon tol a kér.Iósnck ,
holott pl. C. l<'. Christ. közol 700 olclalrni
könyve is csak 1- 2 olrlulo n kcrosz.Lü l,
mel lékes kórdéskén t kezeli a témút., A gyu­
korlatban sokszor uz a vélemény dominúl , 
hogy a pe.ramétorbocslési mó.Isvcroknck
elég ,,robusztusoknak" kell lenniök uhho»,
hogy a viszonylttg nem nagy mérési h i bá­
kaL ellensúlyozzák. Mások ogysz ·rűon uz
ökonometria területét. ogyú,ltul{,n nem
érint,ő, a atat.isvt.ika: megfigyoléRsol kup­
csolat.os problémát láLnuk bonno. Az újabb
becslési módszurek uzonba,n álLul,'Lban fi­
gyelembe veszik 11zt a különbsőgct, mely
Y* és X* közvotleniil rnog nom CigynlhnLő
változók és ezek Lény lngoson rncgCigyol L
Y és X értékei között, vannak. Az eltörése­
ket a vélot.lon vál tozókkul u11ul6g módon
kezelik, feltétolozve, hogy uz elöhbink vúr­ 
ható értéko zérus, és hogy elosz lásuk Ciig­
getlen az Y* és X* vál Lozó k értékótől,
tehát a zuvc.rótényezőtó l is. l•:z azo n bun
a gyakorlu.tbun többnyire nincs így, s
rendszerint a legkisebb nógyzoLok módszere
sem alkalmazható. A szerző éppen ozórt
a súlyozott rngress,.iósz,írnítás módsvorót.,
valamint az inst.rumon té.lis v(dto,.ók mód­
szerét is tárgyalja, és egy házLurLáHi fo­
gyasztási függvényro ul 1ml rnu·1.0LL gyalw,·­
ati példával illuszLnílja a rno11d0Lt,.1,lrnt,

sőt; a módszer elörejelzési alkalmasságát is
bemutatja.

A VU. és VIII. fejezet lényegében együvé
tartozik; mindkettő a szimultán egyenle­
tekből álló modellekről szól: egyes válto­
zók az egyik egyenletben magyarázó vál­
tozóként, a másikban függő válLozóként
szerepelnek. A szimultán rendszer miben­
.létét a szerző egy egyszerű keresleti-kíná­
lati modell segítségével szernlélteti. E feje­
zetben az ökonometriai módszertan és a 
modolle,.ési gyakorlat olyan fontos kérdé­
seit Lárgyalja, mint az egyenletrendszer
sLrukLurális és redukált formája; az iclen­
Lifikáció ós ennek feltételei. Ez a rész túl­
ságosan sífríteU: az itlonL.ifikáció kérdése
fontor;s:ig:inál fogva külön fejezoLet is meg­
énlemoJ110. Ugy,,nez a fojozoL LtLrtalmazza
egyébkén L uz ism or Lobb parnrnóLerboeslési
módszerek IoírásáL: ,, legkisebb négyzetek
kóLfoko,.a.Lú módszerét, a maximális o::;é­
lyosség korlátozoLL információn 11lapul6
rnódszoróL ( m incl lrnLLőnok tt7, ttlkal mazását
(} i n,h ick-1101-: 6s 1-f,mvol.mo-nak az 1,;gyosült
All,.1,mok óleJ rnis,.erkoresleLérn r-;poeifik,'.LIL,
ma 111ú,1· kl1.1,Riw.ikusn1tk RzámíLlw,l,ó rnodoll­
jó11 nH1Lal,vo. bo). A ll'gkors,,crí'ibb sz(tk­
írodalom Coll111s·1.n1íltí.Rávu.l a Thoil-fülo /c­
ud-oszt;ályi', o::1zLi1111itorok rnódRzoréL, 1.1, fó­
komponommk allmlrnu:tásáL, sőL a hú,rorn­
fokcw.utú logkis, bb nógyzot;ok rnódszt•f'éL is
brn111,taLja. A r·ojewl; g,w.(lag any11gúL ,,z
016·1.ök hö,. haH0ll lóun példák ÚR gy11lrnrla­
Lok ogós:dtik ki; a míí végén röv.iclobb bib­
liog!·áfia ós L,í.rgyrnuLaLÓ ÍR Lal,í.11,aló.

ÖHszofoglalv11, a mondoLLa.knL: n,. 11.,.
ol v1.tsó, uk i n,, ölwnorrwLr-i>Li módKznLnn
ir:int·, 6nlold6dik, 1n11, sokkal kodvu,.öbb
holyzoLbon vun rni11L X 10 óvvt>l ozolőLL;
1116dji.í.b[t11 v1.l,ll válogatni 1.1,z icl6közbnn
1nogjolont; kó,.ikönyvok köziiLL. V,wgro­
volinglto könyve nem ogyS'.l,f'rÍÍo11 egy öko­
no111eL1·ini közi könyv ,.t Löbbi közöLL, hu,no,n
igen jó kéúköuyv éR allmlr1111s t.ankönyv.
Tudományos és podagógi11i ürclomoiro 1.1,
fonLiokbon kii;6,·t,i.ink, s lgy 111indazok IVl
olvu,gók, 11kik Lan,drnányuik ·t\ljitból Va,ngro­
voli11ghe kiinyvól. vó.l,,szLjü,k k.i u ,;z,.1,kiro­
daloml,ól, jól fognu.k járni.

NYARY Í:STGMONn



TUDOMÁNYOS ÉLET 

Á a t e m a t i k a i k ö z g a z d a s á g t a n i m o d e ll e k 
a s z o vj e t k ö z g a z d a s á g b a n a 

Nagy változások mennek végbe a szovjet gazdaságban, a népgazdaság fejlődésének
irányítási és tervezési módszereiben és eszközeiben. Nehézzé vált a folyó (éves) és a
középtávú (ötéves) tervezés a jelenlegi módszerek felhasználásával. Napjaink gyors tár­
sadalmi, gazdasági és tudományos változásai a Szovjetunióban igen bonyolultakká tették
a gazdasági ke.pcsolacokat. Másfelől a rn(iszaki-tudományos haladás az irányítás új mód­
szerei és műszaki eszközei segítségével megteremtette az eléífeltételeket korábban isme­
retlen lehetőségek megvalósítására a tervek minőségi kidolgozásában. Ezeket a lehetősé­
geket; a szovjet tudósok éppen a rendszer-szemléletű megközelítésben realizálják, arnely
lehetővé teszi a matematikai közgazdaságtan modellezési módszereinek alkalmazását egy
olyan ha.ta.lmas és bonyolult rendszerben, mint a Szovjetunió népgazdasága.

Véleményünk szeri'.lt a mai felt~teleknek ős az új követelményelrnek a legteljesebben
az u, komplex torvezósr rendszer felel meg, melyet a szovjet közgazdászok javasolnak.
lföben a,. egységes népgazdasági terv megalkotúsrinak kiindulópontját az ország fejlesz­
tési célja képczi. 1;; célok alapján alakít.jak ki a tervben a,, erőforrások termelési-technikai
és t.oru le ti szerkozctét.

A tervezés t'Jj csvkőzei, molyok képesek felőlef ni a tényezők hatalmas sokaságát a, mate­
mubiku.i közga,zdaságtani modellek ..Ma már f1 Szovjetunió népgazdaságának minden
ogységóben 11llmlmaz,.rík iíkei; - a vállalat.tól a7, ágaY,n.ti minisz.tériurnig és az ors_zág
Tcrvhivut.al.tig. A szo vjet, gazdi:,ságnak ez.en ,,fonnulái" igen hatékony segítségnek bizo­
nv u l t.a.k mind a tudományos k ut.at.ásba.n , mind a tervezési gyakorlatban, a szovjet állam
gn.zdasági ícjlödósériok elemzésében és prognos7,tizálásába,n.

A mu.tomat.ikai közga,zdaságtu.ni modell a matematika nyelvén, képlet formájában leírt
go,zdn.s,'1,1,;i fcladat., jelenség vagy folyumut.. A modelleket rendszerint nem egyszerűen a
fuladu,t, loí,'l'.,sárn has,,,.f.ilják, hanem a rncsroldás legjobb útjának megkeresésére is. Ezért az
ilyen rnodcllekbon foltér.lcnü l megvan két őssze te vö : az opt.irnáli té.s kritériuma és a meg­
fdell\ lwt'l,\,tozó f'oltöLolek. Az c l s ö azt mutat.ja m<'g milyen mértékben felel meg az adott
mcgokl.is üü foj.l(;sz.tösi célnu.k, amclyrn a feladat irány ni. A második szárnhavoszi a munka­
crő-, termelési, »yersanyagbcl: és ogy,~b erőfoi-nisokut. Ha ilyen hat.almas obJekturnrna1
van dolgunl<, mint u SwvjeLunió népgavdasága., uek ko r a modell építésekor sv.ükségszerű,
hogy csak a fő, lcglönyeg-,sebb tényezfíket; és aJ gazdasági rendszer f6 összefüggéseit tün­
Lcssiik fol. A·1, 11 Lörck vós, hogy ,,mindenL" figyelembe vegyünk, olyan teI"jedelmesmodellre
vczni;, hogy ,mnak (;lernzése és kiszámítása gytLkorla,Lilag kivihetetlenné válik. Másrészt
a tú l·wLt ogyszoeí'1r;ítós nem tii krözi u, tanulmányoza,ndó jelenség lényegét, a lmpott követ-
kl'ztetésnk. nom bírnak komoly gyakorlati értékkel. . . . ,

1:;;zérL allrnlrnaznak különböző matematilrni közgazda,ságtam modelleket az orszag
gazdasági szorvezeLönek különbözó szintjein. Együttvéve többlépesös modellekben ábrá­
·wlho,tja a teljes népgazdaságot. Meg a,lrnrok előzni egy félreértést_: ezek.. a modellek, a ter­
vezés é,; irányíLás autornatizált re11clszeeei, amelyeket ma már nunclenutt alkalmaznak a
Szov;et11niób-an és a számíLástechnilrn nem tekint,endő valamiféle ,,elektronikus matema­
tika/ szé\rnyeteg"-nek, megfollebezhetel;len orákulumnak, amelynek a következtetéseit
vakon köveLni kell.

Az ember Jia1;ározu1 meg a tervezés és irányítás módszerLanát, az ember kezdeményezi
ft terv megallrntásál; és teljesítését, az ember elemzi a számítástechnika segítségével kapott
eredményeket, végül az ember l10zza a végső döntést. A modellek rendszere segít a leg-

* A cikket !i'edorenko akadémikus négy oikkéből, melyeket az APN hírügynökség bocsáj­
tott rcnclelkezésünlue, Andorka. Rudolf szerkesztette, vonta össze. Fordította Vári ,Judit.
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jobb döntés kiválasztásában a gazdasági fejl6dési utak sok változata közül. Vagyis nem
csak a gép, hanem egy ember-gép rendszer működik.

Bemutatok egy konkrét példát. A kilencedik ötéves terv ( Rm 71- 1975) feldolgozásánál
sok tervváltozatot vizsgáltak át. A tervfeladatokat, a lentről és fentről jövő javaslatokat
tanulmányozták, mégpedig nem egyszer, hanem minden gazdasági fokon a vállalattól a
Szovjetunió Tervhivataláig. Végül amikor gondosan átolvastak minden mellette és ellene
szóló érvet, kiválasztották azt a variánst, amely a nemzeti jövedelem cmelkedé ét kb.
40%-ra irányozza elő, az egy főre eső reáljövedelmekét körülbelül 30%-ra. A matematikai
közgazdaságtani modell segítségével megállapították, hogy az alapvető termelési alapo­
kat 50%-kal kell emelni, a nrnnkaráfordításokat csak 5-6%-kal, így a munkatermelé­
kenység körülbelül 3G-40%-kal fog nőni. Meg kell mondani, hogy ilyen általános és első
látásra nem bonyolult számítási feladatot, sem lehet; matematikui közgazdasúgtani model­
lek nélkül megoldani. A tervfeladatokat részletezni kell, például az iparban több mint 50
ezer nagy- és középvállalatra, ebben a gazdasági rendszerben csaknem 120 millió ember
dolgozik.

Milyen gyorsan tud (vagy fog) növekedni a népgazdaság? Minek a rovására lehet
növelni a nemzeti jövedelmet, melyek a termelés kiterjesztésének és a hatékonyság növe­
lésének forrásai ·1

·1;:;zeket a kérdéseket tesz ik fe le mindonokolőtt.. A válaazok megtalálásában segítettek
a modellek, amelyek kapcsolatot létesítenek a nernzet.i jövedelem növekedése és a terme­
lési crőforrasck ráfordttúsainalc növelése között, Természetesen arra törekszünk, hogy
olyan módszereket találj unk a termolós kiszélesítésére, amelyek a legkisebb anyagi ós
munkaráfordltások mellett a termék lehetőleg maximális növekedését váltanák ki.

A tervezés további tökélete ·(tésón k legfontosabb feladata a gazdasági e9yensúly jav í­

tása, olyan termékek termelóse, amelyek szükségesek más termékek termelésének növelé­
séhez és a lakosság növekvő igényeinek ki -Iégítésóhez,. Ehhez egész sor matematikai köz­
gazduaágoani modellt haaz.nálnuk fel, közt.ük az ágazati kapcsolati mérlegeket is. Az ága­
zati kapcsolati mérleg fögondolatu az, hogy minden ágazatot termelőnek és fogyasztónak
tekint. Az ágazat! kapcsolati mór-leg modellje egységes informri.ció-rendsv.er a kölcaönös
termékszé.llltűsokról minden termelési ágaz,u,t között, vularnint a termelési állóal,,pok
volumenóről és ágazati szerkezetéről, a munkueröforrások ról, stb.

8gyébként a közvetett kapcsolatoknak a népgazdaságban gyakran nagyobb ;1, jelentő­
ségük, mint a közvotloncknck. Ahhoz, hogy ruhat, varrju.nalc Leningrádban, kőolajat kell
termelni Baskíriában és ahhoz, hogy Togliattiban autót; gyárLhassanak, nemcsak magát
az üzemet kell ellátni elektromos energiával, ha1101n a magnyitogorszki fórnkombiné.t bon­
gorműveit is és a jarosz lavli abroncsüzcmet és sok u ' iuüs l g is. Az ág,v,ati ku.pcsoluí.ok mérlege
lehetővé teszi, hogy ,,legomboly[tsuk" >.I!!. ilyen kupcsolutok egész, lú.ncá.t, kiszérnltsuk
egyes ágazutok fejlődésének következményeit.

Az ágazati kapcsolatok modelljének t!ugít;sógóvol kisz,irníl,ható az adott végtermókhez
szükséges össztermék, meghatározhatók a beruházások c,s 1.1, munkaeróforrások, minden
egyes ágazat szükséglete. Vannak rnás modellek is, amelyek opt.irnulizé.lrisi C·l,ulatot olrla­
nak meg: például mcghaté.rozzrik o, tőke, munkaerő és tormészoüi oróforrások optimális
elosztását, és felhasználását;, amely n logmn.gu.Rabb népga:r.dn.;itl.gi hutékonysAgot, bizto­
sítja. Ilyenek a szovjet gazdaság ált,alá1108íLoU ,,lcmnulái", t1 szovjet, egységes nópgazcla­
siigi tervek mogalkotási teohnológiáj,'Lt-11.1,lc ,,legC lsílbb fold1" 1naternu.tikájt1. ísmót,lorn,
ezek csak részoi a mutemutilmi rno<.lellozós általáuos rendszerúnok a szov jot g,w.clas,l.gi
tervezésben.

A n pgazdasági modell.ek mellett allrnlmt1zn11k ágazati ós üzemi m,iternatilrni közgaz­
dasúgtani modelleket. Például az ásványolaj b,iny,1.szat ós folclolgoziis Hl71 - l 97 5. évi
fejlesztési és területi elholyoz.ósi terve, amelyet u·t új eljárások figyolembevÓLPlével számí­
tottak ki, a hugyornányot> eljárással készült ág,1zati tervnél 800 millió i:ubollel jövoclelme­
zőbbnek bizonyL1lt.

A,,; 'zKP XXIV. kongressz.usának ii-ányelvei előirányozzák, hogy 1975-t·e 11z, ország
á;;v1.ínyolajterrnelését 480 -500 millió tonn!Írn, a különböző olujtormékok terrnelésot pedig
másfélszeresére növeljék. Ezek f.1, népgazd1.ts{ig fels6szintű tervrnutatói. A tervezési mun­
kák következő fokán, ágazati szinten hat;ározták meg az új ós folújít,is előtt á:iló ásv>iny­
olajfeldolgozó üzemek helyét és alapvető jellemzőit, az olajkutuk kihasználást hatékony­
sága fokozásának reális lehetőségeit, stb. A különböző változatokat komputereken szá­
molták ki, a termelés fejlesztésének és terül(,ti eU1elyezósének optimalizáló modelljével.
Fő meghatározó tényezőként szerepelt a nélkülözhetetlen olajtermékek mennyisóge és
válusztéka, a nyersanyaglelőhelyek távolsága, új szállítóeszközök megléte vagy szüksé­
ségessége, a különböző költségek csökkentése, a termék jövendő fogyasztóinak címe, a
munkaerőforrások és még sok más tényező.
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Sok nagy gazdasági fontosságú feladat hasonló megoldását lehetne még felsorolni az
anyagi termelés egész sor ágazatában. Csak azt jegyezzük meg, hogy az olyan egységes
gazdasági szervezet keretei között, amilyen a szovjet gazdaság, hiányoznak a magánérde­
kek korlátai, nincs konkurrenciaharc. Nem merülnek fel nehézségek a fejlesztésre kijelölt
területek felhasználásával kapcsolatban sem. A föld a szocialista társadalomban állami,
össznépi tulajdon, ezért felhasználásának kritériuma a föld és minden egyéb természeti
erőforrás ésszerű kihasználása. Az ilyen feladatok megoldásánál a társadalmi problémák
komplexumát is figyelembe veszik, amilyenek: a lakásellátottság, a lakossági és kulturális
szolgáltatások szférájának fejlesztése, a természeti környezet védelme, stb. Az ágazati
modellek általában - például fenti példában (amely az ásványolajipar optimális fejlesz­
tésére vonatkozott) - elég bonyolultak. A kiinduló információ volumene az adott esetben
körülbelül húszezer mutatót tett ki és a változók száma csak egy számítási szinten
körülbelül háromezer volt. A sokszoros elektronikus-számítógépi ,,lejátszás" eredménye
azonban igazolta az új módszer nagy értékét.

A fenti példában úgy oldották meg a feladatot, hogy a beruházások és a folyó költségek
minimumát érjék el, amelyek az ásványolaj bányászatával és feldolgozásával és a kész­
termék eladásával kapcsolatosak. Vagyis optimum-kritérium a minimális ráfordítás volt.
Az ágazati modelleknél igen gyakran választják ezt az optimum-kritériumot. Sok esetben
azonban az optimum-kritérium a maximális nyereség, amelyet az ágazat fejlesztésének
eredményeképpen kapni lehet. A modell azt a tervváltozatot választja ki, amelyik a nép­
gazdaságnak a legnagyobb hasznot hozza és a leggyorsabban kielégíti a lakosság szükség-
letét jó minőségű árukból. ·

Hogyan és miért választották például éppenTogliatti városát a Volgán az ország leg­
nagyobb személyautógyára földrajzi telephelyéül? Ennek a komplexumnak a létesítésére
az ország sok városa állt rendelkezésre. A jelöltek listáján szerepelt Kijev és Minszk,
Gorkij és .Belgorod, m aroszlavl és Togliatti. Mindegyiknek megvolt a saját és elég súlyos

érve.
A termelés lehetséges gazdasági mutatóinak, az építkezési feltételeknek és egyéb ténye­

z6knek hasonló adatait vették fel a matematikai közgazdaságtani modellbe. Elektronikus
számítógépen kiszámították a változatokat, amelyek csillagászati számokat tartalmaztak:
a gópkoceik termelésének és eladásának kilátásairól, a vállalat építkezési ráfordításairól
és a lakás-kommunális feltételekről az építők és a jövendő dolgozók számára, stb. A számí­
tások megmutatták, hogy az üzem Belgorodban 20, Gorkijban 75, ,Jaroszlavban 85 millió
rubellel lett volna drágább.

Az ágazati modelleknek nemcsak perspektivikus jellegük lehet, hanem a termelés
operatív irányításának javítását is lehetővé teszik. Segítségükkel például az anyagi­
műszaki ellátás szervei most összekapcsolják a termékek szállítóit és fogyasztóit, úgy,
hogy a szállítási ráfordítások kisebbek lettek. Olyan körülmények között, amikor száz
és ezer szállító és fogyasz,tó van, kapcsolataikat nem korlátozza a magántulajdon, és az
útvonalakat összá.llarni ésszerűséggel határozzák meg, azok racionális összekapcsolása
különlegesen nehéz; feladat. Ennek modellje száz és ezer egyenletet tartalmaz, amelyek
megoldása még a hatalmas elektronikus számítógépek számára is munkaigényes. Szokvá­
nyos kézi módszerrel az, ilyen feladatok álta.lá.ban nem megoldhatók. Még az igen tapasz­
talt anyagbeszerzők Ieggyakorlot.ta.bb intuíciója is erőulennek bizonyul ilyen esetekben.

Ma sok millió tonna termék elosztása az egész ország viszonylatában az elektronikus
számítógépek segítségével történik. Ez a gazdaságnak tízmillió rubeleket hozott évente
a. teherszállításban és felszabadította a vasúti vagonok ezreit és közúti szállítóeszközöket.

Sok feladat megoldását segítik az üzemen belüli tervezési modellek. Hogyan lehet pél­
?ául a legésszerűbben megterhelni a bengerműveket a fémműben? Hogyan lehetne a leg­
Jobban megszervezni a panelek szállítását a házgyárból az építkezésekre, hogy azok időben
érkezzenek és az autó kerülő útja a legkisebb legyen?

Hogy mit adnak, azt akár az első ilyen feladaton meg lehetne mutatni. Az elszámolások
eredményeként sikerült azonos kapacitáson az öntvénytermelést 7--10%-kal növelni.
Hogy a szokásos úton akkora növekedést érjünk el (új hengerművek beállításával és a
~eglevők rekonstrukciójával), évekre és milliós beruházásokra lett volna szükség. A szov­
Jet közgazdászok mint az egész népgazdaságban, a vállalatoknál is arra törekszenek,
h~gy egyesítsék az egyes feladatok megoldására konstruált modelleket a modellek kölcsö­
nosen összekapcsolt rendszereibe.

Felhasználják a matematikai közgazdaságtani modelleket a prognózis készítésben is.
Különösen fontos ez a feladat napjainkban, amikor a tudományos felfedezések radikális
termelési változásokat hoznak magukkal, amikor erősödik az emberi tevékenység hatása
a környezetre. Ezért mind szükségesebb, de mind nehezebb is előre látni a ma hozott
döntések távolabbi következményeit. Hogy értékelhessük a várható eredményeket,
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hosszútávú prognózisokat kell alkotni, és ezek felhasználásával kell a távlati terveket fel­
építeni.

A Szovjetunióban különféle gazdaságfejlesztési prognózisok tapasztalatait gyűjtötték
össze. A rövidtávú prognózisok például a mezőgazdaságban terjedtek el. A nyár elején
meghatározzák a terméskilátásolrnt és ezen az alapon terveznek meg egy sor gazdasági
intézkedést: a betakarítási technikát az üzernanyagszükségletétől a bebakarításban résztvev
munkások anyagi ösztönző pénzkiutalásainak elosztásá_ig. A középtávú prognózisoka.t
ága,-;ati szinten és a1/, egész népgazdaságban alkalmazzák. Igy például a technikai haladást,
a növekedési ütemet, a termelés és a nemzeti jövedelem volumenét, stb. számítják előre.

A hosszútávú prognózisok napjainkban a Szovjetunióban a komplex tervozési rendszer
kö telező elemévé váltak. l{onrh;zerint, hosszabb időszakot ölelnek fol, mint a tervek, ame­
Iyeknek rnegal1:1.pozására, konstruálták öket. Most készülnok például prognózisok t,z öko­
lógia, az ásványi erőforrások területén a XXI. század első negyeclére. 1-ía a pr·ognosztizálás
módszeréről boszélün k, ez két alnpvctö részL tarta.lrrw.z: az extrapoláció módszerét - azok­
nak a tendenciáknak a jövőbcl i ColyLaLúsút, amelyek a múltban alakultak ki, és az oksági
kapcsolatok elemzését, ahol gazdaságrntLl,onH.tLikai modelleket hnsv.ná.lna.k fol.

Az Ökonometriai Társaság 1974 évi téli szemináriuma
Dobogókőn

Az Ökonomctrie.i Társnsó.g ourópai iii lu.nrló bizoLI só.g{Lnuk n•ndm.úst':lwn évon I u sor
kerül az ún. Léli szorninári1rtni·11. Ez a rondcz.vény a szakma. fial al rnű vclői nck t,.tliilkozá­
sé.t., uszmocaorójét, hival,ol,L til/\mozdílan-i. A szrminé.rium r·észl vevőit, az r,«r<'lptti állandó
bizot.tság egy albizoLLsága hívja rncg. Az u.lbizoi,Lság Európu kü lönbövő rógióiL kópv isr-Iő
Lu.gokból áll. Az albizol Lság ÖRSZOLÓLnk l11irorn é von to f'orgószínpwl R·1.or(i('n válLm.ik.
r<;bb<,n az évbon az úlbi1/.0UHtLg olnüko vVaol broock rn-otcsezor vol I,, r, k olr-l cruópui r·t'·gió
képvisclójo: Ko rnn.i .l ános.

A Rzt·minári11mon vuló rész vót.ol ogyik alupfoltét.olo, hogy u, mt>glrívot I m{,g korűbbun
non-i vel t r'ÓszL ilyen rnndozvényon. VagyiH niind('nki Rzómi',1·11 ('Silk q..'.yH·1.cr jiilll'L Rzóba a
fialal ökonornél-erok iisszojövl'Lolén vúlÓ s·1.1•rr'plés. A szprnirn.\,riurn l.tí.rgy,.1, AlttL11l.b1Ln nint•fl
dőro nwgköLv<'. A r-észLvev/ík egy rÓHzo ollíud!ÍsL Lari, sn.j,'tt, orndrnrínye.irl',I, 11mil u, jl'iun­
levők rnegvitainak. A r;zerninári111n lóLsztí,rn,L álLLLi!Í,lmn 11l'l1'l Löbb :l0-40 f/\n{-1; lJ,·l<'e1ri vo
a rn,,,rl,lí.L i,·ányíLó szenior LagokuL ÍR.

Az OkonomoLr·ir,i 'IYt1·sn;;1\,g V01/,oLÖR(1go, nz I !l7:l-bn,n t >tl'Loi;i, oRloi ('111·óp11i konícn·neia
a,lkalm,wul a1111ak a Rzúndúk(rnttk adol.L kil.ojozösL, hogy Hzívc•s(•n rf'ndt"1.11é Nl>1gy,tr-orszr\.­
gon a logközclubbi Lúl i szomin(Ll'i urnoL. l~gyl'ószl, azfrt., nwr·L az 1972-PH, H11d,qwsl Pn r·r·n­
dezul L, (:1ir·óptLi konfol'(•nció.rmk ignn lrndvoző nnrnzoLki\zi viRRzhu.ngju voli,. Mó.sréfW,I. nzúl'L
is, mod, ,•ntwk 11 rendezvénynek IJizonyoH ni1yngi •·n,d111rínye, vnll., ÚR a T,i,,·Rus,lg (,gy gon­
dolt.ti, hogy t·nnok ,t int·gi>dH.Ll'ÍLÚfHIUk "gy niHzöhől r·nduzi fl. lt\Ji Hz1,rnirn\.ri11rn kiilts{·guil,

A Magy tu· Kfo.gnzdw-;,í,gi T,í.nmH(Lg 1,:1 néilrnt',go 11, M1tl ('I na.1.ilmi I(özg111/.d11.;;,í.gi ;;zakoRz( {dy 
juvu;;lai {,ra hozz(tj,'.,rnl (, ahhoz, hog_v ,t f-!'1.urnin,üi, r rn, n1i n (, t.1\.l'fll<>ltlgi rondozv,·•ny kapjon
jogi fonnó.l, r'H m,z<"I a~. i I l(•Lúl((>S l,,r,I.ÓH1i.gok is c·gyot.érl ni.I "k. I ly<•n Plőzrné11y<'k ir L1in ko­
l'Ül t so,· a réRzLv,·vök ,rn,ghívús,í.ra. Anmtk r·ll<'.rHírn, hogy n mc·ghívólevl'lok csak nov(•rn­
bol' véµ;<'.n, dPcPini)('I' pJ.,jún ö,·t.ók ,d ti üÍrnz"I t.,·kol, a v1íl1.1.R·1.ok lllind('n orszó.gból pozii.í­
vak voll1.tk. :l4 mogh[vol.t fog,vli,a ,,Ja inogliív,tsl, ·•,; közi"rliik ZX-un rór-;•1,L is veLLok I), s·1.1·111i-
nó.riuni mtrnk,í.jó.ban. .

A r<-szLvovf\k orsd1gonkónLi llH'g<>Rzli\sn. a kövoLkc,z/\ volt.:
Anglia: :J, Bolgiurn: 2, J),í.niu.: 2, l<'innorn7.1\.g: I, Fn1n('iaor·sz.iíg: :J, L<'ngyelorsz,ig: 4,

Magynrorszúg: 4, Nl)K: 2, NNzl(: 2, Norvógia: I, i:-lvá.j,·: I, Szovj('t11nió: :l.
A !'lzPminár-iL1mon 14 r•lőadó.s hangzoU el. A viltL álLnliLbnn úgy fo"JyL, hogy a rc\sztvevök

előzell'sen moglrnpt,'d< az (•1/Sad,\.s Loljris sziivogót.. l~z jolonLöson hozzájú.rul L a vi I a élénkí­
téséhez, ami időnként majdnem R1/,onvedélycsRÓ is vá.lL.

Az t'lőadók Ol'Szó.gonkénLi mcgos7.lása: Anglia.: 2, Bolgium: 2, Franciaország: 2, Len­
gyelország: 2, Magyaro1·szág: :i, Norvégia: I, Svájc: I, éR Szovjetunió: I.

A szocialista országokból éd~czők el/íaíló.Rni Löbbségükbcn a népguzdasági tervezés
problémaköréhez kapcsolódtak. Igy \IV. N. Pavlov (Novoszibirszk) nz önköltségesökkenL6
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beruházások népgazdasági hatékonyságának meghatározására szolgáló modellt mutatott
be, amely a dinamikus input-output technikát használta fel. Sivák József arról a kutatás­
ról számolt be, amelyet a Tervgazdasági Intézetben folytatnak gazdasági rendszerek
autonóm vezérlésével kapcsolatban. Szepesi György a hosszútávú népgazdasági tervezés­
ben jelentkező ártervezési problémákról beszélt. B. Suchecki azt a kutatást ismertette,
amely Lengyelországban a lakossági kereslet egyenleteinek ökonometriai becslése érde­
kében folyt, illetve folyik. W. Sledzinski (Poznan) és Strausz Péter előadásai inkább
technikai jellegűek voltak.

Nehezebb összefoglalni a nyolc nem szocialista országból érkező előadó témáit. A leg­
döntőbb különbség az előbb említett előadásokkal szemben az, hogy sokkal elméletibbek
és távolabb állnak a gazdaság tényleges problémáitól.

Amikor azt mondjuk, hogy ezek az előadások sokkal inkább elméleti jellegűek, akkor
egyszerre úllítunk bizonyos pozitívwnot és negatívumot is. A pozitívum, hogy szélesebb
mutomabikni fegyverzettel dolgoznak és közben modelljeik világában érvényes új téte­
leket is bobizonyítanak. A negaUvum, hogy a modellek érdekesnek tűnnek ugyan, de
gyakran rendkívül vitatható, közgazdaságilag alig helytálló feltételezésekből indulnak ki.

J 'éldának megemlítjük G. Fuchs igen rnagasszínvonalú előadását, amelyben rendkívül
bonyolult, differenciál-topológiai eszközökkel általánosított tételeket gazdasági rendsze­
rek egyensúlyi állapotainak folytonosságáról. A vitában egyesek felvetették, hogy mi az
értelme az ilyen vizsgálatoknak. A szerző - joggal - azzal érvelt, hogy ha _van vala­
milyen moclollünk, akkor szükséges, hogy ismerjük modellünk matematikailag igazolható
tulajdonságait. Ezek között pedig alapvetö jelentőségű az, hogy a körülmények nem
túl jelentős meg vé.í tozrisa esetén az egyensúlyi helyzet jelentősen vagy csak kis mérték­
ben mozdul-e ki a helyéről. Egy modoll ,,jó viselkedéséhez" elengedhetetlen bizonyos
folyt.onossági tulajdonság -- vélte a szorzó. A vitapartnerei ezzel szemben amclíet.t kar
doskodtuk, hogy egy modell nem ,,attól jó" hogy folytonos, hanem attól, hogy feltétele­
zésoi a g,1zclasúgi valóság reál.is absztrakcióit, tükrözik.

A sz<'n1iná1·inrn legnagyobb vitáját Jean Pascal Bcnassy : ,,Neo-Keynesian Theory of
Disequililuium" című rcndkivül figyelemreméltó tanulmánya váltotta ki. A szóbanforgó
előadásban a szerző néhány résv.lctol. isrnerteLetL ,,Disequilibrium Theory" című I 97a-ban
kószütt, tanulmányából. Bcnassy formálisan is kezelhető modelleket igyekszik felállítani
a gazdaságbtw f'ollépéí nom-cgycnsúlyi helyzetek vizsgáfatára. Döntő fontossúgú szerepe
van gondolaLi rendszerében a pénz szcropének. Benassy nem aká.rmilyen gazdaságot
modell oz, hanem egy•- mind mondja - monotá.ris g1w.daságot. Olyan gazdaságot, amely­
ben létezik pénz és ennek a pénznek az a szerepe, hogy ó.rukaL csak pénzért lehet vonni,
illetve olud ni .

Mu.rx i~tu ki\·r,ga,z,lászo~, '.Jlé\U jól ismort., ho~y- a pénz. kialakulása, hogyan rej_ti ..ma1sá~
ban 11 válságok kolcbkozésénok elvont lehctőséeét. Így nem mcglepö, hogy a különböző
neoklasszikus é.rumla.tok jelcnlovő képviselői

0
mindenekelőtt a szerzőnek fent idézett

kiinduló pontját biráltzik és arr-a akarták rábeezélni , hogy helyettesítse azt ,,ált,aláno­
sabb", formális ·1rnzolés szempontjából ,,elegánsabb" feltételezéssel, amely speciális eset­
ként, magában Iog lulju a pénz léLczósének r1 feltét.ciezését,.

VolLak ukik így órVl'ILl'k: Mi u,z hogy p\nz? Semmi más, rni~t bizonyos korláto~ása,
annak, hogy a kiilönbözó jószágok teréből milyen irányban lehet k1,1utn1. Ha azt mondjuk,
hogy van néhány kitL'rnLetet;L ir-úny, amelyeket az jellemez, hogy lnzárólag az?k. men1,én
lohoL kijutni: ez tökéteLf,sen megfelelő feltételezés. A szerző ennek egy speciális esetét,
alkalmazzu: ncvczeLcscn azt, amikor a fenti érLclcmben vett kitüntetett il'ányok száma
pontosan egy.

Bena. sy nom hagyt,:t magát az ,,clcgánsabbra" rábeszélni és következetesen ragasz­
kodott kiindulópontjához: ahhoz, hogy vizsgálatának sen:uni köze a nu,turális gazdaság
Jelenség •ihcz és hogy éppen a pénz piacának elkülönítése az összes többi áru piacától
~es7,L _ lehotóvé olyan modellek felépítését, a,melyekbon a nem egyensúly lehetósóge úgy
Jelonrk meg, mint, nagyjából a tényleges gazdaságban. .

Ernlítésrn érdemes, hogy .Benassy fogaloma,lkotás11iban felismerhető Kornai Anti­
equilibriumának hatása. Ugyanakkor munkája kísérlet olya.n feladatok tényleges meg-
0h!ásám, amelyok K.ornainá! csak felvet,ve jelentkeznek. (Szeretnénk majd Benassy cred­
rnenyeire a SZ íOMA hasábjain érdemben is visszatérni.)

A szeminárium utolsó estéjén - ezirányú hagyományainkat követve - konznltációs
lehetőséget biztosítoUunk a külföldi résztvovőknek, hogy kötetlen formában választ
kaphassanak a szocialista építéímunkánkkal összefüggő bármilyen kérdésükre. A kérdé­
sekre a szeminárium hazai szervezői: Augustinovics Mária és Bod Péter válaszoltak
A késő éjszakába nyúló baráti beszélgetés valamennyi résztvevőben azt a benyomást
keltette, hogy az Econometric Society 1974-. évi téli szemináriuma nemosak érdekes,
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tanulságos tudományos esemény volt, hanem hozzájárult ahhoz is, hogy különböző or­
szágok. szakemberei j_obb~n meg_ism~rjék. egymást, sz~mélyes ismeretségeket, barátságo­
kat kössenek. A szeminárium egesz legkore az utóbbi években megjavult európai közérze­
tet tükrözte, és a maga szerény körében biztosan hozzá is járult további javulásához.

B. P.

Az Ökonometriai Társaság világkongresszusa
(Előzetes tájékoztatás)

1975 augusztus 20-tól 26-ig kerül megrendezésre az Ökonometriai Társaság harmadik
világkongresszusa Torontóban.

A kongresszus tudományos programját negyventagú nemzetközi programbizottság
készíti elő. A programbizottság olnölrn

Prof. Marc Nerlove
Dcpnrtrnent of ·rr;conornics
Northwestern Univoraity
629 Noyes St;.
Evanston, Illinois, G020 I USA

A program középpontjé.bnn négy ünnepi rrngyelőadás és 20-25 vitri.val egybekötött
meghívott előadás áll majd. 8zekhc7, kapcsolódóan kl . 250 benyújtott előadás kerül a
programra, amelyeket, parhuzamoe szekciókban fognak ismertetni.

A Programbizotteág felhívta mindazokat, akik előacláRt lctvrinnak benyújtani, hogy
ezirényú szándékukat, közöljék a prograrnbizottsággal. A jelent.kezésen fol kell tüntetni
a szerző(k) nevét és címét.: az előadás teljes címét, valamint csatolni kell az clöadás kb.
150 szavas angolnyelv(í kivonatát.

Az előkészítő munkák egyszer(ísftóso érdekében a jelentkezőket arra kérik, hogy ne a
programbizottság elnökével kezeljenek közvetlenül levelezést, hanern a prog1·11mbiz0Uság
valamelyik tagjával. A programbizot.tség teljes névsorat, az I-leonometaioa közölni fogja.

A jelentkezők bármelyik pr-ogrambizotLsági taghoz fordulhatnak. Célszerű azonban
vagy személyes ismerősnek, vagy az előadás témakörében tevékenykedő személyiségnek,
vagy a szerző földrajzi régiója zorin t illetékes programbizottsági tagnak írni. A Kelet­
európai régiót egyelőre

Prof. Krysztof Porwit
Jnstitute of .Planning
Warsaw, Poland

és
Boci Péter
MTA Matematikai Kutató Jntézot

képviselik a programbizottarigban.
A Magyar Közgazdasági Társaság matemutikai-közgazdasági szakosztályának vezető­

sége olhaté.roz ta, hogy megvizsgálja, milyen módon tud anyagi eszközőkct. olőterernteni
arra érdemes magyar szakemberek részvótolénok támogatására. Minthogy a legszeren­
csésebb osetben is legfeljebb egy-két kiuLazás támogatásának a lehetőségével szdrnolha­
tunk: az esetleg rendelkezésro álló eszkövök folhasznál,í.sáról a Szakosxtaly vezet,6sége
pályázat alapján fog lönteni. A pályázati hirdot.móny t akkor tesszük csak közzé, ha már
sikerült majd a lehetőségeket; tiRzt,izni.

Felhívjuk érdekelt olvasóink figyelmét.: a M,mogatásnak minden bizonnyal feltétele
lesz az, hogy a pályázó előadását a nemzetközi programbizottság elfogadja. Az előadás­
kivonatok beküldésének nincs formális határideje. Azonban a korábban beküldött je­
lentkezések óhatatlanul bizonyos előnyt élveznek. A programbizottság_ 1975 első negye­
dében dönt véglegesen az elfogadásokról. Ezért legkésőbb az óv végéig célszerű jelent­
kezni.

Végül szeretnénk figyelmeztetni arra a körülményre is, hogy az Ökonometriai Társaság
anyagi eszközeiből fedezett támogatásr~ csak a Társaság tényleges tagjai tarthatnak
igényt. Tagsági ügyekben Dr. Marton Adám (KSH), 11z Ökonometriai Társaság hazai
tagszervezője ad felvilágosítást.
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