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Hunxvyapr KiroLy —Mo6pos GyuLa

A halés programozasi médszer egy mezbgazdasagi
alkalmazdisa

Tanulmanyunk célja — a legkedvezébb vallalati géppark és géphasznélat
hélos programmal torténd meghatdrozasinak a bemutatdsa. A halos tervezés
maodszereinek gyakorlati alkalmazéasaban mind a t6kés, mind a szocialista orsza-
gokhoz képest viszonylag kevés eredményt értiink el. A hazai gyakorlatban
els6sorban az épitGiparban és az ipar egyes teriiletein szimolhatunk be jelentd-
sebb elérehaladdsrol. A szakirodalom is jorészt ezeket a teriileteket oleli fel.
A mezbgazdasigi alkalmazisnal még nagyobb a lemaradis. Eddig csak a kez-
deti lépéseket tették meg, kevés gyakorlati eredménnyel.

A géppark és géphasznalat tervezésének problémai

A mezbgazdasigi termelés miiszaki és technolégiai fejlédése eredményeképp
a gépesités dontési problémai a viallalati gazdélkodésban igen bonyolultakkd
valtak. Egymds utdn alakulnak ki az agazati géprendszerek, az éllattenyesztes
néhany dgaban az iparszerii tartdsi modok éltaldnossa valnak. Az dgazati gép-
rendszerek kialakuldsival egyiitt f6képp a szant6foldi novénytermesztésben
az Agazati géprendszerek egyméssal is bonyolult kélesonhatdsban allnak.
A traktorpark, a szdllitéo kapacitds, s6t szdmos esetben a betakaritds géprend-
szere is tobb dgazatban felhasznalhat6. Ennek megfelel6en médosult a vallalati
gépparkkal szembeni igény is.

Az olyan géppark kialakitasara kell torekedni, amely egyrészt biztositja az
Osszes munkak — tehdt nem az egyes miiveletek — minimdlis koltséggel vald
elvégzését, masrészt lehetdvé teszi valamennyi munka bioldgiailag és agrotech-
nikailag optimalis id6ben val6 elvégzését is. Ez a kettls kovetelmény szémos
probléméat vet fel.

Az elvégzendd munka a termelési szerkezet és az alkalmazott technologlakna,k
a fiiggvénye. Az igen szoros kapcsolat a termelési szerkezet, a géppark és a
technologidk egyiittes optimalizdlasat kioveteli meg.

A mezbgazdasagban a munkak idében vald elvégzésének a fontossiga koz-
ismert. A probléma inkdbb az idSintervallumok meghatérozisanal jelentkezik.
Tudoményos kisérletek sordn sikeriilt szamos mfivelet elvégzésének optimdlis
idGszakat nagy pontossidggal meghatérozni, (pl. vetési idészakok) mig més
miiveleteknél a gazdasig kordbbi tapasztalataira lehet tdmaszkodni. A gép-
sziikséglet idGszakos nagysaga ugyanis adott mfiveletek és technolégia mellett
jorészt az egyes miiveletek elvégzésére alkalmas iddszakok hosszénak a fiigg-
vénye.

1 Szigma
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A koltségek értelmezése is szamos problémat vet fel. Vallalati alkalmazasok-
nal az dllami tdmogatastol eltekintve a koltségek két csoportra oszthatok:
a valtozo és az dllandé koltségekre. A valtoz6 koltségek elvileg pontosan meg-
hatédrozhat6k, mig az allandé koltségek az amortizacié nagysigan keresztiil
egy osszegben jelennek meg, fiiggetleniil az igénybevétel intenzitasatél. Ennek
megfelelen az a géppark, illetve technoldgia tekinthetd optimdlisnak, amely az
elébbi feltételek mellett Osszességében a legkisebb koltségfelhaszndldst igényli. Ennek
meghatdrozdsa azonban bonyolull feladatot jelent.

A géppark nagysaganak és az igénybevétel meghatarozasinak médszerei

Ha a termelési szerkezet és, ebbdl adéddan, az elvégzendd munkak adottak,
tovabb4 el6zetesen dontésre jutottunk ezen munkafolyamatok elvégzési mod-
jaban is, akkor a géppark nagysiga hagyomanyos modszerekkel is meghatd-
rozhat6. Az egyes idGszakok igényei és a gépek teljesitménye alapjan egyszeri
osztdssal kapjuk a sziikséges gépigényt. Ezt a szamitist a mezbgazdasigi val-
lalatok néhany idGszakra a kampénytervek sordn el is végzik. Bar a korabbi
termelési tapasztalatok alapjian a cstcsidGszakok ideje a fontosabb erdforra-
sokra vonatkozoan megéllapithatd, de mértékének a megallapitisihoz a mun-
kak elvégzési modjaban eldzetesen dontésre kell jutnunk. Ugyanakkor koz-
ismert, hogy egy miiveletet nagyon sok erGforrastipussal végezhetiink. A valla-
lati tartalékok — a gépesités vonatkozisiban — éppen ebben rejlenck, minden
mieletet gy végezziink, hogy az osszkoltségek minimdalisak legyenel, és ez nem
feltétleniil a legkisebb miiveleti koltséget jelenti. A drigabb gépek miiveleti
koltségei dltaldban alacsonyabbak, ugyanakkor magasabbak az amortizdcios
koltségek. Ezek egybevetése hagyomdnyos moédszerekkel a sokoldali ossze-
fiilggések miatt szinte megoldhatatlan.

A bonyolult kapesolatrendszer és az elobbiekben felvetett problémdk a
hagyvomanyost6l eltérd modszerek alkalmazdsat igénylik. A gyakorlati prob-
lémak megoldasiara napjainkig leginkdbb a linedris programozas kiilonféle
valtozatait alkalmaztdk. Az imméar klasszikusnak szémité linedris modellek
tovabbfejlesztésérdl szinte naprél-napra olvashatunk a kiilonféle szaklapokban.
A vallalati géppark és a géphaszndilat tervezése szintén megoldhaté linedris
programozéssal, ami lényegében a termelési szerkezet, a géppark és a technold-
gidk egyiittes optimalizalasat jelenti. [2] Az e tanulményban kifejtett modszer
széleskor(i alkalmazdsinak az igen nagyszama véltozé és korlitozd feltétel
okozta szamitdstechnikai és modellszerkesztési problémdk miatt napjainkban
nincsenek meg a feltételei. A technoldgia és géppark optimalizilasara konstrualt
modell is 1238 valtozot és 972 korlatozo feltételt tartalmaz. [1] Ezért azon vil-
lalatokban, amelyekben a termelési szerkezet kialakultnak mondhato, elégséges
csak a technologia és az erSforrdsok egyiittes optimalizalasat elvégezni. A
magas mfiszaki szinvonalon gazdalkod6 mezigazdasigi vallalatok nagyrésze

- f6képp az allami gazdasdgok — a természeti és lizemi adottsigok, a sokévi
tapasztalat és termelési hagyomdnyok alapjin mar kialakitotta legkedvez&bb
termelési struktirajat. B gazdasdgokban a tartalékok inkabb a technolégia és
az eréforrdsok optimalizdlasaban kereshetOk. Kz a késébbiekben részletesen
ismertetett hdlés modellel is megoldhaté. A feladat jellegének megfelelGen a f6
stlyt a hélés koltségtervezési és eréforrasallokalo eljarasok vizsgélatéra helyez-
tilk. A meglevd szamitogépi algoritmusokat is figyelembevéve arra a megéalla-
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pitésra jutottunk, hogy a meglevé algoritmusok koziil eredeti formajaban egyik
sem alkalmazhaté. Ennek magyarazatat a mezégazdasigi termelés sajatossa-
gaiban kell keresniink, mert:

a) a munkak végzésére alkalmas idészakok erdsen kotottek,

b) egy-egy munkamfiveletet az elirt technolégiai és biolégiai kovetelmé-
nyeknek eleget téve is tobb erdforras tipussal vegezhetunk amelyek teljesit-
ményei eltéréek.

Ezen sajatossagokbdl kovetkezden a tevékenységekhez sem CPM, sem PERT

médszerrel nem tudunk idéértékeket rendelni, — ehhez a technolégidban els-
zetes dontésre kellene jutni —, csupan iddszakokat lehet megadni, amelyekben

a kijelolt munkakat feltétleniil el kell végezni.

Az eréforrasok allokdlasara képes, nemzetkozileg is ismert egyik magyar
madszer az ERALL eljards. Az ERALL moédszer az er6forrasok dtesoportositési
lehet&ségeit figvelembevéve a tevékenységek olyan idGbeli titemezését bizto-
sitja — az egyes tevékenységekre elGirt kiilonleges kikotések betartasaval —,
amely mellett az egész feladat megvaldsitdasanak ideje minimélis lesz. Ilyen
értelmi iitemezésre — az operativ tervek kivételével — a mezigazdasdgban
esak igen korlatozottan van lehetdség.

A kérdésfeltevés tehdt /ordztoti Nem az egyes tevékenységek — miiveletek —
legkedvez6bb kezdési és befejezési idejét keressiik, mert a mezdgazdasdgban
ez adott, hanem a munkak adott idéintervallumban torténd elvégzéséhez a
szamitdsba johetd erdforrasok kozil a legkedvezGbb tipus kivélasztdsa és
nagysaganak a meghatirozasa a feladat, eleget téve a kordbbiakban elmondott
feltételeknek.

A feladat megoldasara kialakitott modszer matematikai leirdsa el6tt roviden.
osszefoglaljuk a szdmitdsok sordn nyerhetd fontosabb eredményeket.

A médszer gyakorlati alkalmazasanak feltételei és lehetgségei

A szémitdsok elvégzéséhez, mint a moédszer matematikai leirdsanal majd
kit(inik, viszonylag kevés adat sziikséges. Ezen adatok a véllalati gazdalkodas
feltételeibsl adédoan rendelkezésre allnak, az adatok tartalmi problémairél a
kordbbiakban mér széltunk. A médszer alkalmazisival egy adott termelési szer-
kezethez kapesolodd munkafolyamatoknak és miiveleteknek elvégzéséhez idé-
szakonként sziikséges gcpparkot és géphaszndlatot hatédrozhatunk meg. A
modszer alkalmazdasanak feltétele, hogy a termelési szerkezetet mdr elézetesen el
kell donteni.

A konkrét szamitasok sordn tobb valtozatot is készithetiink. A vdltozatok elsé
csoportjal azok a szémitdsok képezhetik, ahol a véallalat meglevé gépparkjat
figyelembe vessziik és azt keressiik, hogy az adott gbppark()’c mely gépekkel
kell kiegésziteni, hogy minden munkit idében el tudjunk végezni. Egyuttal
vélaszt kaphatunk arra a kérdésre is, hogy a meglevd, illetve vasdrolandé6 gép-
parkot hogyan osszuk el az egyes tevékenységekre (mfiveletekre), hogy a kolt-
ségfelhasznilds minimdlis legyen.

A wdltozatok mdsodik csoportjaban a szémitdsok sordn eltekinthetiink a meg-
lev gépparktél. A magas gépérak és a viszonylag alacsony amortizécios kul-
csok miatt ezt csak akkor tehetjiik, ha a meglevd géppark elhaszniléddsdnak
megfelels idShorizontot valasztunk.

1%
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A szamitdsokkal i igy lenvegeben a géppark alakitasara irdnyvonalat adhatunk
a vdllalati vezetés szamdra. Uj g.;,p‘mpusok megjelenése esetén természetesen
ezeket is be kell épiteni a modellbe és igy esetleg az eléz6 szamitdsoktodl eltérs
eredményeket kaphatunk. Ezt anndl is inkdbb célszerti elvégezni, mert a szi-
mitasi koltségek nagyon alacsonyak.

Az egyes idGszakok g g,upszuks%k/tct a feladatok elvugzcschez sziitkséges kapa-
citdsok osszegezéséhil kapjuk. Az operativ szervezés és {6képp a koltsegtclhaw—
néls szemszogébdl nem kevéshé fontos a gépnagysigok mellett az egyes mfive-
letek gépigényének meghatarozisa. A szamitési eredményekbdl pontosan le-
olvashatjuk, hogy az egyes tevékenységel (nnmkalcl(uhu()k) vddben vald elvégzé-
sehez milyen J(’plb[)ltb()/x milyen dsszetételben és nagysagban szitkségeselk (géphasz-
nalatuk programja).

A moédszert egy dllami gazdasig legkedvezGbh gépparkjinak és optimalis
géphasznalatdnak a meghatirozisira a gyakorlatban is kiprobéaltuk. Mivel a
modszer heurisztikus, hatékonysdgdinak és a hasznilhatésdgdnak a kritériuma
csak a gyakorlat lehet. Az dllami gazdasigra vonatkozo szhmitési eredmények
lényegében egybeesnek az dltalinos tendencidkkal. Ezek az irdnyzatok ismer-
tek. [4] A valtozas pontos mértékét azonban konkrét szamitasokkal kell meg-
hatdrozni, ami a vallalati adottséigok, az elvégzends miiveletek volumene és a
szamitdsba johetd technoldgiai varidnsok fiiggvénye. A fontosabb géptipusokra
vonatkozd szamitdsi eredményeket a melléklet tartalmazza.

A géppark vezérgépét a kozép univerzdl traktorok adjik, amelyekbdl jelentds
tobbletigény jelentkezik. Kihaszndltsiguk jo, évi atlaghan 55 - 607 -ra tehetd.
A konnyii traktorok széma a meglevs ‘szinthez vi isonyitva nem valtozott, de
igénybevétele csak két idGszakban célszer(i, amikor az el6bbi tipusnak cstes-
idOszakai vannak. A vallalat jelenlegi 6 db ldnctalpas traktorja nem keriilt be
a géphaszndlat programjaba. Kz azt jelenti, hogy a szémitisok mutatta géppark
kialakuldsa utin gazdasdgosan semmilyen mfiveletre sem haszndlhatok fel.
Helyettiik célszertibb és gazdasigosabb a kozépnehéz és o nehéz gumikereki
traktorok hasznalata. A szdllitopark osszetételét a meglevs helyzet hatérozza
meg. Ha a meglevs gépparktol eltekintiink, akkor csak az IFA tehergépkocesik
keriilnek a programba. Az igy szamitott program egyébként a tobbi tipusndl
is jelentGsen szelektalt.

A szdmitdsok sordn csak az erégépeket vettivk figyelembe. Feltételeztiik, hogy
mindig annyi munkagépnek kell rendelkezésre dllnia, hogy az erGgépek fel-
hasznalasat ne akaddlyozzik. Kétségtelen, hogy ez a valésdgos helyzet leegy-
szerlsitése. A tovabbi szamitdasokban legalabb a specidlis és nagy értéki munka-
gépeket feltétleniil figyelembe kell venni.

A feladat matematikai megfogalmazisa és leirasa

A szamitogépi algoritmus elkészitése sordn az n. koltségtervezési algorit-
musbdél indultunk ki, amelyet a megoldandé feladat sajatossdgainak megfele-
l6en tobb lépéshen modositottunk. A legtobb problémdt az amortizicios kolt-
ségek programba vondsa okozta, amitdl a feladat jellegébdl adéddan semmikép-
pen sem tekinthettiink el. Az amortizdcios koltségek szamitasbavételével,
valamint az eréforrdsallokalé eljardsok szdmos elemét is felhasznalva jutot-
tunk el az aldbbiakban leirt eréforrdseloszté és koltségminimalizalé program-
hoz, amely alkalmasnak bizonyult a kit{izott feladat megolddsara.
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A feladat leirdsa és a szamitdashoz sziikséges adatok jelolése a kovetkezs:
Jeloljiik a tevékenységek halmazat I-vel, az egyes tevékenységeit i-vel:
I = {i} A tevékenységek elvégzéséhez szamba johetd erSforrdsok halmazit
jeloljiik J-vel: J = {j} (A halmaz a meglev( és a véasérolandé eréforrdsokat,
illetve géptipusokat tartalmazza).
Minden egyes j € J eréforrashoz két szamot rendeliink:
e; = az egységnyi j erforrds évi értékesokkenési leirdsa |
= a j er6forrasbol mar meglevé mennyiség.
Minden egyes i € I tevékenységhez hozzarendeljik a kovetkezd szdmokat:
m; = az elvégzend§ munkamennyiség (ha, q, stb.)
(&, b;] intervallum (k; a tevékenység kezd§ idGpontja, b; a befejezési idGpontja,
és k; << b;) Eléfordulnak csatlakozo6 intervallumok is. Ez indokolja, hogy
az intervallumokat félig nyilt intervallumokként kezeljiik.

J

J;  jelolje az i tevékenységhez rendelt erdforrdsok halmazat (J; c J)

¢;; (minden j € J; er6forrésra) az i tevékenységhez rendelt j eréforras felsd
korlatja

h; ;  (minden j € J; er6forrdsra) az i tevékenységhez rendelt j eréforras fel-

hasznélasdnak idGtartama (azt mutatja, hogy a szébanforgé eréforras
egy egysége, egy gép, hany 6rat dolgozhat a (k;, b;] intervallumban)

q;,; (minden j € J; er6forrdsra) az i tevékenységhez rendelt j eréforrds telje-
sitményének reciproka (azt jelenti, hogy a j eréforrds egy egységével
egységnyi munkamennyiséget mennyi id§ alatt lehet elvégezni)

fi,; (minden j € J; erSforrdsra) az i tevékenységhez rendelt j eréforras fel-
hasznéldsdnak valtozé koltsége (azt jelenti, hogy mennyibe keriil a j
erGforrdssal egy egységnyi munkamennyiséget elvégezni).

A feladat az, hogy minden i € I tevékenységhez meghatdrozzuk az z; ;
(5 € J;) gépszamokat ugy, hogy az m; munkamennyiséget el lehessen végezni
és az Osszes koltség minimalis legyen, azaz:

1. feltétel

m; < 2951 j ZL’—]
j€i 4, j
2. feltétel
0 < x; ;< ¢ ; minden j € J;re,

Kikotjiik, hogy az x; ; csak egész szdm lehet.
A minimalizdlandé Osszkoltség:

£
S| Z 2ttt Zu-e
JeJs JjeJ

Az osszefiiggésben szereplS ismeretlen y -t a kivetkezSképpen hatarozhat-
juk meg:
Jelolje t, és t, a terv kezds- és befejezsid6pontjat
{, = min k;, t, = max b;.
i€l i€l
Jelolje 1, azoknak a tevékenységeknek a halmazit, amelyeken a ¢ id6pontban

»,dolgoznak’:
IL={i|lielés k; <t<b;}
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Az I, segitségével felirhaté a j eréforras T'(¢) terhelési diagramja:!

T =S @, Hh<t<ty
el

A j eréforrasbdl szitkséges maximélis gépszamot jeloljiik yj-vel:
y) — max {T(t) | t€[t,, 1,1}
A keresett -t a kovetkezd Osszefiiggés adja:
y; = max{0,y; —d;}.

Tehét y; értéke 0, ha y; < d; azaz a munkafeladat elvégezéséhez nem kell
G j-tipusti gépet beszerezni; ha y; > d; akkor csak az uj gépek értékesokkenési
leirasit vessziik figyelembe. Ugyanis a mér meglevd d; szimu gép amortizécios
koltsége az igénybevételtsl fiiggetleniil felmeriil.

Az algoritmus leirasa

Az ismeretlen x; ket heurisztikus eljarissal 16pésrdl 1épésre hatérozzuk meg.
Az algoritmus lényegében abbél 4ll, hogy egymdsutéin sorra vessziikk a tevé-
kenységeket, és az adott szitudcionak megfelelGen a felhasznélhato eréforrasok
koziill mindig azt rendeljiik hozzd, amelyik a legkisebb koltség-novekedést
eredményezi.

Tegyiik fel, hogy az i jeli tevékenységnél kétféle erdforrds (5 és v; jv € J))
koziil kell egyet kivalasztanunk. Ha a j tipusbo6l egy gépet rendeliink a tevé-
kenységhez a terv koltsége 4K, ; értékkel novekedik:

Bir=s
AR, ;= 2L Vf A e Ay,
i,

Bzt a koltség-novekedést két részre osztottuk: az egy gép altal elvégzett
munkamennyiség kozvetlen koltsége (mfiveleti koltség) és a gép értékesokke-
nési leirdsanak a tevékenységre ess része. A koltség elsG része egyszertien szi-
molhat6, hiszen minden adat ismert. A masodik tagban a 4; és y; az ismeretlen.
A y; egyszerlien megadhat6. Ugyanis egy tevékenység iitemezésekor két eset
lehetséges:

a) Abban az intervallumban, ahol a sz6banforgé i tevékenységet el kell
végezni, rendelkezésre 4ll egy j tipust gép. Ekkor Ay, — 0, nincs szikség 1]
gép beszerzésére.

b) Ahhoz, hogy a tevékenységet a j erGforrdssal el lehessen végezni, egy 1j
gépet kell bedllitani, mert a tervhez mar eddig hozzarendelt j tipusi gépek mind
dolgoznak a szébanforgé intervallumban. gy Ay, = 1 ebben az esetben.

Nyilvanval6, hogy a b) esetben az Gj gép értékesokkenési lefrdsa noveli a
i, Itségeket: Viszont ez az értékesokkendsi leirds nem terhelhetd egyediil esak

1 Ebbél lathato, hogy miért volt sziikség a félig nyflt intervallumok haszndlatdra.
Ugyanis eléfordulhat, hogy két kiilonb6z6 tevékenységhez tartozé intervallum csatlako-
zik, azaz b; = k;, ahol ¢ és I két kiilonboz6 tevékenység. Tegyiik fel, hogy x;; > 0 és
@ j > 0, akkor a ¢ = b; id6pontban az x, ; és  ; dsszegez6dne, ami nyilvanvaléan nem
engedhet6 meg.
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erre a tevékenységre, mivel el6fordulhat ,hogy a most bevont Gj géppel a terv
més intervallumaiban folyé tevékenységek is végezhetSk. Ezt a tényt veszi
figyelembe a 4; tényezd (0 < 4; < 1).

A AK; ; koltséget at kell még szdmitani egységnyi munkamennyiségre, hogy
a kiilonboz8 eréforrastipusokhoz tartozé tobbletkoltségeket ossze lehessen
hasonlitani:

s s (’ .
Ay = AK, 3l — g, 4 e, - Ay, 90
by, ; by, ;

Hasonl6 médon kiszdmitjuk a v er8forrashoz tartozé Ak; , egységkoltséget,
és ha pl. Ak; ; < Ak, ,, akkor z; ; értékét noveljiik egy egységgel, az x; , pedig
valtozatlan marad.

Tegyiik fel, hogy valamilyen médon meg tudjuk hatérozni a ; értékét (errél
késSbb még sz6 lesz), tehat a Ak; ; kiszAmithaté. Ekkor a szdmitési eljaras
vazlata a kovetkezd:

1. Kivélasztunk egy olyan i tevékenységet, amelyik nincsen iitemezve (tehat
az eljirds még nem kezdte iitemezni vagy csak részben iitemezte).

2 Mindegyik olyan j € J; eréforrds tipushoz, ahol ¢ j > %, kiszédmitjuk
a Ak; ; értékét.

3. }{ivélusztjuk a minimdlis Ak; -hez tartozo j-t, ezt jeloljik j*-vel.

4. Az x; ot egy egységgel megniveljik.

5. Ha van még olyan tevékenység, amelyik nincsen iitemezve, az 1. pontnél
folytatédik az eljaras, egyébként vége a szamitdsnak.

A 2; tényezét a kovetkez6 médon szdmitjuk ki:

A tevékenységek /I halmazdt hérom diszjunkt részhalmazra osztjuk:

I'= Jr AR d8 ahol
I'={i € I|2;;= 0 minden j € J;-re},
(ezeket a tevékenységeket még nem kezdte iitemezni az eljards).
I?:lie I10< z‘x,.,j-@<m,],
JeJs qi,

(az I*-ben vannak tehdt azok a tevékenységek, amelyeket mar elkezdett iite-
mezni az eljaras van olyan z; ;, hogy ; ; = 0 valamelyik j € J;-re — de
még nines teljesen iitemezve a tevékenység).

B=I-(Iyp,
(az I*-ba az litemezett tevékenységek tartoznak - azaz amelyekhez tartozé
x; -k kielégitik az 1. feltételt).
ilegyen te[ty, t,]. At minden rogzitett értékéhez tartozik egy I} és I3 tevé-
kenységhalmaz:
Li={ielUPlk<t<b}

{azaz a még nem iitemezett tevékenységek koziil azok tartoznak az I} halmazba,
amelyeken a ¢ id6pontban ,,dolgoznak”), és hasonléan

I={ielPy|k<t<Lb}
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A fenti két halmaz segitségével felirhaté két fiiggvény (a j eréforras kétféle
terhelési diagramja).

Ti(¢) = X ;,, ahol ¢ € [¢y, t,]

i€l}
: h; q; i
’ B . ’ ’
x,-'j == [m,- - 2 [Qi'n . _.2] . ]_I_IJ
ne Ji Qi n Ui, j

ahol [z] az x-nél nem kisebb, hozza legkozelebb all6 egész szamot jeloli, és

) = 3 ;.

i€r,

A T%(t) a részben vagy egészen iitemezett tevékenységek szokdsos terhelési
diagramja, amely megmutatja, hogy egy adott ¢ id6pontban hany darab j
tipusi gépre van sziikség, ha a szébanforg tevékenységeket el akarjuk végezni.

A T}(t) a még nem iitemezett ,,munkdik’”-ra elkészitett terhelési diagram.
Kivélasztjuk azokat a tevékenységeket, amelyeket még nem iitemeztiink tel-
jesen, majd ezek koziil azokat, amelyek a j eréforrdssal végezhetSk. Minden
ilyen tevékenységhez hozzérendeliink annyi j tipusi gépet (x; ;) amennyi sziik-
séges a hétralevé munkamennyiség elvégzéséhez.

Legyen
: Y} = max{T¥0) | ¢ € [ty, 4,])
és

U, = {(¢!, ]| minden ¢ € (¢, #]-re y¥ < T}(¢) 4 T3(¢), (21, 2] C [¢,, 4,]}.

U azoknak a [t,, £,]-b6l val6 intervallumoknak a halmaza, ahol a T}(t) fugg-
vény maximélis értéke, yF¥, kisebb mint T'}(¢) + T%(¢).
Igy kapunk egy ZAt-vel jelolt szamot

M= 3 (2 —o.

(", 7leUy
Tulajdonképpen XAt azt az idStartamot jelenti, amely megmutatja, hogy
optimdlis esetben a most bevont 4j j tipust gépet mennyi ideig tudnank a terv

végrehajtasihoz felhasznalni. Ha a sz6banforgé i tevékenységnél At, — b, — k;,
akkor a képletben szerepl§ 1, tényezs értéke:

A Ak; -t szolgaltaté osszefiiggésben a Ay, értékét az el6bbiekben bevezetett
T3(t) fiiggvény segitségével is felirhatjuk:

0, ha max{T%(¢) |t € (k;, b;]} < max {y}, d;}

1, minden més esetben.

Ayyie= {
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A meglevl géppark figyelembevételével végzett szamitds eredményeit az aldbbi tdb-

lazat tartalmazza:

|
A halé

A géptipu- A géptipusok meg- progr:licl‘nsa Ajeglzzn(li:;'ég
sok! kod- nevezése eredménye | gépparkja

szZama (db) (db)

1 Konnyl traktorok 38 8

2 Kézép univerzal traktorok 34 24

3 Kozépnehéz univerzal traktorok 9 2

4 Lanctalpas traktorok - 6

5 Nehéz gumikerekii traktorok 3 1

6 Csepel tehergépkocsi 5 5

7 ZIL platés tehergépk. ‘ 4 4

8 Billenéplatés tehergépk. ‘ 4 3

9 IFA pétkoesi nélkiili teher- |

gépkocesi ‘ 1 0

10 IFA pétkocesival egyiitt ; 4 1

11 SzK —4-es kombajn \ 4 4

12 E—512-es kombéjn ‘\ 4 3

( Beérkezett: 1973. aug. 6.)

o

5.

oc =3

10.
11,

12

13,
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AN AGRICULTURAL APPLICATION OF THE NETWORK PLANNING METHOD

The object of the study is to develop a method of network designing and algorithm
which — considering the characteristics of cultivation — are apt to define the most favour-
able equipment park and utilization of machines of a firm. Within the frame of an enter-
prise that very equipment park and technology can be regarded as the optimal ones which,
on the one hand, ensure the carrying out works at minimal cost, on the other hand, make
it possible to accomplish all the works in a biologically and agrotechnically optimal period.
In order to define them the adoption of methods, different from the traditional ones, is
needed. According to the authors’ opinion, in their original form none of the existing Hun-
garian computer algorithms of network designing are applicable for the solving of the
above task. One can find the explanation of this in the peculiarities of cultivation. Namely,
the problem is just the other way round. One does not look for the most favourable starting
and ending moments of certain activities (works) since in agriculture they are given. The
main task is to choose the most favourable type and to define the volume of those re-
sources which can be taken into consideration to the carrying out of works within a given
time-span, while satisfying the above-mentioned requirements.

In the course of the preparation of the computer algorithm the authors started from the
so-called algorithm of cost-planning and then modified it in a few steps. To involve the
amortization costs into the program was the most problematic but because of the nature
of the task it was impossible to disregard them.

The present method can be classified as a heuristic procedure, so practice alone can be
the criterium of the efficiency and applicability of the adoption. The authors have tested
this method in practice too for the determining of the most favourable equipment park and
optimal utilization of machines of a state farm. It can exactly be read from the results
what sort of types of machines are necessary in what sort of a combination and volume
for the perfection in time of certain activities (works). At thesame time their summing up
shows the volume of needs in machines of given periods. Relatively few data are necessary
to the completion of the computations. These data are available, deriving from the condi-
tions of enterprise management and the expenses of calculation can be regarded low.

OJJHO M3 CEJIbCKOXO3SNCTBEHHBIX BHEAPEHUWW CETEBOI'O
[MPOI'PAMMHUPOBAHHOI'O METOJIA

Lles1b10 9TOr0 TPyAa SIBJISIETCS1 CO3JIAHHE TAKOI0 METO/IA H aJIFOPHTMA CETEBOI0 TJIAHHPOBAHHS,
KOTOPBIE, YUHTBIBASI CBOHCTBA CEJBCKOXO035HCTBECHHOI0 NPOM3BOJCTBA, CNOCO0NbL K onpejiese-
HHIO CaMOI'0 BbITOJHOI'0 MALIHHHOIO NapKa v ynorpebyeHus Matig npejnpustus. B pamikax
NPEANPHATHS MOTYT CUYHTATBLCST ONTHMAJILHBIMH TOT MAITHHHBIT TAPK H TEXHOJIO0THs1, KOTOpPLIE €
OJIHOI CTOPOHBI 00ECTIEUHBAIOT BBLIOJIHEHHE KAy L0 paboThl ¢ HAMMCHBUIHMH 3aTPaTaMH, a ¢
JIPYToit CTOPOHBL CIIOCOGCTBYIOT H BBLINOJIHEHHIO KaXJ10ii paboTbl B OHMOJOMHYECKH H arpoTeXHH-
YECKH ONTHMaJIbHOe Bpemst. OnpejiesieHue 91oro Tpedyer npuMeHeH st METOA0B, OTKJIOHSIIOINHXCS
OT TPaJMIHOHHBIX. [T0 MHEHHIO aBTOPOB HH OJIHH U3 CYH[ECTBYIONIHX BEHI'CPCKHX aJrOpHTMOB
CeTeBOro IIAHHPOBaHHS Ha IBM He npumensiemblil B CBOCH OPHIHHAJILHOH (OPME K PEHIeHHIO
BbILIEYKA3aHHOM 3a/1a4uu. OObsICHEHHE 9TOIN0 HY)KHO HCKATh B CBOHCTBAX CEJILCKOX0351HCTBEHHOT 0
NPOU3BO/ICTBA, TAK KAaK MOCTaHOBKA Bonpoca oOpaTHasi. Mbl HUIEM HE €aMoro BbIMOAHOIO MO-
MEHTa Havyajla H KOHIA HEIKOTOPLIX JESITeJIbHOCTe — oneparmii — TaK Kak OHM JJaHbl B CeJlib-
CKOM Xo3stiicTBe. BMmecTo 91oro 3agavyamu siBjsiiorcst BblOop nHanboJjiee BBIFOJHOIO THNA  TeX
pPecypeoB, KOTOPLIE MOI'YT 3aCUHTBLIBATBLCS K BBINOJHEHHIO pa0oT B JIAHHOM NEPHOJIE W onpejesie-
HHE BEJIMUHHBI 9TOI'0 THIIA, YJIOBJIETBOPSIST BHILLECY HOMSIHYThIE TPeOoBaHHSI.

B0 Bpemsi IPUIOTOBJIEHUST aJIrOPHTMa HA IBM aBTopbl HCXOAMIJIH M3 TAK HA3BIBAEMOIO aJro-
PHTMA [UIAHMPOBAHHS 3aTpaT U npeolpasoBaid ero B HECKOJbKHX marax. Hawubosbimme npo-
0J1eMbI MOSIBUJIMCH TPH BOBJICUEHHH B [IPOrPaMMy aMOPTH3AIHOHHLIX 3aTPAT, Ha KOTOPbIE HEJIb3s1
Ob110 He obpawarh BHUMaHHsl M3-3a XapaKTepa 3ajlauu.

[MpeacTaBaeHHbIT METO MOXKET ObITh MPHUHCIICH K I'eYPHCTHYHLIM METOJIaM, T109TOMY TOJILKO
NPAKTHKA MOXKeT ObiTh KpHTEpHEM 9()(EeKTHBHOCTH M NPHMEHHMOCTH BHEJIPEHHsI. ABTOpBI
HCPOOOBAJIH METO/{ H B NPAKTHKE JUIst OnpejieSieHHst HauboJiee BbINOJHOI0 MAIIHHHOT0 NapKka v
ONITHMAJILHOTO YNOTpeOJIeHHsI MAILMH 0J(HOI'0 COBX03a. PeayJibTaTbl pacueToB TOUHO MOKA3bIBAKOT,
KAKHe THIIbI MAIIHH, CKOJILKO H3 HUX H B KAKOM COCTaBe HY CHbBI JUIsl TOr0, YT00bt ObLI10 BO3MOXKHO
BBITIOJIHATD OT/IEJIbHBIE JIEATEIbHOCTH (3a71aun) Bo Bpemsi. MITOr 9THX Pe3yJIbTATOB OJIHOBPEMEHHO
MOK a3bIBACT HYYK/IbI B MAILIMHAX B OTJEJbHBIX NepHojax. K pacyeram HY>KHO OTHOCHTEIbHO MaJlo
JAHHBIX, OHH HMEIOTCS1 B pe3asibTare paboTel X03s1HCTBA, pacXo/ibl PACYETOB TOXKE HEDOIbILIHE.



Szip JENG—HEGEDUS MIRLOS

Egyenstlyi rendszerek I.

A Kozgazdasigtudomanyi Egyetem Matematikai Tanszéke feladatul tlizte
ki olyan dltalinos egyensilyi elmélet kidolgozasit, amelyik alkalmas lehet
gazdasigi rendszerek egyensilyi problémaival kapesolatos elméleti vizsgala-
tokra, tovabba gvakorlati — moddszertani oldalrél nézve szamitastechnikailag
hasznalhato és kezelheté még valodi alkalmazasi méretekben is. Mint ismeretes
a jatékelméletben szerepls egyensilypontok meghatdrozésa sokszemélyes jaté-
kok esetében rendkiviili nehézséget jelent mindenekeltt azért, mert a gyakor-
latilag sz6bajoheté méretekben nem all rendelkezésre hatdsos fixpontkeresési
modszer. Ugyanakkor a jatékelmélet jelenlegi formajaban — csekély kivételtsl
eltekintve — nem alkalmas valésdgos gazdasigi ,,jatékszitudciok’” modellezé-
sére. Sziikség van tehat olyan altaldnosabb alapok megteremtésére, amelyek
lehetdséget adnak a valosighoz kozelall6 modellek vizsgdlatira. Az alabbiak-
ban f6bb eredményeinkrsl szamolunk be.

A kovetkezékben rendszeren egy organikus rendszert értiink, amelynek
jellemzdi koziil — kvalitativ megfogalmazésban — a kivetkezdket emeljiik ki:

Sztatikus jellemzok :
1. Véges sok jol megkiilonboztethetd részbdl (szervhal) all.
2. Mindegyik szerv allapota fligg a tobbitdl.
3. Mindegyik szerv jol meghatarozott allapotokban létezhet csak.
4. Léteznek a szerveknek és igy a rendszernek kritériumai, amelyek alapjan
donteni tud allapotvaltoztatdsarol.

Dinamikus jellemzok :

1. Mindegyik szerv és igy a rendszer - 4llapotalakuldsa id6ben megy

végbe.

2. A szervek lehetséges allapotainak halmaza id6ben véaltozik.

3. A szervek szama valtozhat az id6ben.

Kétféle rendszert célszerti megkiilonboztetni

a. Autoném rendszert, ahol a szervek 4llapotai kizarélag a tobbi szerv 4lla-

potatol fiiggnek.

b. Nem autoném rendszert, ahol a szervek dllapotai a rendszeren kiviili ténye-

z6ktol is fuggnek.

A kovetkezSkben organikus rendszeren mindenekel6tt gazdasagi rendszert
értiink, bar ennek az el6zékben lefrt dltalidnos jellemz&in tuli tulajdonsigait —
legaldbbis egyelére — figyelmen kiviil hagyjuk.

Megfogalmazzuk a rendszer matematikai modelljét, majd vizsgdlat ald vesz-
sziik e modellt. Maga a vizsgalat meglehetésen bonyolult és dsszetett matema-
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tikai eszkizoket kivan. Eppen ezért a kiinduldsnal még figyelmen kiviil hagy-
juk az id6tényezdt, ami szamos nehézség forrasa. A vizsgdlatok alapjaul a
[7] dolgozat szolgal.

A modell leirdsa soran tobb helyen kiilon tériink ki a kozgazdasdgi interpre-
taciora.

1. Alapfogalmak

1.1 Az n személyes jaték fogalmanak dltaldnositdsa

Legyen adott meghatirozott szerveknek egy

=48y, S5 o b Sak
rendszere.
Rendeljiik rendre a

P2RR Sl RS 1
halmazokat a felsorolt szervekhez. A X(C X;) halmazt, (1 =1, 2, ..., n)

az i-ik szerv dllapothalmaz-énak nevezziik, tovabbé feltételezziik, hogy az X;
megszamlalhaté bazisti metrikus tér. Legyen

2 =i 5 Dy sty Yo o
ALY (CX,x...xX,) halmazt az S rendszer dllapothalmazinak nevezziik.
Legyen adott tovabba egy :
a3,
halmaz. Az L halmazt, az S rendszer megengedhetd dllapothalmazinak nevezziik,
az elemeit pedig a rendszer megengedhetd dllapotainak.
Rendeljiik hozza tovabba a felsorolt szervekhez rendre az

2 Al n
P Bty B

un. preferencia figgvényeket, ahol az F; figgvény a X halmazt képezi le egy ¥
halmazba (i = 1, 2, . . ., n), amelyrdl feltessziik, hogy definidlva van benne egy
jolrendezés. (Legtobbszor, de nem szitkségképpen Y -nak a valds szamok hal-
maza vehetd, ha kiillon mast nem mondunk, akkor ¥ mindig a valés szamok
halmazat jeloli.) Legyen adott egy F fiiggvény, amely az X"-et egy Y-ba
képezi le.

F(Fy, Fy .. F) (2 7)

figgvényt az S rendszer preferencia fuggvényének nevezziik.
Hasonléan rendeljiik hozzd a szervekhez rendre a

@, D, ... D

pont-halmaz leképezéseket, ahol minden x € Xra @ (a) a X; nem iires rész-
halmaza (1 = 1, 2, ..., n).

A @, fiuggvényt az S; szerv kornyezetfiiggvényének nevezziik.

A kornyezetfiiggvényektsl megkoveteljitk még az alibbi feltételek teljesité-
sét is:

n

Ay € DXV X =, o-sne@n)i€ L diredsr 2ana o binll
By Ha x'="(0, 06,7 s &), B By o« Bg)'C Lits
B e, By 5oy, Bgy Bhs Zpagss s i3 By Cylrs, GREOE
az x; € O; (x)-b6l az x’ € L kovetkezik (¢ =1, 2, ..., n).
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Legyen tovabbé
D(x) = Dy(x) X. .. XD,(x), (x € X).

A O(x) fiiggvényt az S rendszer kornyezetfiiggvényének nevezziik.

Vildgos, hogy minden x € L-re

x € D(x),

tovabbd a fentiekhez hasonléan, ha x € L ésx’ € X csak az i-ik komponensben
kiilonboznek, akkor az x’ € @ (x)-bél az x’ € L kivetkezik.

Rendeljiik hozza tovabbd még rendre a felsorolt szervekhez a

ol e e

an. kéltségfuggvényeket, ahol a O fliggvény nemnegativ és a Xx X halmaszt
képezi le Y-ba, és feltessziik, hogy minden x € Xra Cy(x, x) = 0, (i = 1, 2,

g 1)

Legyen €' az X" halmazt az Y-ba leképezd fiiggvény. A

Gl 1w Oy iER B X)

fliggvényt az S rendszer kiltségfiiggvényének nevezziik.

Végiil a felsorolt szervek mindegyikéhez hozzérendeljitk még a

Ko R bl lc
korrekcids fiiggvényeket, ahol K; a X' x X halmazt képezi le Y-ba és K;(x, x) =0,
(i =1,2,... n). Végiil legyen K egy az X"-et az Y-ba leképezs fiiggvény. A
KiK,, ;oK) (2 +T)
fliggvényt az S rendszer korrekcids figgvényének nevezziik.
Ezek utdn az S rendszert adottnak tekintjiik, ha az

| S allapothalmazok

2 Foi il preferencia fiiggvények

3. Dy, ..., D, kornyezetfiggvények

R C koltségfiigegvények

5. Ky iy el korrekeios fiiggvények

6. L megengedett allapotok halmaza

Te, LA preferencia fiiggvény

8. ¢ koltségfiiggvény

9. K korrekcios fiiggvény
adott.

Az S rendszert a tovabbiakban az
B={&Zy..0ZyFy.. , Fpu by, ...,0,;0,,." ..,Co; Ky » Ky L, F, C, K}

szimbdélummal jeloljiik.
Az S rendszer tekinthets egy n személyes jaték altalanositasdnak is, ugyanis
ha

b, = 2, (it="1, 2= n)
C; =10 (=1, 2, . )
Kyu=00 (2 =1 2 ¢.conp 1)
L=
=
C =0

K =0
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akkor S egy n személyes jatékra redukalhato. Megjegyezziik, hogy tobb szerzs
foglalkozott mar a jaték olyan altaldnositasival, ahol L < 2. ([2], [3]). Nem
utalunk most a jatékok egyéb altalanositdsi kisérleteire. Ha az sziikségessé
valik, akkor mindig az aktualis helyen fogunk hivatkozni.

Egy kozgazdasdgi interpretdcio. Valamely S gazdasagi rendszer éllhat pl.
termelS S; vallalatainak osszességébdl. Feltessziik, hogy barmelyik vallalat
barmely idépontban jellemezhets egy allapotvektorral, amelynek komponensei
pl. 1étszam, alléalap, forgdalap, termelési érték, nyereség stb. Mindegyik vélla-
latnak — nem tal hosszi idGhorizontot tekintve — létezik egy elvileg lehetsé-
ges allapothalmaza: 2. Ezekbdl az elvileg lehetséges dllapotokbdl egy adott
idépontban ecsak olyanok val6sulhatnak meg, amelyeket a tobbi vallalatnak a
kérdéses idGpontban meglevs allapotai megengednek. fgy jutunk a megenged-
hetd L allapotok halmazihoz. Az F; preferencia fiiggvények segitségével a val-
lalatok sajat allapotaikat értékelik, természetesen a tobbivel vald kapesolatai-
ban, ezért F, nemcsak x; € X-t61 ,hanem x ¢ X-td6l fiige. A villalatnak a tob-
bit6l vald fiiggése dltaliban nem determinisztikus, igy barmikor van lehet$sé-
giik sajat allapotuk moddositdasara, de természetesen nem korlatlanul. Ezt a
korlatozott mozgési lehetdséget fejezi ki @, azaz S; adott x ¢ L-nél @(x)-ben
viltozhat, mikozben redlisan a rendszer x aktudlis dllapotat veheti csak figye-
lembe. A C; koltségfiiggvényeknek az a szerepiik, hogy egy adott allapothol
egy masikba jutds (fejlesztés) raforditassal jar. A K; korrekeids fliggvények lehe-
téséget adnak arra, hogy barmelyik vallalat az altalanos F; preferencia fiiggvé-
nyén és C; koltségfiiggvényén tilmenden az S rendszer pillanatnyi dllapotatol
és az elérni kivant allapottol fiiggden egyéb szempontokat is érvényesithessen
allapotvaltoztatdsi dontéseindl.

1.2 A ldane és a bejiarhatésdgi tartomdany fogalma

Miel6tt a jatékelméletbdl ismert egyenstlypont, valamint az egyensilyhal-
maz fogalmét értelmeznénk, bevezetiink néhany definiciot. Legyen x, y € L.
Amennyiben x és y csak egyetlen komponenshen kiilonbozik egyvméstol (tegyiik
fel, hogy az i-ikben, 1 << i <~ n), akkor az x-et és az y-t dsszehasonlithatonalk
nevezzik és

X~y
szimbolummal jeloljiik. Vildgos, hogy ez az Osszehasonlithatdsig nem ekvi-
valenciarelacio.
i
Hax ~ yésy, ¢ ®,(x), vagy ami ugyanazy ¢ @(x), akkor azt mondjuk, hogy
az y az x-boOl kozvetleniil elérheld, és ezt a tényt az
i
Xy
x f i ) i
szimbolummal jeloljiik. Minden x-re x — x, de altaldban az x — y-bol az y — x
nem kovetkezik, tovabbd a reldcié altalaban nem tranzitiv.

{
Tovabba, ha x € LL és x — y, akkor a kirnyezetfiiggvények definiciéja szerint.
y € L kovetkeztik.
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Legyen adott a X' elemeinek egy
o B W o Mot ey o
véges vagy végtelen sorozata.
Az {x,} sorozatot ldnc-nak nevezziik, ha a sorozat barmely tagja az elGtte
lev6bél kozvetleniil elérhetd, azaz van olyan {i,,} sorozat (1 < i,, << n), hogy
im '
X Ko o (== 1o 95 ..
Ha egy y tagja egy x-bél kiindul6 € ldncnak, akkor azt mondjuk, hogy az y

az x-bOl lanceal elérhetd, és ezt az
3

XYy

szimbolummal jeloljiik.

Vildgos, hogy a bevezetett relacié dltaldban nem megfordithaté, de tranzitiv,
tovabbd ha x € L, akkor minden, az x-bél ldnccal elérhet elem ugyancsak az
L-be tartozik. i

Legyen x, y € 2 és x —y. Ha

Fi(x) — Ki(x, y) < Fi(y) — Cilx, y),
akkor azt mondjuk, hogy az y az x-nek i-ben egy javitdsa, ha pedig
Fi(x) — Ki(x, y) < Fi(y) — Ci(x, y),

akkor azt mondjuk, hogy y az x-nek eqy szigori javitdsa i-ben, és ezeket a tovab-
biakban az
',
X S e
€S8 az
1
X<y
maodon jeloljiik.

Vildgos, hogy a bevezetett reldciok altaldban nem tranzitivek.

Legyen {x,,} a 2 elemeinek egy lénca. Ha a sorozat barmely tagja az elGtte
levének javitdsa, akkor az {x, } lincot monoton-nak, ha szigoru javitésa, akkor
szigorian monolonnak nevezziik.

Egy x ¢ X pontra jelolje 74(x) az x-bél monoton lénceal, 7_(x) pedig az x-bél
szigorian monoton linceal elérhetd elemek Osszességét.

A 1<(x)-et az x bejarhatisdgi, a t_(x)-et pedig az x szigori bejarhatdsdgi tar-
tomdnydnak nevezziik.

A 1-(x) és T_(x) bejarhatésdgi tartomanyokat valddiaknak nevezzik, ha a
2 valodi részhalmazai.

A kordbbiakbol vilagos, hogy ha x ¢ L, akkor

T2(X), T (XY EMG
Tovabba, ha y € 1<(x) és y’ € 1_(x), akkor
7<(y) C 15(x) és T_(y') C T (x),

valamint mindig fennall a
r<(x) C rS(X)r (X < Z)

Gsszefiiggés.
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1.3 Egyensilypont, stabilitisi halmaz, egyensilyhalmaz.

Ezek utan elszor a jatékelméletben is alapvetd fontossdgi fogalmat, az
egyensulypont fogalmét értelmezziik.
Egy x* ¢ L pontot az S rendszer szigori eqyensilypontjdnak nevezziik, ha a
bejarhatdésigi tartomanya énmaga, azaz
T5(x*) = {x*}!
Vilagos, hogy az egyensilypont fogalmanak fenti értelmezése egybeesik specid-
lis esetben a jatékelméletbdl ismert , hagyoményos” értelmezéssel.
Tovabbd egy x* € L akkor és csak akkor egyensilypont, ha a szigora bejir-
hatésigi tartomianya az iires halmaz.
Ezek utdn értelmezni fogjuk a stabilitdsi halmaz fogalméat.
Egy Hs < L halmazt az S rendszer stabilitdsi halmazanak nevezziik, ha
minden x € H.-ra
[7<(x)] = Hg?

Eegy H_ < L halmazt az S rendszer szigori stabilitdsi halmazinak nevezziik,
ha minden x ¢ H _-ra
[t<(x)] = H_.

Végiil értelmezni fogjuk az egyenstlyhalmaz fogalmit:
Egy H* — X halmazt az S rendszer egyensiilyhalmazdinak nevezziik, ha min-
den x € H%-ra
75(x) = HE,

és ha ecy H* < L halmaznal minden x ¢ H*-re
Tv..(z)= HL,

akkor 1* halmazt az S szigori egyensilyhalmazinak nevezziik.
A H-, H_, H*, H* halmazokat valdédiaknak nevezziik, ha a
s <’ s <

He, H_

valodi részhalmazai a Y-nak és a
*
H%, H*

valédi részhalmazai az L-nek.

1.4 Az egyensilypont és egyensilyhalmazok | eqyensily” tulajdonsdga

Mindenek el6tt viligos, hogy egy egyensialypont mint egyelem(i halmaz
egyben egyensulyhalmaz is.

Ha valamely x ¢ H_, H_-re az x bejarhatosagi illetve szigort bejarhatosagi
tartomanyai zartak, akkor a stabilitasi halmaz egyensilyhalmaz és a szigoru
stabilitasi halmaz szigort egyenstlyhalmaz.

A stabilitdsi és egyensulyhalmazok ,,minimdlis tulajdonsdgaak”, abban az
értelemben, hogy nincs olyan valédi részhalmazuk, amely ugyvancsak stabili-
tasi vagy egyenstlyhalmaz lenne.

! Egy x-re {x} szimb6lummal azt a halmazt jeloljiik, amely csak az x-et tartalmazza.

*Egy 4 halmazra [A]-val jeldljiik azt a halmazt, ami az A-bol ugy all el6, hogy hozzi-
vessziik a hatdrpontjait.
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Tovabbé a stabilitdsi és egyenstlyhalmazoknak kiilon-kiilon mindegyiknek
meg van az a tulajdonsaga, hogy a kiilonbozbek egyben diszjunktak is.
Végiil 6sszehasonlitjuk az egyenstulypont és egyensilyhalmaz fogalmat.
Legyen
k=t e A )

az S rendszer egy egyensulypontja. )
A definiciébdl kovetkezik, hogy minden i-re (1 << i << n) és minden

xO=af, ..., oty @ el 2h)

RS

pontra, ahol z; € @,(x*):
F,-(X*) o Ki(X*s x(i)) Z F,’(x(i)) e C,—(X*, X(i)).

Azaz, amennyiben az S rendszer n — 1 szamu tagja az ,,egyensulyi allapot-
ban van”, akkor mintegy ,kényszeriti” a kimaradd szervet (vallalatot) az
egyensulyi allapot, azaz az x} elérésére, mert minden mds szébajohets lépése
esetén sem jarhat jobban.

Megmutatjuk, hogy az egyenstlyhalmazoknak is lényegében megvan ez a
tulajdonsaga.

Legyen ugyanis H% az S rendszer egy egyenstlyhalmaza:

H = {H}, Hf, ..., H%).

Legyen af € Hf (1 = 1, 2, ..., n), azaz tegyiik fel, hogy az S rendszer az
egyensilyhalmazba jutott. Legyen ismét

X = (of, oF » oo SLai n Xligs 5 v TN (1 554 5 B

Ebben az esetben, az i-ik szervnek az osszes 16pési lehetdségét a @;(x*) tartal-
mazza. Mivel
75(x*) = *,

azaz minden olyan 1épés, ami az a¥-b6l indul ki és olyan éllapotba vezet, amely
az i-ik szerv szempontjabol ,,nem rosszabb” mint az x} volt, sziikkségképpen a
D,(x*) egy olyan wx; eleme, amely a H*-ben van.

Tehdt amennyiben az S rendszer bejutott egy egyensilyhalmazba, akkor ez
azt jelenti, hogy az ,egyéni lépések” csak akkor ,kifizetédéek”, ha azok az
egyensilyhalmazban torténnek, mis széval ez is egy ,,egyensulyi allapotnak”
tekinthetd.

1.5 A stabilitdsi és egyensilyhalmazok ésszefiiggései

A stabilitasi halmazok definici6jabol kozvetleniil adédik, hogy ezek a halma-
zok zértak. Az egyensily és szigort egyenstlyhalmazok esetében ez mér éltala-
ban nem lesz igy.

Ugyancsak a definiciék kozvetlen kiovetkezménye, hogy ha minden x-re
az x bejarhatésagi illetve szigort bejarhatésigi tartomanyai zdrtak, akkor min-
den stabilitési illetve szigort stabilitdsi halmaz egyensuly illetve szigora egyen-
sulyhalmaz is egyben.

Vagy sziikebben, ha egy stabilitési illetve szigoru stabilitdsi ha.lmaznak’ van
olyan pontja, melynek bejirhatésagi illetve szigor bejirhatosagi tartomanya

2 Szigma
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zart, akkor az a stabilitdsi halmaz egyenstlyhalmaz illetve a szigoru stabilitdsi
halmaz szigoru egyenstlyhalmaz. \

Az aldbbiakban elégséges feltételt fogunk adni a bejarhatésagi illetve szigort
bejarhatésagi tartomanyok zartsigara.

El6rebocsajtunk néhany definiciét és két segédtételt.

Az egyenstilyhalmaznak gyakorlati és egyben szdmitdstechnikai szempont-
bél alapvetd tulajdonsiga, hogy bérmely pontjabdl barmely pontjiba (és igy
az egyensilyhalmazon beliil maradva) véges sok 1épés utdn eljuthatunk.

A @, fiiggvényt a X halmazon egyenletesen dsszefiiggének nevezziik, ha létezik
i

olyan pozitiv 4 szdm, hogy valahdnyszor x ~ y és p(x, y) < ¢, mindannyiszor
x; € Dy(y). (Ebbdl természetesen az y; € @,(x) is kovetkezik.)

A K,(x, y) fiiggvénnyel jellemzett korrekeit egy x — x* pontban e( - 0)
pontossdaginak nevezzitk, ha minden x* >« y esetén K(x*,y) = e.

Ezek utdn bebizonyitjuk a kovetkezs segédtételt:

(x 5= y)

1. Lemma:

Legyenek a X; halmazok korldtosak és zartak, az F,, C; figgvények folytonosak,
a D; kornyezetfiggvények egyenletesen dsszefiggdek. Ha a K, korldatozé figgvények
(x = y) a Zi-n folylonosak az x =y helyzetet kivéve és eqy x* pontban e* — &(x*)
pontossaguak, akkor van olyan 0% = 0*(x*) (> 0) szam, hogy valahdnyszor
o(y, x*) <7 o*, mindannyiszor az x* az y-bol szigorian monoton ldnccal elérhetd.

Bizonyitds :

Mivel a K; fiiggvények az x == y helyek kivételével folytonosak, ezért minden
pozitiv e-hoz és x -~ y ponthoz létezik olyan pozitiv 0, — 0,(¢, x, y), hogy ha

o(x, x') < 4, és
ely, y') << oy,
ugy
| Ki(x, y) — Ki(x’, y) | <e (1=1,2,...,n)
¥
Legyen ¢ — =t és legyen x € X tetszGleges, melyre p(x*, x) < 9,.

Ekkor tetsz6leges y € X' pontra (y + x)
8*

e*
Ki(x, y)=Ki(x* y) = [K,(x*, y) — K(x, y)] >&* g b

Kaptuk tehat, hogy az x*-nak létezik olyan 6, = §,(x*) sugart kornyezete,
hogy valahényszor p(x*, x) < ,, mindannyiszor tetszGleges y ¢ L-ra

8*
Ki(x, y) > 5 (x = y).
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Mivel az F; fiiggvények folytonosak a X; zart halmazon, igy ott egyenle‘cesen is
folytonosak Ezért van olyan 6, > 0 szam, hogy (i

| Fi(x) — Fy(y) | <E (elx, y) < 0y i=1,2, ..., n)

Hasonléan a C;-k folytonossdga miatt van olyan 4, hogy ha Q(X y) < Og,
akkor

| Ci(x, x) — Cilx, y)|=|Ci(x, y) i<~é—, i=12...m)

Mivel a @;-k egyenletesen Gsszefiiggdek, ezért létezik olyan 6, <Z 0 szédm, hogy
valahdnyszor x, y € X' és x ny y, valamint p(x, y) <C 0, mindannyiszmi

x; € Dyly) és y; € Di(x), (i=1,2,...,mn). : S
Legyen 6* = min(0,, 0y, 03, 04).

Megmutatjuk, hogy ha p(y, x*) << 6%, akkor az 2* az y-bél bZlgoruan monoton
lanccal elérhetd.
Legyen:

y= (U --» Yn)-
Vezessiik be az alabbi jeloléseket:

Yo = Y1 Y2 Y3 - - > Yn—15 Yn)
Y1= (2f Y1 Yo - - -3 Yn—15 Yn)
Yo =~ (xl" CC;;, Yoy + s Yn_1» yn)

s ok *
Yn-1 = (&1, 23, 2§, . . ., Z}_1, Yn)
N = T, 08, U oy Ty i i Y
Meg fogjuk mutatni, hogy

1 2 3 n—1

Y=Yo<N<Y:<:..<¥n- 1<yn-—
Legyen i egy tetszGleges index (1 < i <C n). Megmutatjuk, hogy

i
Yier <Yi-
i—1
Mivel y;_; ~y; és o(yi—y, y:) < o(y, x*) < 8%,
ezért
‘Tf (S ®i(Yi—1),
azaz

Yi=a = Yr-
2*
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Héatra van még a monotonitds bizonyitdsa. A monotonitast definiédlé képlet
az alabbi volt:
Fi(x) — Ky(x, y) < Fily) — Ci(x, y).

Ezt atrendezve
[Fi(x) — Fi(y)] — Ki(x, y) + Cilx, y) <O.
Mivel p(x, y,) << 0%, ezért elvégezhetd az aldbbi becslés:

* ¥ e¥* ¥

s €
1'7" = . Iﬂi i Ki i—1 i (jl’ i—1 Ji — i — —_— - O,
[Fi(yi-) (yo)] (Yi—1p Y1) + Cily 1y)<6 2—+6 A <

ezzel az 1 Lemmét bizonyitottuk.

2. Lemma

Legyenek a X; halmazok korldtosak és zdrtak, az F,;, C; figgvények folytonosak
a K, fuggvények az x -4y helyeken folytonosak, a D; figgvények egyenletesen dssze-
fiaggéek. Ha x* a X egqy H részhalmazinak olyan torléddsi pontja, ahol a K,
figgvények e(x*) > 0 pontossdguak, akkor az x torlddisi pont tagja egy, a H
valamely elemébdl kiindulo szigordan monoton ldncnak.

Bizonyitds :
Mivel x* torlodési pontja a H-nak, ezért van a H elemeinek egy, az x*-hoz
konvergélé sorozata:
m x. =x¥ (x,€H:in=1 2.4

n-—+20

A feltevésnél fogva a K, figgvényekkel jellemzett korlitozéis az x — x* helyen
e(x*) > 0, ezért teljesiilnek az 1 Lemma feltételei. fgy létezik olyan &%, hogy
valahdnyszor p(y, x*) <~ 6*, mindannyiszor az x* az y-b6l szigortan monoton
lanccal elérhetd. Mésrészt elég nagy n-re p(x,, x*) < 0%, igy x,-t6l az x* szigo-
rian monoton lanccal elérhets, amivel a 2. Lemmét bebizonyitottuk.

A fenti két segédtételnek mar egyszer(i kovetkezménye az alibbi tétel:

1. TETEL

Legyenek a X; halmazok korldtosak és zdartak, az F,;, C; figgvények folytonosak,
a K; fuggvények az x < y helyeken folytonosak és a @; kornyezetfilggvények egyen-
letesen osszefuggsk. Ha a H._- és H_ halmazokon a K, figgvények e(x) > 0
(x € H-ill. H_) pontossdagiak é¢s H_ N L =@ ill. H_ N L =9, akkor H_ —
=H% ill. H_. = H*.

1.6 Az egyensilypont létezésének kérdése

Miel6tt ratérnénk a stabilitdsi és egyensilyhalmazok létezésének feltételeire,
el6bb egy egyensilypont létezési kritériumot adunk meg. Ennek bizonyitésat
hasonl6 gondolatmenettel végezziik, mint ahogy az [6]-ben ill. [2]-ben
torténik.



EGYENSULYI RENDSZEREK L 265

2uWtely Ae 8T, . & By S B i@, SO0 5 00 o Oy K vy Ky 1%
rendszernek van egyenstlypontja, ha
a) 2, korldtos részhalmaza X;-nek, 1 =1, ..., n.
b) az F; fiiggvények x;-ben konkdv fiiggvények, z; € 2, i =1, ..., n.
c) az F; figgvények az x = [z, ..., x,] Valtozé folytonos fuggvényei,
xcX ao=1, ... %
d) az L halmaz konvex, zart halmaza X-nak, .
e) Oy(x; y)— K,(x, y) folytonos, nemnegativ fiiggvény és y;-ben konkav,
R T A

Bizonyitds: Legyenek x = [y, ..., 2,], y= [y, - - -, ¥, ] egymastol fiiggetleniil
valtozé vektorai L-nek.
Az
n

G(x, y) :ig,'l LE (atr 5vsow B o vy, Yn) A O W o0y By ow s ) =
T Ki(y; ?/1! e Xy ey yn)]

figgvény folytonos az x, y véltozékban és x-ben konkav.
Mindenekel6tt megmutatjuk, hogy ha létezik egy y* = (y%, . . ., yp) € L agy,
hogy minden x ¢ @(y*)-ra fennall

G(y*, y*) = G(x, y*) (1)
akkor y* egyensilypontja S-nek. Ekkor ugyanis az elébbi egyenlétlenség fenn-
4ll minden y® = [y, . . ., x, ...yn] € L (1 =1, ..., n) vektorra. Felirva az

(1) egyenlGtlenséget az x = y@ esetre, adodik

Fiyt, ..o N > Flyt, ..oy o y8) + 0> 4t - i oo Yn) —
Ki(y*; ¥t -« Zip -+ s YD)

ami az allitdst igazolja: x € D(y*).

A bizonyitds menete ezekutéan a kovetkezs. Meg fogjuk mutatni, hogy ha a
fenti (1) egyenlStlenséget kielégits y* vektor nem létezik, akkor ellentmondésra
jutunk a G(x, y) fiiggvény konkavitdsdra tett megallapitasunkkal.

Tegyiik fel tehat, hogy az emlitett tulajdonsagt y* ¢ L vektor nem létezik,
azaz barmely y € L-hez taldlhaté olyan x € @(y) hogy G(y, y) < G(x, y)-

Tekintsiik a kovetkez6 H, halmazt

H,= {y € L|G(y, y) <Gy, x)}. (2)
Vilagos, hogy a H, halmazok befedik L-et, azaz
L= ) H
xcL

Minthogy a G(x, y) fiiggvény az x, y valtozékban folytonos, ezért a (2)-ben:
levé szigort egyenldtlenség miatt a H, halmazok L-nek nyilt halmazai. Alkal-
mazvéan a Borel-féle befedési tételt, létezik L-ben véges sok olyan xW L. x@

g

vektor, hogy L — U Hyw fenndll.
j=1
Tekintsiik most az

gily) = max G(x), y) —G(y, y); 0}, j =1 .. ¢
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nem negativ fiiggwvényt. Minthogy minden y-hoz létezik olyan x € @(y), hogy
G(x, y) > Gy, y) ezért minden y-hoz van olvanj (1 <j <q), hogy G(xY), y) >

= ((y, y). Ebbdl kovetkezik, hogy a ¢(y) 2 g,(y) figgvény minden y ¢ L-re

pozitiv. fgy az
!(y) x()

, , . (y)
osszeg minden y-ra az x() vektorok egy konvex linedris kombinacidja és ezért
L-nek eleme.
- A gy és:gly) tiiggvények nyilvan folytonos fiiggvények, azért az

T [\/Q

i' 7)<y
. J=1 f/()’)
leképezés (y € L) az L konvex korlatos zirt halmaz 6nmagiba valé folytonos

leképezése.
A Brouwer-féle fixponttétel szerint van olyan y € L, hogy

= /\?‘”ﬁﬁ <
_ = g(y)
Minthogy (/(x, y) konkav x-ben, ezért
i 5.3 > S8 g, -
Gy y) = ;21 5 G, 7). (3)
Ez az egyenlGtlenség azonban nem allhat fenn, ugyanis
1. y-hoz van legalabb egy x1), amelyre

G(xD, y) > Gy, y)

2. ha valamely y-hoz G/(x1), y) <~ (/(y, y) akkor g,(y) = 0
“Ebbdl a két tulajdonsigbol pedig az

dromid v ke SN g e U g ) @ 67, )
P = 9(y) = 9(y)

egvenlGtlenség adodik, ami ellentmond (3)-nak. Ezzel a tételt igazoltuk.

1.7 Stabilitasi halmazok egziszlencidjanak a kérdése

Természetes ezek utan felvetni azt a kérdést, hogy milyen feltételek mellett
létezik az S.rendszernek stabilitdsi illetve szigoru stabilitdsi halmaza.

Miel6tt az  égzisztencia kérdésével foglalkoznink, megjegyezziik, hogy a
dtabilitdasi halmagz és a szigoru stabilitdsi halmaz létezésének a kérdése nem
egyformén lényeges. Tekintettel arra, hogv mindig gondolnunk kell elgondol4-
saink numerikus realizicidjara is, a szigora stabilitasi halmazok sokkal fonto-
sabb szerephez jutnak. Kz, b|7(myos gyakorlati meggondolasokon tilmenden
foleg annak a kivetkezménye, hogy a numerikus realizdciok sorén, a probléma
jellegébdl kovetkezden csak ‘szamitégépes megolddsokra szamithatunk (féleg
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szimuldciés médszerekre). Figyelembe véve a probléma jellegét, természet-
szerlien a valés tipust aritmetika (lebegSpontos aritmetika) johet széba, méar-
pedig lebegSpontos aritmetikival szimolva az egyenléség (a szigord ,matema-
tikai értelemben vett egvenldség) eldontése lehetetlen.

Ezért els6sorban a szigort stabilitdsi halmazok létezésének a kérdését vizs-
galjuk.
Miel6tt kimondandnk néhany segédtételt, bevezetiink egy definiciét:
i
Legyen x <y, és
X == By, Bpy s 0 w3 Bpgp By Biygs 5« L)
Y. ApnaiCan + 53s Epiny Yoo Bias s 59 B
Ha az x, y parhoz és az i indexhez létezik olyan valds valtozés

t—a(t) (€ [a Bl z) € Z)

fiiggvény, hogy x(x) = a;, 2(f) = y; és valahdnyszor o < t, < t, < 8, mind-
annyiszor

x(t)) < x(ty),

X(4) = (®y, ®gy « v oy Zyyg, Blly)s Tpsgs « + o> &)

ahol

X(ty) = (X, Ty, - - oy Ty, T(Ey), Tigyy - - -5 Tp),s

akkor azt mondjuk, hogy az y az x-bél folytonos javitdssal elérheté.
i
Hasonléan, ha x <7y és

x(t,) [( x(t,),

akkor azt mondjuk, hogy az y az x-bél folytonos szigori javitdssal elérhets.
Ezek utén bebizonyitjuk a kévetkezs segédtételt:
3. Lemma.

Legyenek a 2 halmazok korldtosak és zdrtak, az F,, C,, K; fuggvények folytono-
sak, a @; fuggvények egyenletesen osszefiggéek.

Ha minden x € X-ra annak bdrmely javitdsa eqyben x-nek folytonos szigori
Javitdsa is, akkor a [v_(x)] halmaz zdrt abban az értelemben, hogy minden y €.
ez (®))-re'z2ly) € t2(x)]:

Bizonyitds :

Legyen x* € [7_(x)]. Ha x* € 7_(x), akkor az 4llitds nyilvénvalé. Legyen
tehdt x* a 7_(x) egy olyan hatdrpontja, amelyik nem tartozik a 7_(x)-hez.
Azt kell megmutatnunk, hogy

T (x¥) < [ (x)].
Indirekt bizonyitunk. Tegyiik fel, hogy van olyan
y* € 7.(x*), hogy y* & [7.(x)].
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Az y* tehdt az x*-bdl szigortian monoton lanccal elérhets. Legyen mindjart
az y* a lanc els6 olyan eleme amelyik nem tartozik [7(x)]-be. Legyen tovabbé
iz 13 ir

X*<y1<yo<~-/yk<y
Mivel y* ¢ [7.(x)], ezért y; ¢ 7_(x), i = 1, 2, .. ., k, mésrészt mivel y* a lanc
els6 olyan eleme amelyik nem tart()zik [r (x )] be igy az y; pontok ugyancsak
hatarpontjai a [7_(x) ] -nek, (1 =1, 2,

Legyen az egyszeriiség kedvéért ¥ = yk Kaptuk tehat, hog,y a 7_(2)-nek
van olyan y hatarpontja, ahonnan kilépve egy y* javitdsra mar kikeruliink a
[T (z)]-bOL

Azt fogjuk megmutatni, hogy egyben olyan hatarpont is létezik, amibél
tetszblegesen kozeli olyan javités is elérhetd, amely nem tartozik [7_(x)]-hez:

1
Induljunk ki az y és y* pontokbdl. A kordbbiak szerint y & y*. Ezért a fel-
tételek szerint létezik olyan

t—yp(l) (€ [z BT yult) € )
folytonos fiiggvény, hogy y(x) = y, y(f) = y* és valahdnyszor« < ¢, < t, < B,
mindannyiszor
i
y(t) < y(to).
yi@) =y € [7.(x)]
y(B) = y* ¢ [r.(@)]
t* = sup{t:t € [a, f] & y(t) € [v(x)}.

Mivel a [7_(x)] zart halmaz, ezért y(t*) ¢ [7_(x)]. Masrészt sziikségképpen
y(#*) hatarpontja 7 _(x)-nek, tovabbé barmely pozitiv 6*-hoz van olyan pozitiv
0, hogy valahényszor ¢ - * és t — t* <~ 0, mindannyiszor

o(y(t), y(t*)) < o* és
t) ¢ [r-(x)]

A feltevés szerint a @, fiiggvények egyenletesen osszefiiggek, azaz létezik olyan
i

A definicié szerint

Legyen

pozitiv d;, hogy valahdnyszor x —y és o(x, y) <~ 8;, mindannyiszor
YREDy(x) (Vi=11512,0 . Ay )
A kordbbiak szerint van a 7_(x)-nek olyan z hatdrpontja, melyhez van olyan
i 4

z*, hogy z <7 z* és z* ¢ [1_(x)], tovabb4 o(z, 2z*) < -'. Mivel z hatdrpontja
2

a 7o (x)-nek, ezért van a 7_(x) elemeinek egy z-hez tarté {2z} sorozata.
Vezessiik be a ksvetkezd jeloléseket:

A (21: Ry o v oy 11y %1y Biggs oons )

= (215 23y « « 0» Zi—1y PaBppgs - - o 2p)
z(’") &A™, 47, . . o 2T, 2D, 2 o g
zH™ = (2™, 2™, .. ., 2™, 2, 2, . .., 2",
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Vil4dgos, hogy lim z*(™ = z*, Végezziik el a kovetkezd becslést, elég nagy m-re

s 25
o(a™, 2*™) = o(&™, 2f) < o™, 2) + e(z 2F) < % + % = Gy
Tehat minden elég nagy m-re
oz, 24M) < 3.
Mésrészt, mivel minden m-re
z(’")ri/z*(’") (=1, 2,70..)

igy a fentiek szerint, kihasznilva a @;-k egyenletes osszefiiggését, kapjuk hogy
minden elegendden nagy m-re

z(m) _l, z*(m)_
Ezek utdn meg fogjuk mutatni, hogy egyben minden elég nagy m-re

z(m) <l Z%(m)
A kordbbiak szerint

7 < 2%,

Legyen
Fi(z*) — Ci(z, 2*) — [Fy(z*) — K,(z, 2%)] = 6, > 0.

A feltevés szerint az F;, €, K; figgvények folytonosak, igy minden elegendden
nagy m-re
0

2
5

| Fi(z*™) — Fy(z%) | <

(i

I
IS
=

l(;i(z(m), z*(m)) — Ci(z, z*%) ] <,2 t=1,2 ... n)
0% -
| Fi(z(™) F(z) | <g“ (8 =239, Lo, )

| Ki(z(™, 2*™) — Ki(z, 2%) | <2 (i=1, 2, ..., 0.

5
Ezek utdn minden elég nagy m-re elvégezhetd az aldbbi becslés:

F(z*™) — Cy(z™, z*m)y _ [F(z™) — K (2™, z%)] =
= Fi(@*™) — C,(alm, 2¥™) — [F(a*) — Cifs, 2*)] +
+ {[Fi() — Cifz, 24)] — [Fy(=) — Ko )]} +
+ [Fy(z) K (z, z%)] — [Fi(z™) — Kf(z(m), z*M)] =
= [F(z*™) — Fy(z*)] — [Cyz™, z*™) — Cy(=z, z*)] +
+ {[Fi(#*)~ Cifz, 2*)] — [Fifz) — Kz 29)]} +
+ [Fy(z) — F(z™)] — [K(z, 2%) — K™, z*™)] >

49, d,

4 0 = 2> 0.
5

=
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Ezzel bebizonyitottuk, hogy minden elég nagy m-re
z(m l/ z#(m)
Ez pedig azt jelenti, hogy minden elég nagy m-re
z*™ ¢ 7_(z'M) C 7 _(x) € [r_(x)].
Mivel [7_(x)] zért halmaz, igy

lim z*™ = z* ¢ [7_(x)],

11—+ 00

ami ellentmondds. Ellentmonddsra jutvan a Lemméat bizonyitottuk.

Megjeqyzés:

A bizonyitasbdl kitlinik, hogy a C,(x, y) és K,(x, y) fuggvényekrdl elegendd
a folytonossigot csak az x +« y pontokban megkovetelni.

A 3. Lemma segitségével a szigora stabilitasi halmazokra egy egzisztencia-
tételt bizonyitunk be.

3. TETEL

Legyenek a X; halmazok korlatosak és zdrtak, az Fi(x), C)(x, y), K/x,y) figy-
vények folytonosak (x +=y), a ©; figgvények egyenletesen osszefiiggiek. Ha min-
den x € Xra annak bdrmely javitdsa egyben x-nek folylonos szigori javildsa,
alkkor létezik az S rendszernek szigori stabilitdsi halmazo.

Bizonyilds :

Legyen x egy tetszileges eleme a X halmaznak. A 3. Lemma szerint a
[7<(x)] halmaz ,zart a tovabblapésre”.
Megmutatjuk, hogy a [7_(x)] részhalmazai kozott sziikségképpen van szi-
D <
goru stabilitdsi halmaz. Ha maga a [7_(x)] nem stabilitasi halmaz, akkor van
olyan x; € [7_(x)], hogy

[7.(x)] < [T.(x)]
Ha a [7_(xy)] nem szigoru stabilitdasi halmaz, akkor van olyan x, ¢ [7_(x,)],
hogy
[T<(x)] © [To(x))].
Ha véges lépésben nem jutunk el ilyen médon egy szigoru stabilitdsi halmaz-
hoz, akkor korlatos, zart halmazoknak egy szigorian fogvé
[7<(x)] D [7(x)] D [ ()] D ..

sorozatdhoz jutunk.
Amennyiben ezek kozos része (Cantor tétele) nem szigort stabilitasi halmaz,
akkor innen kezdve ujra megismételjiik az eljarasunkat, az igy kapott

[t.x)] D[]0 ... D7) o v )] D - ..
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lancra alkalmazva a Baire —Hausdorf-féle tételt,® kapjuk hogy egy « indextdl
kezdve
[T<(xm)] — [T<(xa+1)] = ey
ami ellentmondés.
Ellentmondéasra jutvan a tételiinket bizonyitottuk.

1.8 Hgyensilyhalmazok létezésének a kérdése

Ezek utdn mar megfogalmazhatunk a szigoru egyensulyhalmazlétezésére is
egy elégséges feltételt:

4. TETEL

Legyenek a X halmazok korldtosak és zdrtak, az F;, C; figgvények folytonosak,
a K; fiuggvények az x =y helyek kivételével folytonosak, és legyenck a D,
kérnyezetfilggvények egyenletesen osszefivggdek. Legyenek tovdbbd a K; figgvé-
nyek a X halmazon e(x) > 0 (x € X) pontossdgiak. Ha minden x € X elem
eselén annak minden javitdsa egyben x-nek folytonos szigord javitdsa, akkor
létezilke az S rendszernek szigori eqyensilyhalmaza.

A tétel az 1. TETEL és a 3. TETEL kozvetlen kovetkezménye.

( Beérkezett: 1973. junius 28.)
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jo olEN |

EQUILIBRIUM SYSTEM 1.

In this work we start a series of articles which deals with the structure of systems,
detailed as follows and from which the basic problems and results of the classical game
theory issue as a special case. In the following by system we mean an organic system and
out of its characteristics we stress — in a qualitative shaping — the following ones:

3 A Baire—Hausdorf-féle tételt 1. pl. [8].
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Static characteristics:

(1) It consits of finite number, well distinguishable parts (organs). (2) The state of each
organ depends on the other ones. (3) Each organ can exist only in well defined states.
(4) There are criteria for the organ and consequently for the system on the basis of which it
can decide on its change of state.

Dynamic characteristics:

(1) The state of each organ — and so that of the system — changes in time. (2) The set
of the feasible states of the organs changes in time. (3) The number of the organs may
change in time.

It is expedient to discern two kinds of a system: (a) an autonomous system where the
states of the organs depend on the state of the other organs alone and (b) a non-autono-
mous one where the states of the organs depend on factors beyond the system as well.

By an organic system we mean first of all an economic one though we take no notice
— at least for the time being — of its features beyond its general characteristics, described
above.

We prove existence theorems for state-sets of equilibrium in the most simple case when
only one organ changes its state at a time.

PABHOBECHBbIE CHCTEMBI

B aroit paboTe Mbl HAUMHAEM CepHI0 cTaTeil, KOTopasi 3aHHMAeTCsl CTPYKTYPOH CHCTEM, ONHCaH-
HbIX B JJaJIbHEHIIEM H H3 KOTOPOH 0CHOBHBIE NPO0JIEMBI H PE3YJILTATHI KJIACCHUECKOH TEOPHH HI'PbL
NOJYHAITCs, KAK CIENHAJbHBI ciiydaid. B caeayiomem 1oj CHCTeMOo Mbl I10ipadyMeBaem op-
IaHHYECKYH) CHCTEMY, M3 XapaKTePHCTHK KOTOPOH — B KBAJHTATHBHOH (JOPMYJIMPOBKE — Mbl
NOJYEPKHBACM CJICJYIOLHE:

Cmamuvueckue xapakmepucmuri :

(1) Cucrema COCTOMT M3 KOHEUHBLIX, XOpOIIO OTJIHYHMBIX yacrteil (opranos). (2) Cocrosinne
Ka)XJI0T0 OpraHa 3aBHCHT 0T ApYrux. (3) Kayplil opran MOXKeT CymecTBOBaTh TOJALKO B XOPOLIO-
onpejesieHHbIX COCTOSIHUAX. (4) CyecTBy 0T KPHTEPHH JUIsl OPraHa H CJe0BaTeIbHO JUIsl CH-
CTEMbI, HAa OCHOBE KOTOPBIX OHA MOYKET peraTh 00 H3MEHEHHH CBOEr0 COCTOSIHHSL.

Junamuvecicue Xapakmepucmuru :

(1) MiameHeHuHe COCTOSIHMS KAYK/I0I'0 OPrala — H TaK CaMOi CHCTEMBI — MPOHCXOJHT BO Bpe-
MeHH. (2) MHOXeCTBO BO3MOMCHBIX COCTOSIHMI OPraHoB H3MEHsIeTCs1 BO BpemeHu. (3) Yunciio op--
raHoB MOXKET H3MEHsIThCsl BO Bpemenu. LlesiecooGpasHo passiinuaTh JiBe pasHbie cHCTeMbl: (a)
ABTOHOMHYIO CHCTEMY, I'JIE COCTOSIHHSI OPTaHOB 3aBHCAT JIMLIb OT COCTOSIHHS APYTHX OPraHoB H
(B) HEaBTOHOMHYIO CHCTEMy, IJie COCTOSIHMSI OPraHOB 3aBHCHT H 0T (JAKTOPOB BHE CHCTEMBI.

ITojy opranuyecKoil CHCTEMOH B NEPBYIO 0UEPE/b Mbl NOJAPA3YMEBAEM 9KOHOMHUECKYIO CHCTe-
My, XOTsI Mbl OCTaBJIsicM 0€3 BHHMaHHsI — 110 KpaiiHeit mepe BpEMEHHO — ee CBOICTBa, Kpome ee
BBILIEYKA3aHHBIX 00LIHX XapaKTepPHCTHK. 3J1eCh Mbl JIOKA3bIBAEM TEOPEMbI CYLLCCTBOBAHHS JUISE
MHOYKECTB PABHOBECHBIX COCTOSIHHIL B TOM npocTeifiem ciydae, Korja OJHOBPEMEHHO BCErja.
TOJILKO OJHH OpraH H3MEHsIET CBOE COCTOsIHHE.
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Ex post alland6é aranyok, 1étszam és novekedés
Csehszlovakidban

A kozgazdéaszok érdeklédésében az utébbi id6ben észrevehetden elétérbe
keriilt a munkaerének a gazdasigi novekedés folyamatdban jatszott szerepe.!
Szamos hipotézist, modellt és elméleti altalanositdst fogalmaztak meg.? Az uj
munkak abban a kovetkeztetésben jutnak kozos nevezére, hogy a korabbi
modellek aldbecsiilték a munkaerd szerepét a gazdasigi novekedésben.

A jelen cikkben 6konometriai szemponthdl kozelitjiik meg a kérdést. Kozvet-
leniil egyik emlitett hipotézist vagy elméletet sem szdndékozzuk itt ellendrizni.
Amire kivincsiak vagyunk, az a lermelés és létszdm kizotti szamszertt kapcsolat
Csehszlovikidban. Kiilonboz3 Osszefiiggéseket fogalmazunk meg ezért e két
valtozé kozott és empirikusan elemezziik szerepiiket az elmult idészakban vég-
bement novekedésben. Ezek az Osszefiiggések azutdn bizonyos, kizardlag a
munkaerén alapulé termelési fiiggvényeket implikdlnak.

Tanulményunkban tdmaszkodunk egész sor, a csehszlovék gazdasagi nove-
kedés mennyiségi jellemzsit elemzs szerzs irdsira. Ezeknek a munkaknak a
targyat elsGsorban a termelés és a beruhdzasok, a termelés és az alléalapok,
illetve a termelés és egyidejiileg mindkét termelési tényezs (kéttényezds terme-
1ési fiiggvények) kozotti kapesolat szdmszer(isitése és elemzése képezte. Keve-
sebb figyelmet forditottak eddig a létszdm és a termelés kozotti kapesolatra,
ami a jelen dolgozat targyat képezi. Nyilvadnvald, hogy tobb modell egyrészt
tobb ,,valaszt” ad, de ugyanakkor tobb kérdést is vet fel. Egybevetésiik azon-
ban hasznos szempontokat, st esetleg még kovetkeztetéseket is nytdjthat.
Tanulményunkat ezért részleges hozzdjarulasnak tekintjiik ehhez a kiterjedt
vitdhoz.

A termelési fiiggvények alkalmazdsai fontos informéciokat nyudjthatnak a
gazdasdg rugalmassdaginak fokdrdl rovid vagy kozéptéavra. Kiilondsen annak
elemzésére gondolunk, hogy mennyiben jelent korlitot a létszam, és milyen
szerepet jatszik a gazdasigi novekedés iitemének megvalasztasindil. Ezeket

! Bz a tanulmény folytatésa az egyik szerz6 néhdny kordbbi munkéjinak (kiilsnésen a
[11]-nek), és az 1967—69-es években folytatott kutatésok eredményeit fogla,’lja Ossze
Els6 valtozatat 1969 juniusdra dolgoztuk ki. Ebben a formdban kozgazdiszok és kono-
metriai szakemberek szélesebb korében forgott, akik értékes birdlathan részesitették,
észrevételeket és megjegyzéseket fliztek hozzi. A szerz6k kiilon is koszonetet mondanak
J. Foglnak, J. Goldmannak, J. Habrnak, Z. Tlustynak és J. Walternak. Egyes 6konomet-
riai problémékrél S. Hymansszel, M. Klasszal és L. D. Taylprral, a michigani egyetem
professzoraival is konzultaltak. A szamitégépes munkékat E. Sip folytatba le. Obligit
médon hozzé kell flizni, hogy a tanulméinyban esetleg fellelhetd hibak és tévedések a
szerzOk rovésira franddk.

2 Az egyik legérdekesebb munka Jdnossy Ferenc magyar kozgazdész modellje. Jénossy
F. (6], masodik rész.
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a kérdéseket eddig nem vizsgdltak részletesen a csehszlovak irodalomban. A
cikk célja ezért mindenekelGtt az, hogy ellendrizziik a létszamra épiilé termelési
fiiggvények kiilonféle valtozatait. Nem kivanunk hatérozott kivetkeztetéseket
levonni, mindossze szempontokat szeretnénk kapni a tovabbi kutatdshoz.

A kutatds az Osszefiiggésnek a gazdasig ipari szektordban valé vizsgalatira
korlatozodik. A késGbbiekben at lehetne térni valamilyen heterogénebb aggre-
gitum (példaul a mezdgazdasigon kiviili dgazatok vagy a termels szféra egésze)
elemzésére is. Az elemzést kiilon végeztiik el a esehorszdgi és a csehszlovak
iparra. Mindkét esetben kétszektoros bontast is alkalmaztunk — a fiiggvénye-
ket kiilon megbecsiiltiik a termeleszkozok termelésére, a fogyasztdsi javak
termelésére és az ipari termelés egészére. Az adatok minden esetben az 1948 —
1968 idGszakra vonatkoznak.

A cikk hozzavetdlegesen harom részbdl dll. Az elsé részt a modellnek és fel-
tevéseinek elméleti elemzése teszi ki. A tovabbiakban az idébeli késleltetések és
specifikaciojuk probléméjat targyaljuk. Végiil a harmadik részben osszefog-
laljuk és értékeljiik az alkalmazisok eredményeit.

1. Elméleti feltételezések

Ebben a tanulmanyban kizarélag egytényezds termelési fiiggvényeket vizs-
galunk. A termelés és létszam kozotti kapesolatot elemezziik. Rovid idGszakra,
vonatkozé elemzésnél az ilyen megkozelités nyilvanvaléan indokolt.

Elméleti szemponthol azonban nagy a jelentésége annak, hogy milyen felte-
véseket fogadunk el a technolégia jellegét illetGen, milyen termeléselméleti
modellt tételeziink fel. A vitakbol kivilaglik, hogy az egyik, a valdsighoz
kozelallé modell az ex post dllandé ardnyok koncepcidja, ami azt jelenti, hogy
az egyszer el6allitott gépek munkaerGvel valé helyettesitése méir nem lehetséges.
Meghatdrozott technolégia targyiasul benniik, és a munkaval csak egy adott
ardanyban kombindlhaték .3

lzek a feltevések nyilvanvaléan kiilonboznek azoktél az elméletektdl,
amelyekre a helyettesitésen alapulé termelési fiiggvények (példaul a Cobb —
Douglas-fiiggvény) épiilnek. Ezek a fiiggvények ugyanis mind ex ante, mind
pedig ex post helyettesitést megengednek. Ezek a feltevések elég tavol dllnak
a valosigtol. Az ex post alland6 ardanyok koncepeiéja — ha talin talzott is
kozelebb all a valésdghoz.

A helyettesités bizonyos lehetéségei vitathatatlanul ex post is fenndllnak.
Az idedlis tehat az lenne, ha olyan modellel dolgoznink, amely a meglevé gép-
parkon beliil is megengedne korlatozott helyettesitést. Bzt a modellt az jelle-
mezné, hogy az ex post helyettesités rugalmassiga kisebb lenne, mint az
ex ante helyettesitésé, de nagyobb lenne zérusndl. Ilyen modellt azonban mind-
eddig nem dolgoztak ki, és ezért nem 4ll fenn valamiféle ,arany kozéput”
lehetdsége. A két leegyszer(isités koziil azt kell valasztani, amely kevéshé rugasz-
kodik el a valésagtél. Nem akarjuk azonban szembedllitani a két modellt, s
inkdbb az érdekel benniinket, hogy milyen eredményeket adnak.

# Az ex post dllandé arfinyok feltevését Csehszlovikifban el6szor Z. Paikert 9] hasz-
nilta modelljében. Lasd még Gomulka— Kilozi [3].
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Ha ex post alland6 aranyok érvényesiilnek, a termelés novekedése csak annak
az eréforrasnak a boviilésétdl fiigg, amely a novekedési iitem korlatozé ténye-
z6je.t A tobbi erdforrast nem kell figyelembe venni a termelési fiiggvényben.

Fejlett gazdaségra az a feltevés tlinik adekvatnak, hogy a munkaerd a ren-
delkezésre allé kapacitdsokhoz képest szlikos. A kapacitdsok nagyobbszamu
munkaerd foglalkoztatésara elegend6k, mint a kialakult foglalkoztatési szin-
vonal® A névekedés korlitozo tényezdje tehdt @ munkaerd.® Ebben a helyzetben

- mint arra ¢!. A. Feldman ramutatott — a termelés novekedési titemét az —
ugynevezett effektiv egységekben mért — munkaerd dinamikaja hatérozza
meg, és ezért az allandd aranyokat feltételezd termelési fiiggvényt a létszamra
kell alapozni.

Alapvetden ellentétes korillmények érvényesiilnek a fejlédé orszagokban.
A meglevi termelSkapacitdasok nem képesek felszivni minden rendelkezésre
all6 munkaerdt. Kzekben a gazdasigokban ezért a termelGerck alacsony fej-
lettségi fokdbdl fakadé munkanélkiiliség van. A gazdasdgi novekedés is kriti-
kusan fiigg a t6ke boviilésétdl, és a termelési fiiggvénynek ezt figyelembe kell
vennie.

Az ex post dllandé ardnyok modellje nem zarja ki a termelékenység noveke-
dését, a technikai haladds létezését. Mds kérdés azonban, hogyan lehet statisz-
tikailag szamszer(siteni a technikai haladés hozzdjarulésit a gazdasdgi nove-
kedéshez. A technikai haladéds elemzése még a kezdeti 1épéseknél tart. Ebben
a tanulminyban ezért megelégsziink egy nagyon durva kozelitéssel. A tech-
nikai haladést teljes egészében a meg nem testesiilt technikai haladdsnak tulaj-
donitjuk. Elvileg igy az idébeli trendnek kellene tartalmaznia a technikai
haladds minden eredményét. Ez természetesen csak elméleti feltételezés. Mint-
hogy nem tételezhetjiik fel, hogy a modell feltevései pontosan teljesiiltek, a
paraméter mds hatdsokat is tartalmazhat (példaul a lehetséges helyettesitési
hatdst, és mindazt, ami belekeriil a véletlen eltérések vektordba).

2. Néhany gyakorlati megfontolas

Ezek voltak a kérdds elméleti vonatkozdsai. A gvakorlati alkalmazésnal nem
feledkezhettiink meg arrél a korillményrél sem, hogy a létszam a statisztikailag
megfigvelt mennyiségeknek ahhoz a kis esoportjahoz tartozik, amelyekrdl
hozzavetGlegesen azért tudjuk, mit is jelentenek. Bizonyos médszertani prob-
lémak itt is fellépnek, de ezek egyszertien ossze sem hasonlithaték azzal a
bizonytalansiggal, amely a statisztikailag megfigyelt més mennyiségeket koriil-
veszi (kiilonosen az dll6alapokat).?

Egy tovabbi ,praktikus” megfontolds a kordbbi munkak eredményveibdl
kovetkezik. A helyettesitést is figyelembe vevé termelési fiiggvények (amelyek

1 [zt a tételt els6ként . A. Feldmann bizonyitotta be 1928-ban [1]. A Feldmann-
modell is allandé arényok feltételezésén alapult (ex post egészen biztosan, és esetleg ex
ante 1s).

4 ]Czt) a feltevést alatamasztjik a fejlett orszagokban szerzett empirikus ismeretek.
Teljességgel vitathatatlan, hogy a fejlett orszagokban teljes foglalkoztatis mellett is 1é-
teznek kihasznélatlan kapacitisok, és igen alacsony a miiszakszém (a kapacitisok étla-
gosan egy mfiszakban tizemelnek).

8 A, korlatozé tényezé” kifejezést elsbként G. A. Feldmann hasznélta.

7 Tgen j6l ismert az alléalapokra vonatkozé adatok rossz mindsége. Tisztan statisztikai
szemponthbdl is fontos, hogy az alapok és az id6beli trend kozott erbs a korrelieid.
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mind az 4lléalapokkal, mind a létszdmmal szdmolnak) idGsorokra alkalmazva
nem adtak megnyugtaté eredményeket. Az esetek tilnyomé tobbségében a
szamitott paraméterek statisztikailag nem voltak szignifikdnsak ® A termelési
folyamatban szerepet jatsz6 technikai Osszefiiggések vizsgilata a figyelmet
mas termelési fiigevények felé forditotta — elsGsorban a dinamikus termelési
fiiggvények, keresztmetszet-vizsgalatok, dlléalapokra épiil§ termelési fiiggvé-
nyek felé. A létszamra épiil6 termelési fiiggvények tovabbi természetes alter-
nativaként kinalkoznak.

Befejezésiil emlékeztetiink arra, hogy modelliink két alapvets feltételezésre
épiil: @) ex post allandé ardnyok érvényesiilnek; 6) a munkaerdkinalat a ren-
delkezésekre 4116 kapacitisokhoz képest viszonylag szlikos. Ugy véljiik, hogy
e feltételezések a csehszlovak, és kiilondsen a csehorszigi gazdasdgot illetGen
folottébb redlisak.?

A pontossig kedvéért még egy megjegyzést kell tenniink. A termelés és 1ét-
szam kozotti osszefiiggésre vonatkozo, alibb kivetkezd okonometriai vizsgé-
latok eredményei nem fiiggenek attdl, hogy elméleti feltevéseink érvényesek-e.
A nyert eredmények elfogadhaté vagy elfogadhatatlan volta csak a szémitott
paraméterek és tovabbi statisztikai jellemzik ellenérzésével donthetd el.
A két emlitett feltevés azonban konzisztenssé teszi elemzésiinket a kordabban fel-
tételezett elméleti modellel. Avagy 7. Koopmansszel sz6lva, érvényességiik
esetén a tovabbi vizsgilat mar ,,az elmélettel valéo mérés”.

Ha azonban minden eddig ismert tény ellenére az deriilne ki, hogy a feltéte-
lek nem redlisak, abbdl annyi kovetkeztetést lehetne levonni, hogy méréseink-
nek nines meg a kordbbiakban megadott elméleti hattere. Nem kivetkezne
azonban ebbdl, hogy maguk a kovetkeztetések ,irredlisak”. Az eredmények
tovabbra is bizonyos az eddigi novekedésben érvényesiils tsszefiiggések statisz-
tikai kozelitései maradninak. Felmeriilne azonban az az érdekes kérdés, hogy
mely osszefiiggéseké, és milyen értelmezéshen. A szkeptikus bedllitottsdgi em-
ber szaméra azonban ezek a kérdések mindig nyitott kérdések maradnak.

3. Az id6beli késleltetések problémaja

A termelds és 1étszam kozotti alapvetd kapesolatot természetesen nem nehéz
szamszer(isiteni. Az elemzést azonban néhény koriilmény bonyolulttd teszi.
Ehelyiitt az idGbeli késleltetések problémajiat emlitjiik meg.

A termelés és a létszam az idd elGrehaladtival egyarant valtozik. Par excel-
lence dinamikus folyamatokrél van itt sz6. Ezekben a folyamatokban ezért
sok, kiilonboz6 (dltalunk nem ismert) lefolydst és hosszasagu idGbeli késlelte-
tés léphet fel. Nem sokkal ezel6tt egy kutatds ramutatott egy ilyen jellegii
probléméra. A munkatermelékenységnek rovid tdvit ingadozisairdl van sz6.10
Kideriilt, hogy a esokkend iitem( termelésnovekedés idGszakaiban csokken

% Ennek a jelenségnek az okait eddig nem tisztéaztak megnyugtatéan. Ugy tiinik azon-
ban, hogy az alapvet6 okok a fiiggetlen valtozok korrelaciéjaban és a két termelési té-
nyez6 nehezen nyomonkovetheté valtozasaiban rejlenek. A tovabbi kutatis sorin gon-
dosabban kell ellenérizni a helyzetet.

? Bz a kdvetkeztetés mindenekel6tt a szabad munkaerSkinalat és az dlléalapkihaszné-
las alakulisfinak elemzéséb6l adédik. A munkaerSkindlat és -kereslet kozotti viszony
jelenlegi helyzetérsl lasd [5].

10 Lasd példaul M. Toms [11].
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a munkatermelékenység novekedési iiteme is, és ellentétes kivetkezmények
érvényesek a novekvd itemii novekedés iddszakaiban. A tapasztalatok azt
mutatjak, hogy a munkatermelékenység dinamikédja nagyon szoros korreldciét
mutat a termelés dinamikdjival.

Ezt a jelenséget kiilonbozGképpen lehet magyardzni. Vitathatatlan azonban,
hogy a legdltalanosabb ok a foglalkoztatéds reakcidinak késése a termelés dina-
mikéjanak valtozasaihoz képest. A foglalkoztatottak szdma nem alkalmazkodik
azonnal és ardnyosan a termelés novekedési iitemének ingadozdsaihoz. Ennek
oka a foglalkoztatdsi szinvonal rugalmatlansiga lefelé, a mds 4dgazatokban
tapasztalhaté munkaerShidny és dltaliban a munkaerd-rafordités kvazi-allandé
volta rovid idészakban. A termelés dinamikus viltozdsai nem vonnak maguk
uldn ardnyos lélszdmudllozdsokat, hanem a ledolgozott munkadrdk, a munka-
intenzilds ¢és a munkaids-kihaszndlds villozdsaiban jutnak érvényre. Olyan rovid
tava termelékenység-hullimzas alakul ki, amit a kvéziciklus létezése és nem
a technoldgia viltozdsai valtanak kit A termelékenység ebben az Gsszefiiggds-
ben tehat fiilggd valtozd, amelyet a termelés ingadozdsai hatdroznak meg.

Ezek a mozzanatok természetesen , gyvengitik” a termelés és 1étszam kozotti
kapesolat szorossigat és olyan elemeket visznek be a vizsgalt relacidba, ame-
lyek nem technolégiai természettiek. A termelés dinamikéjénak ingadozésai
mindenekel6tt az aggregalt kereslet (kiilonosen a beruhdzasok és a készletek)
egvenlStlen névekeddésével és sziik keresztmetszetek létrejottével fiiggenek
ossze. Kvdziciklikus jellegii tényez6krsl beszélhetiink tehdt.12

Elemzésiinkben arra téreksziink, hogy kozelebb jussunk a létszdm és terme-
1és technoldgiai kapesolataihoz. A kvéziciklikus elemekkel athatott paraméte-
rekre az instabilitis jellemz6, és az esetleges ex ante megfontoldsok szempont-
jabdl korlatozott a jelentGségiik. A maximélis cél az lenne, hogy a kvaziciklikus
mozzanatokat elkiilonitsiik a technoldgiai osszefiiggésektdl, vagy masképpen,
hogy megkozelitsiik a két mennyiség kozotti alkalmazkod4si folyamatban érvé-
nyesiilG idébeli késleltetést.

Természetesen nehéz problémardl van sz6, amelyrsl minimdlis a tédjékozott-
sdgunk. A gyakorlatban kiilonbozé fajtaja késleltetések és kiilonbozs idShori-
zontl alkalmazkodasi folyamatok léphetnek fel. Nagyon keveset tudunk az
idGbeli késleltetések kauwzalitdsdardl is. Elméletileg azt lehet virni, hogy azokban
az dgazatokban, ahol munkaerGhiany van, a termelés van késésben a létszam
viltozdsaihoz képest. Mdsfel6l a munkaerdvel jol ellatott dgazatokban inkdbb
az lesz jellemzd, hogy a létszamvaltozas késik a termelés valtozdsdhoz képest.
Igy fest a probléma , keresztmetszet”-szempontbdl. Analég médon alakul
viszont a helyzet az idGsorok kiilonbozd pontjain (a kvaziciklus eltérd fazi-
saiban).

Ny1jt bizonyos lehetdségeket az in. osztott késleltetések (distributed lags)
bevezetése a termelés és 16tszam kozotti kapesolatba. Ezzel dinamikus terme-
Iési fiiggvényhez jutunk, amely figyelembe veszi a termelés és 1étszam kozotti
alkalmazkoddasi folyamatokat.

A termelékenység rovidtavi ingadoziasai részben mérésének moédszerébdl kivetkez-
nek (a munkaraforditast a foglalkoztatottak széméval szamszer(isitik). Ha pontosabb
informdcié allna rendelkezésiinkre a kifejtett munka mennyiségérdl és intenzitésarol,
akkor ez a ,rovidtava ingadozas” nemlétezének bizonyulhatna. Részletesebben ldsd

gk
[ 1‘-] Ezt a fogalmat a J. Goldman és K. Kouba &ltal a [2] konyvben bevezetett értelme-
zésben hasznaljuk.

Sl
o Szigma



278 MIROSLAV TOMS —JAN KLACEK
4. Az osztott késleltetések elméletének alapfogalmai

A kozgazdasagi elemzésben jelentls teret nyert az elosztott késleltetések
elmélete.

A kozgazdaségi mennyiségeknek az azokat meghatdrozé mennyiségek vil-
tozdsaira valé reagilisa nem annyira azonnali, mint amennyire azt a ,,tiszta’”
elmélet rendszerint feltételezi. Egész sor technol6giai, instituciondlis, gnoszeo-
l6giai sth. tényezé hatisdra a gazdasigi XllLI]I]VlSUTOk késve és fokozatosan
reagalnak. A megvaltomtt szinvonalon ezért nem azonnal, hanem olyan al-
kalmazkoddsti folyamat soran jon létre az egyensily, amely meghatarozott id6-
tartam alatt megy végbe. Azzal, hogy az azonnali reagilis helyébe az alkal-
mazkoddsi folyamatot dllitjuk, a statikus gazdasdgtan (a kompamtlv .statlka)

teriiletérdl el]utunk a dinamikus folyamatok elemzéséhez, a gazdasigi mozgas
elméletéhez.

A problémat a legkonnyebben az alabbi példaval vilagithatjuk meg. Té-
telezziik fel, hogy a fiiggl valtozo (valamilyen endogén kézgazdasigi mennyi-
ség) csak egy x fu;,gutlcn valtoz6 (exogén mennyiség) fiigegvénye. A kiindulé
helyzetben a konstans és a két mennyiség kozott egyensily érvényesiil. Fel-
tételezziik, hogy adott iddpillanatban o egyszer(i emelkedése kovetkezik be és
ezen & szinten ismét konstans marad.

x emelkedése a l\un(lul() egyensuly mcgb()mlds at eredményezi, és y az \j
egyensulyi helyzet irdanydba mozdul el, amit 2 Gj szinvonala hatdroz meg.
Persze y véltozisa ((LL omlm (Wt tényezok kivetkeztében) nem egy idGpillanat-
ban megy véube, hanem meghatérozott médon eloszlik az idSben. Megjelenik
tehat az elosztott késleltetés y-nak a valtozisara vald reagdlasiban.

A kozeazdasigtan szamara alapvetd jelentGségli e reakeié iddbeli lefutdsi-
nak megismerése. A reakcié idGbeli lefutisinak pontos meghatarozasiat a ké-
sGbbiekben adjuk. Egyelore a kovetkezd jellemzésbdl indulunk ki: A fiiggs
valtozénak a fiiggetlen viltozd valtozdasdara vald reagdlisinak idébeli lefutdsan
az x valtozasa altal iddegység alatt kivaltott y valtozisok idésorat érthetjiik
(dy/dt).

Az elmondottakat az 1. sz. abra szemlélteti. Az adott esetben y reakciéjanak
idébeli lefutdsa nagyon egyszerd.

“

|

| Yt
| Y a/ka/muzﬁodar/
| palyaja
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dat
Y x-re valo reakcioja-
nak idobels lefulasa
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1. abra
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A grafikus szemléltetést most fiiggvényszeriien is kifejezhetjiik. Altalinosan
felirhatjuk, hogy

gy =F (@ 29 T4gy - ) (1)

Az (1) linearis kozelitése a kovetkezGképpen irhaté fel:

yt:ﬁoxt+ﬂlxi—l+ﬂ2x142+-":t§;ﬂ1xt—i' (2)

A B egyiitthatékat reakcidegyitthatoknak nevezziik. Ha feltételezziik, hogy az
egyensuly mcgbomlését koveten y ugy reagdl, hogy kozeledik az 4j egyensily
hoz, akkor a X' f; sorozatnak konvergensnek kell lennie.

A Bireakcidegyiitthaték sorozata jelenti az y-nak az x valtozéasaira valé reak-
ci6ja idébeli lefutdsat. Az egyenletbdl az kovetkezik, hogy y-t nem csupdn x
egyidejii értéke, hanem szdmos multbeli « is meghatarozza. Az y fiiggd valtozé
ezért a , torténelmi” x, _; (i = 0, 1, ...) értékek silyozott atlaganak fligg-
vénye, ahol a stlyok aranyosak a reakcidegyiitthatékkal. Ezek voltak az osz-
tott késleltetések elméletének alapelemei.

A reakcidegylitthatok statisztikai becslésénél természetesen problémik
meriilnek fel. Elméleti szempontbél ¢ a végtelenig futhatna. A tobbszoros
korrelacién alapulé becslési médszerek persze csak olyan esetekben adnak
viszonylag megnyugtaté eredményeket, ha a reakeié 23 id@szakra oszlik el.
Az x,, x,_y, ¥;_, ... idGsorban jelentls korreldcié iniatt multikollinearitds
1ép fel, ami levon a beceslés értékébdl. A tovabbi regresszids egyiitthaték pedig
értelmetlenné valnak (ami a késletetett fiiggetlen valtozdk kozotti nauyfoku
autokorreldcié nyilvanvalé kovetkezmménye). Nagyok a standard hibak és a
becesiilt regresszios egyiitthaték semmiféle informéeiot sem nyuajtanak a reak-
cié idGbeli lefutasarol.

A probléma egy bizonyos megoldasit adta L. M. Koyck [7]. Az volt a célja,
hogy esokkentse a fiiggetlen valtozok szamit s ezzel a fiiggvény statisztikailag
I\()nnycbben legyen kezelhets. Koyck abbdl a hipotézisbdl indult ki, hogy a
reakciGegyiitthaték sorozata egy bizonyos ponttél kezdve kozelitheté konver-
gens mértani sorozattal. Mds széval Koyck feltételezte, hogy egy bizonyos ¢
indextl a reakcidegyiitthatok dllando ardny szerint csékkennek.

Ennek a hipotézisnek az alapjan (1) helyébe a kivetkezdt irhatjuk:

ye = o2 May_; 0 A2<1 (3)
vagy
Ye=PBolats + Axy_y + Ray_, 4 ...+ My (4)

Irjuk fel (4)-t y,_,-re és szorozzuk meg 2A-val

Y1 = Po(Azy_y + P, + '--+‘ajxl~j) (5)
vagy
AJtvl—ﬂoZ}JH“'z —j—1 (6)
Kivonva (4)-bél (5)-6t a kovetkezdt kapjuk:
t— Ay = Py (7)

3*



280 MIROSLAV TOMS —JAN KLACEK

A (7) osszefiiggés a kiovetkezd egyszertibb alakra hozhato:

Yo — Y a=Poxr — (1 — Dy (8)
vagy
Ay = Bos — VY1 (9)
ahol
p=1—4 (10)
Vildgos tovabba (7)-b6l, hogy y,-re igaz a kivetkezs:
Yo = Porr + Ay (11)

A kapott osszefiiggést Koyck-féle dtalakitdsnak nevezziik. Ha 6sszehason-
litjuk az (1) és a (11) osszefiiggéseket, azt lathatjuk, hogy az atalakitas el-
fogadhaté mértékiire csokkentette a fiiggetlen valtozdk szamat.

Ha y-nak a-re vonatkozdé rugalmassiagat vizsgiljuk, a rovid és hosszi id6-
szakra vonatkozo rugalmassig kozott jelentdsek lehetnek a kiilonbségek. Ha
nines kizarva az idGbeli késleltetés lehetdsége y-nak a valtozasaira vald reaga-
lasaban, akkor az alkalmazkodasi folyamat figyelmen kiviil hagydsa az y és
a kozotti kapesolat hibds felfogasit eredményezheti. Ha az idGbeli késleltetés
szamottevs, akkor kiilonbség van a rugalmassiag értékében rovid és hosszi
idGszakra . 1?

A (9) osszefiiggéshil kovetkezik, hogy az Gj egyenstlyihelyzet létrejottekor,
vagyis amikor Ay, , = 0, érvényes, hogy

IBU
Yy = ——= 12
Yi 1 3 ' (12)

Ebb6l a kivetkezGképpen fogalmazhaté meg a rugalmassie hosszi idGszak-
2 =] - ) o
ban, vagyis az idébeli késleltetésektsl megtisztitott reakceidegyiitthato:

ﬂ() ‘
e 13
B 11 (13)

A (13)-bol kovetkeznek a kétféle rugalmassig kozotti osszefiiggések. Ha
nines idébeli késleltetés (£=-0), y-nak a viltozasaira val6 reagdlisa olyan gyors,
hogy y mindig még az adott iddszakban eléri j egyensilyi értékét. I;,'y a (11)
egyenletben értelmét veszti a késleltetett viltozé. A rugalmassig rovid és
hossza idGszakban hasonld. Ellenkezs esetben a kétféle rugalmassag eltérd.
Minél lassibb az alkalmazkoddsi folyamat, anndl nagyobbak az eltérések.

Ezeknek a kovetkeztetéseknek kozvetlen jelentisége van problémédnk
szempontjibol. Az elemzés megmutatta, hogy a termelés és 1étszam kozotti
egyszerii kapesolat beceslése olyan paramétert adhat, amelyet torzit, ha fi-
gyelmen kiviil hagyjuk az idbeli késleltetést. Indokolt ezért, hogy kozelebb-
rél mechatdrozzuk az idéheli késleltetést, és ellendrizziik, hogy szignifikans-e
vagy sem. Elméleti szemponthol ezt a (11)-ben szerepls A regresszios koefficiens
szignifikancidjira vonatkozé statisztikai probanak kellene megmutatnia.

Nem tudunk olvan kordabbi munkardl, amely osztott késleltetésekkel dol-
gozott volna." A becslések azt tételezték fel, hogy a termelésnek a termelési

13 A probléma bévebb elemzését tsd [11].
H (sehszlovakiiban.
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tényezk volumenére val6 reagélasdban semmiféle idébeli késleltetés nincsen,
ami természetesen folottébb nagyvonalu feltevés. Nem kell hosszabban bi-
zonygatnunk, hogy ezekben a reagdlisokban léteznek bizonyos késleltetések.

Ebben a tanulményban a Koyck-féle osztott késleltetéssel dolgozunk.
Feltételezziik, hogy a termelés és létszdm kozotti idsbeli késleltetések jol
kozelithetSk ilyen tipust késleltetésekkel. Teljes mértékben elképzelhetd
persze az, hogy més modellek majd alkalmasabbnak vagy,esetleg pontosabb-
nak bizonyulnak. Munkdnk ezért az ebben az irdnyban folytatand6 hossza-
tava kutatas kiinduldsanak tekintendd.

5. A létszamra épiilé dinamikus termelési fiiggvény felirdsa

Az Skonometriai vizsgilatndl az ismertetett elméleti megfontolasokbdl
indultunk ki. A termelés és 1étszam kozotti osszefiiggéshen vigyelembe vettiik
az osztott késleltetést.1s

Q) = AEH B2 QFs | efst | (14)

ahol ¢ a termelés és I a létszam. Egyszerii dtalakitdssal olyan formulat ka-
punk, amely lehetGséget nyujt a statisztikai becslésre.

log@Q, =log A + B, log B, + B, log B,_; + B3 log @Q,_, + B¢t  (15)

Szemmelldthatéan dinamikus termelési fiiggvényrsl van sz6. A fiiggvény
kozelitést ad a termelés és létszam kozotti dinamikus alkalmazkodasi folya-
matra. Az utolsé fiiggetlen valtozénak (az exponencidlis id6beli trendnek)
kell tartalmaznia minden, a létszim hozzijirulasin kiviili termelési effektust.
Mint kimutattuk, elméleti szemponthdl Iényegében a technikai haladdsrdl
van szo.

Természetesen a fiiggvény linedris alakja is vizsgélhat6. Ebben a tanulmény -
ban azonban csak az emlitett alakkal dolgoztunk.'® Bizonyos el6nye ennek «
megkozelitésnek, hogy a kapott f, paraméterek kozvetleniil a termelésnek az
adott valtozo szerinti rugalmassdgit jelentik.)? A tovabbi vizsgilatok hasznal-
hatnanak linedris fiiggvényeket is, majd pedig 6sszehasonlitést lehetne végez-
ni arra vonatkozoélag, hogy melyik az elényosebb.

A (14) fiiggvény mellett becslést végeztiink a termelds és 1étszam kozotti
egyszerli kapesolatra is:

log @, = log A + B, log E, (16)

Kz a termelési fiiggvény kiilonbozSképpen interpretélhat6. Bizonyos szem-
pontbdl statikus fiiggvényrdl lehetne beszélni (nem veszi figyelembe az alkal-
mazkodasi folyamatot), vagy pedig a két mennyiség kozott érvényesiils alap-
vet tapasztalati osszefiiggésrol.

A (14) tipusa fiiggvény alkalmazéasakor fellép a multikollinearitds veszélye.
Ebben rejlik azoknak az ellenvetéseknek a magva, amelyek hangstlyozzik a
fiiggetlen véltozok kozotti erds korreldcié lehetéségét. EbbSl a szempontbél
is az idébeli trendnek a fliggvénybe valé bevezetése tiinik kiilonssen ,,veszé-
lyesnek”.

K

1% Lasd B. Kuh [8]. )

16 Logaritmikusan linedris figgvényrél van szo.

17 A pontosabb értelmezést lasd késSbb.
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Ahhoz, hogy véleményt mondhassunk a potencidlis ellenvetések megalapo-
zottsdgardl, elvégeztiink egy nagyobb préobat. A fiiggvényben egymads utén
vezettiik be az Gjabb és Gjabb fiiggetlen valtozdkat, és figyeltiik, hogy mi tor
ténik egyes jellemzékkel. Kgészében véve a termelési fiiggvények aldbbi
., kollekciéjara” végeztiik el a szimitast:

log @, =log A + B, log E, (I.)
log @, = log A + B, log B, + B, log B, _, (IL.)
log @ = log 4 + By log B, + Bylog B, | + f3log @, (IIL.)

log@Q; =log 4 -+ B, log B, + fylog B, | + Bylog@;_1 + B2 (IV.)

A préba elsG 1épése nyilvanvaléan a (16) egyszer( termelési fiiggvény becs-
lése. Az egyes termelési fiiggvények becslése alapjin lathat6é, hogy milyen
kovetkezményekkel jar az djabb meg Gjabb fiiggetlen viltozék bevezetése
modellbe. Lényegében hiarom kérdéscsoportrél van szé:

a) a regresszios egyiitthatokra gyakorolt hatasrél;

b) a szamitas efficiencidjara (a rezidudlis szoérdsra) valé hatdsrol;

¢) a becslés statisztikai szignifikanciajara gyakorolt hatdsrdl.

A kozgazdasigi elemzés szempontjibol az elsé mozzanat a legérdekesebb.
A miasodik nyilvanvalé. Pétlolagos valtoz6 bevezetése rendszerint noveli a
regresszios egyiitthatot. Ugyanakkor persze erdsiti a korreldcié intenzitédsit,
ami f6leg a standard hibiknak viszonylagos nivekeddésében nyilvinul meg a
regresszios egyiitthatékhoz képest. Kbbdl a ténybdl indulnak ki az emlitet
ellenvetések. Kzért kivantuk modelliinkben prébaval ellenérizni, mennyire
megalapozott ez az elterjedt allaspont.

6. Statisztikai alkalmazds

Termeldsi fiigg vényeink alkalmazisakor a termelésre és a létszdmra vonat-
kozé adatokra van sziikség. Itt tobbféle lehetdség és kombinacié kindlkozik.
A kiindul6 adatok megvélasztisat azonban behataroljak a rendelkezésre allo
statisztikai forrdsok. Esetiinkben fGleg az volt fontos, hogy a lehetd leghosszabb
idGszakra vonatkozé konzisztens idésorokat kapjunk. Az alkalmazis szem-
pontjabél a masik kovetelmény az idGeoroknak régiok kozotti, valamint a két
szektor kozotti kolesonds osszehasonlithatosdiga. Kzért a kovetkezbképpen
jartunk el:

A létszém szdmszer(sitéseként az ipari tevékenységetl folytaté munkdsok
szamét szerepeltettiik. Elvégeztiik a szimitast az osszes ipari foglalkoztatottra
épiild fiiggvényre is. Az elsd véltozattal azonban sokkal kedvez6bb eredménye-
ket kaptunk — szorosabbnak és erGsebbnek taldltuk a munkisok szima és a
termelés kozotti osszefiiggést.'® Kz a megillapitds kozgazdasigi szemponthol
nyilvdnvalé és konnyen megmagyariazhaté. A létszamnak a munkdsokon
kiviili része nem befolydsolja kizvetleniil a termelést és — szamottevé mérték-
ben — autoném mddon alakul.

18 Hasonlé eredményre jutott minden (altalunk ismert) nemzetkozi vizsgilat is.
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Termelési mutatékul némi tétovazis utdn az 1968 évi véltozatlan drakon
mért teljes termelést vdlasztottuk.l® A mutaté megvilasztdsa a modellel vég-
zett tovdbbi ,,manéverek” altal tdmasztott kovetelményekkel fiiggott dssze.
Nagyon érdekelt benniinket, hogy milyen eredményeket szolgdltat a modell
dezaggregalt adatokra torténd alkalmazdskor. A kutatds adott fokan elsGsor-
ban arrél volt sz6, hogy kiilén vizsgalhassuk a termelSeszkoz-termelés szek-
tordnak és a fogyasztésicikk-termelés szektoranak dinamikéjat.20

Ez a bontds elméleti szemponthd6l vonzé és érdekes gyakorlati kovetkezte-
tésekhez is vezethet. A két szektorbdl nyert eredményeket azutén egybeve-
tettiik az egész ipari termelés elemzésével. Természetesen tisztdban vagyunk a
teljes termelés mutatéjanak valamennyi alapvet§ hidnyossigdval. Az elért
elényért azonban meg kellett fizetniink ezt az drat.2!

Kgytttal érdekelt benniinket kiilon a esehorszdgi iparra vonatkozé termelési
fiigevények meghatarozasa is (regiondlis bontas). Blvégeztiik ezért ugyaneze-
ket a szdmitdsokat a csehorszdgi iparra. gy a csehszlovdk és csehorszigi
iparra, egészében és kettébontva, termelési fiiggvények egész ,,kollekcidjat”
kaptuk meg. Minden termelési fiiggvényt az 1948 —1968-as idészakra vonat-
kozo adatokbdl nyertiink.

A fiiggvényeket kozvetleniil a legkisebb négyzetek médszerével hatéroztuk
meg. A kapott eredményeket az 1. és 2. sz. tdblazat tartalmazza. A tabliza-
tokban osszefoglaltuk a préba valamennyi fontos jellemzsjét.22

A préba kritériumdul ¢ eloszlist mennyiséget vilasztottunk (a kiszdmitott
t érickeket a regresszids egyiitthaték mellett zardjelben szerpeltetjiik). A ka-
pott t értékeket egvbevetettitk a megfolel kritikus értékekkel .23

At értékek viltozisainak figyelemmel kisérése pétlolagos fiiggetlen vilto-
z0k bevezetésénél fontos informaciét szolgdltat a fiiggetlen véltozdk kozotti
korrelicidé valtozdsairél?* Nem szabad azonban elhamarkodottan véleményt
alkotni, el6nyos-e vagy nem egy-egy ujabb fiiggetlen valtozé bevezetése. Egy
Gjabb magyarazé valtozé bevezetésének kozvetlen hatésa lehet negativ (esok-
kenti a mar kordbban bevezetett valtozék regresszids egyiitthatéinak ¢ érté-
keit). Végsé itéletet csak utélag lehet mondani arrél, hogy indokolt-e az adott

19 Az id6sorokat valtozatlan drakra és egységes szervezeti felépitésre szamitottak 4t
Léasd [10].

20 Az ipari termelés ,,A” és ,,B” csoportjardl van teh&t sz6. A tovabbiakban termeld
eszkoz-gyviartd szektorrdl és fogyasztasicikk-gyartd szektorrdl beszéliink.

2 Statisztikink nem szolgéltat adatokat az ipari termelés ,,A” és ,,B”’ esoportjara a
tiszta termelésrél (vagy a hozzdadott értékrsl). Csak a teljes termelés adatai allnak
rendelkezésiinkre. Kz a tovabbi, ,,praktikus” oka annak, hogy a munkaeréraforditast a
munkasok szamdval tudjuk sziamszerlien mecragadni. Statisztikdnk megint csak nem
figyel meg mas adatot a létszémra vonatkozban a két esoportra.

2 Ay eddigi esehszlovakiai 6konometriai tanulményok tilnyomdé tébbsége (azokat is
idedrtve, amelyek helyettesitést is figyelembe vevs termelési fiiggvényeket szamitottak)
nem publikdlta az egyes regresszids egyiitthaték becslésének statisztikai jellemz6it.
Nem folytatjuk ezt a tradiciét, mert ez lehetetlenné teszi a kapott eredmények komoly
értékelését.

2 At éridk a regresszids egyiitthaténak standard hibajahoz mért aranyit adja meg.
Ha az egyenlet jobboldalén fokozédik a magyarizé valtozdk kozotti korrelacid, akkor
esokken a t érték (a regresszids egyiitthaté értékéhez képest novekszik standard hib4ja.
A fiiges valtozé alakulasinak magyardzatdhoz vald ,hozzajarulisa” miniméalis, s6t még
negativ is lehet (a rezidudalis széras nem csokken, még novekedhet is). A kapott t érték a
szabadsfigfokok adott szdma mellett nem éri el a kritikus értéket (a vélasztott szignifi-
kancia-szint mellett). Ezt tiikkrézi az ugynevezett t-préba.

# Fsetiinkben a B. Woolf dltal a [12]-ben javasolt prébamddszer keriilt alkalmazdsra



1. tabldzat
A csehszlovik ipar rovidtava termelési fiiggvényei (1948—1968)

| log E¢ log Eq_, | log Q-1 f t R2 RES
iy iparl 3,580 (45,80) 1 99,15 | 0,002231
. i 2y = N =l 519 )
II. 3,183 (3,73) 0,3874 (0,47) - . — 09,16 | 0,002333
IIL. L 1,804 (4,72) —1,073 (2,85) 0,7625 (9,21) | = 99,87 | 0,0003936
Iv. | 1,817 (4,93) —1,310 (3,28) 0,7332 (8,88) | 0,008070 (1,45) 99,88 | 0,0003682
\
B. Termel&eszkdzgyartd ; ‘
szektor |
L | 3,341 (56,46) e 2 ! e 99,44 | 0,001813
1I. { 2,089 (3,50) 1,160 (2,10) — | — 99,565 0,001523
111 | 1,910 (5,18) ~1,209 (2,18) 0,7755 (5,89) | e 99,84 0,0005752
v. | 1,874 (5,19) —0,8508 (1,43) | 0,5900 (3,12) |  0,008073 (1,35) 99,86 0,0005474
|
C. Fogyasztasi cikk gyarté ‘1 :
szektor | [
1. 3,769 (13,09) = = i = 90,49 | 0,01827
II. 6,122 (4,6!) v?,.’iz’g (1,83) | - i | — 92,06 ; 0,0161-’3
II1. | 1,350 (5,95) —0,8578 (4,63) 0,8208 (32,36) | - 99,88 0,0002582
Iv. 1,341 (6,10) —0,9048 (4,93) 0,7511 (13,32) |  0,006244 (1,37) 99,80 | 0,0002474
N 1,403 (6,35) —0,9883 (4,95) 0,7980 (27,57) | 0,0001422 (1,47) 99,90 1 0,0002406
| |
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A csehorszagi

2. tdbldzat

ipar rovidtava termelési fiiggvényei (1948 —1968)

log By log By, 1 log Q¢ t | R? RES
A. Egész ipar ! |
T 3,025 (36,41) E o ]
) i 4 2,481 1,390 (1,55) - — | 98,66 0,003049
IT11. 1,341 —0,7952 (1,71) - — 98,83 0,002829
1V. 1,737 —1,143" (2,72) 0,8205 (8,64) — 99,79 0,0005309
0,6590 (6,42) 0,01302  (2,59) 99,86 0,0003912
B. Termelbeszkéz gyartéd
szektor
3 3,466 -
T, 1,431 | 1,854 (2,39)
Eps 1,588 |  —1416 (2,10) — — 98,81 0,003310
IV. 1,769 | —0,7359 (1,04) - — 99,11 0,002624
C. Fogyasztési cikk gyérté 0,9302  (6,30) 2 99,74 0,0008012
szektor 0,5242 (2,12) 0,01478  (1,96) 99,80 0,0006801
i 8 4,591 — - — 87,91 0,02008
ATEs 6,603 —2,160 (1,39) — — 89,14 0,01910
I11. 1,397 | —0,8694 (4,61) 0,8352 (34,48) — 99,86 0,0002695
Iv. 1,485 ‘ 0,9953 (6,18) 0,7039 (14,40) 0,009779  (2,94) 99,91 0,0001823
Ve 1,572 ’ —1,114 (6,44) 0,7817 (29,61) 0,0002204 (3,04) 99,91 0,0001779

A regressziés egy(itthaték mellett zéréjelben szerepls adatok a megfeleld t értékek.

A t-vel jelolt oszlop az idébeli trend valtozéjat jelenti. R? a korrel4cids egyiitthaté. RES a rezidudlis széras.

4

A téblazat els6 oszlopdaban szerepld rémai szamok az egyes fiiggvényeket jelentik a széveg 5. részével dsszhangban.
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valtozé bevezetése. Ujabb valtozéknak a modellba valé bevezetése ugvanis
— mint arra B. Woolf ramutatott — megfordithatja az eredetileg negativ
hatdst. Kiilonosen érvényes ez késleltetett valtozokra.

Egyértelmii kovetkeztetéseket az eredményekbdl természetesen nem lehet
levonni. Felmeriil néhany probléma. Féleg egyre hivjuk fel a figyelmet. A
reziduumok erds pozitiv autokorrelicidja esetén a standard hibak ,aldérté-
kelédnek™, a korreldcids indexek pedig ,,thalértékelédnek”.? A tovabbi kuta-
tas sordn ezeket a kérdéseket részletesebben meg kell vizsgalni.

Csak jelezhetjiik, hogy hasonlé probléma meriil fel minden ckonometriai
modell sztochasztikus egyenleteinek becslésénél. Hogy a mérece mennyire
szigoru, az attél flige, hogy mi az elemzés c¢élja — paraméterek értékének meg-
hatarozasarél van-e sz6, vagy pedig az egész fiiggvény kozelitésérdl a fejlédés
ex post nyomonkovetése és rovidtivi ex ante megfontolisok szempontjabol.

7. Az L. fiiggvény becslése

A két tablazat tanulmanyozidsa alapot ad bizonyos kovetkeztetésekre és
altalanositasokra. A legérdekesebbek a kovetkezdk.

A létszdm és termelés kozotti egyszer( fiiggvénykapesolat (5. fiiggvény)
rendkiviil jé eredményeket ad. A regresszids egyiitthatok minden esetben 3,0
folott vannak (a 3,3 -4,6 sivban mozognak), és a standard hibik nagyon
kicsik. Valamennyi regressziés egyiitthaté statisztikailag erésen szignifikins
(lisd a t-préba értckeit). A fiiggvény a termelés szérdsinak tobb mint 98 szd-
zalékat ,,megmagyarizza’”. A legerGsebb osszefiiggést a csehszlovik ipar
termelGeszkoz-gyartéd szektoraban taldltuk, viszonylag a leggvengébbet pedig
a fogyasztasicikk-gyarté szektorokban, erre késébb visszatériink. Mindkét
ténynek lehet jelentésége kozgazdasigi szempontbol.

Néhény megjegyzést kell most tenniink e termelési fiigevény paraméteré-
nek (a f, regresszios egyiitthatonak) az értelimezdésével kapesolatban. A para-
méter legkozvetlenebbiil kindlkozd értelmezése a termelés munka szerinti
rugalmassaga lenne. Kz az értelmezés azonban nem lenne pontos (illetve nem
lenne sziikséeképpen az). Amennyiben érvényesiil o technikai haladds, illetve
amennyiben a tékeképzddésnek egyiltalin van helyettesitési hatisa, a para-
méter értékében mindkét hatas kifejezésre jut. A paramétert ezért nem lehet
a munka szerinti rugalmassdgként felfogni, a sz6 szoros értelmében (azaz
mint 9Q[0f - Bl@-t), hanem csak kozelitGen (azaz mint dQ/dl - EQ-t).28
A paraméter megmondja, hogy hany szazalékkal novekszik a termelés, ha
ceteris paribus a létszam 1 szdzalékkal novekszik. A ceteris paribus kikotésnek
itt ismert sajitos értelme van. A paraméter azt fejezi ki, hogy hany szazalék-
kal novekszik a termelés, ha a technikai haladds iiteme nem viltozik az eddi-
gihez képest és valtozatlan lesz a tékeképzidés helyettesitési hatdsa.

Ha a szoveg tovabbi részében a termelés munka szerinti rugalmassdgardl
beszéliink, az ilven értelemben definidlt kategéridra gondolunk.

* [ kérdés megitélését a Durbin-Watson egyiitthaté teszi lehet6vé.
* Itt is lathat6, hogy mennyiben tér el a (15) fiiggvény linearis alakjatol. A linedris
fiiggvénynél a paraméter a kovetkez6képpen hatérozhaté meg: dQ/dH.
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8. Tovabhi magyarézé valtozék bevezetése

A masodik fiiggetlen véltozé (#, ,) bevezetése rontja a becslés eredményét

az K, paramétereknél feltiinGen csokkennek a t értékek. Az £, ;-nél a reg-
resszios egylitthaték (az esetek tobbségében) statisztikailag nem smgmflkan-
sak a 0,05 szignifikancia-szintnél. A becslés efficiencidja nem novekszik kiilo-
nosebben.

Tgen érdekes viszont a kisérlet harmadik lépése. A harmadik fiiggetlen vél-
tozé (Q, ;) bevezetése szdmottevéen javitja a becslést. Az el6z8 valtozathoz
képest tobb mint kétszeres csokkenés kovetkezik be a standard hibédkndl. A
t-proba értékei megnovekednek > Igen magas t érték adédott a @, _, valtozo-
nal is. Ebben a Iépésben jelentSsen megnovekszik a becslés efficiencidja — a
legjobban az osszes 1épések koziil » Mindez arrdl taniskodik, hogy @,_,-nek
kedvezs hatdsa van, és érdemes bevezetni a modellba. Figyeljitk meg, hogy
B, ,nél minden regressziés egyiitthaté negativ.2 Ez varhaté volt, és alaté-
muut]a az osztott késleltetésok mechanizmuséra vonatkozs hipotézist (lasd
késGbb).

Mint emlitettiik, nagyon kivénesiak voltunk arra, hogy milyen hatdsa lesz
az exponencidlis idSbeli trend bevezetésének a modellba. Vizsgalatunk azt
mutatja, hogy az elfogultsdgnak itt nincs helye. Az id6beli trend bevezetésé-
nek egyfeldl pozitiv a hatdsa. A t-préba értékei egy eset kivételével emelked-
tek. Kmelkedett tovabba a becslés efficiencidija.30 Enyvhén negativ hatéds csak
a (), jellemzGinél érvényesiilt. Azért nevezziik enyhének, mert a hatéds nem
szamottevd. A regresszios egviitthatok statisztikailag erdsen szignifikdnsak
maradnak a ¢, _,-nél. Az idGbeli trend paramdéterei statisztikailag a 0,05 valé-
szinliségi szinten szignifikinsak a esehorszdgi iparra vonatkozé valamennyi
alkalmazisnil. A esehszlovik ipar esetében a kapott eredmények a 0,10 szin-
ten szignifikansak.

A tovabbiakban egy érdekesebb modon is megprébaltuk bevezetni a fiigg-
vénybe az idébeli trendet. Kovardatikus idébeli trenddel préobalkoztunk. A 1V.
fiigevényt az alabbi V. fiiggvénnyel helyettesitettiik:

log@, =log A + B, log B, + B, log B, _, + f; log @Q,_, -+ B, 17 (V.)

Ilyen médon probaltuk meg gyengiteni a multikollinearitdst és megakadalyoz-
ni a technikai haladas paraméterének tulértékelését.3t

A kvadratikus idébeli trend megragadhatta a technikai haladds iitemének
esetleges felgyorsuldsdit is. A kutatds jelen szakaszdban az V. fiiggvényt esak
a cse hmh/agx és esehszlovak ipar fogyasztdsicikk-gyarté szektordra alkalmaz-
tuk. Mar az indulasndl kideriilt ugyanis, hogy itt magyardzta meg a létszdm
a termelés viltozasainak viszonylag legkisebb szdzaldkat (90,5 szdzalék a
csehszlovik és 87,9 szdzalék a csehorszdgl iparndl). A létszém ebben a szektor-
ban lassan nétt, mig a termelés gyorsan béviilt — gyorsan névekedett a munka-
termuleken\/sv;z és a rugalmassig /), szerint igen magas. Mds szdval az id6beli
trendnek itt nagvobb szerepet kellett jatszania.

7 gy regresszids egyiitthaté csekély kivételével.

* Leginkabb a csehszloviak és csehorszagi ipar fogyasztasicikk-gyartd szektoraban.
2 A ITI. és TV. fiiggvényre gondolunk.

30 Leginkabb a fogyasztasicikk-gyarté szektorokban, kiilonésen a csehorszagiban.
31 s a tébbi paraméter al{ieltekblusot



288 MIROSLAV TOMS —JAN KLACEK

A szamitasok azt mutatjik, hogy a kvadratikus idGbeli trend bevezetésé-
nek pozitiv hatasa van. A t-préba értékei valamennyi regresszids egyiitthato-
nial emelkednek. Kiilonosen megemelkedik a t érték maganal az idénél, ami
legalabbis batorité. A csehorszigi fogyasztisicikk-termelé szektorra valé
alkalmazisbol végiilis olyan fiiggvény adddott, amely statisztikailag a 0,005
szinten szignifikans.

Mindamellett nem tartjuk konny(inek hatdrozott kovetkeztetések levoné-
sat ilyen kis tapasztalati anyag alapjan. A tovabbi kutatdsoknak kell ellen-
Orizniiik, hogy milyen lehetGségek kindlkoznak erre.

9. ,,Hossztavia” termelési fiiggvények

A kapott termelési fiiggvényeket a létszamra és termelésre vonatkozé
multbeli adatok alapjan szamitottuk, és igy az ex post érvényesiils osszefiiggé-
seket kellett kozeliteniiik. Emlitettitk azonban, hogy rovid iddszakban eltér-
het egymastél a valdsigos és a technoldgiailag indokolt foglalkoztatasi szin-
vonal. Kbben az esetben azutén a szamitott termelési fliggvények paraméterei
nemesak a technolégiai osszefiiggéseket fejezik ki, hanem a termelés dinami-
kajaban érvényesiilé kvaziciklikus fluktudcié hatdsait is.

Az alkalmazdisok azt mutattik, hogy a @, _,-nél a regresszios egyiitthaté
aranylag magas és egyuttal statisztikailag szignifikins. Az osztott késlelteté-
sek elméletébdl igy két kovetkeztetés adodik: a) az alkalmazkodasi folyamat
viszonylag lassi volt; b) a két mennyiség kozotti eltérés valoban fenndllt.
Kisérletet kell ezért tenni a paramétercknek a kvéziciklikus elemektol valé
,,megtisztitasara’”, és lgy kell kizelebb jutni a technolégiai jellegli Osszeftiggé-
seket abriazold termelési fiiggvényekhez.

A fiiggvénybe e célbol bevezettitk az osztott késleltetést. Az osztott kés-
leltetések elméletéhdl kovetkezden

—lnﬁ/!——i {;'———l ﬂzl()g E* 4 __ﬁl,,, ¢ (17)
L—f 1 f 1B

Kz a termelési fiiggvény az alkalmazkoddsi folyamat befejezGdését kovetGen
megkaphatd. A (17) fiiggvénynek azt a novekedési palyat kell leirnia, amelyen
nines eltérés a valdsigos és a technolégiailag indokolt 1étszam kozott. Adott
foglalkoztatisi szinvonal mellett a fiiggvény azt a potencidlis lermelést dbra-
zolja, amely az aggregilt kereslet egyenletes fejlédése mellett valosulna meg.
Beszélhetnénk az dlland6 novekedds dllapotianak termelési fiiggvényérdl is.
A regresszios egyiitthatok @, -nél elért értékeibdl kovetkezik, hogy az alkal-
mazkoddsi folyamat kozepesen hosszi idGperiddusban megy végbe, ami azt
jelentheti, hogy a (17) termelési fiiggvény a 3 -5 éves idGszak fejlédésére
vonatkozélag relevans.

A fiiggvényhbdl kifejezhetjitk a novekedés iitemét:

1Q* _ By + B.[AEB* | B,

@ 1—fLB 15

Mindkét egyenlet a létszim és termelés kozotti technolégiai kapesolat koze-

litéséhez vald hozzddllast jellemzi. Csupén arra kivinunk emlékeztetni, hogy
ez a kozelités fiige az osztott késleltetések vdlasztott modelljétal.

lc Joy (l)* ==

(18)
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Tisztdn terminolégiai szempontbdl gyakran felvetédik a kérdés, hogy ho-
gyan nevezzilk a (17) termelési fliggvényt. Ha az osztott késleltetések elmé-
letének terminoldégidjat alkalmazzuk, akkor hosszatavi termelési fiiggvény-
r6l (és hosszitdva rugalmassidgokrdl) beszélhetiink. Analég terminoldgiat
haszndlnak a fogyasztdsi fiiggvény elméletében is. A hosszatdvi termelési
fiiggvény fogalmanak azonban nem adhaté mds értelmezés, mint az, amit az
osztott késleltetések elméletében kapott. A | hosszatava” jelzd csak azt fejezi
ki, hogy olyan relaciérél van sz6, amelyhez az alkalmazkoddsi folyamat kize-
litése nyomdn jutottak el.® Minthogy az elemzésbdl az kovetkezik, hogy az
alkalmazkodasi folyamat elég lassan megy végbe, allithatjuk, hogy az ilyen
termelési fiiggvény kozepes hosszisagu iddperiédus vonatkozasiban relevans.
A (17) figgvény alternativ megnevezése az allandé novekedés édllapotdnak
termelési fiiggvénye kifejezés lehet.

E termelési fiiggvény paramétereit a 3. sz. tablazat tartalmazza.

Valamennyi ,hosszutava” rugalmassag (8, + B,/1 - f,) alacsonyabb, mint
az 1. fiiggvény becsléséndl kapott rugalmassagok. Ertékiik azonban magasabb,

3. tabldzat

A esehszlovik és esehorszigi ipar | hosszutivu” termelési fiiggvényei paramétercinek

becslése
hts | B
1-p, " 1-ps
A. Egész csehszlovak ipar
YIT: 2,0779
IV. 1,9003 0,03025
1. Termelbeszkoz gyiartod
szektor
] 0 3 3,1225
Iv. 2,5292 0,02013
2. Fogyasztasi cikk gydrtod
szektor
TIY: 2,7466
1V. 1,7525 0,02509
Ve 2,0530 | 0,00070
B. Egész csehorszéagi ipar
XS | 3,0333 -
IV. 1,7419 0,03818
1. TermelGeszkoz gyartd
szektor
I11. | 2,4785
1V [ 2,1713 | 0,03106
2. Fogyasztisi cikk gyartd \ f
szektor | |
111 | 32014 |
Iv. | 1,6538 | 0,03303
V. ‘ 2,0980 i 0,00101

Megjeqyzés. A 1TV. és V. fiijggvény paraméterei a csehszlovak iparra statisztikailag a 0,10
egjeqyzés. A 1 ggvény |
szinten szignifikinsak.

® Ugyanaz a megallapitas vonatkozik a létszéun és a termelés kozotti ,,technolégiai’
kapesolat kifejezésre is.
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mint a t6bbi rovidtava fiiggvény alkalmazisival kapott g, paraméterek (vo.
az 1. és 2. sz. tablazattal). Ez az eredmény eltér mds kutatdsokétsl.32/a

A B,/1-p; paraméternek kell tartalmaznia a meg nem testesiilt technikai
haladéas hozzdjarulisit (az ismertetett értelemben). A kapott technikai hala-
dés-iitemek ,,értelmesnek’™ tiinnek, és egészében jol 6sszhangban vannak a
korabbi eredményekkel.??

E tanulmany keretei kozott nem vizsgiljuk meg, hogy mit implikdlnak a
becsiilt hosszitavi termelési fiiggvények. Az eredmények azonban azt jelzik,
hogy az olyan szamitdsokbdl nyert paraméterek felhaszndlisa, amelyek nem
veszik figyelembe az idGbeli késleltetés lehetGségét, helytelen kivetkeztetése-
hez vezethet. Hatérozottabb értékelésre csak a tovdibbi kutatdst kiovetden
nyilhat alkalom. Ha a hozzdéllas helyesnek bizonyul is, még mindig kiilonb-
séget kell tenni a tisztén rovidtavi, illetve a kozép- és hosszitévi elérejelzés
kozott.

10. Elbzetes kivetkeztetések

Az olyan empirikus elemzés, mint a jelen dolgozat is, nem nyujthat alapot
hatarozott kovetkeztetésekre. Célja mindenekelGtt az volt, hogy megteremtse
a tovabbi kutatés feltételeit, s Osztonzdést nyidjtson ahhoz. Vizsgdlddasaink
f6 kovetkeztetéseit a kovetkezdkben foglalhatjuk ossze:

a) A létszam és termelés kozotti kapesolat statisztikai szimszer(sitésének
eredményei dsszhangban vannalk azzal a hipotézissel, hogy Csehszlovikidban a
U"l/(ld\d"l novekeddés kritikusan tu(.gr a létszam alakuldsitol.3 Szoros korreld-
cié mutatkozott mar a létszam és termelés egyszer(i kapesolatiandl is. 3 A leg-
szorosabb osszefiigeést a két termeldeszkozgyartd szektorban és a esehszlovi
ipar egészét illetGen taldltuk.® Kz fejlodésiik erds extenzivitasardl tantskodik
A leglazabb az osszefiiggés a csehszlovik és esehorszigi ipar fogyasztasicikk-
gyvarté szektordban.

Azt mondottuk, hogy az eredmények ésszhangban vannak az emlitett hipo-
tézissel. Nem dllitjuk, hogy elemzésiink bizonyitja ennek a hipotézisnek
helyességét. Az ilyen kovetkeztetés ugvan esdbité lenne, de nem lenne sziikség-
képpen bizonyitott. A hipotézis helytallé voltét gondosan, toviabbi té m(k
elemzésével és kiilongsen oly médon kell ellenérizni, hogy megvizsgdljuk: mas,
eltéré hipotézisek mennyiben tudnak magyardzatot adni a megfigyelt folya-
matokra

b) Vizsgilataink igazoltdk, hogy a rovidtiva termelési fiiggvény, amely
ex post allandé ardnyokkal operdl, jél képes dbrazolni a csehszlovik gazdasdgi
novekedést. A kutatds tovabbi szakaszaiban negyedéves adatokkal kell majd
dolgozni, kiozelebbrdl meg kell vizsgalni az dllandé ardnyokkal dolgozd linedris
fiiggvények alkalmazasat, és egzaktabb képet kell kapni az idésorok korreld-
cibjardl.

c) Az elemzés eredményei dsszhangban vannak az alkalmazkodési folyamat
létezésére vonatkoz6 hipotézissel, és alitdmasztjak az osztott késleltetések

2/a Lasd Kuh (8].

33 Lasd példaul M. Hdjelk—M. Toms [4].

¥ Ebben az sszefiiggésben hozzatehetjiik, hogy alatimasztjik ezt a legutédbbi kérds-
ives felmérések eredményei is.

35 Az I. fiiggvényr6l van tehat 8z6 mindkét kollekeiobol.

% A pontos sorbarendezést az 1. és 2. tAblazatban szereplé R? alapjan lehet elvégezni.
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bevezetésének jogosultsdgat. A regresszids egyiitthatok @, ,-nélstatisztikailag
erGsen szignifikdnsnak bizonyultak. Magas értékiik alacsonv reakcidegyiitt-
hatét, tehdt hosszi alkalmazkodési folyamatot jelez.

Ebbdl kévetkeznek a rovidtavi és hossztdva termelési fiiggvények és
rugalmassagaik kozotti nyilvanvald kiilonbségek is. Az elGrejelzési probalko-
zdsokndl ficyelembe kell venni a probléma idGbeli dimenzi6jat.

d) Ha ezzel bizonyitottként fogadjuk el az alkalmazkodési folyamat léte-
zésének hipotézisét, akkor kiilonbséget kell tenni két eset kozott:

da) a tisztan rovidtiva termelési fiiggvény (III--1IV.), amely rovid idé-
szakban jellemzi az Osszefiigeések alakulasat. Ez a figgvény konjunktira-
elérejelzéseknél lenne hasznalhato;

db) a (17) termelési fiiggvény, amely kozepes id@szakra nézve relevans —
hozzdvetélegesen az Gtéves terv iddszakardl van szd.

Ha viszont nem fogadjuk el ezt a hipotézist, akkor vissza kell térniink az
I. fiiggvényhez, amely a létszam és termelés kozotti egyszer(i osszefiiggést ab-
razolja. Bzt a fiiggv on\t még ki lehet egésziteni az idGbeli trenddel. Tapasztala-
taink persze azt mutatjik, hogy rovid idészakban a tisztan rovidtava terme-
lési fiiggvények adjik a legkielégitébb elérejelzéseket.3?

e) A termelés létszém szerinti rugalmassiga az iparban szdmitdsaink sze-
rint elég magas. A rovidtiava rugalmassigok a 3,3 4,6 sdvban mozognak, a
hosszitiviak valamivel alacsonyabbak. Hasonlé eredményeket adnak a
Cobb-Douglas tipusi, helyettesitésen alapuld termelési fiiggvények is, ameny-
nyiben nem tételezik fel a termelési volumen allandé hozaddkdt.’8 Ezek az
értékek tartalmazzdik a technolégiai valtozdsok hatdsat is, és ezért szamotte-
vien alacsonyabb értékeket csak azok a fiiggvények adnak, amelyek explicit
moédon veszik figyelembe a technikai haladds tényez§jét.

/) Mindenesetre l(‘nvogcs hogy a kapott eredmények céfoljik a csikkend
hozadék , torvényének” érvényességét rovid idGszakban. E jelenség okainak
elemzésével itt nem foglalkoztunk #

( Bedrkezett: 1972. oktober 16)
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EX POST FIXED PROPORTIONS, EMPLOYMENT AND GROWTH IN
CZECHOSLOVAKIA

Recent research throws new light on the short-run behaviour of labour productivity.
Preceding studies draw attention to the fundamental factors causing cyclical fluctuations
in labour productivity. Since labour input is quasifixed and the supply of labour is ine-
lastic (in the short-run), the fluctuations in the volume of output (or in its growth rate)
are not proportionally reflected in the level of employment. Also in Czechoslovakia the
factor inelasticity turned out to play a significant role in the short-run responses of labour
productivity.

In this paper the authors take the econometrician’s point of view and analyze the
relationship between employment and output in the Czechoslovak industry, under the
assumption of fixed proportions ex post as between labour and capital. Factor labour
inelasicity is taken into account by introducing Koyck’s distributed lags.

Upon the theoretical assumptions an attempt is made to estimate a collection of short-
run production functions. The model was applied to the Czechoslovak (and Czech) in-
dustry for the years 1948 —~1968. Besides the aggregate analysis, a two sector disaggre-
gation was carried out — the functions were estimated separately for the producer and
consumer goods sectors.

The results seem to be consistent with the hypotheses mentioned above. For example
the values of the reaction coefficient indicate a long adjustment process. Further research
is nevertheless needed to investigate thoroughly the subject matter of this study.

IMOCTOSIHHBIE TMPOITOPLIMA EX POST, 3AHSITOCTD
N POCT B YEXOCJIOBAKHWH

HepaBHoe wuccsieloBaHue 1o-HOBOMY O00BSICHSICT PA3BHTHE MPOH3BOJAMTEIBHOCTH TPy/a 3a
KOPOTKHIH neprojt. TpejuecTsyiomume HayyHbIe HCCJIe0BAHHSI OblJIH HATIPABJICHLI HA OCHOBHbBIC
(AKTOPbI, BHI3LIBAKIIHE KO0JEDAHHS B MPOH3BOAHTENLHOCTH TPyaa. Tak Kak uunyt Tpyja
SIBJSIETCST KBASHITOCTOSIHHBIM (32 KOPOTIHIT MEpHOJ| BpEMeHH), KoJIeOaHHs B 00beMe POy KIHH
(HJIH B TEMIIE POCTA) HE OTPAXKEHLI NMPONOPUHOHAJILHO B YPOBHE 3aHATOCTH. OKa3ajioch, 4To
aTa HE3JACTHYHOCTD HIpaeT H B YexX0Ca0BAKHH BAYKHYIO POJIb [PH MOSICHEHHH KPATKOBPEMEeH-
HBIX OTKJIOHEHHIT MPOU3BOIHTEILHOCTH TPYyJIA.
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B 9roii cratbe aBTOPHI PACCMATPUBAIOT I0J 9KOHOMETPHUECKHMM B3TJISIAOM H AHAJH3UPYIOT
OTHOILEHHE 3aHATOCTH M NPOAYKUUH B nIpombiiuieHHOCTH CYYP — npu npeanoioyKeHHH
MOCTOSTHHBIX NPOMOPLUUH X post Me)xay TPyAoM H OCHOBHBIMM (hoHpaMH. DAKTOP HE3NacTHY-
HOCTH Tpy/Ja H300paskeH NMPH MOMOIH PasfieJeHHoro onosganus Kofinka.

Ha ocHoBe 9THX T€OpPETHYECKUX TPENOCHIIOK Cle/IaHa CTaTHCTHYECKAsd OLlEHKa BCEro KOM-
MJIEKTA NPOU3BOJCTBEHHBIX (yHKIHH. Moeb HCIT0JIb30BAJIACh NPUMEHUTENIBHO K YeXocsioBan-
KOH (M 4YeIICKOI)NPOMBIIUIEHHOCTH B TeyeHHe 1948 —1968 roma. Kpome arperatHoro aHajinsa
Obl1a TIpOBEJEHA JBYCEKTOPHAs Jesarperauus H ObUlM ompesejeHsl (yHKIHH OTAENBbHO JJIs
CeKTOpa IPOM3BOACTBA CPEICTB NPOM3BOACTBA M NPOH3BOJACTBA IPCAMETOB ITOTPe0JIeHHS.
Pe3yabTaThl Ka)KyTcsi CONPSHKEHHBIMH € BBIIICNPHBEJEHHBIMH THIOTe3aMH. 3HaueHust Koahdu-
IHEHTA PEeaKLHH HaMeyalT, HalpuMep, MPOJO0JDKUTENbHBIH Ipoyece npucnocobsienus. Jis
o po0HOro HMCCJIeL0BAHHS JTOH TEMAaTHKH Heo0X0aMMO0, OJHAKO, IPOBOAHMTHL ajbHEHIIHE
paborsl.

4 Szigma
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Matematikai vizsgilatok a szdmitégépek varhaté
szamanak alakulasidval kapesolatban

Bevezetés

Ebben az anyagban valamely dgazat vagy orszig szdmitégépparkja helyze-
tének alakulasat vizsgaljuk az 1d6 fiiggvényében; pontosabban a szdmitégépek
varhat6 szaménak becslésével foglalkozunk.

Az alkalmazott modszer 4ltaldnos jellege lehetSvé teszi, hogy nemesak
szémitogép esetében, hanem mds ipari termék (pl. radié, televizié, magnetofon,
auté sth.) varhaté szdménak becslésénél is a kozolt meggondoldsokat alkalmaz-
hassuk. Ugyanis ,,a gazdasig gyarapodési folyamatat” szdmos esetben az
anyagban kozolt modellel jol jellemezhetjiik, s az igy kapott eredmények is
jol hasznosithatok a vizsgalt jelenségek viselkedésének leirasanél. Matematikai
szemponthbél latni fogjuk, hogy lényegében ,,a sziiletési és haldlozési sztochasz-
tikus folyamat” [1] 4ltaldnos modelljében szerepld fiiggvények specidlisabb
vélasztdasaival kapjuk a konkrét eredményeket.

Azért, hogy a kapott eredmények a gyakorlathban hasznosithaték legyenek,
részletesebben foglalkozunk az eléallt fiiggvénykapesolatokban szerepldé para-
méterek becslésével, valamint az idGszakos beszerzések iitemezésének kérdésével.

Megemlitjiik, hogy a kozolt probléméara — ha més oldalr6l valé megkozeli-
tésben és szempontbdl is a valaszadés igénye a gyakorlatban ténylegesen
felmeriilt tobbek kozott a Kohé- és Gépipari Minisztérium Szamitédstechnikai
Alkalmazéasi Bizottsdg, a Kozponti Statisztikai Hivatal Orszdgos Szamitastech-
nika-alkalmazdsi Iroda, valamint az Orszdgos Miszaki Fejlesztési Bizottsag
részérél is. Kz az anyag a kérdéskort elsGsorban matematikai aspektusbél tér-
gyalja, s a vilaszadis egy lehetséges valtozatat mutatja be elsd kozelitésként.
(A Kozponti Statisztikai Hivatal Orszédgos Szdmitdstechnika-alkalmazdsi
Iroda maga is kezdeményezGje volt tobbek kozott egy matematikai alapon valé
megkozelitésnek.)

Természetesen tovdbbi mds, az ittenitdl eltérd, vagy meg nem fogalmazott
szempontok és feltételek is elGtérbe keriilhetnek akkor, amikor a jovére nézve
gazdasigilag tervezni és befolydsolni akarjuk a szdmitégéppark helyzetének
alakulasat. (Ilyen pl. az igény- és lehet8ségelemzés !)

1. A szamitégépek varhaté szdmdinak hecslése

Jelolje &, a t id6pontban meglevd szémitégépek szaméat. (Nyilvanvald, hogy
&, valészintiségi valtozo.) Tegyiik fel, hogy:

19 Ha a t id6pontban a meglevs gépek szgma &, — k, akkor annak a vald-
szinlisége, hogy at 4 Atid6pontban a gépek szama &, 5, = k + 1lesz a,(t) At 4
+ o(4t)-vel egyenls, vagyis

Pluw=k+1|§=kl=afiy e - o{dt) (B=0, 1, 2 ::.3;

4%
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itt o(4t) (,,kis ordé At’) At olyan fiiggvénye, melyre o(At)/At — 0 midén At—0;
a,(t) pedig egy pozitiv folytonos fiiggvény.

2% Ha a t id6pontban a meglevé gépek szama &, — £, akkor annak a valé-
szinlisége, hogy a t + At idGpontban a gépek szima &, ., =k — 1 lesz
by () At + o(A4t), vagyis

Pliou=k —1|&=k}=0,0)4t Fo(dt) (k=1,2...),

ahol b,(t) pozitiv folytonos fiiggvény.
Legyen P{§, = k} = P,(t), vagyis jelolje P,(t) annak a val6szinfiségét, hogy a
t idépontban a meglevé gépek szama pontosan k. Tegyiik fel, hogy

1 ha k=0 %5

0 hak=<0 s

R
30 P,(0) -

Az 19 és 20 feltételek alapjin valbszinfiségszamitdsi meggondolisokkal az
alabbi matematikai osszefiiggésekhez jutunk:

Pyt - Aty — Pot)[1 — ag(t) At] + Py(t) by(t) Al + o(At)
Pt + At) = Pr(t)[1 — (ax(t) + b(t)) At] + Pr_y(t) @y (t) At +
4 Py bpa(t) At + 0(At) (k= 1,2, .. .).

Ha a kapott egyenletrendszert rendezziik, s a Ai-vel vald osztés utdn elvégez-
zitk a At — 0 hatdr dtmenetet, az aldbbi differencidlegyenletrendszert Kapjuk:

Py(t) = Po(t)yag(t) + Py(t) by(t)

Pi(t) = Py_y(1) ay (1) Pi(O)[ay(t) + b))+ Ppyy(8) by (8) (B=1,2,.. ).
Elsé kozelitésként-tegyiik fel, hogy

) = ni (="0; 1,82, ::.)

PN AN = g R 1 AR I R

ahol z, 7 és y pozitiv konstans. A kozolt feltételek mellett a differenciglegyen-
letrendszer megolddsaként kapjuk, hogy P, (7) Poisson-eloszlist kovet, vagyis

STHOTE !
k!

(1)

(2)

(3) P(t)

ahol

A
‘ i . / ! o
sitt 1 e *  tulajdonképpen nem més mint egy Weibull-eloszldsfiigg-
vény.
Jelolje M(t) a & varhatd értékét. Ekkor a varhato érték definicioja szerint:

M) = M{&} = SEP (1) = A@)e-i0 SLAOL 50
=1 =1 (B — 1)1

azaz

(4) (T
¥



(6)

ezért ha 0 < o <
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L
M (= mitite o

Y

M(t) = [n(e — 1) 272 — my#e—D]e ©
1, akkor a 0 <t <C oo intervallumon
M) < 0,

297

ami azt jelenti, hogy ez esetben M (f) alulrél nézve konkav. Ha o > 1, akkor
M(t) egy ideig konvex, majd utdna konkdv alakba megy egy 4t. (1.1. 4bra.)

‘M(f)

asiy
a=7

R

1. abra

Az empirikus adatok ismeretében mar gyakran el6re felismerhets o értékének
értelmezési tartoménya. A tapasztalat szerint dltaldban « > 1. A tovabbiak-

ban o -

Mint lathato:

(9%

¢t alakparaméternck nevezziik.

t~oco k!

t—o00

lim M(t) = .
v

t t
~ 4 S g
J M (w) du — Ay _ QJ e " du
v i
0 0
osszefiiggést vizsgdlva a Your =g helyettesitéssel kapjuk, hogy
o
J’
{ ;
[M(u) B gl A M _TJ x“ 'e—*de.
¥ Y X ¢

0

iy
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Ha « = 1, akkor

t

fM(u)du rekaibig 2[1 — "],
¥ ¥

oo

Ha x = 2, akkor

f M(u) du —

=3

ahol

8;—3

Tekintettel arra, hogy

% |
J.x“ e~*de=1T
0

és I'(x + 1) = = I'(x), ezért

‘ F(l i
(10) lim[f M (u)du — _’Ltl —. #-__l;“_,
e ¥ | ¥ ?)a
B
4
(11) lim—l—J Muydu — .
twoo | Y

0

E szerint tehat a , telitettségi szint” becslésére a numerikus szdmitdsoknél a
(8)-val szemben kevésbé érzékeny (11)-et, illetve

¥ y:;

t ]'[] erl
JM(u)du,\;ﬂt L
» Y

o
osszefiiggést hasznalhatjuk.

2. A ¢, konfidencia-intervalluma

Mivel &, A(t) varhaté értékii Poisson-eloszlisi valészin(iségi valtozd, ezért &,
8zoras négyzete:

DHE} = k_io P — (1) — Alt) = M),
vagyis -

(12) D{&} = D(t) = V M(¢).
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Ezek utdn annak a valbszintisége, hogy &, valdszinfiségi valtozé értéke az
M(t) — uVM(t) és M(t) + p) M(t) hatirok kozé esik, ismert médon [2] j6
kozelitéssel megadhaté. Eredményiil kapjuk, hogy

P{M(t) — p VM) <&< M(t) + uVHM@D)} =

= = e—M(® LM el e—M® Mmg(p(#) —1
M)~V NI® <k < MO +#V D kt oMo, k!
VMm@
(13) (M(t) — uM(t) > 0),
ahol
X ut
D(x) = V% j e 2du
T

0,683, ha u =1
0,954, ha u = 2
0,997, ha u =3
0,999, ha u = 4.

3. A szereplé paraméterek becslése
Ebben a részben az

?
a

Mey=2n—e *
v

osszefiiggésben szerepld ), v, a paraméterek becslésével foglalkozunk. Indul-
junk ki abbol, hogy

¥
u“—lM('u):-n—u“_‘ N oye-14 ® ,
i Y
és igy
t t ! y
| 1 ( U 1
j u“—lM(u)du:—J w*=ldu —-Ju“—le du =
Y 7
0 0 0
= 1 ~Ip
SR g g
Y x Yo
vagyis
t
tﬂ
(14) Mm::m—~yjuhummdw
o
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Riogzitett « mellett hatdrozzuk meg 7 és y kozelits értékét, vagyis az 7 és »
értékét a legkxsebb négyzetek modszere szerint. Keressiik tehat rogzitett o
mellett 7-ra és p-ra nézve a

li
n o " 2 S
(15) 2 [M(ti) — [ni—f - %J?L"“‘ M (w) du” (&= M), ha 0 <t < ¢t)
i=1 i
R 0

kifejezés minimuméat, melyet az

jelolés mellett
(15 S dw )

==

alakban is irhatunk. Az 7 illetve y szerint differencidlva és a differencidlhédnya-
dosokat 0-val egyenl§vé téve kapjuk, hogy a (15’) kifejezés akkor lesz minimé-
lis, ha

n n
DYz + P Sz

(16) b= ==L 1=t
3
n £ n
ol 1315
2 A i=1 =1 ] i=1
amn b= Pa) == e
B ! ) (2*?] = iner
i=1 =1 i=1

Az ilymédon szamitott (x-tol is fiiggs) n és 9 értékek ismeretében & értékét
becsiiljiik azzal az « értékkel, mely mellett 7 - 0, > 0 és

B(e) = 2 {4 — W) z(@) + @) z) P (0 < a < o)
i=1
négyzet tsszeg minimélis. Vagyis legyen 9 = 0, § — 0 mellett
(18) a = {o : O(et) == minimum}.
Ez utébbi meghatirozésa szamitogép igénybevétele esetén nem okoz kiilons-
sebb nehézséget, mivel végsd fokon egyviltozos feltételes szélsGérték helyet
(minimumot) kell csupan kiszimitani. Az z; értékeit j6 kozelitéssel a trapéz-

formuldaval szémolhatjuk. E szerint, ha

w M) =W, (=01,2 ... W,=0)
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akkor
i . L A
(19) 2, = 2e) = (w1 Mn)du = 3 [ w1 M(u)du ~
0 k=10
s . ' )
oy [W o+ W, i W.,+W, T W,_1+W,J o
2 2 2
=% (ﬁ +Wi+W, 4+ ... +£V~’)
2 2
ahol

he B gmands ti=1,2 ..

i
Megemlitjiik, hogy a d(x) egyvaltozdés fliggvény minimumit a Hooke —
Jeeves néven ismert minimum-keres6 modszer alkalmazisaval szémitottuk
ki. [3]. Bz a médszer egyébként — bizonyos feltételek mellett — alkalmas tet-
sz6leges korldtos n valtozds figgvény lokélis minimuménak a meghatérozdsara
is. A paraméterek becslését eredményezi algoritmus Fortran nyelvii gépi
programozéasat Illés Jozsef végezte, s ezért a kozremiikodéséért ez uton is
koszonetet mond a szerzd.
A szdmitdsokhoz az empirikus adatokat a KSH 4ltal kiadott ,,Szdmitastech-
nikai Evkonyv 19727 [4] alapjan, illetve az 1972-re vonatkozé tényadatok
ismeretében allitottuk ossze.

A paraméterek becslését eredményezs numerikus szdmitdsokat 1966-t6l
1972-ig, vagyis { = 8-t6l ¢ = 14-ig minden évre elvégeztiik bizonyos ,,simitd-
sok”, |, kiegyenlitések” érdekében, valamint ,érzékenység-elemzés” végett.
A minimum-keresés révén kapott paraméter értékek koziil a-ra nézve, vagyis
az alakparaméterre volt a legkevésbé ingadozd a szdmértékek alakuldsa.
At~ 8-t6lt — 14-ig terjedd id6szakban az « becslésére kapott értékek dtlaga:
& — 3,6498; az atlag korrigalt empirikus szérdsa pedig 0,087 értéknek adédott.
A progndzist eredményezd szdmitasok folyaman « szdmszer(i becslésére az &
értcket vilasztottuk. Az alakparaméter, vagyis « ismeretében az 7 és y para-
métereket az aldbbi médon is becsiilhetjiik.

A yp-ra nézve megkoveteljilk, hogy

(20) 0(7; ) = min 8(y; ),
0<y
ahol
e N(y; ) LAk
o(y: «) :2 Mi(t;) - Ty ]
' f=1 4
és itt h
¥ 2 M)
! L) = — P i /IR
i n :31 — topg
I ott=io:, M=
A § = y(x) ismeretében
- i = i(; ).
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Ennél a paraméterbecslési eljarasnal is végst fokon egyvaltozos feltételes szélsé
értékhelyet kell meghatarozni.

A (21) alapjan a ¢t = 8-t6l 1 = 14-ig terjedd idGszakban 7 becslésére kapott
értékek 4tlaga: % — 0,067673; az atlag korrigdlt empirikus szérdsa pedig
0,00116 érték volt. Az « és 1 ismeretében yp értékét példaul (16) alapjan becsiil-
hetjiik.

E szerint

n n
2 B IO ¥
nXe— DYz
~ i=l i=1

(22) o=
F mn
‘: TilYi
i=1
(Amennyiben y értékére ilymdodon negativ szamot kapunk, tigy y-ban egyval-
tozos fiiggvény feltételes (y > 0) minimumédt kell keresni !)
Az itt kozolt meggondolisok alapjan az
3,5498

(23) 7 0,067673
v 0,000097657

R>

értékek mellett a &-vel kapesolatos szamértékek alakulasat az 1. Tabldzat
tartalmazza. A tényleges és szamolt értékek fiiggvényszer(i alakulasat — konfi-
dencia hatdrokkal — az 1. 4bra tiinteti fel. Természetesen az 1976 — 80 évekre
es szamdértékek alakuldsdirol 1ényegesen redlisabb képet fogunk kapni, ha majd
a gépi programot az 1973 - 75 évre esG tényadatok figyelembevétele mellett
futtatjuk le.

1. tablazat

l ’ Tényleges adatok [ Szimolt rtékek Konfidencia intervallumok
) o o i g } . -
1 ' v | & | M ‘ & M) 68,39 95,49, 99,7%
| \
0o | 1938 0 0 0 0
L 1959 2 2 0 2 |
2 1960 0 9 0 2 |
3 | 1961 1 3 ' I 2 |
4 | 1962 2 5 3 2 1 4 0— 6
5o 1963 3 8 | 6 2 | 3 8 Ji== 11 0 13
6| 1964 9 10 11 =1 | 8- 14 418 1= 21
7, 1965 7 17 | 19 2 | 14— 28 10— 27 6— 32
8 | 1966 12 20 | 30 1 | 24— 35 19 41 14— 46
9 | 1967 | 15 4 | 45 1] 88— B2 32— 58 25— 65
10 | 1968 | 21 65 | 64 1 ] - 88= 72 48— 80 40 88
11 1969 | 22 87 89 —2 .| 79~ 98 70107 60—117
12 ; 1970 | 32 119 118 1 | 107—129 96140 85— 150
13 | 1971 43 162 152 10 | 140 164 127—177 115189
14 | 1972 22 184 | 19} =t 177205 163218 149232
15 1973 | 234 | 218249 203 — 264 188 — 280
16 1974 9280 i 263 297 246 —313 230 330
17 1975 328 | 310 346 292 — 364 274 383
18 1976 377 358 — 397 338416 319435
19 | 1977 426 | 405 446 384 467 364488
20 | 1978 472 | 450494 428 -515 4075317
21 | 1979 515 | 492538 469 — 560 447583
22 | 1980 | 553 530— 5717 506 — 600 483 624
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4. A szamit6gép beszerzések éves iitemezése

Jelolje ¥, a t-edik idGszakaszban (t = 0, 1, 2, .. .) beszerzett szdmitégépek
szdmdt, & pedig valtozatlanul jeldlje a t-edik idészakaszban meglevd (miikods)
szamitégépek szdmat (&, = M(l) ha 0 < ¢t <T). Legyen v egy szadmitogép
hasznélati idejének varhaté értéke. Hogy egy szamitégépet dtlagosan mennyi
ideig haszndlunk, az fiigg a gép meghbizhatésdgatol, a felhagznilas médjatol, a
terhelés jellegétdl, a vallalatok anyagi helyzetétdl stb. A tapasztalatok szerint
v értéke altaliban 6 <7 v <7 12, de leginkdbb 7 és 8 év koriil mozog.

A v értékétdl figgben jelolje @, (t) a t-edik idGszakban beszerzend szamitogé-
pek atlagos (varhato) szamat. Tegyiik fel, hogy ¢ = T' id6pontig 4ll rendelkezé-
stinkre a beszerzett gépek szdmdnak alakulisira vonatkozd tényleges adat.
Legyen
(24) W Y, ha 0t T

Q,(t), haT<t < oo.
Felteheten @, (1) = ¥, ha 0 < ¢ < ».

Mivel v idGtartam utan a meglevs gépeket lecseréljiik, illetve tjabbal helyet-

tesitjiik, azért Q (T 4 1) értékét jo kozelitéssel az

M(T 1) — M) = QT + 1) — P,
osszefiiggdésbdl hatdrozhatjuk meg. Innen kapjuk, hogy
QU+ 1)=MT+1) — MT) + Pryy,.
Altaldban ha 7' és v értékei egészek:
(25) QT +k)y=MT+k) —MT+k—-1)4+¥Y¥51, (k=12 ...
Mivel
im [(M(T + k) —MT +k —1)] =0,

koo

ezért

lim [Q (7 + k) — ¥}, k] = 0.

koo
Tekintettel arra, hogy a beszerzendd gépek szama az igény és anyagi lehetGségek
folytin a gyakorlatban korlatos, igy kapjuk, hogy
(26) lim QT + k) = ,}im W2 k_y = 4llandé.

koo v 00

A 2. tablazat a lecserélési atlag id6 (v) fiiggvényében — az itt kozolt osszefiiggé-
sek alapjan — az 1973 — 80 kozott beszerzendd szdmitégépek varhaté szamé-
nak alakuldsit tiinteti fel, megadva a cserét szolgdl gépek varhato szdmdt is.
A tablazatban

- 1 12
(27) QT 4+ k) =— QT+ k. (T=14
l i=6
A kozolt prognosztikai adatok alapjan az V. 6téves tervben kb. 1,5-szor annyi

szdmitogép keriilne bedllitdsra, mint amennyi varhatéan a 1IV. 6téves terv idg-
szakéara esik.
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2. tabldazat
QAT + k) aT+k éyben beszerzend$ gépek szdma I Beszerzés
Tk By 0] | v filggvényében ! (:Lemezése B(ze?:l a;zbo;;]
| v=e[v=1iv=s[v=9‘v=1o r=11|v=12‘Q(7’+lc)
15 ‘\ 1973 234 58 55 50 45 46 45 44 49 6
16 1974 280 67 61 58 53 48 49 48 5h 9
17 | 1976 328 70 69 63 60 55 50 51 60 12
18 1976 377 81 71 70 64 61 56 51 65 16
19 .| 1977 426 92 81 71 70 64 61 56 it 22
20 | 1978 472 68 89 78 71 67 61 58 70 24
21 | ‘1979 515 86 65 86 78 65 64 H8 72 29
22 1980 553 S84 81 60 86 70 70 | 59 73 35
Osszesen: 515 153
1976 —80 351 126
w0
20 -
600 —
o U T2t a szdmitégépek
& i v (1-e } = virhat6 sfé.trnn
w
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80
60
w0
20
400
)
60
40
2
300 —
80
60
40
20
200
80
60
W
b Jots L L RS S e DT _ Tényleges ertek
s ) ey - SIS 5/ g Szamollt ertek
@ Kanfidencia hatarok
60
4
2 .
we W60 6 6+ @& 48 Lw 2 A 6 7 R0 ¢

2. abra



A SZAMITOGEPEK VARHATO SZAMANAK ALAKULASA 305
5. Kiegészités megjegyzések

a) A kapott matematikai osszefiiggések jelenlegi és kés6bbi alkalmazdsindl
is gondot kell forditani az adatok megbizhatdsdgara. (Sajnos nekiink a kozolt
szamitasok folyaman nem allt médunkban figyelembe venni azon gépek sza-
mat, amelveket 1972-ig mar lecseréltek. Mivel ezek szdma viszonylag kicsi,
feltehetd, hogy a kapott eredményeket ez a hidnyossag jelent&sen nem befolya-
solja.) Lényeges szempontnak kell tekinteni azt is, hogy az adatok kozel azonos
koriilmények és feltételek mellett kialakult helyzetet, illetve allapotot tiikroz-
zenek. Az elmult id@szakban haziankban a szamitégépek elterjedését, a beszer-
zések alakuldsat kiilonbozd korillmények (G gazdasdgi mechanizmus, hazai
szamitogépgyartas, SZKEP) befolyasoltak, és varhatéan befolyésolni is fogjak.
A modellezés sordn ez azt jelenti, hogy a szerepl§ paraméterek bizonyos id6
utdn moédosulni fognak. A tudoményos és technikai haladds, a gazdasagi fel-
tételek modosuldsa, a nemzeti jovedelem gvarapodésa, az irdnyitas rendszeré-
nek tokéletesitésére vald torekvés mind befolydsold hatdssal van az ), y, « para-

méterek szamszer( értékére.
Ha 7-val jeloljiitk azon hatdsok osszességének a mértékét, melyek a szamito-
gépek elterjedésének fejlédését jellemzik és befolydsoljak, agy irhatjuk, hogy

n = n(7); ¥ = p(v); « = a().

Bar ebben a megfogalmazasban a gyakorlati szemponthol 7 elégeé definidlatlan
marad, alkalmazdsi szempontbol mégis figyelembe vehets. Ugyanis ebben a
bizonytalannak t(ing formaban is kifejezi, s6t lehetGvé teszi a fejlédés okozta
valtozasok kovetését. Ha példaul egy multbeli idGponttdl, pl. 1966-t6l, vagyis
t — 8-t6l elre rogzitett eljaras szerint minden évre a tényleges adatok alapjan
elvégezziik 7, y és a becslését, akkor az igy kapott értékeket v fliggvényeként
foghatjuk fel.
Esetiinkben példaul

n(ry) = 0,071899 1N(1y5) = 0,066931
1(7y) 0,066345 1N(ry3) = 0,064478
(1) — 0,064600 n(t,,) = 0,071790
7(ryy) = 0,067670

értéknek adodott. Mint ldthato, a kozolt értéksor kevésnek bizonyul ahhoz,
hogy az 7 értékek jov6beni tendencidjara nézve kovetkeztetéseket vonjunk le,
de szdmuk tovabbi gyarapoddsival minden bizonnyal megéllapithaté lesz,
hogy 7 értéke hosszabb tdvon nem egy konstans koriil ingadozik, hanem vala-
milyen tendencidt kovets fliggvény mentén veszi fel értékeit.

fgy végsé fokon 7 fiiggvényében — implicite az id6tdl is fiiggben - a szerepld
paraméterek valtozdsit prognosztikai igényeket kielégité szinten kovetni
tudjuk. Osszefoglaléan tehdt azt mondhatjuk, hogy a kozolt matematikai
modell elég altaldnosnak tekinthet6 ahhoz, hogy a vizsglt problémdra elsd
kizelitésben kielégits és elfogadhat6 vélaszt adjon. Minthogy azonban a sze-
replé paraméterek alakulisira a fejlédés kimenetele hatést gyakorol, ezért e
hatds tartossagatol fiige az, hogy a paraméterek milyen szakaszon maradnak
allandésult értéken. A kozoltek a prognosztikai eljardst mind médszert azon-
ban nem bizonytalanabbd, hanem inkédbb egzaktabbd teszik, mivel a modell
a dinamikus fejlddés tényét is figyelembe veszi.
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b) Egy orszig szamitégépalloményanak darabsziama bar jellemzGje lehet a
szamitastechnikai kulturdltsiganak, a szamitastechnikai eszkozok alkalmazési
szinvonalat, a géppark teljesitGképességét azonban ez elfogadhatéan mar kevés-
bé jellemzi. A géppark teljesitményét alapvetGen nem a darabszim, hanem a
géptipusok miszaki paraméterei és az alkalmazott konfigurdciéjuk megoszlisa,
kiépitettsége jellemzi. Egyébként mar a darabszam megallapitasianal is mutat-
kozhatnak problémak, ugyanis nem mindig konny(i eldénteni, hogy milyen
hardware-technikai eszkozt tekintsiink szamitégépnek.

Az orszag gépparkjanak teljesitményét nem volt szidndékunk modellezni.
Amennyiben a géppark teljesitménymegoszlasit vizsgalnank, tgy jo kozeli-
téssel feltehetGen Weibull-eloszlis jellemezné azt, melynél az Osszgépszam
viszonylataban a kisgépek szdma kb. 40 - 609 kozott mozogna.

Ha a szamitégépek szamat példaul ESZR kategoridkba sorolva vizsgalnink,
ugy a kozolt médszerrel prognézist adhatunk az egyes tipusok varhatéd szamd-
nak alakulisarél. Az igy kapott informdciok jelentGsen elGsegitik a beszerzési
terv kialakitasat, a gyartasi koopericié tervszamainak kimunkdlasat. A kozolt
eljiras alkalmasnak bizonyulhat arra is, hogy az egyes dgazatok szamitogép
ellatottsdganak fejlodését tervszeriien befolyasoljuk. Altaliban elmondhato,
hogy a modell megfelels alkalmazasaval, illetve sziikség szerinti fejlesztésével
a szamitastechnikai eszkozok alkalmazisbavétele irdanyithatébba tehetd.

¢) Az 1. pontban ismertetett matematikai modellel szimos tovabbi probléma
is vizsgdlhato, illetve megvilaszolhats. Tgy példaul egy szamitogép tipus vagy
csalad | kihaldsat” vizsgdlva megnézhetjik azt, hogy a ¢ id§ fiiggvényében a
vizsgdlt gépesalad miikodésben levd gépeinek szima hogyan alakul. (IKnnek
a probléméanak a szerviz és alkatrész, valamint software ellitis tekintetében
van gyakorlati jelentésége.) Ha y, jeloli egy adott géptipus vagy gépesalad ¢
idopontban hasznélatban levs gépeinek szamat és P{y — k} — V,(f), ahol

1, ha % 1

V,(0
) 0, ha k=1,

akkor V,(t)-r6l belathato, hogy P, (t)-hez hasonlé differencidlegyenletrendszer-
rel jellemezhetd. Ha méar most feltételezhets, hogy

aylt) = kp

b (t) = Fkut,

akkor a differencidlegyenletrendszer megoldasaként kapjuk, hogy

p
()2;:.
Volt) = 1 — — :
ol A(t) + B()
(28) P 5 et g

g7 AT [ A(t) ]' )
[A(t) + B(t)]*| A(t) + B(t)

t oy
Aty=p e > dx
0

wt py

Bit)=¢ *

ahol
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Ha H(t) jeloli a széban levs géptipus vagy gépesaldd ¢ id6pontban hasznilatban
lev gépeinek varhato értékét (atlagat), akkor V() ismeretében

(29) H(ty = M{z)} = Ié;ka(t) A Ll

Konnyen meggydzédhetiink arrél, hogy H(¢) a maximumit a ¢, = ﬁhelyen
uw

veszi fel, és ekkor
(30) H(ty) = &

d) Befejezésiil nyomatékosan felhivjuk a figyelmet arra, hogy ebben az
anyaghan a szdmitégépek szdminak varhaté alakuldsat prognosztizaltuk,
andlkiil, hogy a hazédnkban taldlhaté géppark kategorizaldsival behatébban
foglalkoztunk volna. A tényadatokat a KSH szdmitdstechnikai évkonyvébdl
[4] vettiik, s szamitégépnek tekintettiink minden olyan hardware-technikai
eszkozt, melyet e konyv ilyennek megjelolt. Amennyiben a szereplé adatok
koziil bizonyosakat nem szamitégépnek, hanem csupdn szervezéstechnikai
eszkoznek tekintiink, Ggy a prognosztikai adatokat is ennek figyelembevételé-
vel kell elGallitani, illetve kiszdmolni. A kidolgozott és kiprébalt gépi program
birtokdban e szamitasok elvégzése mar nem jar kiilonosebb nehézséggel.

Ami a kapott eredmények alapjén a szdmitégépek elterjedésének trendjét
illeti, errél sokféleképpen vélekedhetiink. Bérmi is legyen az els6 benyomé-
sunk az eredményekrdl, tény, hogy konkrét miiszaki —gazdasigi osszefuggesek
elemzésének mellGzése esetén redlisnak mondhatdé véleménvt kialakitani talsa-
gosan kockdzatos lenne. llyen aspektusbél, valamint a mér ismert igények
és lehetGségek szambavétele mellett kiilon is értékelendSk a modellezés utjan
kapott numerikus eredmények.

Természetesen elképzelhets, hogy pl. az egy f6re juté nemzeti jovedelem
gyarapodasinak és mdas hasonlé szamszer(i jellemzének a fiiggvényében vizs-
galjuk a szdmitogépek elterjedésének az alakulasat, s ezen az Gton prognoszti-
zaljuk a fejlédés trendjét. Az ilyen meggondolasokat elsGsorban akkor célszeri
megtenni, ha az elterjedés, felfutds trendjét mas orszdgok viszonylatdban akar-
juk vizsgalni, azért, hogy a fejlédés menetét ezekhez mérten befolydsoljuk.
Bz a szandék bar helyesnek tlinik, de nem minden esetben kozeliti meg a pmb-
lémat redlisan, illetve elfogadhatéan. Nem szabad megfcludke?'nunk ugyanis
arr6l, hogy a fenndllé lehetdségeinket tulajdonképpen a pammcterck becslésé-
nél, ha unpllute is, de figyelembe vettiik, a lehetéségeken tilmend valtoztata-
sokat pedig csak nagy nehézségek aran vagyunk kopesek elérni. Arrdl nem is
beszélve, hogy bizonyos gazdasigi osszefiiggéseknek egésze mds lehet a szere-
piik és hatasuk az egyes t:irsa,dalmi rendszerekben, ezért az ilyen alapon nyugvé
viszonyitds nem mindig szolgdltat helyes informéaciét a beruhdzasi politikdk
kialakitasdhoz.

Kiilénben is a szimitogépeknek egy orszaghan valé elterjedését olyan tények
is jelentésen befolyasoljak, mclvcket n(,h(,zen lehet osszehasonlitdsi mértékiil
kimunkalni. fgy pl. a szamitogépek elterjedésére hatdssal van az automatizalt-
sdg szinvonala, az iranyitds rendszerének feJlettsegl foka, az egyes iparagi tevé-
kbnyse(vek stlya, szerepe, megoszldsa az orszig gazdasigi életében; a vallalatok
szdma, szervezettségi foka; a szdmitdstechnikai eszkozok alkalmazdsbavételi
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érdekeltségének mértéke; a szamitastechnikai vonatkozasi szolgdltatdsok
szinvonala; a befektetés megtériilésének kimeneti lehetGsége stb.

Ahhoz tehat, hogy két vagy tobb orszag szamitdastechnikai eszkozokkel valé
ellatottsagdnak szinvonala realisan dsszehasonlithaté legyen, ilyen és hasonlo
szempontokat is alapul kellene venni. Ezek szambavételét is magdaban foglald
vizsgalatok kimunkalasa nem latszik konnyi feladatnak.

Ezek utan az itt kozolt prognosztikai eljardst a problémakor elsd megkoze-
litési valtozatanak foghatjuk fel, amely jobb mddszer hijdn ebben a forméban
is hasznosnak bizonyulhat.

( Beérkezett: 1973. szeptember 10).)
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MATHEMATICAL STUDIES ON THE TREND OF EXPECTED NUMBER OF
COMPUTERS

[n this paper the author models the probable trend of the & number of the computers,
existing at a ¢ moment with the “stochastic birth and death process’” which — on general
conditions — is defined by the differential-equation system (1). The author proves by the
choice (2) that in case of the fulfilinent of the initial conditions, given in 39 the solution
of the differential-equation system (1) is offered by (3) where P’ (t) — P{& — k} is the
probability of the condition that the number of the existing machines is exactly £ at a ¢
moment. On the basis of this the expected value of & is given by the formula M (t) in (4).

Considering (3) the author gives an estimation to the confidence interval of & then
deals in details with the estimation of the parameters 7, y, o, figuring in function M(t).
(liven certain basic facts, he defines concretely their value with the help of a program,
adapted to computer by Jozsof Iés. Then the author deals with the estimation of expected
number of computers, to be obtained in the ¢-th period. The expected number is represent-
ed by Q,(¢) [see: (25)] where v is the expected life-time of a computer.

At the end of the paper there are riders, relating to the application and the applica-
bility respectively.

MATEMATHYECKHWE MWCCIEJIOBAHHWST B CBSISK C JIBMOKEHHMEM
IMPETOJIATAEMOI'O UKMCJIA BbIYHMCIIMTEJIbHBIX MALLIMH

B oTom Tpyie aBrop MOAeIHPYET HPEII0IaraemMoe ABHKCHHE YHCIIAa BLIYHCJINTEIILHLIX MAIHH
&, CYMICCTBYIOU[HX B MOMEHT (f) «CTOXACTHUYECKHM TIPOLECCOM POMNICHHST H CMEPTHY, KOTOPLIIf
NpH 00UMX VCIOBHSIX OIHCHLIBACTCS cHCTeMOi jiipepentinaabbiX ypastennit (1). ABTop zo-
KaspiBaer npu Beibope (2), uto B cJyuyac 0CYUECTBICHHSI HCXOAHBIX YCII0BHI, 3aaHHbIX B 37,
peueHue cHeTembl uddepeHiHaibupx ypastenuid (1) gocrapusier (3), rie P(ky) = P{§ = k}
BEPOSITHOCTb TOT0, UTO YHCIIO MAIIHH, CYIIECTBYIOUMX B MOMEHT «f paBHsietcst To4HO k. Ha
OCHOBE 9TOr0 OXCHaeMast BeJmuuHa & nosyuaercs w3 ppipakennst M(t) B (4).

YunrsiBast (3), aBrop Aaer OleHKY Ha KoH(HIeHIHOHHBIH nnrepsan &, notom Gosee 1moapobHo
3aHHMACTCS OLEHKOMH Hapamerpos 7, v, o, BXojsiuiHe B pyHrimnio M (). ABTOp TOUYHO onipejesisier
BEJIMUHHY 9THX [ApPaMeTpoB € MOMOIUBIO TPOIPAMMBI, aJanTHPOBAHHON Ha BBIMHCIIHTEJILHYKO
mauny Foskedom Mintenem. TTocse 91010 0H 3aHHMACTCsl OLEHKOI @,(¢), 0XKIIaeMoro yncia
BBIYHCJIMTEJIbHBIX MAlIMH, J0CTABAEMBIX B IEPHOJE «f», TJe ¥ 0OKHJIaeMasl BEJIHYHHA BPEMEHH
HCII0JIb30BAHHST OAHOH BBIYHCJIMTCJILHON MAalIMHBIL.

HakoHen MO>KHO HaiTH JIONOJHHUTEILHbIE 3aMeYaHHUsi 0 NPHMEHEHHH H IIPHMEHHUMOCTH.
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A Leontief-inverz ali- illetve félébeeslésének
egyik okarol

1. Quant [3] dolgozata taldn az egyetlen, amely ,,a valészinliségi hibak
Leontief-rendszerben’ betoltott szerepét vizsgalta.

Ismert, hogy az dgazati kapesolatok mérlegében szereplS kozvetlen rdfordi-
lasok A matrixa n X n-es nem negativ, irreducibilis és 1-nél kisebb spektral-
sugart matrix. (Kgy métrix spektral-sugara maximalis abszolut érték{i sajat-
értékének abszolut értéke.) A teljes rdforditdsok ) métrixat a kovetkezd tssze-
fliggés hatarozza meg:

(1) Q=T s AL =L 3 AL

k=0

A irreducibilitdsa miatt ¢ minden eleme pozitiv. A gyakorlatban 4 métrix
a;; elemei id6ben ingadoznak és értékiiket pontatlanul ismerjiik. Ezért ésszert
feltenni, hogy o;; elemek valdszintiségi vdllozok. A gyakorlatban «; -t vdrhatd
értékével, Mo, -vel becsiiljiik, s Q-t nem vérhaté értékével, hanem (1) determi-
nisztikus valtozatdaval, (I — MA)~'-gyel becsiiljiik. Brédy azt kérdezte, melyik
métrix a nagyobb.! Brody figyelmeztette a hallgatéségot, hogy a vélasz fiigg-
het az egyiitthatdk egyiittes eloszlasatol !

Brédyt kovetve [1, 238 — 239. és 243 - 245.0.]két eloszlds tipusra koncentré-
lunk, amelyek eleve érdekesek, fontosak lehetnek, bar egyméasnak ellentmon-
danak.

[. tipus: A vélotlen egyiitthatok teljesen figgetlenek.

11. tipus: A sor- és az oszlopbsszegek dllanddak. Legegyszer(ibb eset az un.
hiba-négyszog: legyenek 4,7, g,k természetes szdmok, ahol i< g és j< h.
Tegyiik fol, hogy o ='a}; + & o), =af, —e¢, a =af,'+ & é8 af =af;, —&,
ahol of, = F o), és a tobbi egyiitthaté rogzitett. Fojtessziik, hogy & vald-
szinfiségi viltozé eloszldsa szimmelrikus. A(e) = A(e, 1, j, g, k) jeloli a hiba-
négyszoggel terhelt matrixot.

A kovetkezd két tételt bizonyitjuk be:

1. Tétel : Legvenek A matrix elemei nem-negativ, teljesen fiiggetlen valészi-
nfiségi viltozok. Tegyiik fol, hogy A4 métrix minden realizdcidja (véletlentdl
fiigeé konkrét értéke) irreducibilis és spektrdl-sugara kisebb mint 1. Ekkor
létezik (I - MA)~!, amely pozitiv (clemi); M(I — 4)-! elemei pozitiv valds
szdmok vagy + co-ek; és teljesiil

(2) M(I — A)-1> (I —MA)-L.

VA teljes réforditdsok elméleti becslése M(I — A)-' vagy gyakorlati becslése:
(I — MA)-1? A varhaté érték operdtora (M) mindig a mogotte allé egész kifejezésre vo-
natkozik Pl. itt az inverz vdrhato6 értékét jelzi, s nem a virhaté érték inverzét.

o0 Szigma
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Ha van olyan determinisztikus B méatrix, amely 4 matrix minden értékéndl
nagyobb, akkor A spektral-sugarira vonatkozé feltétel teljesiil (o(4) < 1)
M@ elemei végesek és a kovetkezs fels§ becslés vonatkozik Q-ra:

¢ B

Megjegyzések : n — 1 esetben a tétel allitasa a jolismert Jensen-egyenlGtlenség
kovetkezménye. A Jensen-egyenlGtlenség szerint, ha o valds értékii valdszin(-
ségi valtozé véges varhato értékkel és olvan értékkészlettel, amelyet tartalmaz
]‘( ) konvex fiiggvény értelmezési tartomanyanak intervalluma; akkor Mf(x
= f(M(x). Ha f(¢) szigorian konvex, akkor a két oldal egyenlGsége ekvivalens
azzal, hogy o egyetlen értéket vesz fol. (1 — 7)1 pedig szigortan konvex fiigg-
vény a (0,1) nyilt intervallumban.

M/(x) lehet végtelen is: Legyen o egyenletes eloszlasa a (0,1)-en; ekkor
M(l — x)=! = oo.

I1. Tétel: TetszSleges (1,7, g, k) hiba-négyszog esetén

sgn M(I — A)™ — (I —M A)ii* =sgn (gl — ahn) (@) ‘QgI (@Y —ah+ (Igh (12;)
(3) k=12 ...,n

ahol sgnx x valés szam elGjel-fiiggvénye és Q0 —= (I —M A4)~

Néhany sz6t a bevezetett eloszlastipusok mellett és ellen:

Egyméstél tavoless dgazat-parokhoz tartozo egyiitthatok objektiv ingado-
zdsa tényleg fiiggetlen lehet (pl. a banyaszat energia-felhasznalasa és a textil-
ipar munkaerd igénye). Ha minden mutatét egymistol fiiggetlen szakértok
egymdstol fiiggetleniil becsiilnek, szintén helyes az 1. feltevés.

Masrészt, ha pl a réforditasi egyiitthatokat érték/érték mértékegységben
mérjiik, akkor a j. oszloposszeg azt mutatja meg, hogy a j. dgazat 1 Ft értéki
termékében hany Ft népgazdasigi kozvetlen raforditas testesiil meg. Gyakor-
latban ezt az Osszeget sokkal jobban ismerjiik, mint egyes tagjait. Hasonl6
a helyzet a sorosszegekkel, bér itt kozvetlen értelmezés nem adhaté.

()SS"J(’g(’."Ue. Az 1. Tétel teljesen fiiggetlen raforditasi egyiitthatok esetén
tetszileges eloszlds és tetszileges szektor-szam esetén bizonyitja Brody sejté-
sét az aldbecslésrdl. Ugyanakkor elég specialis modellen, de még nem szampél-
dan abrézoltuk a feliilbecslés esetét is. Itt a raforditasi egyiitthatok kozott
azonos és ellentétes irdnyu linedris kapesolat volt. A valésdgban mindkét fel-
tevés csak gyengitve, egymds ellen kiizdve érvényesiil.

2. Az 1. Tétel bizonyitasa sordn felhaszniljuk a kovetkezo jol ismert egyen-
16tlenséget: Legyen o« nem negativ valdszin{iségi valtozo, véges k-adik momen-
tummal. Ekkor teljesiil

(4) Mok > (Mo)k

és egyvenlGség esak & — 1 ill. determinisztikus « esetén teljesiil. A bizonyitds
a Jensen-egyenlGtlenségen és t* szigort konvexitdsin alapszik, £ > 1

Ha (4)-et altalanositjuk nem negativ matrixokra, akkor (1) értelmében a (2)
egvenlitlenséget is igazoljuk. Bzt szolgédlja az alabbi

LEMMA: Legyen A nem-negativ elem(i matrix, ahol az elemek teljesen fiig-
getlen valdsziniiségi valtozok. Ekkor teljesiil az alibbi egyenlGtlenség:

(5) M A% > (M A)
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Ha minden (i, j)-re és minden realizécidéra teljesiil a;; < byj, akkor igaz
(6) A% <= B~

A Lemma bizonyitdsa: Legyen i és j tetszdleges 1 és n kozotti természetes
szam, s jelolje A% (i, 7) elemét ocgf). A métrix-szorzas ismételt alkalmazdsival
adddik a kovetkezd algebrai osszefiiggés:

k
{7} | e = 2{]][ah,,,,+,, by =ty =j1h<nr=12 7,8k}
S=

n
(Példaul £ = 2 esetén o = 21' Oip L)
e

Rogzitsiink egy ilyen index-sort, azaz egy k-tényez6s szorzatot. Sziikségiink lesz
a szorzat virhaté értékére. Mivel egyes elemek tobbszor is szerepelhetnek egy
szorzatban, nem igaz, hogy a szorzat vérhaté értéke a tényezdk varhaté érté-
kének a szorzata (ami csak teljesen fiiggetlen tényezSk esetén igaz). Nekiink
viszont elég lesz az is, hogy esetiinkben a szorzat varhaté értéke nem kisebb
a varhaté értékek szorzatanal.

Legyen m(p, r) az a), elem el6forduldsi szdma kiszemelt k-tényezds szorza-

n n
tunkban. Nyilvin szorzatunk felihaté Jf JJ om®? alakban. Most n?
p=1 r=1

tényez0s szorzatunk van, ahol a tényez6k a megfelels elemek m(p, r)-edik
hatvéanyai, s ezek tovabbra is teljesen fliggetlenck. Ezért rdjuk teljesiil
nop gt ; non
(8) M ]/_] jll aZIr(P,r) : ]1] ][1 Mozg’,("").
p= r= p=1 r=

Mivel az elemek nem negativak, vérhat6 értékiik sem negativ. Ezért (4) fel-
haszndlasdval a kovetkez$ osszefiiggéshez jutunk:

n n n n
(9) 1T 1] Mop@? = J[ JT Moo,
p=1r=| p=1r=1

(9)-ben pontosan akkor teljesiil egyenlGség, ha vagy van olyan (p, r), hogy
m(p, r) >0 é Ma, — 0 (ami a, > 0 miatt ap = 0-val egyenértékil); vagy
minden olyan (p, r)-re, ahol m(p, r) > 1, ott ap, determinisztikus.

Visszatérve eredeti jeloléseinkhez, (8) és (9) szerint igaz

- ,k. - I"
(]0) M ]{ Qhphyty = ]1[ M“h.h.“-
S=

S=

Osszegezve a (10) egyenlitlenség bal- ill. jobboldalén 4ll6 tagokat az Osszes
{hs} sorozatra, (7) értelmében (5)-6t kapjuk.
Konnyen belathaté (7) és (8) felhasznaldsdval, hogy

(11) Mo = (MA); + D2a;; és MofP = (MA)};, ha i = j.

(12) Mo > MAY; és M) = (MA)}; + Mo (D?o;; + D)) ahol i 5= j.
Pozitiv matrixokra konnyen beldthat6, hogy ha egyik diagonilis elem sem

determinisztikus, akkor (5) szigord egyenlGtlenség minden elemre és minden
© > 2-re. Ha csak egy diagondlis elem nem determinisztikus, akkor (5) szigoru

h*
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egvenlGtlenség & > 3-ra. Ha egy fédiagondlison kiviili elem sztochasztikussiga
biztositott, akkor (5) szigort egyenlétlenség k& > 4-re.

Kozgazdasigtanban nem-negativ matrixokra teljesiil a kovetkezs pozitivi-
tasi feltétel: van olyan m természetes szam, hogy 4™ ~> 0. Ekkor igazolhato,
hogy ha minden véltoz6 sztochasztikus, akkor (5) éles & > m - 1-re, stb.

A most kivetkez6 részben alsé beeslést adunk médszeriink hibajara, azaz (2)
jobb- és baloldaldnak kiilonbségére. (1) szerint (2) ekvivalens a kovetkezd
egyenlGtlenséggel:

oo

(13) S M AL = 3 (MA-.
k=0 k=0

Elbszor igazoljuk, hogy (13) jobboldala véges, vagy ami ezzel ekvivalens, MA
spektxal -sugara kisebb mint 1. Legyen A olyan realizdcidja A-nak, hogy
MA < A. (Ilyen realizdcié létezik, mert o; -k fiiggetlensége miatt elemenként
kiilon kivélaszthatok a vérhaté értéknél nem kisebb realizéciok. ) Egyenlétlen-
ségiinkbdl kovetkezik a megfelels spektril-sugarak kozotti egyenlGtlenség:
o(MA) <~ o(A) < 1, hiszen ez utébbi egyenlitlenség A minden realiziciojara

igaz.
Ezért (13) atrendezhets a kiovetkezd alakban:
(14) 2 [(MA* — (MA)] = 0

k=0

A baloldalon 4ll6 kifejezés a mechanikus médszer hibdja. Lemméank értelmében
(14) minden tagja nem-negativ [lasd (5)], igy a C' = (¢;) hibamétrixot alul-
becsiiljiik, ha véges sok tagot vesziink csak figyelembe. Mi megelégsziink az
elsé négy taggal: 0 <~ k <~ 3. Ekkor (11) és (12) szerint igaz, hogy

(15) Cii - D2“I‘i és ¢ lj < M'xl/(D o + D2 /‘)v s .7

4. Befejezésiil kimondjuk az I. Tétel kovetkezs altalanositasat:

I111. Tétel: Legyen f(z) = fu,‘ % analitikus fiiggvény konvergencia-sugara
o( > 0) és legyen minden rll(grzl-negativ. Az A matrix elemei legyenek teljesen
fiiggetlen, nem-negativ értékii valdszinliségi viltozok, valamint teljesiiljon
o(A) <~ p minden realiziciora. Ekkor az f(A4) — Su,‘. A matrixérték valo-
szintiségi valtozd értelmezhets és t,eljesiil rd a Ii:;)votkez()' egyenlGtlenség:

Mf(A) = [(MA).

Tovabbé, ha létezik olyan B determinisztikus matrix, hogy 4 minden reali-
zdcidjara teljesiil 4 <~ B, mdsrészt o(B) < p, akkor o(A) < o(B) és f(A)
< f(B) fennall minden realizicidra.

5. Ratérimk a I1. Tétel bizonyitdsdra
A dolgozat mésodik felében a fiiggetlenség feltevése helyett a mésik végletet,

a hiba-négyszog esetét vizsgéljuk. A hiba valészin(iségi valtozo szimmetrikus
eloszlasu, ezért minden A (e) realizdciéhoz tartozik egy A(—e¢) realizicié. Rog-
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zitsiik el8szor a hiba abszolut értékét ((e = |e|) és vizsgdljuk az elméleti és a
gyakorlati érték kiilonbségét, mint a kovetkezd szimmetrikus differencidt :

1 1
(17) Cle) = 5[1 —dle}]= + = [I — A(—e)]='—[I — A(o)]~".
Sziikségiink lesz a linedris programozés szimplex mddszerénél hasznalt inver-

zi6s formuléra. Legyen B egy regularis matrix, « oszlop- és »* sorvektor, uv’
pedig az u és " dltal alkotott didd-matrix. Ekkor

= ’ =
(18) (B + wv')~1= B-1 — o -
14+« By
Esstiinkben o' = [0,.. 41, ooy =100 008 ¥ =[0y. 005 bis 0 s—1; < 30]
i g I h.

és B=1 — A(o), valamint A(e) = A(o) + uv’.

(17) és (18) osszevetéséhil egyszeri szdmoldssal adodik
AU Q0w QO

19 Cle
(19) e 1 —eu’ Q02

Elvégezve a kijelolt miiveleteket, elhagyva az elGjel szemponthél érdektelen
nevezit ¢és koordindtds alakra attérve

(20) Cu(t, 5,9, 0)=(qR — qn) (@t — a2) (@Y — %, + G — ) Bl=1,2,..., %

Ebbil a 11 Tétel, azaz (3) mar kozvetleniil kovetkezik.

6. Befejezé elemzésiinkben konkrétabbd kivanjuk tenni (20) osszefiiggést.
Szoritkozzunk a két-szektoros modellre. Ekkorn = 2,4 — j = 1és g — h —2.
A tovibbiakban féltessziik, hogy egyiitthatoink érték/érték dimenziojiak.
Ekkor az oszlopisszegek kisebbek mint 1. A sorisszegekrs] hasonld feltevést
nem tehetiink, csak azt tudjuk, hogy (M A)<"1 miatt legalabb egy sorosszeg
kisebb mint 1. Tegviik f6l, hogy az elss sorosszeg mindig kisebb mint 1.

A kétszektoros Leontief-inverz explicit alakban kénnyen folirhato:

] 1 90 10
(21) Q- L
det (I - A)| oy, 1 — oy

(21)-bal lathato, hogy ¢ (e,7,9.h) 3. tényezGje mindig pozitiv, s az ugyancsak
pozitiv det (I — A)-val egyiitt a tovabbiakban elhagyjuk. Bevezetve az elSjel
szemponthol e-vel azonos ¢-ot,

(22) O = (— 11 — ofi — ady) (1 —a® — af%,)
osszefiiggést nyerjiik, ahol L és  a ,,masik” sort ill. oszlop indexét jeloli.
A masodik tényezdk mindig pozitivak, de a harmadik tényezik akkor és csak
akkor pozitivak, ha a megfeleld sorosszeg kisebb mint 1.

Kovetkezésképp,

1. Ha mindkét sorisszeg kisebb mint 1, akkor az atlos elemek alabecsiiltek,
az atlon kiviili elemek folébecsiiltek.

2. Ha a masodik sordsszeg nagyobb mint 1, akkor az elsé sor elemei aldbecsiil-
tek, a masodik sor elemei folébecsiiltek.
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Megjegqyzés: Hasonléan kovetkezik, hogy tetszlleges szektor esetén a k.
diagonalis elem negyobb mint a k. sor ill. oszlop barmelyik mésik eleme, ha
minden sorosszeg is kisebb mint 1. Tapasztalatbo6l ismert utolsé dllitdsunk,
abban az esetben is, amikor feltételiink nem teljesiil. Ezért kivetkezik (3)-bél
vagy (20)-bél kétszektoros allitasunk kovetkezd altalanositdsa:

. 0 0 g o
(23) Mg, =q, Mgy, =qf, Mgy, = qg, és Mgy, = q,
P 0 ({] 0 0
ha qf; — qin + Gon — 43 = 0.

Kiegészités: Eddig rogzitettitk a hiba abszolat értékét. Mivel, eredményeink
nem fiiggtek e-tdl, termdszetesen azon megkotés mellett, hogy 4 minden
realizacidjara igaz A > 0és o(4) << 1 — (17) varhato értékére is igazak a meg-
felelé allitasok:

(24) )= MC(e) = M(I — A)-' — (I — MA4)~%

Megjegyzés: Eddigi eredményeink mutatjak, hogy n > 2 esetén nincsenck,
nem is lehetnek altalanos tételek. Egy elemi megfigyelést azonban tehetiink:
determinisztikus sor- és oszloposszegek ill. szimmetrikus egyiitthatd eloszldsolk esetén
mindiq vannak ald- és folébecsiill elemek. Elég arra utalni, hogy 2 X 2-es aggre-
galds esetén — determinisztikus aggregdlé matrixokkal — mind a szimmetria,
mind a determinisztikus sor- és oszloposszeg tulajdonsig vdltozatlan. Ha
minden elem pl. alabecsiilt volna, Ggy az aggregdlds utdn is gy maradna. Kz
viszont ellentmond el6z6 megallapitasunknak.
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OB OOHON M3 TMPHUYMH HWKHEN W BEPXHEMW OILIEHKH OBPATHOM
MATPHULIM JIEOHTHBEBA

B 1eiicTBHTEILHOCTH MATPHIIA HACMOAWUX 3aTPAT AHAJIM3A MEKO0TpacaeBplX OajlaHCOB CO-
JIEPYKHT YHCJIA C HEBEPHBIMH CTOMMOCTSIMH, OTUACTH H3-3a BPEMEHHBIX KoslebaHuii, a oTyacTH 13
OHOOK CTATHCTHYECKHX OleHOK. [IpH OTUHCICHHN 6aA06bIX 3aTPAT TEOPETHUECKH CJIEJyeT
HCIOJIL30BAThL MaTemarHuecKoe 0)Kujlanue ()szn'uoﬁ Mil'l'lelH .”C()HTL;(.‘BZI, leilKTH‘lCCKH H3-
BECTHO M HCI0JIb3YeTCsi 00paTHAs MaTPHILA JICOHTHEBA MATEMATHYECKOT 0 0YKH/IAHHST MATPHIIbI
HacTosiux sarpar. Anjpaw Bpojum cnipocuii, Kakast matpuna — Oosibie? Cueysi aHajngy
omnboxk Bpoau J0KasbiBaem, u4To (1) TeopernyecKoe gHavyeHue — 0GoJibLIE, €CIIH DJIEMEHTHI
MATPHILbl, OMHCAHHBIC BEPO SATHOCTHLIMH IEPEMEHHBIMH  SBJISIOTCA  6NOAHE HE3ACUCUMbIMU
(nuxcnas oyerrxa) (2) B HerjapHoil juaroHasn GoJibuie sIBJIsICTCS] TIPAKTHYCCKOE 3HAUCHME
(BepxHsisl OLEHKA), d TEOPETHYEKOE 3HAUYEHHME sIBJsieTCst OoJbuie B TJIABHOH JMAroHasud
(HUMCHASA OLEHKA), eCJIH Halla MOJesib — JBYXCEKTOPHASI W CYMMa Psi/IOB H KOJOHH Oanbl W
(UrypHpyomHecs: PACHPE/IEIIeHHsI CHMMETPHYECKHE. MaTeMaTHUeCKoe I0Ka3aHHE OCHOBBIBAETCS
Ha (opme creneHHoro psiia oGparHoro Jleontbea M Ha cienyiowem Jemma:

MaremMaTHuecKkoe 0YKHJAHHE CTENMEHH MMOJI0XKUTeIbHOH MaTpHLbl 00Jbllasi CTENeHH MaTPHLbI

OYKHIAeMOH CTOMMOCTH.
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ON A REASON OF UNDER- AND OVERESTIMATION OF THE LEONTIEF-
INVERSE

In reality the matrix of current inputs of input-output analysis contains numbers o
uncertain value, partly due to time differences, to errors in statistical estimations. Theore-
tically, in calculating total inputs one has to use the expected value of the Leontief-
inverse, practically the Leontief inverse of the expected value of the matrix of current
inputs is known and used. Andrds Brédy has asked, which matrix is greater? Following
Brody’s error analysis, we shall prove, that '

(i) the theoretical value is the greater if the entries of the matrix described by random
variables are complete independent

(ii) the practical value is greater in the secondary diagonal (overestimation), and the
theoretical value is bigger in the main diagonal (underestimation ), if our model has two
gectors and the raw- and column sums are given and the distributions are symmetric.

The mathematical proof is based upon the power-series form of the Leontief inverse
and on the following lemma : the expected value of a power of a positive matrix is greater
than the power of the matrix of the expected values.
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SHEPHARD, R. W.: Theory of cost and pro-
duction  functions. Princeton University
Press. 308 p. Princeton, New Jersey, 1970.

A konyv az 1953-as kiadds dtdolgozott,
bévitett vdltozata. Mint ismeretes, a ter-
melési fiiggvényekkel kapesolatos megol-
datlan kérdések kore rendkiviil széles és
talan nincs is a kozgazdasdgi matematikéd-
nak olyan teriilete, amely ekkora vitdkat
kavart volna, amelyr6l annyit frtak volna
¢s irnanak, mint éppen errél a témdrol.
Ez a kinyv a problémit foleg matematikai
oldalrél kezelve (a matematika apparitu-
sdbol 6leg az analizisre és a linedris algeh-
rara tdamaszkodik, de felhaszndlja a prog-
ramozds elmdéletét is), szabatos tdargyalds-
maéddal vezeti be az olvasot ebbe az igen
bonyolult kérdéskomplexumba. Fogalmai-
nak, tételeinek viligos, preciz jellege nagy
segitséget nytjt a tdjékozddni kivind sza-
mira. A termelési fliggvények irodalmdd-
nak egyik jellegzetes vondsa, hogv rendkiviil
szerteagazd. A kérdds matematikai diszcip-
linaként vald kezeléséhdl adodéan szdmos
probléma hidanyzik a konyvbdl, fgy példdul
az outputolk ¢s a killonbozd inputok méré-
sének, a beeslésnek a targyalasa. A szerzé
figyelmét leginkdbh az inputok kozti helyet-
tesités és a hozaddk vizsgdlatdra irdnyitja.
Meg kell jegyezni, hogy a matematikai
hozziillis lévén alapjaiban kozgazda-
sigri kérdésrdl sz6 — nem szoritja ki a koz-
gazdasdgl fejtegetéseket. A matematikai
fogalmakat és tételeket ahol esak lehet-
séges verifikilja.

A termelési fuggvényeket tisztdan tech-
nolégiai tulajdonsdgaik alapjin tdrgyalja.
Targyaldsmodjiban a rovid és a hosszu-
tdvia  termelési fiiggvények nem  kiilon-
boznek egymistol. A kettd kozti kiillonbség
¢csupdn abban dll, hogy a rovid tdvon az
inputokra tovdbbi kikotések vannak. Az
itt bemutatott elmélet tehdt egy nem-kor-
litozott technologidra érvényes, megmu-
tatva, hogy milyen viltozdsok keletkeznek,
ha egy  korldtozott egység  vizsgdlatdra
tériink dt. A szerz6 dltal definidlt techno-
l6gia igen dltaldnos.

Miel6tt megismerkednénk ezzel a tech-

nologidval, definidlnunk kell a kiillonbozd
output-szintekhez tartozd lehetséges in-
putok halmazait. L(u)-val jeloljiik az azon
@ input vektorokat (melyek komponensei
természetesen nem-negativak) tartalmazé
halmazt, amelyek legaldbb az w outputot
allitjdk eld, ahol u egy egydimenzi6s vektor.
Sziikség van még a technolégiailag haté-
kony vektorok HK(u) halmazdinak definid-
lisdra is.

E(u) = {x| @ €L(u), y<a—y§Lu}

A technoldgidgtdl a kivetkezdket kivanja
meg:

L. 0 outputot bdrmelyik input vektor
el6dllit és pozitiv outputot 0 input vektor
nem eredményezhet.

2. @ € L(u) és &' > x-bbl «’ € L(u) ko-
vetkezik, azaz az inputok felett diszponad-
lunk. Véletlen események, mint példdul
vizfelhaszndlasndl — tdlzott  vizmennyiség
nines figyelembevéve.

3. Biarmely cutput szint elérheté egy
®' (@ 0) input vektor skaldris nagyitdsa-
val (bdar nem sziikségképpen hatékony
modon) és ha egy szemipozitiv  vektor
valamilyen skaldris nagyitasdval valami-
lyen p(;zili\' output kaphato, ukl{.(n‘ az x
null-inputjai olyan tényezéket jeldlnek,
melyek nem sziikségesek a  termeléshez.

4. Korldtos input vektorral nem korld-
tos output nem nyerhetd.

5. A technologia legyen id6-oszthata,
azaz ha x € L(u), y €L(u) és O €[0,1],
akkor az [(1 — @) x + O y] vektort ugy
interpretalhatjuk, hogy a kérdéses id6-
szak (1 — @) részében az @ input vektor-
ral, mig @ részében az y input vektorral
termeliink, melynek sordn legaldbb w out-
putot kapunk. ) 2 [

6. Kgyetlen output szint sem érhetd el
hatékonyan nem-korlatos input vektorral.
[Jzutdn ~ definidlja a  termelési izokvant
fogalmit, mint az L(u) hatdrdnak egy ré

457
halmazdt, majd bevezeti a termelési fiigg-
vény fogalmédt:
D(x) = Max{u|x €L(u),u €[0;4 )},
@+ 0 és nem-negativ. Részletesen meg-
vizsgdlja, hogy ezen termelési fiiggvény
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az adott technoldgidn milyen tulajdonsd-
gokkal rendelkezik. Megmutatja, hogy a
@D(x) termelési fliggvény

Ly = {2 | P(a) = u}

szinthalmaza identikus az input vek-
torok L(x) halmazdival. Tehdt a terme-
lési struktira vagy @(x)-szel vagy L(u)-val
definiilhato. Megismertet a termelési fiigg-
vények transzformdltjinak fogahmdval,
mely szintén rendelkezik a termelési fligg-
vények tulajdonsdgaival. Kzen transz-
formdalt F'(®@(x)) alaka, és az a jelentdsége,
hogy ®(x)-nek fiiggvénye, ahol ®@(x) az
inputok egy skalir mértéke. Igy a kilon-
b6z6 input szintek oOsszehasonlithatdlk és
ez igen nagy jelentGségii a hozadékkal
kapesolatos vizsgiloéddsokban.

Bevezeti a homotetikus tormeldsi fiigg-
vények fogalmdt és kimutatja specidlis
tulajdonsdgaikat. Moegmutatja, hogy az
altalanosan hasznilt  és  ismert  Cobb-
Douglas és ACMSU (CES) fiiggvények is
oz utébbi fligavény-osztdlyba tartoznalk,
habar a definidlt technologia 6. tulajdonsé-
gat nem elégitik ki.

Részletes vizsgdlatnak veti ald azt az
esetet, ha az inputokra kiillonbozd korlditok
adottak. Kimutatja, hogy ekkor az output-
ra csokken6 novekmény, vagy esokkend
atlag hozam valamilyen torvénye dll fenn.
A kovetkezd fejezetben megismoerkediink
az Lg,) halmazon definidlt ¥(u; x) tdvol-
gagfiiggvénnyel, mely egy adott » output
elallitasihoz szitksdges input vektoroknak
az  Lgy hataritol vald tivolsigat méri.
Az Ly halmaz is és igy a termelési
izokvant is megadhatd a'V(u; x)-szel. S6t
Fl(u) is megadhatod vele. Megismerkediink
a ¥ tulajdonsagaival és megtudjuk, hogy
hogyan fejezhets ki segitségével a terme-
16s1 fiiggvény. Bemutatja a termelési fligg-
vénynek ¥(u; x)-szel valé definidlisa eld-
nyeit. A konyv részletesen foglalkozik a
koltségfiiggvények elméletével is, melyeket
az Lg,y segitségével definidl. 5 fiiggve-
nyek segitségével koltségstruktirikat ad
meg, majd megvizsgdlja a termeldsi és
koltségstruktirak és fiiggvények kapeso-
latat, egyfajta dualitisit. Egy ogdsz foje-
zetet szentel a szerzé a termelési és kolt-
ségfiiggvények aggregicioja kérdésének.
A konyv mésodik része az egy dimenzios
outputra vonatkozé tdargyaldst kiterjeszti
tobbdimenziés . vektorokra.

Par ANDRAS

VANGREVELINGHE, G.: Heonometrie. Col-
lection méthodes. Paris, 1973. Hermann et
Cie. 204 p.

Az 6konometriai médszerek és alkalma-
zésaik irdnt érdekl6dé kozgazddaszt és sta-

tisztikust gyakran elrettenti az 6konomet-
riai kézikonyvek nagy terjedelme és komp-

likdlt  tdrgyaldsmodja.  Vangrevelinghe
.. ;h" an 7 ’
konyve végteleniil szerencsésen egyesit

két kovetelményt: viszonylag sziik terje-
delemben (204 oldal) térgyalja a sziikebb
értolemben vett dkonometriai moédszertan
fontos kérdéseit, andlkiil, hogy lényeges
kérdéseket bagatellizilna vagy mellézne;
ugyanakkor a mondanivalé szigorian tudo-
manyos és matematikai tdargyaldsmodja-
hoz is ragaszkodik, sét gondosan tigyel
arra, hogy minden tirgyalt kérdést gyakor-
lati példik segitségével (igen jol Gsszevilo-
gatott gyakorlati makrodokonémiai példak
segitségével) szemléltessen, s6t emberkozel-
séobe hozzon. 10zzel az okonometriai kézi-
konyvek kozott a gyakorlatibb orientdlt-
szl kézikonyvekhez (amilyen pl. L. R.
Klein-6) all kozelebb, szemben az elméle-
tibb bedllitottsdgniakkal (amilyen példiaul
J. Johnston-é vagy A. S. Goldberger-é).

Vangrevelinghe konyve Osszesen 8 foje-
zetb6l dll; ezek:

- az egyszer{i regresszio

— a linedris beeslés dltaldanos alakja
az autokorrelicié problémaja
autoregressziv modellek

- az Gn. elosztott kdésleltetés(i (dis-
tributed lag) modellek
a  viltozok megfigyeléséb6l  ered6

hibdalk

tobb egyenletbdl dllé modellek és a
szimultan egyenlotrendszer
szimultdan egyenletekbdl 4ll6 model-
lek.

A konyvben tirgyalt problémdk egy-
masutinja logikai felépitettségii. A viszony-
lag rovidebb 4. és 5. fejezet lényegében
Osszetartozik, Ugyanez mondhaté a 7. és
8. fejezetrol is; a mindossze 2 oldalt kitevo
7. fejezet anyaga o 8. fejezetbe kivinkozik.

A szerzd az El6szoban magyardzza meg
az Okonometria fogalmat, céljait; a Beve-
zetésben koriil sor az dkonometriai modell
fogalmanak ismertetésére, egy termelési
fliggvény segitségiével.

Az 1. fejezet sokkal tébbet mond, mint
amit cime (KEgyszer(i regresszio) eldrul.
Egyszer(i példival (a hdaztartdis fogyasz-
tasdnak és a rendelkezésére allé jovede-
lomnek a kapesolata) illusztrélja az exogén
és endogén viltozok, a szimultdn egyenlet-
rendszer, a specifikdciés hiba fogalmdt;
kitér a legkisebb négyzetek modszerének
alapvets feltételezéseire, a linedris eszti-
métorok tulajdonsdgaira és a hipotézisek
vizsgdlatéra is. Tllusztraldsul konkrét pél-
dat mutat be, éspedig az adatbdzis, az
alkalmazott formulik, a beesiilt paraméte-
rek és teszt-eredmények részletes feltiinte-
tésével: az egyszerli regressziés modell a
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francia ipar ,,sziikséges” beruhdzdsainak
alakuldsit vizsgdlja a termelési volumen
fiiggvényében az 1953 -67 koézotti idé-
szakban.

A 11. fejezet a ,,Linedris beeslés dltaldnos

alakja’ cimszé alatt — az el6z6 fejezet
logikus folytatdsaképpen — a tobbvalto-

708 regresszidszamitds kérdéseivel foglal-
kozik. Szemléltetés céljabdl — jol valasztva
meg a példakat — hdrom t6bbvéltozds
fogyasztisi figgvényt mutat be, majd az
un. strukturdlis és sztochasztikus hipotézi-
seket (lényegében az identifikaltsdg fonto-
sabb feltételeit) ismerteti. Itt helyénval6
lenne a magyardzé viltozdk kozott esetleg
fennallé multikollinearitdsrél, ennek teszt-
jérél valamivel tobbet mondani, tekintettel
arra, hogy a multikollinearitds-vizsgilat
a modell-specifikicié egyik igen fontos sza-
kasza, és ezzel a problémdval a modellezd
6hatatlanul szembe is keriil. Igen részle-
tesen tér ki azonban azokra a feltételekre,
amelyek a legkisebb négyzetek modszeré-
nek a tobbvaltozds regresszidszamitds ese-
tén vald alkalmazdsihoz szikségesek, az
esztimidtorok tulajdonsigaira, a szignifi-
kancia-tesztekre. Kendall és Stuart Advan-
ced statistics alapjin olyan tesztet is bemu-
tat, amelynek segitségével a modell para-
méterecinek linearitdsa vizsgdlhato.
Sziikséges kiilon is hangsilyozni a kényv
pedagogiai kivalosigdat. Az egyes fejeze-
tekben az elméleti anyag targyalasit rend-
szerint példdk illusztriljik és gyakorlatok
kovetik. Kzek a gyakorlati kozgazdasig
koréb6l vett példik és gyakorlatok igen
tanulsigosak az olvasé szémdra. A pél-
ddak ebben a fejezetben azokat az eseteket
illusztraljik, amikor valamelyik paraméter
értélke a modellbe bevitt kiilsé informdcid;
mdskor a paraméterek értékének alakuld-
sat vizsgdljadk dgy, hogy a vizsgdlt iddsza-
kot t6bb résziddszakra osztjik. Hasonlo-
képpen gyakorlati jelent6séggel bir annak
a tesztnek a bemutatdisa, mely két alap-
sokasdig homogenitdsit vizsgilja; pl. a
jovedelem és a fogyasztis kozott megdlla-
pithaté kapesolat mennyiben hasonlé és
mennyiben tér el egymdstél a nem-mezs-
gazdasigi és a mezbgazdasigi népességben ?
Tovibbi konkrét példa segitségével vizs-
gilja kiilonbozs lakossigesoportoknak fo-
gyasztisi magatartdsiban megnyilvdnulé
szignifikdns kiillonbségeket azzal a konkrét
céllal, mekkora hibdt okoz az eldrejelzés-
ben, ha a fogyasztisi magatartdst (jelen
esethen az autétulajdonosok iizemanyag-
fogyasztisit) a lakossdg egészére globdli-
san  vesszitk figyelembe, vagy az egyes
tirsadalmi-gazdasdgi kategéridk eltéré ma-
Zatartdsdra is tekintettel vagyunk. Kiilon
foglalkozik az id6soros becslés olyan eseté-
vel, amikor a sorban a tendencidtél eltérd

kiugré értékek is taldlhaték (természeti
csapds vagy sztrijk kvetkeztében). Béven
idézziik a példdkat, de ezt azzal a céllal
tesszilk, hogy a vizsgdlt problémdk nagy
szamara és a konyv gyakorlati hasznélha-
tésdgdra utaljunk.

A 1II1. fejezet kizdrdlag az sutokorreld-
cié kérdéseivel foglalkozik. Szemléltetéen
mutatja be, hogy vdlhat a hibds specifi-
kdcidé az autokorreldcié forrdsdvé; hogy
alakulnak a reziduumok autokorreldcidja
esetén a legkisebb négyzetek esztimétorai-
nak tulajdonsdgai; milyen tesztek ismere-
tesek az autokorreldcié vizsgdlatdra; mi-
lyen becslési eljdrdsok alkalmazhatdék auto-
korreldcié esetén; végill hogy haszndlhatd
fel ez az elérejelzésben ? A tesztek bemuta-
tasakor a ldzismert Durbin—Watson,
illetve Neumann — Hart-féle mutaté ismer-
tetésén feliill a kevésbé ismert Theil —
Nagar-féle, ill. Koerts-féle tesztet is bemu-
tatja.

A reziduumok autokorreldcidja esetén
alkalmazandé becslési eljarasok kozil az
els6 differencidk regresszidja és az dltald-
nositott legkisebb négyzetek moédszere
kézismertek. A konyv mindkettét bemu-
tatja és mindkettének az alkalmazdsi fel-
tételeit is ismerteti. Az alapveté hipotézis
mindkét esetben az, hogy az autokorreld-
ci6t autoregressziv folyamat hozza létre.
Bemutat egy olyan eljdrdst is, amelynek
sordn a modell paramdterei és az autoreg-
resszivitds mutatéja egyszerre becsiilhetd.
A fejezet még tovabbi kérdések tdrgyald-
sdra is kitér. Kgyik a reziduumok hetero-
szkedaszticitdsa; mdsik a modellbe bevitt
kiilsé informdcié” esete, valamint a (0,1)-es
(dltala ,,variables indicatrices”-nek neve-
zett) valtozok alkalmazdsianak modszere.

Ertelmileg Osszetartozik a IV. és V.
fejezet: autoregressziv modellek és elosz-
tott késleltetési modellek. Az autoreg-
ressziv folyamat kdvetkezményeként egyes
gazdasdgi jelenségek sok esetben ugyan-
annak a jelenségnek kordbbi idépontbeli
értékétol is figenek. Tgy pl. a lakossdg
fogyasztdsdnak adott idépontbeli értékét
er6sen determindljdk a kordbban kialakult
fogyasztoi szokdsok. Az elosztott késlelte-
tésit modellek az autoregressziv modellek-
nek egy specidlis esetét képviselik; az alap-
vetd feltételezés szerint a gazdasdgi haté-
tényez6k nem azonnal és diszkrét id6pon-
tokban, hanem késve és folyamatosan fej-
tik ki hatdsukat tgy, hogy az idében kordb-
biak hatdsa kevésbé érvényesiil.

Autoregressziv modellekben, ha a ma-
gyardz6 véltozé kiilonb6zé id6pontjaihoz
tartoz6 értékek egymds mellett szerepel-
nek, a reziduumok fiiggetlenségére tett
kikdtések nem érvényesek. A szerzé sze-
rint a megoldds attél fiigg, hogy mutatko-



320 KONYVEKROL

zik-e a reziduumokban autokorreldcid; gya-
korlati tapasztalatok alapjan annak a véle-
ménynek ad hangot, hogy nem kovetiink el
silyos hibdt, ha nem autokorrelalt rezi-
duumokat tartalmaz6 autoregressziv mo-
dellekre a linedris regresszio modszerét
alkalmazzuk. A targy fontossdgihoz mér-
ten kell6 részletességgel tdargyalja az elosz-
tott késleltetésii modellek problematikajit.
A konyv a legkorszeriibb ismeretanyag
birtokdban itt is nagy késziiltségrol és
pedagogiai érzékrsl tesz tantbizonysigot,
amikor az elosztott késleltetési modellek
becslésének szitkséges elofeltételeit, a kiillon-
b6z specifikicios lehetGségeket és e model-
lek beeslését bemutatja.

A mf(i VI. fejezete a vialtozok megfigye-
lési hibdival foglalkozik. Kzzel a kérddés-
korrel az okonometriai kézikonyvek vi-
szonylag kevesebbet foglalkoznak mint a
paraméterbecslés hibdival. A szerz6 érdeme,
hogy kiilon fejezetet szentel a kérdésnek,
holott pl. C. I. Christ kozel 700 oldalas
konyve is csak 12 oldalon keresztiil,
mellékes kérdésként kezeli a témat. A gya-
korlatban sokszor az a vélemény domindl,
hogy a paraméterbeceslési modszereknek
elég | robusztusoknak” kell lenniok ahhoz,
hogy a viszonylag nem nagy mérési hibi-
kat ellensilyozzdik. Mdsok egyszer(ien az

okonometria  terilletét.  egydltalin  nem
érinté, a statisztikai megfigyeléssel kap-

csolatos problémit litnak benne. Az Gjabb
becslési maodszerek azonban dltaliban fi-
gyelembe veszik azt a kiilonbséget, mely
Y* és X* kozvetleniil meg nem figyelheto
valtozok és ezek ténylegesen nn"ffl;.:vvll
Y és X értékei kozott vannak. Az eltérése-
ket a véletlen valtozokkal analdég madon
kezelik, feltételezve, hogy az el6bbick vir-
haté értéke zérus, és hogy eloszlisuk fi
getlen az Y* és X* viltozdk értékétdl,
tehdt a zavarétényez6tdl is. Kz azonban
a gyakorlatban tobbnyire nines gy, s
rendszerint a legkigsebb négyzetek mabdszere
sem alkalmazhaté. A szerzé éppen ezért
a sulyozott regresszioszamitas modszerdét,
valamint az instrumentdlis valtozok mod-
szerét is targyalja, és egy hdztartisi fo-
gyasztasi fliggvényre alkalmazott gyakor-
ati példdaval illusztrilja a mondottakat,

86t a modszer elérejelzési alkalmassdgdt is
bemutatja.

AVIIL és VIII. fejezet Iényegében egyiivé
tartozik; mindketté a szimultin egyenle-
tekbdl allé modellekrdl szol: egyes vilto-
z0k az egyik egyenletben magyardzo vil-
tozoként, a misikban fiiggd viltozdoként
szerepelnek. A szimultdn rendszer miben-
1étét a szerzb egy egyszerii keresleti-kind-
lati modell S(‘glth(,gt,\(] szemlélteti. 1 fvj(‘
zetben az Okonometriai modszertan és a
modellezési gyakorlat olyan fontos kérdé-
seit  targyalja, mint az egyenletrendszer
strukturalis és redukdlt formdja; az iden-
tifikdacio és ennek feltételei. Kz a rész tal-
sdgosan siritett: az identifikicio kérdése
fontossdgindl fogva kiilon fejezetet is meg-
érdemelne. Ugyanez a fejezet tartalmazza
ecgyébként az ismertebb paramdéterbeeslési
modszerek leirdasdt: a legkisebb négyzetek
kétfokozatt modszerét, a maximilis esé-
lyesség  korlitozott  informdcion  alapuld
maodszerét (mimlknll(")nvk az alkalmazdsat
Girshick-nek és Haavelmo-nak az gyesiilt
Allamok  élelmiszerkeresletére  specifikilt,
ma mar klasszikusnak szamithato m(nh'll
jén mutatva be). A legkorszer(ibb szak-
irodalom  felhasznildsaval a Theil- f(llv k-
ad-osztdly esztimatorok maodszoerét, f6-
komponensek alkalmazdsit, s6t a Immm-
fokozatu legkisebb négyzetek modszerét is
bemutatja, A fejezet gazdag anyagit az
el6zGkhoz hasonloan példik és gyakorla-
tok «-L(34Ailil\ ki; a mii végén rovidebb bib-
liografia és tdargymutatod is talilhato.

()«7(-l()glul\'u a mondottakat: az az
olvasd, aki az Okonometriai maodszertan
irant. érdeklodik, ma sokkal kedvez6bb
helyzetben van mint 8 10 évvel ezeldtt;
modjaban  van  vdlogatni az  id6kdézben
megjelent  kézikonyvek  kozott. Vangre-
velinghe konyve nem egyszeriien egy 6ko-
nometriai kézikonyv a tobbi kozott, hanem
igen j6 kézikonyv és alkalmas tankonyv.

Tudomdnyos ¢s pedagdgiai érdemeire a

fentickben kitértiink, s gy mindazok az
olvasok, akik tanulmédnyaik céljabol Vangre-
velinghe konyvét \uluwljuk ki a szakiro-
dalombél, jol fognalk jérni.

NYARY ZSIGMOND



TUDOMANYOS ELET

Matematikai kozgazdasigtani modellek
a szovjet kozgazdasigban*

Nagy viltozdsok mennck végbe a szovjet gazdasdgban, a népgazdasig fejlédésének
irdnyitdsi és tervezési modszereiben és eszkozeiben. Nehézzé vilt a folyd (éves) és a
kozéptavi (dtéves) tervezds a jelenlegi médszerek felhaszndldsdval. Napjaink gyors tér-
sadalmi, gazdasdgi és tudomdnyos véltozdsai a Szovjetuniéban igen bonyolultakka tették
a gazdasigi kapesolatokat. Masfel6l a miszaki-tudomdnyos haladds az irdnyitds j méd-
szerei és miszaki eszkozel segitségével megteremtette az eléfeltételeket korabban isme-
retlen lehetdségek megvaldsitasdra a tervek mindségi kidolgozdsdaban. Ezeket a lehetdsé-
geket a szovjet tuddsok éppen a rendszer-szemlélet(i megkozelitéshen realizaljak, amely
lehetGvé teszi a matematikai kozgazdasdgtan modellezési modszereinek alkalmazasat egy
olyan hatalmas és bonyolult rendszerben, mint a Szovjetunid népgazdasdga.

Véleményiink szerint a mai feltételeknek és az 1] kovetelményeknek a legteljesebben
az a komplex tervezési rendszer felel meg, melyet a szovjet kozgazddszok javasolnak.
[Sbben az egységes népgazdasigi terv megalkotdsinak kiindulépontjat az orszdg fejlesz-
tési célja képezi. I célok alapjdn alakitjik ki a tervben az eréforrdsok termelési-technikai
és teriileti szerkezetét.

A tervezdés j eszkizel, melyek képesck felolelni a tényezdk hatalmas sokasdgdt a mate-
matikai kozgazdasigtani modellek. Ma méar a Szovjetunié népgazdasdganak minden
egységében alkalmazzik Gket a villalattol az dgazati minisztériumig és az orszdg
Tervhivataldig. A szovjet gazdasignak ezen | formuldi’” igen hatékony segitségnek bizo-
nyultak mind a tudomdnyos kutatdsban, mind a tervezési gyakorlatban, a szovjet dllam
gazdasigi fejlédésének elemzéséhen és prognoszitizdldisdban.

A matematikai kbzgazdasdgtani modell a matematika nyelvén, képlet formdjdban lefrt
gazdasigi feladat, jelenség vagy folyamat. A modelleket rendszerint nem egyszeriien a
feladat leirdsdra haszndljik, hanem a megoldds legjobb utjianak megkeresésére is. Kzért az
ilyen modellekben feltétleniil megvan két dsszetevi: az optimdlitds kritériuma és a meg-
feleld korlitozo feltételek. Az els6 azt mutatja meg milyen mértékben felel meg az adott
megoldds a fejlesztési eélnak, amelyre a feladat irdnyul. A misodik szdmbaveszi a munka-
eré-, termelési, nyersanyagheli és egyéh eréforrdsokat. Ha ilyen hatalmas objektummal
van dolgunk, mint a Szovjetunio népgazdasiga, akkor a modell épitésckor sziikségszer,
hogy csak a {6, leglényegesebh tényezoket és a gazdasigi rendszer {6 dsszefliggéseit tiin-
tessiik fel. Az a torekvés, hogy ,,mindent” figyelembe vegyiink, olyan terjedelmes modelire
vezet, hogy annak elemzése és kiszdmitdsa gyakorlatilag kivihetetlenné vilik. Mdsrészt
a tulzott egyszeriisités nem titkrozi a tanulmdnyozandé jelenség lényegét, a kapott kovet-
keztetések nem birnak koimoly gyakorlati értékkel.

Ezért alkalmaznak kiilonbozé matematikai kozgazdasdgtani modelleket az orszig
gazdasigi szervezetének killonbozé szintjein, Bgylittvéve tobblépesds modellekben dbri-
zolhatja a teljes népgazdasdigot. Meg akarok elézni egy félreértést: ezek a modellek, a ter-
vezés és irdnyitds automatizdlt rendszerei, amelyeket ma mdar mindeniitt alkalmaznak a
Nzovjet uniéban és a szamitdstechnika nem tekintendé valamiféle ,,elektronikus matemas-
cllebezhetetlen ordkulumnak, amelynek a kovetkeztetéseit

tikai szornyeteg”-nek, meg
vakon kovetni kell.

Az ember hatdrozza meg a tervezés és irdnyitds modszertandt, az ember kezdeményezi
a terv megalkotdasdat és teljesitését, az ember elemzi a szamitastechnika segitségével kapott
eredményeket, végiil az ember hozza a végs6 dontést. A modellek rendszere segit a leg-

* A cikket Fedorenko akadémikus négy cikkéb6l, melyeket az APN hirtigynokség boesdj-
tott rendelkezésiinkre, Andorka Rudolf szerkesztette, vonta dssze. Forditotta Vari Judit.
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jobb déntés kivalasztdsdban a gazdasdgi fejlédési utak sok valtozata koziil. Vagyis nem
csak a gép, hanem egy ember— gép rendszer miikodik.

Bemutatok egy konkrét példdt. A kilencedik 6téves terv (1971 —1975) feldolgozdsdndl
sok tervvdltozatot vizsgaltak at. A tervfeladatokat, a lentrdl és fentrdl jové javaslatokat
tanulmanyoztik, mégpedig nem egyszer, hanem minden gazdasdgi fokon a vallalattol a
Szovjetunié Tervhivataldig. Végiil amikor gondosan dtolvastak minden mellette és ellene
sz6l6 érvet, kivélasztottik azt a varidnst, amely a nemzeti jovedelem emelkedését kb.
409, -ra irdnyozza el6, az egy fore esé redljovedelmekét koriilbeliil 309, -ra. A matematikai
kozgazdasdgtani modell segitségével megillapitottik, hogy az alapvet6 termelési alapo-
kat 509%,-kal kell emelni, a munkariforditisokat csak 5 —69%,-kal, igy a munkatermelé-
kenység koriilbeliil 36 —409,-kal fog néni. Meg kell mondani, hogy ilyen dltalinos és els6
latdsra nem bonyolult szamitdsi feladatot sem lehet matematikai kézgazdasdigtani model-
lek nélkiil megoldani. A tervfeladatokat részletezni kell, példdul az iparban t6bb mint 50
ezer nagy- és kozépvillalatra, ebben a gazdasdgi rendszerben csaknem 120 milli6 ember
dolgozik.

Milyen gyorsan tud (vagy fog) noévekedni a népgazdasdg? Minek a rovisdira lehet
novelni a nemzeti jovedelmet, melyek a termelés kiterjesztésének és a hatékonysdg néve-
lésének forrdsai?

lizekot a kérdésekot teszik fol mindenckelétt. A vilaszolk megtaldldsiban segitettek
a modellek, amelyek kapesolatot létesitenck a nemzeti jovedelem ndvekedése és a terme-
lési erdforrasok raforditasainak novelése kozott. Termdszetesen arra toreksziink, hogy
olyan mddszereket taliljunk a termelds kiszélesitésére, amelyek a legkisebb anyagi és
munkaraforditisok mellett a termdk lehetéler maximdalis novekeddését valtandk ki.

A tervezés toviabbi tokdletesitésének legfontosabb feladata a gazdasigi egyensily javi-
tidsa, olyan termékek termeldse, amelyek sziikségesek mds termékek termelésének novelé-
séhez és a lakossdg névekvé igényeinek kielégitéséhez. IShhez egész sor matematikai koz-
gazdasigtani modellt haszndlnak fel, koztiitk az dgazati kapesolati mérlegeket is. Az dga-
zati kapesolati mérleg fégondolata az, hogy minden dgazatot termelének és fogyasztdnak
tekint. Az dgazati kapesolati mérleg modellje egységes informidcio-rendszer a kolesonos
termékszallitisokrol minden termelési dgazat kozott, valamint a termelési dlloalapok
volumenérél és agazati szerkezetérdl, a munkaerGforrdsokrol, sth.

ligyébként a kdzvetett kapesolatoknak a népgazdasigban gyakran nagyobb a jelentd-
ségiik, mint a kdzvetlencknek. Ahhoz, hogy ruhat varrjanak Leningradban, kéolajat lkell
termelni Baskiridban ¢és ahhoz, hogy Togliattiban autot gydrthassanak, nemesak magit
az lizemet kell ellitni elektromos energidaval, hanem a magnyitogorszki fémkombindt hen-
germfiveit is és a jaroszlavli abronesiizemet ¢és sok mdist is. Az dgnzati kapesolatok mérlege
lehet6vé teszi, hogy ,legombolyitsuk™ az ilyen kapesolatok egész lincdt, kiszdimitsuk
egyes dgazatok fejlédésének kovetkezményeit.

Az dgazati kapesolatok modelljének segitségdvel kiszamithatd az adott végtermdékhez
szitkséges Ossztermdék, meghatdarozhaték a beruhdzdsok ¢s a munkaeréforrdsok, minden
egyes dgazat sziikséglete. Vannak mas modellek is, amelyek optimalizilisi feladatot olda-
nak meg: példaul meghatirozzik a t6ke, munkaerd és terimdszeti eréforrdsok optimdlis
elosztasit, és felhaszndlasiat, amely a legmagasabb népgazdasigi hatékonysigot bizto-
sitja. Illyenek a szovjet gazdasdg dltalinositott ,,formuldi”, a szovjet egységes népgazda-
sagi tervek mogalkotdsi technologidjanalk ,,legfelsébb foki” matematikdja. Ismdétlem,
ezek csak részei a matematikai modellezés dltalinos rendszorének a szovjet gazdasigi
tervezésben.

A népgazdasigi modeliek mellett alkalmaznak dgazati és tizomi matematikai kozgaz-
dasigtani modelleket. Példdul az dsvinyolaj bianydszat és feldolgozis 1971 1975, évi
fojlesztési és teriileti elhelyezdsi terve, amelyet az () eljardsok figyclembevételével szami-
tottak ki, a hagyominyos eljardssal késziilt dgazati tervnél 800 millié rubellel jovedelme-
z6bbnek bizonyult.

Az SzKP XXIV. kongresszusanak irdnyelvei elSirinyozzilk, hogy 1975-re az orszig
dsvanyolajtermelését 480 500 millié tonndra, a kiilonboz6 olajtermdkek termelését pedig
miisfilszeresére noveljék. Kzek a népgazdasig fels6szintii tervmutatoi. A tervezési mun-
kik kivetkezs folin, dgazati szinten hatiroztik meg az (j és felijitds eldtt dlld dsviny-
olajfeldolgoz iizemek helyét és alapvett jellemzbit, az olajkutak kihaszndlisi hatékony-
sdga fokozdsdnak redlis lehet6ségeit, sth. A kiilonbozé viltozatokat komputereken szi-
moltik ki, a termelds fejlesztésének és teriileti olhelyezdésének optimalizilé modelljével.
F6 meghatirozé tényezoként szerepelt a nélkiilozhetetlen olajtermékek mennyisége és
vilasztéka, a nyersanyaglelShelyek tdvolsdga, 4 szdallitéeszkozok megléte vagy sziiksé-
ségessége, a kiilonbozd koltségek csokkentése, a termék jovends fogyasztdinak cime, a
munkaeréforrasok és még sok mas tényezd.
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Sok nagy gazdasagi fontossdgt feladat hasonlé megolddsdt lehetne még felsorolni az
anyagi termelés egész sor dgazatdban. Csak azt jegyezziik meg, hogy az olyan egységes
gazdasdgi szervezet keretei kozott, amilyen a szovjet gazdasdg, hidnyoznak a magdnérde-
kek korldtai, nincs konkurrenciaharc. Nem meriilnek fel nehézségek a fejlesztésre kijelslt
teriiletek felhaszndlasdval kapesolatban sem. A f6ld a szocialista tdrsadalomban &llami,
Ossznépi tulajdon, ezért felhaszndlisdénak kritériuma a fold és minden egyéb természeti
eréforrds ésszer(i kihasznildsa. Az ilyen feladatok megolddsdndl a tdrsadalmi problémdk
komplexumit is figyelembe veszil, amilyenek: a lakdselldtottsdg, a lakossdgi és kulturdlis
szolgidltatdsok szférdjinak fejlesztése, a természeti kornyezet védelme, sth. Az dgazati
modellek dltaliban — példdul fenti példdban (amely az dsvdnyolajipar optimélis fejlesz-
tésére vonatkozott) — elég bonyolultak. A kiinduld informdcié volumene az adott esetben
koriilbeliil hiiszezer mutatét tett ki és a viltozdk szdma csak egy szdmitdsi szinten
koriilbeliil hdromezer volt. A sokszoros elektronikus-szamitogépi ,,lejdtszds” eredménye
azonban igazolta az 1j modszer nagy értvékét.

A fenti példiban gy oldottdk meg a feladatot, hogy a beruhdzdsok és a folyé koltségek
minimumat érjék el, amelyek az dsvinyolaj banydszatival és feldolgozdsdval és a kész-
termék eladdsival kapesolatosak. Vagyis optimum-kritérium a minimélis rdaforditds volt.
Az dgazati modelleknél igen gyakran vélasztjik ezt az optimum-kritériumot. Sok esetben
azonban az optimum-kritérium a maximadlis nyereség, amelyet az dgazat fejlesztésének
eredményeképpen kapni lehet. A modell azt a tervvdltozatot vdlasztja ki, amelyik a nép-
gazdasdgnak a legnagyobb hasznot hozza és a leggyorsabban kielégiti a lakossdg sziikség-
letét jO mindségii drukbdl.

Hogyan és miért valasztottik példdaul éppen Togliatti vdrosdt a Volgdn az orszdg leg-
nagyobb szemdlyautégydra foldrajzi telephelyéiil ? Ennek a komplexumnak a létesitésére
az orszag sok virosa dllt rendelkezésre. A jeloltek listdjan szerepelt Kijev és Minszk,
Gorkij és Belgorod, Jaroszlavl és Togliatti. Mindegyiknek megvolt a sajit és elég stlyos
erve.

A termelés lehetséges gazdasdgi mutatéinalk, az épitkezési feltételeknek és egyéb ténye-
z6knek hasonld adatait vették fel a matematikai kizgazdasdgtani modellbe. Elektronikus
szamitogépen kiszamitottik a viltozatokat, amelyek esillagdszati szdmokat tartalmaztalk:
a gépkocesik termelésének és eladdsdinak kilatdsairsl, a vallalat épitkezdési raforditdsairol
és a lakds-kommunilis feltételekrél az épitdk és a jovendd dolgozdk szdmdra, stb. A szdmi-
tdsok megmutattik, hogy az iizem Belgorodban 20, Gorkijban 75, Jaroszlavban 85 millio
rubellel lett volna drdagabb.

Az dgazati modelloknek nemesak perspektivikus jellegiik lehet, hanem a termelés
operativ irdnyitdsinak javitdsdt is lehetévé teszik. Segitségiikkel példaul az anyagi-
miiszaki ellitdis szervei most dsszekapesoljik a termékek szdllitéit és fogyasztoit, tgy,
hogy a szillitdsi raforditdasok kisebbek lettek. Olyan koriilmények kozott, amikor szdz
és ozor szillitod és fogyasztéd van, kapesolataikat nem korldtozza a magéntulajdon, és az
utvonalakat Osszdallami ésszer(iséggel hatdrozzdk meg, azok raciondlis osszekapesoldsa
kiilonlegesen nehéz feladat. Ennek modellje szdz és ezer egyenletet tartalmaz, amelyek
megoldisa még a hatalmas elektronikus sziamitogépek szémdra is munkaigényes. Szokvi-
nyos kézi modszerrel az ilyen feladatok dltaliban nem megoldhaték. Még az igen tapasz-
talt anyagbeszerz6k leggyakorlottabb intuicidja is er6tlennek bizonyul ilyen esetekben.

Ma sok milli6 tonna termék elosztisa az egész orszdg viszonylatdban az elektronikus
szamitogépek segitségével torténik. 1z a gazdasdgnak tizmillié rubeleket hozott évente
a teherszallitdsban és felszabaditotta a vasuti vagonok ezreit és kozuti szdllitéeszkozoket.

Sok feladat megolddsit segitik az iizemen beliili tervezési modellek. Hogyan lehet pél-
ddul a legésszeriibben megterhelni a hengermtiveket a fémmiiben ? Hogyan lehetne a leg-
Jobban megszervezni a panelek szdllitdsdt a hizgydrbol az épitkezésekre, hogy azok id6ben
érkezzenek és az autd keriils ttja a legkisebb legyen? )

Hogy mit adnak, azt akdr az els6 ilyen feladaton meg lehetne mutatni. Az elszémoldsok
eredményeként sikeriilt azonos kapacitdson az ontvénytermelést 7109 -kal novelni.
Hogy a szokdsos titon akkora ndvekedést érjiink el (1j hengermfivek bedllitdasdval és a
meglevik rekonstrulkei6jival), évekre és millids beruhdzdsokra lett volna sziikség. A szov-
Jot kozgazddszok mint az egész népgazdasdgban, a véllalatokndl is arra torekszenek,

0gy egyesitsék az egyes feladatok megolddsdra konstrudlt modelleket a modellek koleso-
nosen Gsszekapesolt rendszereibe.

Felhaszndljik a matematikai kozgazdasdgtani modelleket a prognézis készitésben is.
Kiilsnssen fontos ez a feladat napjainkban, amikor a tudoményos felfedezések radikdlis
termelési véltozdsokat hoznak magukkal, amikor erésddik az emberi tevékenység hatésa
& kornyezetre. Ezért mind sziikségesebb, de mind nehezebb is el6re litni a ma hozott
déntések tavolabbi kovetkezményeit. Hogy értékelhessiik a vdrhaté eredményeket,
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hosszutiavi prognozisokat kell alkotni, és ezek felhasznaldsdval kell a tavlati terveket fel-
épiteni.

A Szovjetunioban kiilonféle gazdasdgfejlesztési prognozisok tapasztalatait gy(ijtotték
Ossze. A rovidtavia prognézisok példdul a mezégazdasigban terjedtek el. A nyir elején
meghatiarozzak a terméskilatasokat és ezen az alapon terveznek meg egy sor gazdasdgi
intézkedést: a betakaritdsi technikat az tizemanyagsziikségletétdl a betakaritdsban résztvev
munkisok anvagl Osztonzé pénzkiutaldsainak elosztdsaig. A kozéptava progndzisokat
dgazati szinten és az egész nepgn/(lusugﬂbun alkalmazzik. Igy I)bl(lillll a technikai haladdst,
anovekedési iitemet, a termelés és a nemzeti jovedelem volumenét, sth. szamitjak elore.

A hosszatavi prognozisok napjainkban a Szovjetunioban a komplex tervezési rendszer
kotelez elemévé vialtak. Rendszerint hosszabb id6szakot dlelnek fel, mint a tervek, ame-
lyeknek megalapozasiara konstrudltak 6ket. Most késziilnek példaul prognoézisok az tko-
16gia, az dsvinyi eréforrdsok teriiletén a XX, szizad elsé negyedére. Ha a prognosztizilds
modszerérol beszéliink, ez két alapvetd részt tartalmaz: az extrapoldciéo modszerét, — azok-
nak a tendencidiknak a jovobeli folytatisat, amelyek a miltban alakultak ki, ¢s az oksiagi
kapesolatok elemzését, ahol gazdasdgmatematikai modelleket haszndlnalk fol.

Az Okonometriai Tarsasiag 1974 évi téli szemindriuma
Dobogokdn

Az Okonometriai Tarsasdg curépai dllandd bizottsdgdinak rendezésében évente sor
keriil az in. téli szemindriumra, £z a rendezvény a szakma fiatal miivelGinek taldlkozi-
sit, eszmecsercjét hivatott elémozditani. A szemindrium résztvevoit az curdpai dllandd
bizottsdg egy albizottsdga hivja meg. Az albizottsig Kurdpa kiilonbozo régioit képvisel
tagokbol all. Az albizottsig Osszetétele hdrom évente forgdszinpad szerien viltozik.
[Ebben az évben az albizottsdg elndke Wacelbroeck professzor volt, a keleteuropai régid
képviselGje: Kornai Jinos

A szemindriumon vald részvétel egyik alapfeltétele, hogy a meghivott még kordbban
nem vett részt ilyen rendezvényen. Vagyis mindenki szdmidra csak egyszer Jnlul szOba a
fiatal 6konométerek dsszejovetelén vald szereplés. A szemindrium targya dltaldban nines
elére megkotve. A résztvevik egy része eléaddst tart sajat eredményeirdl, amit a jelen-
levok megvitatnak. A szemindrinm létszéma dltaldban nem tobb 30— 40 f6nél; beleértve
a munkdt irdnyitod szenior tagokat is.

Az Okonometriai Tarsasig vezetGsége, az 1973-ban tartott osloi eurdpai konferencia
alkalmaval annak a szindékanak adott kifejezést, hogy szivesen rendezné Magyarorszi-
gon a legkozelebbi téli szemindriumot. Egyrészt azért, mert az 1972-es, Budapesten ren-
dezett, eurdpai konferencidanak igen kedvezd nemzetkozi visszhangja volt, Masrészt azért
is, mert ennek a rendezvénynek bizonyos anyagi eredménye volt, és a Tarsasdg tigy gon-
dolta, hogy ennek a megtakaritdsnak egy részéhol fedezi a téli szemindrium  koltségeit,

A Magyar Kozgazdasigi Tarsasdg KInoksége a Matematikai Kozgazdasigi szakosztaly
javaslatara hozzdajarult ahhoz, hogy a szemindrium, mint tdrsasdgi rendezviény kapjon
Jogi formit ¢s ezzel az illetékes hatosdgok is egyetértettek. Ilyen el6zmények utdn ke-
rillt sor a résztvevok meghiviasira. Annak cllenére, hogy a meghivélevelek esak novem-
ber végén, december elején érték el a cimzette |(l' a vilaszok minden orszdghol poziti-
vak voltak. 34 meghivott fogadta el o meghivist és koziilitk 28-an részt is vettek a szemi-
narinm munkdjiban.

A résztvevok orsziagonkdénti megoszlisa a kovetkezd volt:

Anglia: 3, Belgium: 2, Dania: 2, Finnorszig: 1, Franciaorszdg: 3, Lengyelorszig: 4,
Mugvnmr\-:'/ziu' 4, NDK: 2, NSzK: 2, Norvégia: 1, Svdje: 1, Szovjetunio: 3.

A szemindriumon 14 eléaddas hangzott el. A v ita Altaliban agy folyt, hogy a résztvevik
elézetesen megkaptik az eléadis teljes szovegét, Kz jelentésen hozzdjdarult a vita élénki-
téséhez, ami idénként majdnem szenvedélyessé is valt.,

Az el6adok orszagonkénti megoszlasa: Anglin: 2, Belgium: 2, Franciaorszdig: 2, Len-
gyelorszdg: 2, Magyarorszig: 3, Norvégia: 1, Svdje: 1, és .\‘/()\J(tunm L.

A szoc mhqtu orszagokbol (lk("l()l\ eléaddsai tobbségiikben a népgazdasdgi tervezds
problémakéréhez kapesolodtalk. Igy W. N. Pavlov (Novoszibirszk) az énkoltségesokkents
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beruhdzdsok népgazdasigi hatékonysdganak meghatdrozdsara szolgalé modellt mutatott
be, amely a dinamikus input-output technikét hasznalta fel. Sivdk Jézsef arrél a kutatés-
rol szamolt be, amelyet a Tervgazdasdgi Intézetben folytatnak gazdasdgi rendszerek
autoném vezérlésével kapesolatban. Szepesi Gyorgy a hosszttdvi népgazdasdgi tervezés-
ben jelentkezd drtervezési problémdkrol beszélt. B. Suchecki azt a kutatdst ismertette,
amely Lengyelorszdgban a lakossdgi kereslet egyenleteinek 0konometriai becslése érde-
kében folyt, illetve folyik. W. Sledzinski (Poznan) és Strausz Péter elfaddsai inkdbb
technikai jelleglick voltak. )

Nehezebb 6sszefoglalni a nyole nem szocialista orszaghdl érkezé eladd témadit. A leg-
diontébb kiilonbség az elobb emlitett eléaddsokkal szemben az, hogy sokkal elméletibbek
és tavolabb dllnak a gazdasag tényleges problémaitol.

Amikor azt mondjuk, hogy ezek az eléaddsok sokkal inkdbb elméleti jellegiick, akkor
egyszerre dllitunk bizonyos pozitivumot és negativumot is. A pozitivam, hogy szélesebb
matematikai fegyverzettel dolgoznak és koézben modelljeik vilagdban érvényes 1j téte-
leket is bebizonyitanak. A negativam, hogy a modellek érdekesnek t{innek ugyan, de
gyakran rendkiviil vitathat6, kozgazdasigilag alig helytdllo feltételezésekbdl indulnak ki.

Példianak megemlitjitk (. Fuchs igen magasszinvonald eléaddsdat, amelyben rendkiviil
bonyolult differencidl-topologiai eszkdzokkel dltaldnositott tételeket gazdasdgi rendsze-
rek egyensulyi dllapotainak folytonossigirol. A vitdban egyesek felvetették, hogy mi az
értelme az ilyen vizsgdlatoknak. A szerzé — joggal — azzal érvelt, hogy ha van vala-
milyen modelliink, akkor sziilkséges, hogy ismerjitk modelliink matematikailag igazolhato
tulajdonsdgait. Kzek kozott pedig alapvetd jelent6ségli az, hogy a koriilmények nem
tal jelentds megvaltozdsa esetén az egyensulyi helyzet jelentdsen vagy csak kis mérték-
ben mozdul-e ki a helyérdl. Egy modell ,jo viselkedéséhez” elengedhetetlen bizonyos
folytonossdgi tulajdonsdg vélte a szerz6. A vitapartnerei ezzel szemben amellett kar-
doskodtalk, hogy egy modell nem ,,attél j6 hogy folytonos, hanem attol, hogy feltétele-
zései a gazdasdgi valdsig redlis absztrakeiéit tiikrozik.

A szemindrium legnagyobb vitdjat Jean Pascal Benassy: ,,Neo-Keynesian Theory of
Disequilibrium™ cimii rendkiviil figyelemremélté tanulmédnya véltotta ki. A szébanforgd
eléaddsban a szerz6 néhdany részletet ismertetett ,,Disequilibrium Theory™ cimii 1973-ban
késziilt tanulmdnydbol. Benassy formdlisan is kezelheté modelleket igyekszik feldllitani
a gazdasdgban fellépd nem-egyensilyi helyzetek vizsgdlatdra. Donté fontossdga szerepe
van gondolati rendszerében a pénz szerepének. Benassy nem akdrmilyen gazdasdgot
modellez, hanem egy — mind mondja — monetiris gazdasdgot. Olyan gazdasdgot, amely-
ben létezik pénz és ennek a pénznek az a szerepe, hogy drukat csak pénzért lehet venni,
illetve eladni.

Marxista kizgazddszok el6tt jol ismert, hogy a pénz kialakuldsa hogyan rejti magd-
ban a vilsdgok keletkezésének elvont lehetéségét. }gy nem meglepd, hogy a kilonbozs
neoklasszikus dramlatok jelenlevd képviseléi mindenekel6tt a szerzonek fent idézett
kiindulé pontjit birdltdk ¢s arra akartdk rdbeszélni, hogy helyettesitse azt , dltaldno-
sabb”, formdlis kezelés szempontjiabol | elegiansabb’ feltételezéssel, amely specidlis eset-
ként magdiban foglalja a pénz létezésének a feltételezését.

Voltak akik igy dérveltek: Mi az hogy pénz? Semmi méds, mint bizonyos korlitozdsa
annalk, hogy a kiillonboz6 joszigok terébél milyen irdnyban lehet kijutni. Ha azt mondjuk,
hogy van néhdny kitiintetett irdny, amelyeket az jellemez, hogy kizdrélag azok mentén
lehet kijutni: ez tokéletesen megfelels feltételezés. A szerz ennek egy specidlis esetét
alkalmazza: nevezetesen azt, amikor a fenti értelemben vett kitiintetett irdnyok szdma
pontosan egy.

Benassy nem hagyta magit az ,elegénsabbra’ ribeszélni és kovetkezetesen ragasz-
kodott kiindulépontjihoz: ahhoz, hogy vizsgdlatdnak semmi koze a naturdlis gazdasdg
Jjelenségeihez és hogy éppen a pénz piacdnak elkiilonitése az Osszes tobbi dru piacatol
teszi lehotGve ()lyunAmodullnk felépitését, amelyckben a nem egyensily lehetdsége gy
Jelenik meg, mint nagyjibol a tényleges gazdasdgban.

Emlitésre érdemes, hogy Benassy fogalomalkotdsaiban felismerheté Kornai Anti-
equilibriumgnak hatdsa. Ugyanakkor munkdja kisérlet olyan feladatok tényleges meg-
Oll‘hisxiru, amelyek Kornaindl csak felvetve jelentkeznek. (Szeretnénk majd Benassy ered-
Meényeire a SZIGMA hasdbjain érdemben is visszatérni.)

A szemindrium utolso estéjén — ezirdnyd hagyomdnyainkat kivetve konzultacios
l"'l""‘~)3l7‘-;.((" biztositottunk a kiillfoldi résztvevoknek, hogy kotetlen formdban vilaszt
kaphassanak a szocialista épitémunkdnkkal Osszefiiggd barmilyen kérdésiikre. A kérdé-
sekre a szemindrium hazai szervez6i: Augustinovies Mdria és Bod Péter vilaszoltak.
A késh éjszakiba nyuld bariti beszélgetés valamennyi résztvevében azt a benyomést
keltette, hogy az Econometric Society 1974. évi téli szemindriuma nemcsak érdekes,
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tanulsigos tudomdnyos esemény volt, hanem hozzédjérult ahhoz is, hogy kiilonboz6 or-
szigok szakemberei jobban megismerjék egymadst, személyes ismeretségeket, bardtsigo-
kat kosseneck. A szemindrium egész légkore az utdbbi években megjavult eurépai kozérze-
tet tiikrozte, és a maga szerény korében biztosan hozzd is jarult tovibbi javuldsdhoz.
B. B

Az Okonometriai Tarsasag vildgkongresszusa

(Elézetes tdjékoztatds)

1975 augusztus 20-t61 26-ig keriil megrendezésre az Okonometriai Térsasdg harmadik
vildgkongresszusa Torontdban.

A kongresszus tudomdnyos programjit negyventagli nemzetkozi programbizottsdg
késziti el6. A programbizottsig elnike

Prof. Mare Nerlove
Department of Idconomics
Northwestern University

629 Noyes St.

Evanston, Illinois, 60201 USA

A program kozéppontjaban négy iinnepi nagyelbadds és 2025 vitdval egybekitott
meghivott el6adds dll majd. Ezekhez kapesoléddan kb, 250 benyujtott el6adas keriil a
programra, amelyeket pdrhuzamos szekeidkban fognak ismertetni.

A Programbizottsig felhivta mindazokat, akik el6addst kivdnnak benytjtani, hogy
ezirdnyt szandékukat kozoljék a programbizottsdggal. A jelentkezésen fel kell tiintetni
a szerz6(k) nevét és eimét; az elbadds teljes eimét, valamint esatolni kell az el6adds kb.
150 szavas angolnyelv(i kivonatdt.

Az el6készité munkik egyszer(isftése érdekében a jelentkez6ket arra kérik, hogy ne a
programbizottsdg elndkével kezdjenek kozvetleniil levelezést, hanem a programbizottsdg
valamelyik tagjival. A programbizottsdg teljes névsorit az Iconometrica kozolni fogja.

A jelentkezGk biérmelyik programbizottsigi taghoz fordulhatnak. Célszer(i azonban
vagy személyes ismer6snek, vagy az el6adds témakorében tevékenykedd személyiségnek,
vagy a szerz foldrajzi régidja szerint illetékes programbizottsdgi tagnak irni. A Kelet-
europai régiét egyelbre

Prof. Krysztof Porwit
Institute of Planning
Warsaw, Poland

Bod Péter
MTA Matematikai Kutaté Intézet
képviselik a programbizottsigban.

A Magyar Kozgazdasdgi Tédrsasdg matematikai-kozgazdasdgi szakosztialydinak vezets-
sége elhatdrozta, hogy megvizsgilja, milyen médon tud anyagi eszkiozoket elGteremteni
arra érdemes magyar szakemberek részvételének tdmogatdasdara. Minthogy a legszeren-
csésebb esetben is legfeljebb egy-két kiutazds tdmogatdsdinak a lehetéségével szamolha-
tunk: az esotleg rendelkezésre Al eszkozok felhaszndlisdrol a Szakosztdly vezetésége
pélydzat alapjan fog donteni. A pdlydzati hirdetményt akkor tessziik esak kozzé, ha mdr
sikeriilt majd a lehetGségeket tisztdzni.

Felhfvjuk érdekelt olvaséink figyelmét: a tdmogatdsnak minden bizonnyal feltétele
lesz az, hogy a pédlyédzé el6addsit a nemzetkizi programbizottsdg elfogadja. Az el6adds-
kivonatok bekiildésének nines formdlis hatdrideje. Azonban a kordbban bekiildstt je-
lentkezések 6hatatlanul bizonyos el6nyt élveznek. A programbizottsdg 1975 els6 negye-
dében dont véglegesen az elfogaddsokrol. Kzért legkés6bb az év végéig célszerii jelent-
kezni.

Végiil szeretnénk figyelmeztetni arra a koriilményre is, hogy az Okonometriai Térsasdg
anyagi eszkozeibsl fedezett tdmogatdsra csak a Téarsasdg tényleges tagjai tarthatnak
igényt. Tagsdgi tigyekben Dr. Marton Addam (KSH), az Okonometriai Tdrsasdg hazai
tagszervezbje ad felvildgositdst.
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