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MARTINGALMERTEKEK ES A VARHATO
DISZKONTALT JELENERTEK SZABALY!

MEDVEGYEV PETER
Budapesti Corvinus Egyetem

A dolgozatban a legegyszeriibb kérdést feszegetjiik: Hogyan kell az arakat
meghatarozni véletlen jovébeli kifizetések esetén. A targyalds némiképpen
absztrakt, de a funkciondlanalizis néhany kozismert tételén kiviil semmilyen
méas mélyebb matematikai teriiletre nem kell hivatkozni. A dolgozat kérdése,
hogy miként indokolhaté a varhaté jelenérték szabalya, vagyis hogy minden
jovébeli kifizetés jelen id6pontban érvényes ara a jovobeli kifizetés diszkontalt
varhaté értéke. A dologban az egyetlen csavar az, hogy a varhaté értékhez
tartozd valdszinlségi mértékrdl nem tudunk semmit. Csak annyit tudunk,
hogy 1étezik a matematikai pénziigyek legtobbet hivatkozott fogalma, a misz-
tikus Q mérték. A dolgozat megirdsanak legfontosabb indoka az volt, hogy
megprobéltam kiiktatni a megengedett portfélio fogalméat a szarmaztatott
termékek drazasanak elméletébdl. Miként kozismert, a szarmaztatott termé-
kek arazasanak elmélete a fedezés fogalmara épiil. De milyen médon lehet
fedezni? Diszkrét és véges idéhorizonton a fedezo portfélionak egyediil 6n-
finanszirozénak kell lenni. Az Onfinanszirozés ilyenkor megadott definicidja
igen egyszeri és meggyéz6 [7]. Jéval nagyobb problémdt jelent azonban a
folytonos id6horizont esete. Ha eltekintiink is attol, hogy lehetetlen a fedezo
portfélioban a silyokat folytonosan valtoztatni két tovabbi probléma marad:
Egyrészt az onfinaszirozas definicidéjdban szerepld késleltetés, nevezetesen a
t és a t+ 1 idopontok szerepeltetése folytonos idéhorizonton matematikailag
nem értelmezhetd, masrészt, és ez a fontosabb, a duplazasi stratégia altal
definidlt mindig 1étez6 arbitrazs lehetOség kiiktatdsa miatt be kell vezetni
a megengedett portfolidkat, amely fogalomra a véges idopontot tartalmazé
modellek esetén, miként emlitettem, nincsen sziikség. Az elsé probléma meg-
kertilését avval szokds indokolni, vagy inkabb szonyeg ald s6porni, hogy az
Ito-kalkulus integralfogalma valamiképpen tartalmazza az 6nfinanszirozasban
szerepl6 id6pontkésleltetést. Hogy ez mennyire helyes, vagy helytelen, nem
érdemes feszegetni, ugyanis jéval nagyobb gondot jelent a megengedett port-
f6lidk bevezetése. Az irodalomban két megkozelités 1étezik: Az els6ben fel-
tessziik, hogy a megengedett portfélié alulrdl korldtos [1,2,3,6,16]. Ennek
kétségtelen elonye, hogy viszonylag egyszertien interpretalhatd, illetve em-
lékeztet a tényleges pénziigyi gyakorlatra: Adott valamilyen kezd6dsszeg,
amibdl gazdéalkodni kell, és amikor ez a kezdolimit elfogy, akkor a portféliot
le kell zarni. Ugyanakkor evvel azt érjik el, hogy az eladas, illetve a vétel
nem lesz azonosan megengedett, vagyis a fedez6 portfélidk halmaza nem lesz
linedris tér, hanem kup lesz, igy a szarmaztatott termékek arazasaban kulcs
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szerepet jatszé gondolat, miszerint a vevok és az eladok egyszerre vannak
jelen, elvész, és a vételi és az eladasi oldalon més és mas gondolatmene-
tet kell az ar indokldsakor alkalmazni. A maésik megoldés szerint pedig a
megengedett porfoliék azok a portféliok, amelyekre a porfélié értéke a koc-
kézatsemleges drrendszer esetén martingdl lesz [7,14]. A kérdés jogos: Miért
is? Nem éppen a martingalmértéket akarjuk bevezetni? Mi van akkor, ha
t6bb martingdlmérték van? Akkor melyik szerint kell a fedez6 portfélionak
martingdlnak lenni? FErre mintha nem lenne valasz. Kétségtelen, hogy a
megengedett portfélié ezen definicidja helyredllitja a fedezo portfélidk azon
tulajdonsagat, hogy a vevok és az eladok szempontjabdl a helyzetet azonosan
kezeli, de a korrekcié durvan matematikai, technikai jellegii és véleményem
szerint nagyon kilog a nevezetes 16lab.

1 Bevezetés

A pénziigyi elmélet legfontosabb, s6t taldn egyediili eszkbze a véarhaté je-
lenérték szabdly [4,5,9,13,17,18]. E rendkiviil praktikus és latszélag igen
egyszerl szabaly szerint egy jovOben esedékes kifizetéskor két tényezot kell fi-
gyelembe venni: Az id6tévot, illetve a kifizetés bizonytalansédgat. Az id6hori-
zonttol valé fliggést a diszkonttényezbvel szokas figyelembe venni. A jéovében
biztosan kifizetett Osszeg értéke a jelenben kevesebb, vagy legaldbbis nem
tobb, mint a jovOoben kapott érték. Hogy mennyivel kevesebb, az a piaci
szereplék id6vel kapcsolatos preferencidinak a fliggvénye. A jelen és a jové
kozotti transzformaciot megadd szorzoszam kozonséges arként viselkedik, és
elvileg semmiben nem kiilonbozik két egyszerre megvasarolhaté termék csere-
aranyatol. A kifizetés bizonytalansiga hasonléan miikddik. A médosité érték
a bizonytalansaggal kapcsolatos preferenciak dltal meghatarozott kereslet és
kindlat ered6je. Talan az egyetlen eltérés az, hogy a bizonytalansag fogalma
nehezebben ragadhaté meg.

A dolgozatban vizsgilt kérdés a kovetkezd: Ha (&) jeloli a & jovébeli
véletlen kifizetés jelen idopontban érvényes arat, akkor milyen tulajdonsa-
gokkal, illetve reprezentdciéval rendelkezik a 7 fiiggvény? Az drazé fliggvény
alapveto tulajdonsaga a linearitas. Bar ez nem teljességgel nyilvanvald, mégis
a pénziigyi modellekben mindig evvel a hallgatdlagos feltétellel éliink. Tovabbi
kézenfekvo tulajdonsdgnak tiinik a m nem negativitasa, vagyis ha £ > 0, akkor
m(€) > 0. Azonban ez a két feltétel egyszerre minden tovabbi megkdtés nélkiil
altalaban nem teljestilhet.

1. Példa. A valdszintiségi vdltozék L° terén dltaldban nincs a trividlistol
kiilonbozé nem negativ linedris funkciondl.

Jelolje LO a [0,1] szakaszon mérhetd fiiggvények Lebesgue-mérték szerinti
ekvivalenciaosztalyait. Az LY téren a topoldgiat a sztochasztikus konver-
genciaval szokas definialni, ugyanakkor vegyiik észre, hogy a linearis funk-
cionaloktol a folytonossagot nem koveteljikk meg. Megjegyezziik, hogy a
K = {¢ > 0} fiiggvények olyan kupot alkotnak, amely zért a sztochasztikus
konvergencidban, de a kipnak a sztochasztikus konvergencia altal generalt
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topolégidban nincsen bels6 pontja, igy a végtelen dimenzids szeparacios tétel,
a Hahn—Banach-tétel, nem alkalmazhaté. Tegyiik fel, hogy egy alkalmas A
linedris funkciondlra A(§) > 0, ha £ > 0, és egy alkalmas & > 0 fliggvényre
a = A(&) > 0. Nyilvanvaléan a A monoton, vagyis ha ¢ < 7, akkor
A(€) < A(n), ugyanis A(n) — A(€) = A(y — &) > 0. Ekkor a &x[0,1/2] és a
Cox(1/2,1] fiiggvények Osszege &y, amibdl a kettd koziil az egyikre a A értéke
> /2. Jelolje & az igy kapott fiiggvény négyszeresét. Vildgos, hogy & > 0,
és A(&1) > 2a. Felezziik meg az intervallumot és ismételjiik meg az eljérdst
a & -re, stb. Az igy kapott (&,) sorozatra az 1 = sup,, &, € L° fiiggvény
véges, ugyanis legfeljebb egyetlen olyan pont van, ahol a (&,,) sorozat tagjai
egy indext6l mar nem nulldk. Mivel &, < 7, ezért a A monotonitdsa miatt
2"a < A(&,) < A(n), amibdl A(n) = oo, ami lehetetlen, ugyanis a linedris
funkcionalok értéke definicio szerint véges. m|

2. Példa. A valdszintségi vdltozok L terén nincsen folytonos linedris funk-
ciondl.

Az el6z6 példa egyszerii médositasdval azonnal lathatd, hogy tetszdleges olyan
€o esetén, amelyre A(&) = a > 0, &0, és A(&,) — oo, amibdl a A
nem lehet folytonos a sztochasztikus konvergencidban, vagyis az L° téren
nem adhaté meg A # 0 a sztochasztikus konvergencidban folytonos linedris
funkcional. O

Az L9 tér a sztochasztikus konvergenciaval egy teljes metrizalhat6 linedris
tér. A metrikét az ||€]|, = E (|¢] A 1) képlettel definidlhatjuk. Nyilvénvaléan
lE+nlly < 1l + lInllg- A két példat a kiévetkezd egyszerti észrevétellel
kapcsolhatjuk Gssze:

3. Allitas. Legyen L C LY egy linedris tér, és tegyiik fel, hogy ha & € L,
akkor |¢| € L. Tegyiik fel, hogy az L-en adott egy ||&|| figgvény, amelyre

1. |I€ll = 0 és ||&|| = 0 pontosan akkor, ha & = 0.
2.l = 1=l
3. &+ mll < liEll + linll -

Ha a d(&,m) = ||€ —n|| tdvolsdgra nézve az L teljes metrikus tér, akkor az L
téren értelmezett minden nem negativ linedris funkciondl folytonos.

Bizonyitas. Legyen A az L téren értelmezett nem negativ linedris funkcionl,
és legyen (&, ) egy nulldhoz konvergdlé sorozat. Ez definici szerint azt jelenti,
hogy ||€.]] — 0. A linearitds és a nem negativitds miatt |A(£,)] < A(|€)])-
Elegendé tehat beldtni, hogy A(|¢,)|) — 0. Feltehetd tehat, hogy a &,
nem negativ. Elegendd belatni, hogy minden (&,) sorozatnak van egy (&,,)
részsorozata, amelyre A(E,,) — 0. Ha [|§,, ] < 27F, akkor a Y ey &y SOT
szeletei Cauchy-sorozatot alkotnak, ugyanis ha M > N, akkor

al al M M M
Do =] = X G < D lenl= > 20,
k=1 k=1 k=N+1 E=N+1 k=N +1
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Az L feltételezett teljessége miatt a sor konvergens. Legyen a sor 6sszege & -
Mivel a A nem negativ és &,, > 0, ezért

k=1

Mivel ez minden N-re igaz, ezért a >, ; A(&y, ) sor is konvergens, kovetke-
zésképpen A(E,, ) — 0. O

Az idaig tett megfontolasokbdl evidens, hogy ahhoz, hogy egy értelmes
pénziigyi elméletet tudjunk felépiteni, meg kell kévetelni, hogy a 7 értelmezési
tartomanya elég szlik legyen. Legegyszeriibben akkor jarunk el, ha feltessziik,
hogy a 7 arazé fiiggvény L értelmezési tartomanya egy alkalmas 1 < p < oo
kitevével egy LP(Q, A, P) tér?. Egy megjegyzés erejéig érdemes utalni azon-
ban arra, hogy bar a feltétel igen egyszerii, mégsem problémamentes, mert a
LP tér nem invaridns a matematikai pénziigyekben alapveto szerepet jatszo
mértékeserére. Ugyanakkor a két kézenfekvé alternativa, az L° és az L™
terek, bar invaridnsak az ekvivalens mértékcserére, egyikiik sem megfeleld,
ugyanis miként lattuk az L° térben nincsenek folytonos linedris funkcionslok,
az L>° térben pedig bizonyos értelemben tul sok is van beldliik, mivel miként
ismert az L terekben vannak olyan folytonos linearis funkcionalok is, ame-
lyek nem mértékkel reprezentdalhatéak. Tovabbi probléma forrasa, hogy az
L = LP feltétel hallgatélagosan megkoveteli egy P valészintiségi mérték 1étét.
Ennek szokasos interpretaciéja, hogy adott egy statisztikai valészintiségi me-
70, és feltételezziik, hogy az arfolyamok alakuldsa a klasszikus valdszinliség-
szamitasi modelleknek megfeleléen alakul, ami azonban csak részben tekint-
heto helyes feltételnek, ugyanis a pénziigyek elvileg, vagy inkdbb remélhetdleg
nem egy szerencsejiték?.

Az LP terekben minden folytonos linedris funkcionél integralként repre-
zentdlhatd, igy az L = LP feltétel legfébb oka/kovetkezménye az aldbbi
egyszeri észrevétel:

4. Lemma. Létezik, mégpedig egyetlen olyan, a P-mértékre abszolit folytonos
. mérték, amelyre w(§) = [, € dp.

Mivel a 7 nem negativ, ezért a p valédi mérték. Amikor a 7 értelmezési
tartomanyardl, az L-r6l megkoveteltiik, hogy linedris teret alkosson, akkor
hallgatélagosan megkoveteltiik, hogy az L elemei mar eleve diszkontalva van-
nak, ugyanis ellenkez6 esetben nem lehetne 6ket pénziigyileg értelmes médon
Osszeadni. Egy tovébbi trividlis megkotés/feltétel, hogy elvarjuk, hogy az 1
konstans kifizetés eleme legyen a lehetséges kifizetések L alterének és

lzw(l):/ﬂldu,

2 Altaldban p =2, de idénként a p = 1 esettel is taldlkozhatunk.
3Evvel kizarjuk a bizonytalansigot a pénziigyi modellezésbdl és kockizat létezését
tessziitk hallgatdlagosan fel. [17]
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vagyis a j valésziniiségi mérték. A matematikai pénziigyek szokasos jelolését
hasznélva a p reprezentalé mértéket Q-val fogjuk jelSlni. Erdemes nyo-
matékosan hangsilyozni, hogy az LP(Q, AP) és az LP(Q,.A,Q) terek nem
azonosak. A 7 értelmezési tartoménya tovébbra is az LP (2, A,P) tér. Hang-
sulyozni kell, hogy nem allitjuk, hogy a P és a Q ekvivalensek, vagyis hogy a
P és a Q alatti nullmértéki halmazok egybeesnek. Ennek megkoveteléséhez
sziikségunk lenne arra, hogy a 7 szigorian monoton novekedé legyen, vagyis
hogy minden P szerint nem nulla, nem negativ valtozé ara pozitiv legyen. Ezt
azonban nem koveteljik meg. Mivel a 7 arfliggvényt reprezentdlé mértékek a
P-re nézve abszolut folytonosak, ezt hallgatdlagosan, minden tovabbi emlités
nélkiil, mindig meg fogjuk kovetelni.

A megadott matematikai és kozgazdasagi megkdtések egytittesét a kovet-
kezo allitasban foglalhatjuk Gssze:

5. Tétel (Varhatoé jelenérték szabdly). A megadott feltételek esetén érvényes
a vdrhato jelenérték szabdlya, vagyis tetszoleges H jovdbeli kifizetés jelenbeli
w(H) drdra érvényes a

n(H) =E%(H)

reprezentdcid, ahol H a H diszkontdlt értéke és EQ a Q valdszintiségi mérték
szerint vett vdrhato érték operdtora.

Erdemes felhfvni a figyelmet arra, hogy a tétel meglehetésen semmit-
mondd, ugyanis nem tartalmaz semmilyen utmutatast arra, hogy hogyan
kell a Q mértéket egy modellben felirni, vagy a modell paraméterei alapjan
meghatarozni.

2 Martingalok és a varhaté jelenérték szabaly

A vérhato jelenérték szabédlynak van egy tavolrdl sem trivialis kovetkezménye.
Jelolje Q azt a mértéket, amelyet a varhato jelenérték szabdlyban hasznalni
kell. A vérhaté jelenérték szabdly pontosan azt allitja, hogy ilyen Q mérték
létezik. Legyen S valamilyen kereskedett termék* arfolyamat megadé szto-
chasztikus folyamat. Kézenfekvo kérdés, hogy az S milyen tipusu folyamatot
alkot a Q mérték alatt?

Természetesen kilonbozo ¢ idépontokban az S folyamat értéke kiilonb6z6
termék. Kézenfekvd megkovetelni, hogy nem csak fix idépontokban szdmol-
hatjuk ki az S értékét. Ha a 7 idépont véletlen, akkor jelolje S(7) azt a
véltozdt, amely éppen az S értékét adja meg a 7 (véletlen) id6pontban. Ha
T egy véges értékeket felvevé megdlldsi idS, akkor az S(7) természetesen
szintén egy 6nallé pénziigyi termék. Az S termék kereskedett, ami definicié
szerint azt jelenti, hogy a t = 0 id6épontban barmely fix, vagy az aktualis
kimeneteltdl fiiggé 7 idépontban esedékes értéke eladhatd, vagy megvehetd.
Jelolje R a diszkontélasra hasznalt folyamatot és jelolje S = S /R a diszkontalt
folyamatot. Tekintsiink két id6pontot: legyenek ezek t1 és to. Az S(t1) és

4Hogy mit tekintiink kereskedett terméknek, az a konkrét felépitéstél fiigg. Késébb a fo-
galom pontosabban definidlva lesz, ezen a ponton a fogalom még szandékosan definidlatlan.
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az S(t2) két kiilonbozd hataridés termék, amelyek 7 dra a vérhaté jelenérték
szabdly miatt a t = 0 id6pontban

m(S(t)) =ER(S(t1)), 7(S(t2))=EX(S(t2)) ,

ahol a Q fels6 index a varhato érték soran hasznéalt mértékre utal. Mi a kap-
csolat a két ar kozott? Megmutatjuk, hogy w(S(t1)) = w(S(¢t2)) [9]. Ehhez
elegend6 megmutatni, hogy a kozos érték éppen a kereskedett termék Sy-lal
jelolt t = 0 id6pontban érvényes aktualis ara. Ennek oka nagyon egyszeri.
A pénziigyi termékek, szemben a hagyomanyos termékekkel, koltségmentesen
tarolhatoak, ugyanis az id6bdl szarmazé értékvesztést mar a diszkontalaskor
figyelembe vettiik. A t; idépontban esedékes hataridés kifizetéshez az ingye-
nes tarolds feltétele miatt két eltéré6 modon is hozzdjuthatunk. Vagy at =0
idopontban Sy-ért megvessziik a terméket és kivarjuk a t; idépontot, vagy a
t = 0 id6pontban 7(S(tx))-ért megvesszik a t;, id6pontban valé ,hozzéférés”
jogat. Mivel mind a két esetben a t; idépontban azonos értékiink lesz, ezért a
kifizetett vételaraknak a ¢ = 0 idépontban is meg kell egyeznitik. Példaul ha
So < 7(S(tx)), akkor a hataridés terméket eladva, majd a kapott dsszegbél a
terméket magat megvéve, majd koltségmentesen tartva a t; idopontig biztos
profithoz juthatunk, annak ellenére, hogy a portféli értéke a t; idopontban
nulla. Mivel ezt barmilyen nagysagrendben megtehetjiik, végtelen profitra
tehetiink szert, amit definicié szerint kizdrunk®. Némiképpen mésképpen
fogalmazva, ha feltessziik, hogy a barmely jovoben esedékes nulla kifizetés je-
lenbeli dra is nulla, valamint megkéveteljik, hogy a 7 drazo fiiggvény linearis
legyen, akkor a kiilonb6z6 idépontokra vonatkozd hataridés termékek jelen-
ben esedékes ara meg kell hogy egyezzen. Kovetkezésképpen,

EQ (g(tl)) = 7T(S (tl)) = SO = 7T(S (tg)) = EQ (g(tg)) .

Mivel a t1,ts id6pontok lehetnek megallasi idok is, ezért a megéllasi opcidkrol
sz016 tétel alapjan igaz a kovetkezo allitas:

6. Tétel (Kereskedett termékek martingdlmértéke). Ha az S termék keres-
kedett, és a Q mérték esetén érvényes a vdrhatd jelenérték szabdly, akkor a
diszkontalt drfolyamokbol dllo S folyamat martingdl a Q mérték alatt.

Vegyiik észre, hogy a bizonyitashoz a varhaté jelenérték szabalyon kivil
csak azt hasznédltuk, hogy egy kereskedett termék barmely jovébeli idépontra
vonatkozé hatéridds kifizetésének jelenlegi ara fiiggetlen attdl, hogy melyik
jovobeli id6pontrdl van sz6. Ennek oka az, hogy a modell feltételezése szerint
minden pénziigyi termék koltségmentesen tarolhato, illetve, ugyancsak defi-
nicié szerint, a biztos végtelen profitot kizarjuk. Erdemes felfigyelni azonban
arra is, hogy hallgatélagosan feltettiik, hogy a piac igen fejlett: Tetszoleges

5Vegyiik észre, hogy a gondolatmenet a matematikai pénziigyekben kozponti szerepet
jatszé nincsen arbitrdzs feltétel egy igen enyhe verzidja. Vegyiik azt is észre, hogy a
gondolatmenetben kulcs szerepe volt annak, hogy mind a két irdnyban alkalmazhattuk.
Ugyanakkor, mivel explicite nem hivatkoztunk sem a lehetséges portféliok halmazara, sem
az arbitrdzs lehetetlenségére, a korabban emlitett technikai nehézségeket kizartuk, mivel
az artitralds lehet&ségét csak a legegyszerlibb esetben koveteltiik meg.
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megallasi id6 esetén a megdllasi idében lehivhaté hataridés terméknek van
piaca, kovetkezésképpen van ara.

7. Definicié. A Q mértéket az S kereskedett termék martingdlmértékének
mondjuk, ha az S diszkontdlt folyamat martingdl a Q alatt.

A martingdlmértékekkel kapcsolatos legfontosabb kérdés tovabbra is a ko-
vetkezé: Ha adott az S folyamat, miként, és milyen ¢ diszkontalt kifizetésekre
hatarozhatjuk meg a 7 fliggvényt? Természetesen ha egyetlen olyan Q mér-
ték van, amely esetén az S martingal és a & kifizetésre érvényes a diszkontalt
jelenérték szabaly, akkor a 7 fiiggvény értelemszertien a 7(£) = EQ(€) alakot
Olti. Ha azonban t6bb martingalmérték is van, akkor nyilvanvaléan csak az

inf_ EQE) <n(&) < sup E2()
QeM(3) QeM(S)

egyenlStlenség frhaté fel, ahol az M(S) az S diszkontalt arfolyam martin-
galmértékeinek halmaza, ahol értelemszertien martingalmértéken az olyan
mértékeket értjilk, amely alatt az S martingdl. Vagyis a diszkontalt je-
lenérték szaballyal kapcsolatos tovabbi fontos kérdés a kovetkezd: Mikor
létezik egyetlen martingalmérték? Az ezt biztosité feltételekre mint teljességi
feltétel szokas hivatkozni. Hangstlyozni kell, hogy a teljesség problémaja
abbdl ered, hogy a 7 értelmezési tartomanyat megadé L = LP térnek az
S(7) alaki megallitott valtozok altal generalt linedris tér esetlegesen csak
egy valédi altere, igy bar a 7 fliggvényt reprezentalé Q ezen az altéren adott,
de tobb olyan mérték is létezhet, amely lesziikitése erre az altérre a Q, igy
az altérre val6 leszlikitésbol a m nem rekonstrualhatoé.

8. Példa. A Black—Scholes modell martingdalmértéke.

A matematikai pénziigyek kedvenc modellje az tigynevezett Black—Scholes
modell. Errol elegend6 annyit megjegyezni, hogy a modellben két eszkoz van,
a diszkontéldsra haszndlt kotvény, amely arfolyamédnak alakuldsat a B(t) =
Boexp(rt) folyamat frja le, illetve az S(t) = Spexp((n — 02/2)t + ow(t))
arfolyammal rendelkezé részvény. A modellben az r, u, o, By és az Sy elére
adott konstansok és a részvény arfolyamat megadé folyamat képletében a w
egy Wiener-folyamatot jelol. A diszkontalt folyamat értelemszeriien

S(t) = % = g—ooexp((u—r - %Q)t—l—aw(t)) .

Mivel a képletben szerepel egy Wiener-folyamat, ezért létezik az S(t) alaku-
lasat megadd valamilyen (Q, A, P) valdszintiségi mez8. Az S(t) eloszldsa log-
normalis, és a lognormalis valdszinliségi valtozok varhaté értékére vonatkozo
képlet alapjan
P/c P o’ So
E”(5(t) = 5-E” (exp(N((n — 7 = )t V1)) = B, P =1)t)

Ha p # r, akkor a diszkontélt részvényarfolyam vdrhaté értéke nem konstans,
igy az S nem martingdl, kovetkezésképpen a w Wiener-folyamat mogotti
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valdszintliségi mezéhoz tartozo P valdszintiségi mérték a 7 ar funkciondl szem-
pontjabdl nem relevans.

A Black-Scholes modellel kapcsolatos legfontosabb matematikai kérdés
a kovetkezo: Létezik-e, mégpedig egyetlen olyan Q mérték, amely esetén
az S martingal? A létezéssel kapcsolatos kérdésre a valaszt az vigynevezett
Girszanov-formula [7,12] tartalmazza, de a legfontosabb gondolatok a Gir-
szanov-formula nélkil is megérthetoek: Egyrészt megmutathatd, hogy nincs
olyan Q mérték, amely alatt a diszkontélt drfolyam a teljes [0, c0) id6tarto-
manyon martingal lesz. Eppen ezért a Black—Scholes modellben fel kell tenni,
hogy az idShorizont egy véges [0, 7T idSintervallum. Vezessiik be a

N
g

jelolést és legyen

dQ o 1,
£= 2 oxp(- - @.
P exp( Ow (T) 26’
Ismételten a lognormalis eloszlas varhaté értékének képlete alapjan
dQ Lom 1o
A\ _ p (2 - T) =1
E(dP) exp( 26’ T+26’ ,

vagyis a Q szintén valdszintiségi mérték. Mivel a w fiiggetlen névekményti,

ezért
o d
At) = <d_§ | ft) =

vagyis a )
A(t) = exp(—6Ow(t) — 56’215)

folyamat martingdl. Ez masképpen a feltételes varhaté érték definicigja alap-
jén azt jelenti, hogy az F; o-algebrén a dQ/dP Radon—Nikodym derivalt
éppen a A (t), ugyanis ha F' € F;, akkor

prlgngﬁp@%mngﬁmmm.

Ha t < T, akkor minden F' € F; esetén
/E@qu/mﬂmmwz/EWQﬂMﬂu@wz
- [ EFGmA@) | Q.
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Ez a relacié éppen a Bayes-formula specialis esete. Ebbdl kovetkezGen

50 A0
=50 (3 50 1 7) =50

ugyanis az S és a A exponencialis alapjabél evidens, hogy a feltételes varhaté
érték mogotti kifejezések a w (T') — w (t) fliggvényei, és mivel a w fiiggetlen
novekményt, ezért a feltételes varhatd kiszamolasakor a feltétel elhagyhato,
és ha s =T —t, akkor

EP <exp((u—7‘— 02;62)s+ (0—0)w(s))> —

2462 1
:exp((u—r—a _2‘_ )s+§(0—0)23)=
2462 1
:exp((u—r—a + )s+—(o—t9)25):1.
2 2
Ebbél kévetkezben az S martingal a Q alatt. a

Miként megjegyeztiik, a Q martingdlmérték megtaldlasa csak fél siker,
mert nem tudjuk, hogy a martingalmérték egyértelmii-e vagy sem. Altaldban
a matematikai pénziigyek irodalmaban a martingalmérték létezése matema-
tikailag egyszeriibb és kézenfekvobb feltételnek tiinik. Sokkal kevesebbet tu-
dunk a teljességrol, vagyis arrdl, hogy mikor lesz a martingalmérték egyér-
telmii. Tegyiik fel, hogy sikeriilt talalnunk egy martingalmértéket. Milyen
termékeket tudunk segitségével bedrazni? Tegyiik fel, hogy az Sy érték is-
mert. Ekkor a martingalmérték tulajdonsag miatt az S(7) valtozok értéke is
ismert és miként megjegyeztiik 7(S(7)) = 7(S(0)) = S(0). Mivel a 7 linedris
funkciondl, ezért az dsszes & = co + ., ek (S(1) — S(7,—1)) alakii kifejezés
ara is ismert, nevezetesen a kifejezés dra éppen m(§) = ¢y, ugyanis a masodik
Osszeg ara a 7 linearitdsa miatt nulla. Eppen a martingal tulajdonsig miatt,
ha 7, > 7,_1 és a ¢, nem konstans, hanem egy 0, F. _, mérhetd, korlatos
valészintiségi valtozo, akkor a martingal tulajdonsag miatt, tetszéleges mar-
tingalmérték esetén

(0 (S(me) = S(7:-1))) = EQ(0u(S(m) = S(1-1))) =
=EEQ(0u(S(m) = S(16-1)) | Fril)) =
=EQOEX((S(h) = S(75-1)) | Fr_y)) =EX(04-0) =0

A sztochasztikus analizis irodalmaban az ilyen alaku kifejezéseket egyszeril
integrandusoknak szokas mondani. Ebbdl kovetkezoen az egyszert integran-
dusként el6allé valdszintiségi valtozék mindegyikére a w arfliggvény értéke
nulla. Mivel a 7 folytonos az LP(Q, A, P) tér norméjdban, ezért az egyszerii
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integrandusok Gsszegeként elé4ll6 valdsziniiségi véltozdk LP(Q, A, P) norma-
ban vett hatarértékeinek dra is nulla. Az egyszerii integrandusok 6sszegeként
el6alls valdszintiségi valtozok sztochasztikus konvergenciaban vett hatérérté-
keit szokas sztochasztikus integralnak mondani. Mivel a Csebisev-egyenlot-
lenség miatt az LP-konvergenciabol kovetkezik a sztochasztikus konvergencia,
ezért azt mondhatjuk, hogy az fOT 0(s) dS alaki sztochasztikus integréalként
el64llé valészintiségi valtozok egy részhalmazénak m ara nulla. A sztochaszti-
kus analizisben [6,12] részletesen térgyaldsra keriil, hogy milyen alaku folya-
matok esetén biztosithaté a sztochasztikus integral 1étezése, ugyanakkor jéval
kevesebbet tudunk arrél, hogy milyen tovabbi megkotésekkel biztosithato,
hogy ne csak a sztochasztikus konvergenciaban, hanem erdsebb értelemben
is, vagyis példdul az LP(Q, A, P) térben is konvergdljon az integral. Az ezt
biztosito alkalmas feltételek esetén érvényes a kovetkezd tétel:

9. Tétel (Derivativ drazas alaptétele). Ha valamely a T iddszakban esedékes
Hry kifizetés Hr diszkontdlt értéke elddll

FT=A+/OT6(s)d§ 0

alakban, ahol az integrdl a 7 folytonossdgat biztosits LP (K2, A, P) térben kon-
vergens, akkor

n(Hy) =m(X- 1)+7T(/0T6’(s)d§) =Ar(1)+0=A\.

A tételben szerepl6 (1) Osszefiiggés szokésos kozgazdasagi megfogalmazasa
az, hogy a Hr kifizetést sikeriilt 6nfinanszirozé médon lefedezni. A tétel sze-
rint az onfinanszirozé moédon fedezett pénziigyi tranzakcidk jelen pillanatban
érvényes ara éppen az indulé befektetés koltségével azonos. A matematikai
pénziigyek nem elhanyagolhaté technikai probléméi részben abbdl erednek,
hogy mikdzben a sztochasztikus integralas természetes matematikai élettere
az L° tér, addig a 7 4razé fiiggvények természetes élettere az LP tér. Az
ebbdl eredd konfliktus szamos nehéz érat okozott és valdsziniileg fog is még
okozni a teriileten tevékenykedd kutatoknak, és ugy tlinik, matematikailag
nem igen, vagy csak nagyon nehezen jarhaté [1,2,3].

Tovébbi kérdés lehet, hogy miként lehet a A értéket kifejezni a Hp és a
Q segitségével, ahol Q az S egy tetszbleges martingalmértéke. Ehhez ele-
gendd lenne azt biztositani, hogy a sztochasztikus integral egy tetszoleges Q
martingdlmérték szerinti varhaté értéke nulla legyen, vagyis hogy az integral
martingal legyen a Q alatt. Ez a sztochasztikus integralas masik nehéz tech-
nikai jellegli kérdésével fiigg Ossze, amely szerint egy martingdl szerint vett
sztochasztikus integral altaldban csak lokalis martingdl és nem valédi martin-
gal. Ha azonban a martingdlmérték egyértelmii, és a sztochasztikus integral
az LP (2, A, P) térben is konvergens, akkor ez a probléma nem 1ép fel, ugyanis

ilyenkor
T

w(/OTe(s)dE) =EQ(/O 6(s)d§) -0,
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kovetkezésképpen a nevezetes m(Hy) = EQ(Hr) drazé képlet, vagyis a disz-
kontalt jelenérték szabdly, ilyenkor teljesiil. Ha azonban a martingalmérték
nem egyértelmi, akkor mivel nincsen semmilyen garancia arra, hogy a szto-
chasztikus integral a Q alatt nem valddi lokdlis martingal, az integral varhaté
értéke a Q alatt nem feltétleniil lesz nulla.

De ezzel nincsen vége a technikai jellegli probléméknak. Miként donthetd
el egy a T id6szakban esedékes Hp kifizetésr6l hogy elallithaté-e megadott
(1) alakban? Elegendé-e ehhez az, hogy a Hr mérhetd legyen a S folyamat
altal generalt filtraciéra nézve? Az ezt garantald tételeket szokds integral-
reprezentécios tételnek mondani. Altaldban viszonylag enyhe feltételek mel-
lett biztosithat6, hogy valamely Hr rendelkezzen a kivant (1) eléallitdssal.
Ugyanakkor a sztochasztikus integralok konvergencidja csak sztochasztikus
konvergencidban teljesiil, és mikor biztosithaté az integrédlok LP normaban
valé konvergenciaja? Erre dltalaban nehéz bamit mondani.

10. Példa. FEurdpai call opcick drazdisa a Black—Scholes modellben.

A matematikai pénziigyek felvirdgozasa nagyrészt a kévetkezd problémé-
bol szarmazik: Legyen adva egy S részvény. Mi lesz a T id6pontban esedékes
Hp = (S(T)— K)* kifizetés t = 0 idépontban érvényes dra. Tegyiik fel, hogy
az S alakulasat a Black—Scholes modell irja le, és tegyiik fel, hogy létezik a
7 arazé fliiggvény. Természetesen meg kell mondani, hogy mi lesz a w arazoé
fliggvény L értelmezési tartomanya. A Black—Scholes modellben hallgatéla-
gosan azt tételezziik fel, hogy az (Q, A, P) mez6 éppen az S definicidjaban
szerepl6 w Wiener-folyamat altal generalt filtracié a T id6pontig bezardlag,
vagyis A = o{w (t) |t < T}, és példdul L = L2, vagyis az L a szérassal
rendelkez6 valtozokbol dll. A négyzetesen integralhatdsag feltételének nincs
jelentOsége, de a mérhetoség megkotése alapvetd. Megmutatjuk, hogy ezen
az elegenddéen sziik (€2,.A) mérhet§ téren a martingdlmérték egyértelmii.
Ebbdl kovetkezoleg, mivel a Hr mérhetd, és tobbek kozott van szérasa, ezért
n(Hy) = EQ(Hr). A martingdlmérték egyértelmiiségét a mar emlitett in-
tegralreprezentécios tétellel lehet megmutatni. E szerint a tétel szerint, ha
¢ négyzetesen integrélhatd, és mérhetd a o{w(t) | t < T} o-algebrara nézve,
akkor eléallithaté sztochasztikus integralként.

_ T
HTZ)\—F/ de,
0

mégpedig oly médon, hogy a sztochasztikus integral martingal®. Ugyanakkor
ez sajnos nekiink nem elegendé, ugyanis nem a w, hanem az S szerint vett
integralként valé elééllitasra van sziikségiink. Ahhoz, hogy ezt meg tudjuk
tenni, meg kell majd mutatni, hogy alkalmas (Q, .4, Q) martingdlmérték alatt
egy a masik w médon jelolt Q mérték alatti Wiener-folyamattal dS = o Sduw.
Erdemes hangsilyozni, hogy a w-ra valé attéréskor ugyancsak biztositani

ST6bb killonb6zé integralreprezentacids tétel is igazolhaté. A gondolatmenet lényege,
hogy az elballitdsban szerepld sztochasztikus integral valédi martingdl, nem csak lokalis
martingal.
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kell, hogy a w &ltal generalt o-algebra azonos legyen a w altal generdlt o-
algebrdval. A sztochasztikus integrdlokra vonatkozé asszociativitasi szabaly
alapjan minden, a Q mérték szerint négyzetesen integralhatd & valtozéra,
felhasznalva, hogy S > 0

T T oy Ty T
§=)\+/ Xd@z)d—/ —_anﬁz)H-/ —_dSé)d-/ 0ds ,
0 0 oS 0 oS 0
vagyis a £ reprezentalhaté onfinanszirozd portfolidval. Mivel a £ négyzetesen
integralhaté, az integralreprezentacios tétel biztositja, hogy a sztochasztikus
integral martingal legyen. Ha most a ¢ korldtos, akkor az EQ(¢ | ;) mar-
tingal korldtos, igy az fot 0dS = EQ( fOT 0dS | F,) folyamat szintén korlatos.
Ha most R egy masik martingalmérték, és y 4 egy tetszéleges A € A halmaz
karakterisztikus fuggvénye, akkor az integral elGallitasban szerepld integral
olyan lokalis martingdl az R alatt, amely korlatos, ezért az R szerint is mar-
tingdl. Az, hogy a sztochasztikus integral az R alatt lokalis martingal, abbdl
kovetkezik, hogy egyrészt a mértékcsere soran a sztochasztikus integralok
nem valtoznak, masrészt az S, a feltétel szerint, az R alatt is martingdl, és a
martingalok szerint vett sztochasztikus integralok lokalis martingalok. Ebb6l

T T
Q(A) = EQ()\+/ 6d§) — )= ER()\+/ 0d§) — R(A)
0 0
minden A € A esetén. Igy tehét a martingdlmérték az A o-algebrén egyér-
telmi. Egyuttal azt is igazoltuk, hogy nincs a Q mértéken kivil olyan masik
mérték, amely alatt az S esetleg lokélis martingal lesz, vagyis a Black-Scholes
modellben az alapul vett Wiener-folyamat altal generalt o-algebran nem csak
a martingdlmérték, hanem a lokélis martingalmérték is egyértelmdi. o

11. Példa. Amerikai opciok drazdsa.

Emlékeztetiink, hogy amerikai opcién olyan terméket értiink, amely ki-
fizetésének idopontjat a termék birtokosa hatarozza meg. Példaul az amerikai
put opcidk esetén az opcié birtokosa altal megvalaszthaté 7 idépontban a
termék értéke (K —S(7))", igy az opcid birtokosa ezt az sszeget kapja meg.
Mivel a lehivas id6épontja utélag nem hatarozhaté meg, a 7 megallasi ido.
Amerikai opcidk esetén tehat nem egy valésziniiségi valtozé a kifizetés, igy
kézvetlenill a 7 fiiggvény nem alkalmazhaté. Amerikai opcidk ardnak meg-
hatérozasakor abbdl szokas kiindulni, hogy az elad6é a H(7) alaki véltozdk
kozotti valasztas lehetGségét adja el, ahol H egy folyamat. Mivel a vevo
a H(1) valtozdk kozil barmelyiket valaszthatja, igy kézenfekvd, ha arként
az eladé a w(H (7)) lehetséges drak szuprémumét jeloli meg. Ha van Q
egyértelm{i martingdl mérték, akkor az ar sup, w(H(7)) = sup, EQ(H(7)).
Ha van olyan 7* optimalis lehivasi idépont, amelyre

sup 7 (H (7)) = sup EQ(H(r)) = max EQ(H(r)) = E}(H(r")) ,

akkor a w(H (7*)) a vevé altal is elfogadhaté, ugyanis nem fog szisztematiku-
san vesziteni. O
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MARTINGALE MEASURES AND THE LAW OF THE DISCOUNTED

PRESENT VALUE

In the article the author discusses some problems of the existence of the martingale
measure. In continuous time models one should restrict the set of self financing
portfolios and introduce the concept of the admissible portfolios. But to define the
admissible portfolios one should either define them under the martingale measure
or to turn the set of admissible portfolios to a cone which makes the interpretation
of the pricing formula difficult.



