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MARTING¶ALM¶ERT¶EKEK ¶ES A V¶ARHAT¶O
DISZKONT¶ALT JELEN¶ERT¶EK SZAB¶ALY1

MEDVEGYEV P¶ETER
Budapesti Corvinus Egyetem

A dolgozatban a legegyszer}ubb k¶erd¶est feszegetjÄuk: Hogyan kell az ¶arakat
meghat¶arozni v¶eletlen jÄov}obeli ki¯zet¶esek eset¶en. A t¶argyal¶as n¶emik¶eppen
absztrakt, de a funkcion¶alanal¶³zis n¶eh¶any kÄozismert t¶etel¶en k¶³vÄul semmilyen
m¶as m¶elyebb matematikai terÄuletre nem kell hivatkozni. A dolgozat k¶erd¶ese,
hogy mik¶ent indokolhat¶o a v¶arhat¶o jelen¶ert¶ek szab¶alya, vagyis hogy minden
jÄov}obeli ki¯zet¶es jelen id}opontban ¶erv¶enyes ¶ara a jÄov}obeli ki¯zet¶es diszkont¶alt
v¶arhat¶o ¶ert¶eke. A dologban az egyetlen csavar az, hogy a v¶arhat¶o ¶ert¶ekhez
tartoz¶o val¶osz¶³n}us¶egi m¶ert¶ekr}ol nem tudunk semmit. Csak annyit tudunk,
hogy l¶etezik a matematikai p¶enzÄugyek legtÄobbet hivatkozott fogalma, a misz-
tikus Q m¶ert¶ek. A dolgozat meg¶³r¶as¶anak legfontosabb indoka az volt, hogy
megpr¶ob¶altam kiiktatni a megengedett portf¶oli¶o fogalm¶at a sz¶armaztatott
term¶ekek ¶araz¶as¶anak elm¶elet¶eb}ol. Mik¶ent kÄozismert, a sz¶armaztatott term¶e-
kek ¶araz¶as¶anak elm¶elete a fedez¶es fogalm¶ara ¶epÄul. De milyen m¶odon lehet
fedezni? Diszkr¶et ¶es v¶eges id}ohorizonton a fedez}o portf¶oli¶onak egyedÄul Äon-
¯nansz¶³roz¶onak kell lenni. Az Äon¯nansz¶³roz¶as ilyenkor megadott de¯n¶³ci¶oja
igen egyszer}u ¶es meggy}oz}o [7]. J¶oval nagyobb probl¶em¶at jelent azonban a
folytonos id}ohorizont esete. Ha eltekintÄunk is att¶ol, hogy lehetetlen a fedez}o
portf¶oli¶oban a s¶ulyokat folytonosan v¶altoztatni k¶et tov¶abbi probl¶ema marad:
Egyr¶eszt az Äon¯nasz¶³roz¶as de¯n¶³ci¶oj¶aban szerepl}o k¶esleltet¶es, nevezetesen a
t ¶es a t+ 1 id}opontok szerepeltet¶ese folytonos id}ohorizonton matematikailag
nem ¶ertelmezhet}o, m¶asr¶eszt, ¶es ez a fontosabb, a dupl¶az¶asi strat¶egia ¶altal
de¯ni¶alt mindig l¶etez}o arbitr¶azs lehet}os¶eg kiiktat¶asa miatt be kell vezetni
a megengedett portf¶oli¶okat, amely fogalomra a v¶eges id}opontot tartalmaz¶o
modellek eset¶en, mik¶ent eml¶³tettem, nincsen szÄuks¶eg. Az els}o probl¶ema meg-
kerÄul¶es¶et avval szok¶as indokolni, vagy ink¶abb sz}onyeg al¶a sÄopÄorni, hogy az
Itô-kalkulus integr¶alfogalma valamik¶eppen tartalmazza az Äon¯nansz¶³roz¶asban
szerepl}o id}opontk¶esleltet¶est. Hogy ez mennyire helyes, vagy helytelen, nem
¶erdemes feszegetni, ugyanis j¶oval nagyobb gondot jelent a megengedett port-
f¶oli¶ok bevezet¶ese. Az irodalomban k¶et megkÄozel¶³t¶es l¶etezik: Az els}oben fel-
tesszÄuk, hogy a megengedett portf¶oli¶o alulr¶ol korl¶atos [1,2,3,6,16]. Ennek
k¶ets¶egtelen el}onye, hogy viszonylag egyszer}uen interpret¶alhat¶o, illetve em-
l¶ekeztet a t¶enyleges p¶enzÄugyi gyakorlatra: Adott valamilyen kezd}oÄosszeg,
amib}ol gazd¶alkodni kell, ¶es amikor ez a kezd}olimit elfogy, akkor a portf¶oli¶ot
le kell z¶arni. Ugyanakkor evvel azt ¶erjÄuk el, hogy az elad¶as, illetve a v¶etel
nem lesz azonosan megengedett, vagyis a fedez}o portf¶oli¶ok halmaza nem lesz
line¶aris t¶er, hanem k¶up lesz, ¶³gy a sz¶armaztatott term¶ekek ¶araz¶as¶aban kulcs
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szerepet j¶atsz¶o gondolat, miszerint a vev}ok ¶es az elad¶ok egyszerre vannak
jelen, elv¶esz, ¶es a v¶eteli ¶es az elad¶asi oldalon m¶as ¶es m¶as gondolatmene-
tet kell az ¶ar indokl¶asakor alkalmazni. A m¶asik megold¶as szerint pedig a
megengedett porf¶oli¶ok azok a portf¶oli¶ok, amelyekre a porf¶oli¶o ¶ert¶eke a koc-
k¶azatsemleges ¶arrendszer eset¶en marting¶al lesz [7,14]. A k¶erd¶es jogos: Mi¶ert
is? Nem ¶eppen a marting¶alm¶ert¶eket akarjuk bevezetni? Mi van akkor, ha
tÄobb marting¶alm¶ert¶ek van? Akkor melyik szerint kell a fedez}o portf¶oli¶onak
marting¶alnak lenni? Erre mintha nem lenne v¶alasz. K¶ets¶egtelen, hogy a
megengedett portf¶oli¶o ezen de¯n¶³ci¶oja helyre¶all¶³tja a fedez}o portf¶oli¶ok azon
tulajdons¶ag¶at, hogy a vev}ok ¶es az elad¶ok szempontj¶ab¶ol a helyzetet azonosan
kezeli, de a korrekci¶o durv¶an matematikai, technikai jelleg}u ¶es v¶elem¶enyem
szerint nagyon kil¶og a nevezetes l¶ol¶ab.

1 Bevezet¶es

A p¶enzÄugyi elm¶elet legfontosabb, s}ot tal¶an egyedÄuli eszkÄoze a v¶arhat¶o je-
len¶ert¶ek szab¶aly [4,5,9,13,17,18]. E rendk¶³vÄul praktikus ¶es l¶atsz¶olag igen
egyszer}u szab¶aly szerint egy jÄov}oben esed¶ekes ki¯zet¶eskor k¶et t¶enyez}ot kell ¯-
gyelembe venni: Az id}ot¶avot, illetve a ki¯zet¶es bizonytalans¶ag¶at. Az id}ohori-
zontt¶ol val¶o fÄugg¶est a diszkontt¶enyez}ovel szok¶as ¯gyelembe venni. A jÄov}oben
biztosan ki¯zetett Äosszeg ¶ert¶eke a jelenben kevesebb, vagy legal¶abbis nem
tÄobb, mint a jÄov}oben kapott ¶ert¶ek. Hogy mennyivel kevesebb, az a piaci
szerepl}ok id}ovel kapcsolatos preferenci¶ainak a fÄuggv¶enye. A jelen ¶es a jÄov}o
kÄozÄotti transzform¶aci¶ot megad¶o szorz¶osz¶am kÄozÄons¶eges ¶ark¶ent viselkedik, ¶es
elvileg semmiben nem kÄulÄonbÄozik k¶et egyszerre megv¶as¶arolhat¶o term¶ek csere-
ar¶any¶at¶ol. A ki¯zet¶es bizonytalans¶aga hasonl¶oan m}ukÄodik. A m¶odos¶³t¶o ¶ert¶ek
a bizonytalans¶aggal kapcsolatos preferenci¶ak ¶altal meghat¶arozott kereslet ¶es
k¶³n¶alat ered}oje. Tal¶an az egyetlen elt¶er¶es az, hogy a bizonytalans¶ag fogalma
nehezebben ragadhat¶o meg.
A dolgozatban vizsg¶alt k¶erd¶es a kÄovetkez}o: Ha ¼(») jelÄoli a » jÄov}obeli

v¶eletlen ki¯zet¶es jelen id}opontban ¶erv¶enyes ¶ar¶at, akkor milyen tulajdons¶a-
gokkal, illetve reprezent¶aci¶oval rendelkezik a ¼ fÄuggv¶eny? Az ¶araz¶o fÄuggv¶eny
alapvet}o tulajdons¶aga a linearit¶as. B¶ar ez nem teljess¶eggel nyilv¶anval¶o, m¶egis
a p¶enzÄugyi modellekben mindig evvel a hallgat¶olagos felt¶etellel ¶elÄunk. Tov¶abbi
k¶ezenfekv}o tulajdons¶agnak t}unik a ¼ nem negativit¶asa, vagyis ha » ¸ 0, akkor
¼(») ¸ 0. Azonban ez a k¶et felt¶etel egyszerre minden tov¶abbi megkÄot¶es n¶elkÄul
¶altal¶aban nem teljesÄulhet.

1. P¶elda. A val¶osz¶³n}us¶egi v¶altoz¶ok L0 ter¶en ¶altal¶aban nincs a trivi¶alist¶ol
kÄulÄonbÄoz}o nem negat¶³v line¶aris funkcion¶al.

JelÄolje L0 a [0; 1] szakaszon m¶erhet}o fÄuggv¶enyek Lebesgue-m¶ert¶ek szerinti
ekvivalenciaoszt¶alyait. Az L0 t¶eren a topol¶ogi¶at a sztochasztikus konver-
genci¶aval szok¶as de¯ni¶alni, ugyanakkor vegyÄuk ¶eszre, hogy a line¶aris funk-
cion¶alokt¶ol a folytonoss¶agot nem kÄoveteljÄuk meg. MegjegyezzÄuk, hogy a
K
±
= f» ¸ 0g fÄuggv¶enyek olyan k¶upot alkotnak, amely z¶art a sztochasztikus

konvergenci¶aban, de a k¶upnak a sztochasztikus konvergencia ¶altal gener¶alt



Marting¶alm¶ert¶ekek ¶es a v¶arhat¶o diszkont¶alt jelen¶ert¶ek szab¶aly 23

topol¶ogi¶aban nincsen bels}o pontja, ¶³gy a v¶egtelen dimenzi¶os szepar¶aci¶os t¶etel,
a Hahn{Banach-t¶etel, nem alkalmazhat¶o. TegyÄuk fel, hogy egy alkalmas ¤
line¶aris funkcion¶alra ¤(») ¸ 0, ha » ¸ 0, ¶es egy alkalmas »0 ¸ 0 fÄuggv¶enyre
®
±
= ¤(»0) > 0. Nyilv¶anval¶oan a ¤ monoton, vagyis ha » · ´, akkor

¤(») · ¤(´), ugyanis ¤(´)¡ ¤(») = ¤(´ ¡ ») ¸ 0. Ekkor a »0Â[0; 1=2] ¶es a
»0Â(1=2; 1] fÄuggv¶enyek Äosszege »0, amib}ol a kett}o kÄozÄul az egyikre a ¤ ¶ert¶eke
¸ ®=2. JelÄolje »1 az ¶³gy kapott fÄuggv¶eny n¶egyszeres¶et. Vil¶agos, hogy »1 ¸ 0,
¶es ¤(»1) ¸ 2®. FelezzÄuk meg az intervallumot ¶es ism¶eteljÄuk meg az elj¶ar¶ast
a »1-re, stb. Az ¶³gy kapott (»n) sorozatra az ´

±
= supn »n 2 L0 fÄuggv¶eny

v¶eges, ugyanis legfeljebb egyetlen olyan pont van, ahol a (»n) sorozat tagjai
egy indext}ol m¶ar nem null¶ak. Mivel »n · ´, ez¶ert a ¤ monotonit¶asa miatt
2n® · ¤(»n) · ¤(´), amib}ol ¤(´) = 1, ami lehetetlen, ugyanis a line¶aris
funkcion¶alok ¶ert¶eke de¯n¶³ci¶o szerint v¶eges. 2

2. P¶elda. A val¶osz¶³n}us¶egi v¶altoz¶ok L0 ter¶en nincsen folytonos line¶aris funk-
cion¶al.

Az el}oz}o p¶elda egyszer}u m¶odos¶³t¶as¶aval azonnal l¶athat¶o, hogy tetsz}oleges olyan
»0 eset¶en, amelyre ¤(»0)

±
= ® > 0, »n

p! 0; ¶es ¤(»n) ! 1, amib}ol a ¤
nem lehet folytonos a sztochasztikus konvergenci¶aban, vagyis az L0 t¶eren
nem adhat¶o meg ¤ 6= 0 a sztochasztikus konvergenci¶aban folytonos line¶aris
funkcion¶al. 2

Az L0 t¶er a sztochasztikus konvergenci¶aval egy teljes metriz¶alhat¶o line¶aris
t¶er. A metrik¶at az k»k0

±
= E (j»j ^ 1) k¶eplettel de¯ni¶alhatjuk. Nyilv¶anval¶oan

k» + ´k0 · k»k0 + k´k0. A k¶et p¶eld¶at a kÄovetkez}o egyszer}u ¶eszrev¶etellel
kapcsolhatjuk Äossze:

3. ¶All¶³t¶as. Legyen L µ L0 egy line¶aris t¶er, ¶es tegyÄuk fel, hogy ha » 2 L,
akkor j»j 2 L. TegyÄuk fel, hogy az L-en adott egy k»k fÄuggv¶eny, amelyre

1. k»k ¸ 0 ¶es k»k = 0 pontosan akkor, ha » = 0:

2. k»k = k¡»k :

3. k» + ´k · k»k+ k´k :

Ha a d(»; ´) = k» ¡ ´k t¶avols¶agra n¶ezve az L teljes metrikus t¶er, akkor az L
t¶eren ¶ertelmezett minden nem negat¶³v line¶aris funkcion¶al folytonos.

Bizony¶³t¶as. Legyen ¤ azL t¶eren ¶ertelmezett nem negat¶³v line¶aris funkcion¶al,
¶es legyen (»n) egy null¶ahoz konverg¶al¶o sorozat. Ez de¯n¶³ci¶o szerint azt jelenti,
hogy k»nk ! 0. A linearit¶as ¶es a nem negativit¶as miatt j¤(»n)j · ¤(j»n)j).
Elegend}o teh¶at bel¶atni, hogy ¤(j»n)j) ! 0. Feltehet}o teh¶at, hogy a »n
nem negat¶³v. Elegend}o bel¶atni, hogy minden (»n) sorozatnak van egy (»nk)
r¶eszsorozata, amelyre ¤(»nk) ! 0. Ha k»nkk · 2¡k, akkor a

P1
k=1 »nk sor

szeletei Cauchy-sorozatot alkotnak, ugyanis ha M >N; akkor

°°°°°
MX

k=1

»nk ¡
NX

k=1

»nk

°°°°° =
°°°°°

MX

k=N+1

»nk

°°°°° ·
MX

k=N+1

k»nkk =
MX

k=N+1

2¡k ! 0 :
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Az L felt¶etelezett teljess¶ege miatt a sor konvergens. Legyen a sor Äosszege »1.
Mivel a ¤ nem negat¶³v ¶es »nk ¸ 0; ez¶ert

NX

k=1

¤(»nk) · ¤(»1) <1 :

Mivel ez minden N -re igaz, ez¶ert a
P1

k=1¤(»nk) sor is konvergens, kÄovetke-
z¶esk¶eppen ¤(»nk)! 0. 2

Az id¶aig tett megfontol¶asokb¶ol evidens, hogy ahhoz, hogy egy ¶ertelmes
p¶enzÄugyi elm¶eletet tudjunk fel¶ep¶³teni, meg kell kÄovetelni, hogy a ¼ ¶ertelmez¶esi
tartom¶anya el¶eg sz}uk legyen. Legegyszer}ubben akkor j¶arunk el, ha feltesszÄuk,
hogy a ¼ ¶araz¶o fÄuggv¶eny L ¶ertelmez¶esi tartom¶anya egy alkalmas 1 · p <1
kitev}ovel egy Lp( ;A;P) t¶er2. Egy megjegyz¶es erej¶eig ¶erdemes utalni azon-
ban arra, hogy b¶ar a felt¶etel igen egyszer}u, m¶egsem probl¶emamentes, mert a
Lp t¶er nem invari¶ans a matematikai p¶enzÄugyekben alapvet}o szerepet j¶atsz¶o
m¶ert¶ekcser¶ere. Ugyanakkor a k¶et k¶ezenfekv}o alternat¶³va, az L0 ¶es az L1

terek, b¶ar invari¶ansak az ekvivalens m¶ert¶ekcser¶ere, egyikÄuk sem megfelel}o,
ugyanis mik¶ent l¶attuk az L0 t¶erben nincsenek folytonos line¶aris funkcion¶alok,
az L1 t¶erben pedig bizonyos ¶ertelemben t¶ul sok is van bel}olÄuk, mivel mik¶ent
ismert az L1 terekben vannak olyan folytonos line¶aris funkcion¶alok is, ame-
lyek nem m¶ert¶ekkel reprezent¶alhat¶oak. Tov¶abbi probl¶ema forr¶asa, hogy az
L = Lp felt¶etel hallgat¶olagosan megkÄoveteli egy P val¶osz¶³n}us¶egi m¶ert¶ek l¶et¶et.
Ennek szok¶asos interpret¶aci¶oja, hogy adott egy statisztikai val¶osz¶³n}us¶egi me-
z}o, ¶es felt¶etelezzÄuk, hogy az ¶arfolyamok alakul¶asa a klasszikus val¶osz¶³n}us¶eg-
sz¶am¶³t¶asi modelleknek megfelel}oen alakul, ami azonban csak r¶eszben tekint-
het}o helyes felt¶etelnek, ugyanis a p¶enzÄugyek elvileg, vagy ink¶abb rem¶elhet}oleg
nem egy szerencsej¶at¶ek3.
Az Lp terekben minden folytonos line¶aris funkcion¶al integr¶alk¶ent repre-

zent¶alhat¶o, ¶³gy az L = Lp felt¶etel legf}obb oka/kÄovetkezm¶enye az al¶abbi
egyszer}u ¶eszrev¶etel:

4. Lemma. L¶etezik, m¶egpedig egyetlen olyan, aP-m¶ert¶ekre abszol¶ut folytonos
¹ m¶ert¶ek, amelyre ¼(») =

R
» d¹.

Mivel a ¼ nem negat¶³v, ez¶ert a ¹ val¶odi m¶ert¶ek. Amikor a ¼ ¶ertelmez¶esi
tartom¶any¶ar¶ol, az L-r}ol megkÄoveteltÄuk, hogy line¶aris teret alkosson, akkor
hallgat¶olagosan megkÄoveteltÄuk, hogy az L elemei m¶ar eleve diszkont¶alva van-
nak, ugyanis ellenkez}o esetben nem lehetne }oket p¶enzÄugyileg ¶ertelmes m¶odon
Äosszeadni. Egy tov¶abbi trivi¶alis megkÄot¶es/felt¶etel, hogy elv¶arjuk, hogy az 1
konstans ki¯zet¶es eleme legyen a lehets¶eges ki¯zet¶esek L alter¶enek ¶es

1 = ¼(1) =

Z
1 d¹ ;

2 ¶Altal¶aban p = 2; de id}onk¶ent a p = 1 esettel is tal¶alkozhatunk.
3Evvel kiz¶arjuk a bizonytalans¶agot a p¶enzÄugyi modellez¶esb}ol ¶es kock¶azat l¶etez¶es¶et

tesszÄuk hallgat¶olagosan fel. [17]
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vagyis a ¹ val¶osz¶³n}us¶egi m¶ert¶ek. A matematikai p¶enzÄugyek szok¶asos jelÄol¶es¶et
haszn¶alva a ¹ reprezent¶al¶o m¶ert¶eket Q-val fogjuk jelÄolni. ¶Erdemes nyo-
mat¶ekosan hangs¶ulyozni, hogy az Lp( ;A;P) ¶es az Lp( ;A;Q) terek nem
azonosak. A ¼ ¶ertelmez¶esi tartom¶anya tov¶abbra is az Lp( ;A;P) t¶er. Hang-
s¶ulyozni kell, hogy nem ¶all¶³tjuk, hogy a P ¶es a Q ekvivalensek, vagyis hogy a
P ¶es a Q alatti nullm¶ert¶ek}u halmazok egybeesnek. Ennek megkÄovetel¶es¶ehez
szÄuks¶egÄunk lenne arra, hogy a ¼ szigor¶uan monoton nÄoveked}o legyen, vagyis
hogy mindenP szerint nem nulla, nem negat¶³v v¶altoz¶o ¶ara pozit¶³v legyen. Ezt
azonban nem kÄoveteljÄuk meg. Mivel a ¼ ¶arfÄuggv¶enyt reprezent¶al¶o m¶ert¶ekek a
P-re n¶ezve abszol¶ut folytonosak, ezt hallgat¶olagosan, minden tov¶abbi eml¶³t¶es
n¶elkÄul, mindig meg fogjuk kÄovetelni.
A megadott matematikai ¶es kÄozgazdas¶agi megkÄot¶esek egyÄuttes¶et a kÄovet-

kez}o ¶all¶³t¶asban foglalhatjuk Äossze:

5. T¶etel (V¶arhat¶o jelen¶ert¶ek szab¶aly). A megadott felt¶etelek eset¶en ¶erv¶enyes
a v¶arhat¶o jelen¶ert¶ek szab¶alya, vagyis tetsz}oleges H jÄov}obeli ki¯zet¶es jelenbeli
¼(H) ¶ar¶ara ¶erv¶enyes a

¼(H) = EQ(H)

reprezent¶aci¶o, ahol H a H diszkont¶alt ¶ert¶eke ¶es EQ a Q val¶osz¶³n}us¶egi m¶ert¶ek
szerint vett v¶arhat¶o ¶ert¶ek oper¶atora.

¶Erdemes felh¶³vni a ¯gyelmet arra, hogy a t¶etel meglehet}osen semmit-
mond¶o, ugyanis nem tartalmaz semmilyen ¶utmutat¶ast arra, hogy hogyan
kell a Q m¶ert¶eket egy modellben fel¶³rni, vagy a modell param¶eterei alapj¶an
meghat¶arozni.

2 Marting¶alok ¶es a v¶arhat¶o jelen¶ert¶ek szab¶aly

A v¶arhat¶o jelen¶ert¶ek szab¶alynak van egy t¶avolr¶ol sem trivi¶alis kÄovetkezm¶enye.
JelÄolje Q azt a m¶ert¶eket, amelyet a v¶arhat¶o jelen¶ert¶ek szab¶alyban haszn¶alni
kell. A v¶arhat¶o jelen¶ert¶ek szab¶aly pontosan azt ¶all¶³tja, hogy ilyen Q m¶ert¶ek
l¶etezik. Legyen S valamilyen kereskedett term¶ek4 ¶arfolyam¶at megad¶o szto-
chasztikus folyamat. K¶ezenfekv}o k¶erd¶es, hogy az S milyen t¶³pus¶u folyamatot
alkot a Q m¶ert¶ek alatt?
Term¶eszetesen kÄulÄonbÄoz}o t id}opontokban az S folyamat ¶ert¶eke kÄulÄonbÄoz}o

term¶ek. K¶ezenfekv}o megkÄovetelni, hogy nem csak ¯x id}opontokban sz¶amol-
hatjuk ki az S ¶ert¶ek¶et. Ha a ¿ id}opont v¶eletlen, akkor jelÄolje S(¿) azt a
v¶altoz¶ot, amely ¶eppen az S ¶ert¶ek¶et adja meg a ¿ (v¶eletlen) id}opontban. Ha
¿ egy v¶eges ¶ert¶ekeket felvev}o meg¶all¶asi id}o, akkor az S(¿) term¶eszetesen
szint¶en egy Äon¶all¶o p¶enzÄugyi term¶ek. Az S term¶ek kereskedett, ami de¯n¶³ci¶o
szerint azt jelenti, hogy a t = 0 id}opontban b¶armely ¯x, vagy az aktu¶alis
kimenetelt}ol fÄugg}o ¿ id}opontban esed¶ekes ¶ert¶eke eladhat¶o, vagy megvehet}o.
JelÄoljeR a diszkont¶al¶asra haszn¶alt folyamatot ¶es jelÄolje S

±
= S=R a diszkont¶alt

folyamatot. TekintsÄunk k¶et id}opontot: legyenek ezek t1 ¶es t2. Az S(t1) ¶es

4Hogy mit tekintÄunk kereskedett term¶eknek, az a konkr¶et fel¶ep¶³t¶est}ol fÄugg. K¶es}obb a fo-
galom pontosabban de¯ni¶alva lesz, ezen a ponton a fogalom m¶eg sz¶and¶ekosan de¯ni¶alatlan.
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az S(t2) k¶et kÄulÄonbÄoz}o hat¶arid}os term¶ek, amelyek ¼ ¶ara a v¶arhat¶o jelen¶ert¶ek
szab¶aly miatt a t = 0 id}opontban

¼ (S (t1)) = E
Q
¡
S (t1)

¢
; ¼ (S (t2)) = E

Q
¡
S (t2)

¢
;

ahol a Q fels}o index a v¶arhat¶o ¶ert¶ek sor¶an haszn¶alt m¶ert¶ekre utal. Mi a kap-
csolat a k¶et ¶ar kÄozÄott? Megmutatjuk, hogy ¼(S(t1)) = ¼(S(t2)) [9]. Ehhez
elegend}o megmutatni, hogy a kÄozÄos ¶ert¶ek ¶eppen a kereskedett term¶ek S0-lal
jelÄolt t = 0 id}opontban ¶erv¶enyes aktu¶alis ¶ara. Ennek oka nagyon egyszer}u.
A p¶enzÄugyi term¶ekek, szemben a hagyom¶anyos term¶ekekkel, kÄolts¶egmentesen
t¶arolhat¶oak, ugyanis az id}ob}ol sz¶armaz¶o ¶ert¶ekveszt¶est m¶ar a diszkont¶al¶askor
¯gyelembe vettÄuk. A tk id}opontban esed¶ekes hat¶arid}os ki¯zet¶eshez az ingye-
nes t¶arol¶as felt¶etele miatt k¶et elt¶er}o m¶odon is hozz¶ajuthatunk. Vagy a t = 0
id}opontban S0-¶ert megvesszÄuk a term¶eket ¶es kiv¶arjuk a tk id}opontot, vagy a
t = 0 id}opontban ¼(S(tk))-¶ert megvesszÄuk a tk id}opontban val¶o ,,hozz¶af¶er¶es"
jog¶at. Mivel mind a k¶et esetben a tk id}opontban azonos ¶ert¶ekÄunk lesz, ez¶ert a
ki¯zetett v¶etel¶araknak a t = 0 id}opontban is meg kell egyezniÄuk. P¶eld¶aul ha
S0 < ¼(S(tk)), akkor a hat¶arid}os term¶eket eladva, majd a kapott Äosszegb}ol a
term¶eket mag¶at megv¶eve, majd kÄolts¶egmentesen tartva a tk id}opontig biztos
pro¯thoz juthatunk, annak ellen¶ere, hogy a portf¶oli¶o ¶ert¶eke a tk id}opontban
nulla. Mivel ezt b¶armilyen nagys¶agrendben megtehetjÄuk, v¶egtelen pro¯tra
tehetÄunk szert, amit de¯n¶³ci¶o szerint kiz¶arunk5. N¶emik¶eppen m¶ask¶eppen
fogalmazva, ha feltesszÄuk, hogy a b¶armely jÄov}oben esed¶ekes nulla ki¯zet¶es je-
lenbeli ¶ara is nulla, valamint megkÄoveteljÄuk, hogy a ¼ ¶araz¶o fÄuggv¶eny line¶aris
legyen, akkor a kÄulÄonbÄoz}o id}opontokra vonatkoz¶o hat¶arid}os term¶ekek jelen-
ben esed¶ekes ¶ara meg kell hogy egyezzen. KÄovetkez¶esk¶eppen,

EQ
¡
S (t1)

¢
= ¼ (S (t1)) = S0 = ¼ (S (t2)) = E

Q
¡
S (t2)

¢
:

Mivel a t1; t2 id}opontok lehetnek meg¶all¶asi id}ok is, ez¶ert a meg¶all¶asi opci¶okr¶ol
sz¶ol¶o t¶etel alapj¶an igaz a kÄovetkez}o ¶all¶³t¶as:

6. T¶etel (Kereskedett term¶ekek marting¶alm¶ert¶eke). Ha az S term¶ek keres-
kedett, ¶es a Q m¶ert¶ek eset¶en ¶erv¶enyes a v¶arhat¶o jelen¶ert¶ek szab¶aly, akkor a
diszkont¶alt ¶arfolyamokb¶ol ¶all¶o S folyamat marting¶al a Q m¶ert¶ek alatt.

VegyÄuk ¶eszre, hogy a bizony¶³t¶ashoz a v¶arhat¶o jelen¶ert¶ek szab¶alyon k¶³vÄul
csak azt haszn¶altuk, hogy egy kereskedett term¶ek b¶armely jÄov}obeli id}opontra
vonatkoz¶o hat¶arid}os ki¯zet¶es¶enek jelenlegi ¶ara fÄuggetlen att¶ol, hogy melyik
jÄov}obeli id}opontr¶ol van sz¶o. Ennek oka az, hogy a modell felt¶etelez¶ese szerint
minden p¶enzÄugyi term¶ek kÄolts¶egmentesen t¶arolhat¶o, illetve, ugyancsak de¯-
n¶³ci¶o szerint, a biztos v¶egtelen pro¯tot kiz¶arjuk. ¶Erdemes fel¯gyelni azonban
arra is, hogy hallgat¶olagosan feltettÄuk, hogy a piac igen fejlett: Tetsz}oleges

5VegyÄuk ¶eszre, hogy a gondolatmenet a matematikai p¶enzÄugyekben kÄozponti szerepet
j¶atsz¶o nincsen arbitr¶azs felt¶etel egy igen enyhe verzi¶oja. VegyÄuk azt is ¶eszre, hogy a
gondolatmenetben kulcs szerepe volt annak, hogy mind a k¶et ir¶anyban alkalmazhattuk.
Ugyanakkor, mivel explicite nem hivatkoztunk sem a lehets¶eges portf¶oli¶ok halmaz¶ara, sem
az arbitr¶azs lehetetlens¶eg¶ere, a kor¶abban eml¶³tett technikai neh¶ezs¶egeket kiz¶artuk, mivel
az artitr¶al¶as lehet}os¶eg¶et csak a legegyszer}ubb esetben kÄoveteltÄuk meg.
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meg¶all¶asi id}o eset¶en a meg¶all¶asi id}oben leh¶³vhat¶o hat¶arid}os term¶eknek van
piaca, kÄovetkez¶esk¶eppen van ¶ara.

7. De¯n¶³ci¶o. A Q m¶ert¶eket az S kereskedett term¶ek marting¶alm¶ert¶ek¶enek
mondjuk, ha az S diszkont¶alt folyamat marting¶al a Q alatt.

Amarting¶alm¶ert¶ekekkel kapcsolatos legfontosabb k¶erd¶es tov¶abbra is a kÄo-
vetkez}o: Ha adott az S folyamat, mik¶ent, ¶es milyen » diszkont¶alt ki¯zet¶esekre
hat¶arozhatjuk meg a ¼ fÄuggv¶enyt? Term¶eszetesen ha egyetlen olyan Q m¶er-
t¶ek van, amely eset¶en az S marting¶al ¶es a » ki¯zet¶esre ¶erv¶enyes a diszkont¶alt
jelen¶ert¶ek szab¶aly, akkor a ¼ fÄuggv¶eny ¶ertelemszer}uen a ¼(») = EQ(») alakot
Äolti. Ha azonban tÄobb marting¶alm¶ert¶ek is van, akkor nyilv¶anval¶oan csak az

inf
Q2M(S)

EQ(») · ¼(») · sup
Q2M(S)

EQ(»)

egyenl}otlens¶eg ¶³rhat¶o fel, ahol az M(S) az S diszkont¶alt ¶arfolyam martin-
g¶alm¶ert¶ekeinek halmaza, ahol ¶ertelemszer}uen marting¶alm¶ert¶eken az olyan
m¶ert¶ekeket ¶ertjÄuk, amely alatt az S marting¶al. Vagyis a diszkont¶alt je-
len¶ert¶ek szab¶allyal kapcsolatos tov¶abbi fontos k¶erd¶es a kÄovetkez}o: Mikor
l¶etezik egyetlen marting¶alm¶ert¶ek? Az ezt biztos¶³t¶o felt¶etelekre mint teljess¶egi
felt¶etel szok¶as hivatkozni. Hangs¶ulyozni kell, hogy a teljess¶eg probl¶em¶aja
abb¶ol ered, hogy a ¼ ¶ertelmez¶esi tartom¶any¶at megad¶o L = Lp t¶ernek az
S(¿) alak¶u meg¶all¶³tott v¶altoz¶ok ¶altal gener¶alt line¶aris t¶er esetlegesen csak
egy val¶odi altere, ¶³gy b¶ar a ¼ fÄuggv¶enyt reprezent¶al¶o Q ezen az alt¶eren adott,
de tÄobb olyan m¶ert¶ek is l¶etezhet, amely lesz}uk¶³t¶ese erre az alt¶erre a Q, ¶³gy
az alt¶erre val¶o lesz}uk¶³t¶esb}ol a ¼ nem rekonstru¶alhat¶o.

8. P¶elda. A Black{Scholes modell marting¶alm¶ert¶eke.

Amatematikai p¶enzÄugyek kedvenc modellje az ¶ugynevezett Black{Scholes
modell. Err}ol elegend}o annyit megjegyezni, hogy a modellben k¶et eszkÄoz van,
a diszkont¶al¶asra haszn¶alt kÄotv¶eny, amely ¶arfolyam¶anak alakul¶as¶at a B(t) =
B0 exp(rt) folyamat ¶³rja le, illetve az S(t) = S0 exp((¹ ¡ ¾2=2)t + ¾w(t))
¶arfolyammal rendelkez}o r¶eszv¶eny. A modellben az r; ¹; ¾;B0 ¶es az S0 el}ore
adott konstansok ¶es a r¶eszv¶eny ¶arfolyam¶at megad¶o folyamat k¶eplet¶eben a w
egy Wiener-folyamatot jelÄol. A diszkont¶alt folyamat ¶ertelemszer}uen

S(t) =
S(t)

B(t)
=

S0
B0
exp

³³
¹¡ r ¡ ¾2

2

´
t+ ¾w(t)

´
:

Mivel a k¶epletben szerepel egy Wiener-folyamat, ez¶ert l¶etezik az S(t) alaku-
l¶as¶at megad¶o valamilyen ( ;A;P) val¶osz¶³n}us¶egi mez}o. Az S(t) eloszl¶asa log-
norm¶alis, ¶es a lognorm¶alis val¶osz¶³n}us¶egi v¶altoz¶ok v¶arhat¶o ¶ert¶ek¶ere vonatkoz¶o
k¶eplet alapj¶an

EP(S(t)) =
S0
B0
EP(exp(N((¹¡ r ¡ ¾2

2
)t; ¾
p
t))) =

S0
B0
exp((¹¡ r)t) :

Ha ¹ 6= r; akkor a diszkont¶alt r¶eszv¶eny¶arfolyam v¶arhat¶o ¶ert¶eke nem konstans,
¶³gy az S nem marting¶al, kÄovetkez¶esk¶eppen a w Wiener-folyamat mÄogÄotti
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val¶osz¶³n}us¶egi mez}ohÄoz tartoz¶o P val¶osz¶³n}us¶egi m¶ert¶ek a ¼ ¶ar funkcion¶al szem-
pontj¶ab¶ol nem relev¶ans.
A Black{Scholes modellel kapcsolatos legfontosabb matematikai k¶erd¶es

a kÄovetkez}o: L¶etezik-e, m¶egpedig egyetlen olyan Q m¶ert¶ek, amely eset¶en
az S marting¶al? A l¶etez¶essel kapcsolatos k¶erd¶esre a v¶alaszt az ¶ugynevezett
Girszanov-formula [7,12] tartalmazza, de a legfontosabb gondolatok a Gir-
szanov-formula n¶elkÄul is meg¶erthet}oek: Egyr¶eszt megmutathat¶o, hogy nincs
olyan Q m¶ert¶ek, amely alatt a diszkont¶alt ¶arfolyam a teljes [0;1) id}otarto-
m¶anyon marting¶al lesz. ¶Eppen ez¶ert a Black{Scholes modellben fel kell tenni,
hogy az id}ohorizont egy v¶eges [0; T ] id}ointervallum. VezessÄuk be a

µ
±
=

¹¡ r

¾

jelÄol¶est ¶es legyen
dQ

dP
±
= exp

³
¡µw (T )¡ 1

2
µ2T

´
:

Ism¶etelten a lognorm¶alis eloszl¶as v¶arhat¶o ¶ert¶ek¶enek k¶eplete alapj¶an

E
³dQ
dP

´
= exp

³
¡1
2
µ2T +

1

2
µ2T

´
= 1 ;

vagyis a Q szint¶en val¶osz¶³n}us¶egi m¶ert¶ek. Mivel a w fÄuggetlen nÄovekm¶eny}u,
ez¶ert

¤(t)
±
= E

µ
dQ

dP
j Ft

¶
=

= exp
³
¡µw(t)¡ 1

2
µ2T

´
E (exp(¡µ(w(T )¡ w(t))) j Ft) =

= exp
³
¡µw(t)¡ 1

2
µ2T

´
E (exp(¡µ(w(T )¡ w(t)))) =

= exp
³
¡µw(t)¡ 1

2
µ2T

´
exp

³1
2
µ2(T ¡ t)

´
=

= exp
³
¡µw(t)¡ 1

2
µ2t
´
;

vagyis a

¤(t)
±
= exp(¡µw(t)¡ 1

2
µ2t)

folyamat marting¶al. Ez m¶ask¶eppen a felt¶eteles v¶arhat¶o ¶ert¶ek de¯n¶³ci¶oja alap-
j¶an azt jelenti, hogy az Ft ¾-algebr¶an a dQ=dP Radon{Nikodym deriv¶alt
¶eppen a ¤ (t), ugyanis ha F 2 Ft; akkor

Q(F ) =

Z

F

dQ

dP
dP =

Z

F

E
³dQ
dP
j Ft

´
dP =

Z

F

¤(t) dP :

Ha t · T , akkor minden F 2 Ft eset¶enZ

F

S(T ) dQ =

Z

F

S(T )¤(T ) dP =

Z

F

EP(S(T )¤(T ) j Ft) dP =

=

Z

F

EP(S(T )¤(T ) j Ft)¤¡1(t) dQ :
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Ez a rel¶aci¶o ¶eppen a Bayes-formula speci¶alis esete. Ebb}ol kÄovetkez}oen

EQ(S(T ) j Ft) = EP(S(T )¤(T ) j Ft)¤¡1(t) =

= S(t)
¤(t)

¤(t)
EP
³S(T )
S(t)

¤(T )

¤(t)
j Ft

´
=

= S(t)EP
³S(T )
S(t)

¤(T )

¤(t)
j Ft

´
= S(t) ;

ugyanis az S ¶es a ¤ exponenci¶alis alapj¶ab¶ol evidens, hogy a felt¶eteles v¶arhat¶o
¶ert¶ek mÄogÄotti kifejez¶esek a w (T )¡ w (t) fÄuggv¶enyei, ¶es mivel a w fÄuggetlen
nÄovekm¶eny}u, ez¶ert a felt¶eteles v¶arhat¶o kisz¶amol¶asakor a felt¶etel elhagyhat¶o,
¶es ha s

±
= T ¡ t, akkor

EP
µ
exp

³³
¹¡ r ¡ ¾2 + µ2

2

´
s+ (¾ ¡ µ)w(s)

´¶
=

= exp
³³

¹¡ r ¡ ¾2 + µ2

2

´
s+
1

2
(¾ ¡ µ)2s

´
=

= exp
³³

¹¡ r ¡ ¾2 + µ2

2

´
s+
1

2
(¾ ¡ µ)2s

´
= 1 :

Ebb}ol kÄovetkez}oen az S marting¶al a Q alatt. 2

Mik¶ent megjegyeztÄuk, a Q marting¶alm¶ert¶ek megtal¶al¶asa csak f¶el siker,
mert nem tudjuk, hogy a marting¶alm¶ert¶ek egy¶ertelm}u-e vagy sem. ¶Altal¶aban
a matematikai p¶enzÄugyek irodalm¶aban a marting¶alm¶ert¶ek l¶etez¶ese matema-
tikailag egyszer}ubb ¶es k¶ezenfekv}obb felt¶etelnek t}unik. Sokkal kevesebbet tu-
dunk a teljess¶egr}ol, vagyis arr¶ol, hogy mikor lesz a marting¶alm¶ert¶ek egy¶er-
telm}u. TegyÄuk fel, hogy sikerÄult tal¶alnunk egy marting¶alm¶ert¶eket. Milyen
term¶ekeket tudunk seg¶³ts¶eg¶evel be¶arazni? TegyÄuk fel, hogy az S0 ¶ert¶ek is-
mert. Ekkor a marting¶alm¶ert¶ek tulajdons¶ag miatt az S(¿) v¶altoz¶ok ¶ert¶eke is
ismert ¶es mik¶ent megjegyeztÄuk ¼(S(¿)) = ¼(S(0)) = S(0). Mivel a ¼ line¶aris

funkcion¶al, ez¶ert az Äosszes »
±
= c0 +

P
k ck(S(¿k) ¡ S(¿k¡1)) alak¶u kifejez¶es

¶ara is ismert, nevezetesen a kifejez¶es ¶ara ¶eppen ¼(») = c0, ugyanis a m¶asodik
Äosszeg ¶ara a ¼ linearit¶asa miatt nulla. ¶Eppen a marting¶al tulajdons¶ag miatt,
ha ¿k > ¿k¡1 ¶es a ck nem konstans, hanem egy µk F¿k¡1 m¶erhet}o, korl¶atos
val¶osz¶³n}us¶egi v¶altoz¶o, akkor a marting¶al tulajdons¶ag miatt, tetsz}oleges mar-
ting¶alm¶ert¶ek eset¶en

¼(µk(S(¿k)¡ S(¿k¡1))) = E
Q(µk(S(¿k)¡ S(¿k¡1))) =

= EQ(EQ(µk(S(¿k)¡ S(¿k¡1)) j F¿k¡1)) =

= EQ(µkE
Q((S(¿k)¡ S(¿k¡1)) j F¿k¡1)) = EQ(µk ¢ 0) = 0 :

A sztochasztikus anal¶³zis irodalm¶aban az ilyen alak¶u kifejez¶eseket egyszer}u
integrandusoknak szok¶as mondani. Ebb}ol kÄovetkez}oen az egyszer}u integran-
dusk¶ent el}o¶all¶o val¶osz¶³n}us¶egi v¶altoz¶ok mindegyik¶ere a ¼ ¶arfÄuggv¶eny ¶ert¶eke
nulla. Mivel a ¼ folytonos az Lp( ;A;P) t¶er norm¶aj¶aban, ez¶ert az egyszer}u
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integrandusok Äosszegek¶ent el}o¶all¶o val¶osz¶³n}us¶egi v¶altoz¶ok Lp( ;A;P) norm¶a-
ban vett hat¶ar¶ert¶ekeinek ¶ara is nulla. Az egyszer}u integrandusok Äosszegek¶ent
el}o¶all¶o val¶osz¶³n}us¶egi v¶altoz¶ok sztochasztikus konvergenci¶aban vett hat¶ar¶ert¶e-
keit szok¶as sztochasztikus integr¶alnak mondani. Mivel a Csebisev-egyenl}ot-
lens¶eg miatt az Lp-konvergenci¶ab¶ol kÄovetkezik a sztochasztikus konvergencia,

ez¶ert azt mondhatjuk, hogy az
R T
0 µ(s) dS alak¶u sztochasztikus integr¶alk¶ent

el}o¶all¶o val¶osz¶³n}us¶egi v¶altoz¶ok egy r¶eszhalmaz¶anak ¼ ¶ara nulla. A sztochaszti-
kus anal¶³zisben [6,12] r¶eszletesen t¶argyal¶asra kerÄul, hogy milyen alak¶u folya-
matok eset¶en biztos¶³that¶o a sztochasztikus integr¶al l¶etez¶ese, ugyanakkor j¶oval
kevesebbet tudunk arr¶ol, hogy milyen tov¶abbi megkÄot¶esekkel biztos¶³that¶o,
hogy ne csak a sztochasztikus konvergenci¶aban, hanem er}osebb ¶ertelemben
is, vagyis p¶eld¶aul az Lp( ;A;P) t¶erben is konverg¶aljon az integr¶al. Az ezt
biztos¶³t¶o alkalmas felt¶etelek eset¶en ¶erv¶enyes a kÄovetkez}o t¶etel:

9. T¶etel (Derivat¶³v ¶araz¶as alapt¶etele). Ha valamely a T id}oszakban esed¶ekes
HT ki¯zet¶es HT diszkont¶alt ¶ert¶eke el}o¶all

HT = ¸+

Z T

0

µ(s) dS (1)

alakban, ahol az integr¶al a ¼ folytonoss¶ag¶at biztos¶³t¶o Lp( ;A;P) t¶erben kon-
vergens, akkor

¼(HT ) = ¼(¸ ¢ 1) + ¼
³Z T

0

µ(s) dS
´
= ¸¼(1) + 0 = ¸ :

A t¶etelben szerepl}o (1) ÄosszefÄugg¶es szok¶asos kÄozgazdas¶agi megfogalmaz¶asa
az, hogy a HT ki¯zet¶est sikerÄult Äon¯nansz¶³roz¶o m¶odon lefedezni. A t¶etel sze-
rint az Äon¯nansz¶³roz¶o m¶odon fedezett p¶enzÄugyi tranzakci¶ok jelen pillanatban
¶erv¶enyes ¶ara ¶eppen az indul¶o befektet¶es kÄolts¶eg¶evel azonos. A matematikai
p¶enzÄugyek nem elhanyagolhat¶o technikai probl¶em¶ai r¶eszben abb¶ol erednek,
hogy mikÄozben a sztochasztikus integr¶al¶as term¶eszetes matematikai ¶elettere
az L0 t¶er, addig a ¼ ¶araz¶o fÄuggv¶enyek term¶eszetes ¶elettere az Lp t¶er. Az
ebb}ol ered}o kon°iktus sz¶amos neh¶ez ¶or¶at okozott ¶es val¶osz¶³n}uleg fog is m¶eg
okozni a terÄuleten tev¶ekenyked}o kutat¶oknak, ¶es ¶ugy t}unik, matematikailag
nem igen, vagy csak nagyon nehezen j¶arhat¶o [1,2,3].
Tov¶abbi k¶erd¶es lehet, hogy mik¶ent lehet a ¸ ¶ert¶eket kifejezni a HT ¶es a

Q seg¶³ts¶eg¶evel, ahol Q az S egy tetsz}oleges marting¶alm¶ert¶eke. Ehhez ele-
gend}o lenne azt biztos¶³tani, hogy a sztochasztikus integr¶al egy tetsz}oleges Q
marting¶alm¶ert¶ek szerinti v¶arhat¶o ¶ert¶eke nulla legyen, vagyis hogy az integr¶al
marting¶al legyen a Q alatt. Ez a sztochasztikus integr¶al¶as m¶asik neh¶ez tech-
nikai jelleg}u k¶erd¶es¶evel fÄugg Äossze, amely szerint egy marting¶al szerint vett
sztochasztikus integr¶al ¶altal¶aban csak lok¶alis marting¶al ¶es nem val¶odi martin-
g¶al. Ha azonban a marting¶alm¶ert¶ek egy¶ertelm}u, ¶es a sztochasztikus integr¶al
az Lp( ;A;P) t¶erben is konvergens, akkor ez a probl¶ema nem l¶ep fel, ugyanis
ilyenkor

¼
³Z T

0

µ(s) dS
´
= EQ

³Z T

0

µ(s) dS
´
= 0 ;
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kÄovetkez¶esk¶eppen a nevezetes ¼(HT ) = EQ(HT ) ¶araz¶o k¶eplet, vagyis a disz-
kont¶alt jelen¶ert¶ek szab¶aly, ilyenkor teljesÄul. Ha azonban a marting¶alm¶ert¶ek
nem egy¶ertelm}u, akkor mivel nincsen semmilyen garancia arra, hogy a szto-
chasztikus integr¶al aQ alatt nem val¶odi lok¶alis marting¶al, az integr¶al v¶arhat¶o
¶ert¶eke a Q alatt nem felt¶etlenÄul lesz nulla.
De ezzel nincsen v¶ege a technikai jelleg}u probl¶em¶aknak. Mik¶ent dÄonthet}o

el egy a T id}oszakban esed¶ekes HT ki¯zet¶esr}ol hogy el}o¶all¶³that¶o-e megadott
(1) alakban? Elegend}o-e ehhez az, hogy a HT m¶erhet}o legyen a S folyamat
¶altal gener¶alt ¯ltr¶aci¶ora n¶ezve? Az ezt garant¶al¶o t¶eteleket szok¶as integr¶al-
reprezent¶aci¶os t¶etelnek mondani. ¶Altal¶aban viszonylag enyhe felt¶etelek mel-
lett biztos¶³that¶o, hogy valamely HT rendelkezzen a k¶³v¶ant (1) el}o¶all¶³t¶assal.
Ugyanakkor a sztochasztikus integr¶alok konvergenci¶aja csak sztochasztikus
konvergenci¶aban teljesÄul, ¶es mikor biztos¶³that¶o az integr¶alok Lp norm¶aban
val¶o konvergenci¶aja? Erre ¶altal¶aban neh¶ez b¶amit mondani.

10. P¶elda. Eur¶opai call opci¶ok ¶araz¶asa a Black{Scholes modellben.

A matematikai p¶enzÄugyek felvir¶agoz¶asa nagyr¶eszt a kÄovetkez}o probl¶em¶a-
b¶ol sz¶armazik: Legyen adva egy S r¶eszv¶eny. Mi lesz a T id}opontban esed¶ekes
HT

±
= (S(T )¡K)+ ki¯zet¶es t = 0 id}opontban ¶erv¶enyes ¶ara. TegyÄuk fel, hogy

az S alakul¶as¶at a Black{Scholes modell ¶³rja le, ¶es tegyÄuk fel, hogy l¶etezik a
¼ ¶araz¶o fÄuggv¶eny. Term¶eszetesen meg kell mondani, hogy mi lesz a ¼ ¶araz¶o
fÄuggv¶eny L ¶ertelmez¶esi tartom¶anya. A Black{Scholes modellben hallgat¶ola-
gosan azt t¶etelezzÄuk fel, hogy az ( ;A;P) mez}o ¶eppen az S de¯n¶³ci¶oj¶aban
szerepl}o w Wiener-folyamat ¶altal gener¶alt ¯ltr¶aci¶o a T id}opontig bez¶ar¶olag,
vagyis A = ¾fw (t) j t · Tg ; ¶es p¶eld¶aul L = L2, vagyis az L a sz¶or¶assal
rendelkez}o v¶altoz¶okb¶ol ¶all. A n¶egyzetesen integr¶alhat¶os¶ag felt¶etel¶enek nincs
jelent}os¶ege, de a m¶erhet}os¶eg megkÄot¶ese alapvet}o. Megmutatjuk, hogy ezen
az elegend}oen sz}uk ( ;A) m¶erhet}o t¶eren a marting¶alm¶ert¶ek egy¶ertelm}u.
Ebb}ol kÄovetkez}oleg, mivel a HT m¶erhet}o, ¶es tÄobbek kÄozÄott van sz¶or¶asa, ez¶ert
¼(HT ) = E

Q(HT ). A marting¶alm¶ert¶ek egy¶ertelm}us¶eg¶et a m¶ar eml¶³tett in-
tegr¶alreprezent¶aci¶os t¶etellel lehet megmutatni. E szerint a t¶etel szerint, ha
» n¶egyzetesen integr¶alhat¶o, ¶es m¶erhet}o a ¾fw(t) j t · Tg ¾-algebr¶ara n¶ezve,
akkor el}o¶all¶³that¶o sztochasztikus integr¶alk¶ent.

HT = ¸+

Z T

0

X dw ;

m¶egpedig oly m¶odon, hogy a sztochasztikus integr¶al marting¶al6. Ugyanakkor
ez sajnos nekÄunk nem elegend}o, ugyanis nem a w, hanem az S szerint vett
integr¶alk¶ent val¶o el}o¶all¶³t¶asra van szÄuks¶egÄunk. Ahhoz, hogy ezt meg tudjuk
tenni, meg kell majd mutatni, hogy alkalmas ( ;A;Q) marting¶alm¶ert¶ek alatt
egy a m¶asik ew m¶odon jelÄolt Q m¶ert¶ek alatti Wiener-folyamattal dS = ¾Sd ew.
¶Erdemes hangs¶ulyozni, hogy a ew-ra val¶o ¶att¶er¶eskor ugyancsak biztos¶³tani

6TÄobb kÄulÄonbÄoz}o integr¶alreprezent¶aci¶os t¶etel is igazolhat¶o. A gondolatmenet l¶enyege,
hogy az el}o¶all¶³t¶asban szerepl}o sztochasztikus integr¶al val¶odi marting¶al, nem csak lok¶alis
marting¶al.
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kell, hogy a ew ¶altal gener¶alt ¾-algebra azonos legyen a w ¶altal gener¶alt ¾-
algebr¶aval. A sztochasztikus integr¶alokra vonatkoz¶o asszociativit¶asi szab¶aly
alapj¶an minden, a Q m¶ert¶ek szerint n¶egyzetesen integr¶alhat¶o » v¶altoz¶ora,
felhaszn¶alva, hogy S > 0

» = ¸+

Z T

0

X d ew = ¸+

Z T

0

X

¾S
¾S d ew = ¸+

Z T

0

X

¾S
dS

±
= ¸+

Z T

0

µ dS ;

vagyis a » reprezent¶alhat¶o Äon¯nansz¶³roz¶o portf¶oli¶oval. Mivel a » n¶egyzetesen
integr¶alhat¶o, az integr¶alreprezent¶aci¶os t¶etel biztos¶³tja, hogy a sztochasztikus
integr¶al marting¶al legyen. Ha most a » korl¶atos, akkor az EQ(» j Ft) mar-
ting¶al korl¶atos, ¶³gy az

R t
0
µ dS = EQ(

R T
0
µdS j Ft) folyamat szint¶en korl¶atos.

Ha most R egy m¶asik marting¶alm¶ert¶ek, ¶es ÂA egy tetsz}oleges A 2 A halmaz
karakterisztikus fÄuggv¶enye, akkor az integr¶al el}o¶all¶³t¶asban szerepl}o integr¶al
olyan lok¶alis marting¶al az R alatt, amely korl¶atos, ez¶ert az R szerint is mar-
ting¶al. Az, hogy a sztochasztikus integr¶al az R alatt lok¶alis marting¶al, abb¶ol
kÄovetkezik, hogy egyr¶eszt a m¶ert¶ekcsere sor¶an a sztochasztikus integr¶alok
nem v¶altoznak, m¶asr¶eszt az S; a felt¶etel szerint, az R alatt is marting¶al, ¶es a
marting¶alok szerint vett sztochasztikus integr¶alok lok¶alis marting¶alok. Ebb}ol

Q(A) = EQ
³
¸+

Z T

0

µ dS
´
= ¸ = ER

³
¸+

Z T

0

µ dS
´
= R(A)

minden A 2 A eset¶en. ¶Igy teh¶at a marting¶alm¶ert¶ek az A ¾-algebr¶an egy¶er-
telm}u. Egy¶uttal azt is igazoltuk, hogy nincs a Q m¶ert¶eken k¶³vÄul olyan m¶asik
m¶ert¶ek, amely alatt az S esetleg lok¶alis marting¶al lesz, vagyis a Black{Scholes
modellben az alapul vett Wiener-folyamat ¶altal gener¶alt ¾-algebr¶an nem csak
a marting¶alm¶ert¶ek, hanem a lok¶alis marting¶alm¶ert¶ek is egy¶ertelm}u. 2

11. P¶elda. Amerikai opci¶ok ¶araz¶asa.

Eml¶ekeztetÄunk, hogy amerikai opci¶on olyan term¶eket ¶ertÄunk, amely ki-
¯zet¶es¶enek id}opontj¶at a term¶ek birtokosa hat¶arozza meg. P¶eld¶aul az amerikai
put opci¶ok eset¶en az opci¶o birtokosa ¶altal megv¶alaszthat¶o ¿ id}opontban a
term¶ek ¶ert¶eke (K¡S(¿))+, ¶³gy az opci¶o birtokosa ezt az Äosszeget kapja meg.
Mivel a leh¶³v¶as id}opontja ut¶olag nem hat¶arozhat¶o meg, a ¿ meg¶all¶asi id}o.
Amerikai opci¶ok eset¶en teh¶at nem egy val¶osz¶³n}us¶egi v¶altoz¶o a ki¯zet¶es, ¶³gy
kÄozvetlenÄul a ¼ fÄuggv¶eny nem alkalmazhat¶o. Amerikai opci¶ok ¶ar¶anak meg-
hat¶aroz¶asakor abb¶ol szok¶as kiindulni, hogy az elad¶o a H(¿) alak¶u v¶altoz¶ok
kÄozÄotti v¶alaszt¶as lehet}os¶eg¶et adja el, ahol H egy folyamat. Mivel a vev}o
a H(¿) v¶altoz¶ok kÄozÄul b¶armelyiket v¶alaszthatja, ¶³gy k¶ezenfekv}o, ha ¶ark¶ent
az elad¶o a ¼(H(¿)) lehets¶eges ¶arak szupr¶emum¶at jelÄoli meg. Ha van Q
egy¶ertelm}u marting¶al m¶ert¶ek, akkor az ¶ar sup¿ ¼(H(¿)) = sup¿ E

Q(H(¿)).
Ha van olyan ¿¤ optim¶alis leh¶³v¶asi id}opont, amelyre

sup
¿

¼(H(¿)) = sup
¿
EQ(H(¿)) = max

¿
EQ(H(¿)) = EQ(H(¿¤)) ;

akkor a ¼(H(¿¤)) a vev}o ¶altal is elfogadhat¶o, ugyanis nem fog szisztematiku-
san vesz¶³teni. 2
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MARTINGALE MEASURES AND THE LAW OF THE DISCOUNTED

PRESENT VALUE

In the article the author discusses some problems of the existence of the martingale
measure. In continuous time models one should restrict the set of self ¯nancing
portfolios and introduce the concept of the admissible portfolios. But to de¯ne the
admissible portfolios one should either de¯ne them under the martingale measure
or to turn the set of admissible portfolios to a cone which makes the interpretation
of the pricing formula di±cult.


