SIMONOVITS ANDRAS

A Leontief-inverz ali- illetve félébeeslésének
egyik okarol

1. Quant [3] dolgozata taldn az egyetlen, amely ,,a valészinliségi hibak
Leontief-rendszerben’ betoltott szerepét vizsgalta.

Ismert, hogy az dgazati kapesolatok mérlegében szereplS kozvetlen rdfordi-
lasok A matrixa n X n-es nem negativ, irreducibilis és 1-nél kisebb spektral-
sugart matrix. (Kgy métrix spektral-sugara maximalis abszolut érték{i sajat-
értékének abszolut értéke.) A teljes rdforditdsok ) métrixat a kovetkezd tssze-
fliggés hatarozza meg:

(1) Q=T s AL =L 3 AL

k=0

A irreducibilitdsa miatt ¢ minden eleme pozitiv. A gyakorlatban 4 métrix
a;; elemei id6ben ingadoznak és értékiiket pontatlanul ismerjiik. Ezért ésszert
feltenni, hogy o;; elemek valdszintiségi vdllozok. A gyakorlatban «; -t vdrhatd
értékével, Mo, -vel becsiiljiik, s Q-t nem vérhaté értékével, hanem (1) determi-
nisztikus valtozatdaval, (I — MA)~'-gyel becsiiljiik. Brédy azt kérdezte, melyik
métrix a nagyobb.! Brody figyelmeztette a hallgatéségot, hogy a vélasz fiigg-
het az egyiitthatdk egyiittes eloszlasatol !

Brédyt kovetve [1, 238 — 239. és 243 - 245.0.]két eloszlds tipusra koncentré-
lunk, amelyek eleve érdekesek, fontosak lehetnek, bar egyméasnak ellentmon-
danak.

[. tipus: A vélotlen egyiitthatok teljesen figgetlenek.

11. tipus: A sor- és az oszlopbsszegek dllanddak. Legegyszer(ibb eset az un.
hiba-négyszog: legyenek 4,7, g,k természetes szdmok, ahol i< g és j< h.
Tegyiik fol, hogy o ='a}; + & o), =af, —e¢, a =af,'+ & é8 af =af;, —&,
ahol of, = F o), és a tobbi egyiitthaté rogzitett. Fojtessziik, hogy & vald-
szinfiségi viltozé eloszldsa szimmelrikus. A(e) = A(e, 1, j, g, k) jeloli a hiba-
négyszoggel terhelt matrixot.

A kovetkezd két tételt bizonyitjuk be:

1. Tétel : Legvenek A matrix elemei nem-negativ, teljesen fiiggetlen valészi-
nfiségi viltozok. Tegyiik fol, hogy A4 métrix minden realizdcidja (véletlentdl
fiigeé konkrét értéke) irreducibilis és spektrdl-sugara kisebb mint 1. Ekkor
létezik (I - MA)~!, amely pozitiv (clemi); M(I — 4)-! elemei pozitiv valds
szdmok vagy + co-ek; és teljesiil

(2) M(I — A)-1> (I —MA)-L.

VA teljes réforditdsok elméleti becslése M(I — A)-' vagy gyakorlati becslése:
(I — MA)-1? A varhaté érték operdtora (M) mindig a mogotte allé egész kifejezésre vo-
natkozik Pl. itt az inverz vdrhato6 értékét jelzi, s nem a virhaté érték inverzét.

o0 Szigma



310 SIMONOVITS ANDRAS

Ha van olyan determinisztikus B méatrix, amely 4 matrix minden értékéndl
nagyobb, akkor A spektral-sugarira vonatkozé feltétel teljesiil (o(4) < 1)
M@ elemei végesek és a kovetkezs fels§ becslés vonatkozik Q-ra:

¢ B

Megjegyzések : n — 1 esetben a tétel allitasa a jolismert Jensen-egyenlGtlenség
kovetkezménye. A Jensen-egyenlGtlenség szerint, ha o valds értékii valdszin(-
ségi valtozé véges varhato értékkel és olvan értékkészlettel, amelyet tartalmaz
]‘( ) konvex fiiggvény értelmezési tartomanyanak intervalluma; akkor Mf(x
= f(M(x). Ha f(¢) szigorian konvex, akkor a két oldal egyenlGsége ekvivalens
azzal, hogy o egyetlen értéket vesz fol. (1 — 7)1 pedig szigortan konvex fiigg-
vény a (0,1) nyilt intervallumban.

M/(x) lehet végtelen is: Legyen o egyenletes eloszlasa a (0,1)-en; ekkor
M(l — x)=! = oo.

I1. Tétel: TetszSleges (1,7, g, k) hiba-négyszog esetén

sgn M(I — A)™ — (I —M A)ii* =sgn (gl — ahn) (@) ‘QgI (@Y —ah+ (Igh (12;)
(3) k=12 ...,n

ahol sgnx x valés szam elGjel-fiiggvénye és Q0 —= (I —M A4)~

Néhany sz6t a bevezetett eloszlastipusok mellett és ellen:

Egyméstél tavoless dgazat-parokhoz tartozo egyiitthatok objektiv ingado-
zdsa tényleg fiiggetlen lehet (pl. a banyaszat energia-felhasznalasa és a textil-
ipar munkaerd igénye). Ha minden mutatét egymistol fiiggetlen szakértok
egymdstol fiiggetleniil becsiilnek, szintén helyes az 1. feltevés.

Masrészt, ha pl a réforditasi egyiitthatokat érték/érték mértékegységben
mérjiik, akkor a j. oszloposszeg azt mutatja meg, hogy a j. dgazat 1 Ft értéki
termékében hany Ft népgazdasigi kozvetlen raforditas testesiil meg. Gyakor-
latban ezt az Osszeget sokkal jobban ismerjiik, mint egyes tagjait. Hasonl6
a helyzet a sorosszegekkel, bér itt kozvetlen értelmezés nem adhaté.

()SS"J(’g(’."Ue. Az 1. Tétel teljesen fiiggetlen raforditasi egyiitthatok esetén
tetszileges eloszlds és tetszileges szektor-szam esetén bizonyitja Brody sejté-
sét az aldbecslésrdl. Ugyanakkor elég specialis modellen, de még nem szampél-
dan abrézoltuk a feliilbecslés esetét is. Itt a raforditasi egyiitthatok kozott
azonos és ellentétes irdnyu linedris kapesolat volt. A valésdgban mindkét fel-
tevés csak gyengitve, egymds ellen kiizdve érvényesiil.

2. Az 1. Tétel bizonyitasa sordn felhaszniljuk a kovetkezo jol ismert egyen-
16tlenséget: Legyen o« nem negativ valdszin{iségi valtozo, véges k-adik momen-
tummal. Ekkor teljesiil

(4) Mok > (Mo)k

és egyvenlGség esak & — 1 ill. determinisztikus « esetén teljesiil. A bizonyitds
a Jensen-egyenlGtlenségen és t* szigort konvexitdsin alapszik, £ > 1

Ha (4)-et altalanositjuk nem negativ matrixokra, akkor (1) értelmében a (2)
egvenlitlenséget is igazoljuk. Bzt szolgédlja az alabbi

LEMMA: Legyen A nem-negativ elem(i matrix, ahol az elemek teljesen fiig-
getlen valdsziniiségi valtozok. Ekkor teljesiil az alibbi egyenlGtlenség:

(5) M A% > (M A)
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Ha minden (i, j)-re és minden realizécidéra teljesiil a;; < byj, akkor igaz
(6) A% <= B~

A Lemma bizonyitdsa: Legyen i és j tetszdleges 1 és n kozotti természetes
szam, s jelolje A% (i, 7) elemét ocgf). A métrix-szorzas ismételt alkalmazdsival
adddik a kovetkezd algebrai osszefiiggés:

k
{7} | e = 2{]][ah,,,,+,, by =ty =j1h<nr=12 7,8k}
S=

n
(Példaul £ = 2 esetén o = 21' Oip L)
e

Rogzitsiink egy ilyen index-sort, azaz egy k-tényez6s szorzatot. Sziikségiink lesz
a szorzat virhaté értékére. Mivel egyes elemek tobbszor is szerepelhetnek egy
szorzatban, nem igaz, hogy a szorzat vérhaté értéke a tényezdk varhaté érté-
kének a szorzata (ami csak teljesen fiiggetlen tényezSk esetén igaz). Nekiink
viszont elég lesz az is, hogy esetiinkben a szorzat varhaté értéke nem kisebb
a varhaté értékek szorzatanal.

Legyen m(p, r) az a), elem el6forduldsi szdma kiszemelt k-tényezds szorza-

n n
tunkban. Nyilvin szorzatunk felihaté Jf JJ om®? alakban. Most n?
p=1 r=1

tényez0s szorzatunk van, ahol a tényez6k a megfelels elemek m(p, r)-edik
hatvéanyai, s ezek tovabbra is teljesen fliggetlenck. Ezért rdjuk teljesiil
nop gt ; non
(8) M ]/_] jll aZIr(P,r) : ]1] ][1 Mozg’,("").
p= r= p=1 r=

Mivel az elemek nem negativak, vérhat6 értékiik sem negativ. Ezért (4) fel-
haszndlasdval a kovetkez$ osszefiiggéshez jutunk:

n n n n
(9) 1T 1] Mop@? = J[ JT Moo,
p=1r=| p=1r=1

(9)-ben pontosan akkor teljesiil egyenlGség, ha vagy van olyan (p, r), hogy
m(p, r) >0 é Ma, — 0 (ami a, > 0 miatt ap = 0-val egyenértékil); vagy
minden olyan (p, r)-re, ahol m(p, r) > 1, ott ap, determinisztikus.

Visszatérve eredeti jeloléseinkhez, (8) és (9) szerint igaz

- ,k. - I"
(]0) M ]{ Qhphyty = ]1[ M“h.h.“-
S=

S=

Osszegezve a (10) egyenlitlenség bal- ill. jobboldalén 4ll6 tagokat az Osszes
{hs} sorozatra, (7) értelmében (5)-6t kapjuk.
Konnyen belathaté (7) és (8) felhasznaldsdval, hogy

(11) Mo = (MA); + D2a;; és MofP = (MA)};, ha i = j.

(12) Mo > MAY; és M) = (MA)}; + Mo (D?o;; + D)) ahol i 5= j.
Pozitiv matrixokra konnyen beldthat6, hogy ha egyik diagonilis elem sem

determinisztikus, akkor (5) szigord egyenlGtlenség minden elemre és minden
© > 2-re. Ha csak egy diagondlis elem nem determinisztikus, akkor (5) szigoru

h*
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egvenlGtlenség & > 3-ra. Ha egy fédiagondlison kiviili elem sztochasztikussiga
biztositott, akkor (5) szigort egyenlétlenség k& > 4-re.

Kozgazdasigtanban nem-negativ matrixokra teljesiil a kovetkezs pozitivi-
tasi feltétel: van olyan m természetes szam, hogy 4™ ~> 0. Ekkor igazolhato,
hogy ha minden véltoz6 sztochasztikus, akkor (5) éles & > m - 1-re, stb.

A most kivetkez6 részben alsé beeslést adunk médszeriink hibajara, azaz (2)
jobb- és baloldaldnak kiilonbségére. (1) szerint (2) ekvivalens a kovetkezd
egyenlGtlenséggel:

oo

(13) S M AL = 3 (MA-.
k=0 k=0

Elbszor igazoljuk, hogy (13) jobboldala véges, vagy ami ezzel ekvivalens, MA
spektxal -sugara kisebb mint 1. Legyen A olyan realizdcidja A-nak, hogy
MA < A. (Ilyen realizdcié létezik, mert o; -k fiiggetlensége miatt elemenként
kiilon kivélaszthatok a vérhaté értéknél nem kisebb realizéciok. ) Egyenlétlen-
ségiinkbdl kovetkezik a megfelels spektril-sugarak kozotti egyenlGtlenség:
o(MA) <~ o(A) < 1, hiszen ez utébbi egyenlitlenség A minden realiziciojara

igaz.
Ezért (13) atrendezhets a kiovetkezd alakban:
(14) 2 [(MA* — (MA)] = 0

k=0

A baloldalon 4ll6 kifejezés a mechanikus médszer hibdja. Lemméank értelmében
(14) minden tagja nem-negativ [lasd (5)], igy a C' = (¢;) hibamétrixot alul-
becsiiljiik, ha véges sok tagot vesziink csak figyelembe. Mi megelégsziink az
elsé négy taggal: 0 <~ k <~ 3. Ekkor (11) és (12) szerint igaz, hogy

(15) Cii - D2“I‘i és ¢ lj < M'xl/(D o + D2 /‘)v s .7

4. Befejezésiil kimondjuk az I. Tétel kovetkezs altalanositasat:

I111. Tétel: Legyen f(z) = fu,‘ % analitikus fiiggvény konvergencia-sugara
o( > 0) és legyen minden rll(grzl-negativ. Az A matrix elemei legyenek teljesen
fiiggetlen, nem-negativ értékii valdszinliségi viltozok, valamint teljesiiljon
o(A) <~ p minden realiziciora. Ekkor az f(A4) — Su,‘. A matrixérték valo-
szintiségi valtozd értelmezhets és t,eljesiil rd a Ii:;)votkez()' egyenlGtlenség:

Mf(A) = [(MA).

Tovabbé, ha létezik olyan B determinisztikus matrix, hogy 4 minden reali-
zdcidjara teljesiil 4 <~ B, mdsrészt o(B) < p, akkor o(A) < o(B) és f(A)
< f(B) fennall minden realizicidra.

5. Ratérimk a I1. Tétel bizonyitdsdra
A dolgozat mésodik felében a fiiggetlenség feltevése helyett a mésik végletet,

a hiba-négyszog esetét vizsgéljuk. A hiba valészin(iségi valtozo szimmetrikus
eloszlasu, ezért minden A (e) realizdciéhoz tartozik egy A(—e¢) realizicié. Rog-
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zitsiik el8szor a hiba abszolut értékét ((e = |e|) és vizsgdljuk az elméleti és a
gyakorlati érték kiilonbségét, mint a kovetkezd szimmetrikus differencidt :

1 1
(17) Cle) = 5[1 —dle}]= + = [I — A(—e)]='—[I — A(o)]~".
Sziikségiink lesz a linedris programozés szimplex mddszerénél hasznalt inver-

zi6s formuléra. Legyen B egy regularis matrix, « oszlop- és »* sorvektor, uv’
pedig az u és " dltal alkotott didd-matrix. Ekkor

= ’ =
(18) (B + wv')~1= B-1 — o -
14+« By
Esstiinkben o' = [0,.. 41, ooy =100 008 ¥ =[0y. 005 bis 0 s—1; < 30]
i g I h.

és B=1 — A(o), valamint A(e) = A(o) + uv’.

(17) és (18) osszevetéséhil egyszeri szdmoldssal adodik
AU Q0w QO

19 Cle
(19) e 1 —eu’ Q02

Elvégezve a kijelolt miiveleteket, elhagyva az elGjel szemponthél érdektelen
nevezit ¢és koordindtds alakra attérve

(20) Cu(t, 5,9, 0)=(qR — qn) (@t — a2) (@Y — %, + G — ) Bl=1,2,..., %

Ebbil a 11 Tétel, azaz (3) mar kozvetleniil kovetkezik.

6. Befejezé elemzésiinkben konkrétabbd kivanjuk tenni (20) osszefiiggést.
Szoritkozzunk a két-szektoros modellre. Ekkorn = 2,4 — j = 1és g — h —2.
A tovibbiakban féltessziik, hogy egyiitthatoink érték/érték dimenziojiak.
Ekkor az oszlopisszegek kisebbek mint 1. A sorisszegekrs] hasonld feltevést
nem tehetiink, csak azt tudjuk, hogy (M A)<"1 miatt legalabb egy sorosszeg
kisebb mint 1. Tegviik f6l, hogy az elss sorosszeg mindig kisebb mint 1.

A kétszektoros Leontief-inverz explicit alakban kénnyen folirhato:

] 1 90 10
(21) Q- L
det (I - A)| oy, 1 — oy

(21)-bal lathato, hogy ¢ (e,7,9.h) 3. tényezGje mindig pozitiv, s az ugyancsak
pozitiv det (I — A)-val egyiitt a tovabbiakban elhagyjuk. Bevezetve az elSjel
szemponthol e-vel azonos ¢-ot,

(22) O = (— 11 — ofi — ady) (1 —a® — af%,)
osszefiiggést nyerjiik, ahol L és  a ,,masik” sort ill. oszlop indexét jeloli.
A masodik tényezdk mindig pozitivak, de a harmadik tényezik akkor és csak
akkor pozitivak, ha a megfeleld sorosszeg kisebb mint 1.

Kovetkezésképp,

1. Ha mindkét sorisszeg kisebb mint 1, akkor az atlos elemek alabecsiiltek,
az atlon kiviili elemek folébecsiiltek.

2. Ha a masodik sordsszeg nagyobb mint 1, akkor az elsé sor elemei aldbecsiil-
tek, a masodik sor elemei folébecsiiltek.
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Megjegqyzés: Hasonléan kovetkezik, hogy tetszlleges szektor esetén a k.
diagonalis elem negyobb mint a k. sor ill. oszlop barmelyik mésik eleme, ha
minden sorosszeg is kisebb mint 1. Tapasztalatbo6l ismert utolsé dllitdsunk,
abban az esetben is, amikor feltételiink nem teljesiil. Ezért kivetkezik (3)-bél
vagy (20)-bél kétszektoros allitasunk kovetkezd altalanositdsa:

. 0 0 g o
(23) Mg, =q, Mgy, =qf, Mgy, = qg, és Mgy, = q,
P 0 ({] 0 0
ha qf; — qin + Gon — 43 = 0.

Kiegészités: Eddig rogzitettitk a hiba abszolat értékét. Mivel, eredményeink
nem fiiggtek e-tdl, termdszetesen azon megkotés mellett, hogy 4 minden
realizacidjara igaz A > 0és o(4) << 1 — (17) varhato értékére is igazak a meg-
felelé allitasok:

(24) )= MC(e) = M(I — A)-' — (I — MA4)~%

Megjegyzés: Eddigi eredményeink mutatjak, hogy n > 2 esetén nincsenck,
nem is lehetnek altalanos tételek. Egy elemi megfigyelést azonban tehetiink:
determinisztikus sor- és oszloposszegek ill. szimmetrikus egyiitthatd eloszldsolk esetén
mindiq vannak ald- és folébecsiill elemek. Elég arra utalni, hogy 2 X 2-es aggre-
galds esetén — determinisztikus aggregdlé matrixokkal — mind a szimmetria,
mind a determinisztikus sor- és oszloposszeg tulajdonsig vdltozatlan. Ha
minden elem pl. alabecsiilt volna, Ggy az aggregdlds utdn is gy maradna. Kz
viszont ellentmond el6z6 megallapitasunknak.
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OB OOHON M3 TMPHUYMH HWKHEN W BEPXHEMW OILIEHKH OBPATHOM
MATPHULIM JIEOHTHBEBA

B 1eiicTBHTEILHOCTH MATPHIIA HACMOAWUX 3aTPAT AHAJIM3A MEKO0TpacaeBplX OajlaHCOB CO-
JIEPYKHT YHCJIA C HEBEPHBIMH CTOMMOCTSIMH, OTUACTH H3-3a BPEMEHHBIX KoslebaHuii, a oTyacTH 13
OHOOK CTATHCTHYECKHX OleHOK. [IpH OTUHCICHHN 6aA06bIX 3aTPAT TEOPETHUECKH CJIEJyeT
HCIOJIL30BAThL MaTemarHuecKoe 0)Kujlanue ()szn'uoﬁ Mil'l'lelH .”C()HTL;(.‘BZI, leilKTH‘lCCKH H3-
BECTHO M HCI0JIb3YeTCsi 00paTHAs MaTPHILA JICOHTHEBA MATEMATHYECKOT 0 0YKH/IAHHST MATPHIIbI
HacTosiux sarpar. Anjpaw Bpojum cnipocuii, Kakast matpuna — Oosibie? Cueysi aHajngy
omnboxk Bpoau J0KasbiBaem, u4To (1) TeopernyecKoe gHavyeHue — 0GoJibLIE, €CIIH DJIEMEHTHI
MATPHILbl, OMHCAHHBIC BEPO SATHOCTHLIMH IEPEMEHHBIMH  SBJISIOTCA  6NOAHE HE3ACUCUMbIMU
(nuxcnas oyerrxa) (2) B HerjapHoil juaroHasn GoJibuie sIBJIsICTCS] TIPAKTHYCCKOE 3HAUCHME
(BepxHsisl OLEHKA), d TEOPETHYEKOE 3HAUYEHHME sIBJsieTCst OoJbuie B TJIABHOH JMAroHasud
(HUMCHASA OLEHKA), eCJIH Halla MOJesib — JBYXCEKTOPHASI W CYMMa Psi/IOB H KOJOHH Oanbl W
(UrypHpyomHecs: PACHPE/IEIIeHHsI CHMMETPHYECKHE. MaTeMaTHUeCKoe I0Ka3aHHE OCHOBBIBAETCS
Ha (opme creneHHoro psiia oGparHoro Jleontbea M Ha cienyiowem Jemma:

MaremMaTHuecKkoe 0YKHJAHHE CTENMEHH MMOJI0XKUTeIbHOH MaTpHLbl 00Jbllasi CTENeHH MaTPHLbI

OYKHIAeMOH CTOMMOCTH.
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ON A REASON OF UNDER- AND OVERESTIMATION OF THE LEONTIEF-
INVERSE

In reality the matrix of current inputs of input-output analysis contains numbers o
uncertain value, partly due to time differences, to errors in statistical estimations. Theore-
tically, in calculating total inputs one has to use the expected value of the Leontief-
inverse, practically the Leontief inverse of the expected value of the matrix of current
inputs is known and used. Andrds Brédy has asked, which matrix is greater? Following
Brody’s error analysis, we shall prove, that '

(i) the theoretical value is the greater if the entries of the matrix described by random
variables are complete independent

(ii) the practical value is greater in the secondary diagonal (overestimation), and the
theoretical value is bigger in the main diagonal (underestimation ), if our model has two
gectors and the raw- and column sums are given and the distributions are symmetric.

The mathematical proof is based upon the power-series form of the Leontief inverse
and on the following lemma : the expected value of a power of a positive matrix is greater
than the power of the matrix of the expected values.



