Szip JENG—HEGEDUS MIRLOS

Egyenstlyi rendszerek I.

A Kozgazdasigtudomanyi Egyetem Matematikai Tanszéke feladatul tlizte
ki olyan dltalinos egyensilyi elmélet kidolgozasit, amelyik alkalmas lehet
gazdasigi rendszerek egyensilyi problémaival kapesolatos elméleti vizsgala-
tokra, tovabba gvakorlati — moddszertani oldalrél nézve szamitastechnikailag
hasznalhato és kezelheté még valodi alkalmazasi méretekben is. Mint ismeretes
a jatékelméletben szerepls egyensilypontok meghatdrozésa sokszemélyes jaté-
kok esetében rendkiviili nehézséget jelent mindenekeltt azért, mert a gyakor-
latilag sz6bajoheté méretekben nem all rendelkezésre hatdsos fixpontkeresési
modszer. Ugyanakkor a jatékelmélet jelenlegi formajaban — csekély kivételtsl
eltekintve — nem alkalmas valésdgos gazdasigi ,,jatékszitudciok’” modellezé-
sére. Sziikség van tehat olyan altaldnosabb alapok megteremtésére, amelyek
lehetdséget adnak a valosighoz kozelall6 modellek vizsgdlatira. Az alabbiak-
ban f6bb eredményeinkrsl szamolunk be.

A kovetkezékben rendszeren egy organikus rendszert értiink, amelynek
jellemzdi koziil — kvalitativ megfogalmazésban — a kivetkezdket emeljiik ki:

Sztatikus jellemzok :
1. Véges sok jol megkiilonboztethetd részbdl (szervhal) all.
2. Mindegyik szerv allapota fligg a tobbitdl.
3. Mindegyik szerv jol meghatarozott allapotokban létezhet csak.
4. Léteznek a szerveknek és igy a rendszernek kritériumai, amelyek alapjan
donteni tud allapotvaltoztatdsarol.

Dinamikus jellemzok :

1. Mindegyik szerv és igy a rendszer - 4llapotalakuldsa id6ben megy

végbe.

2. A szervek lehetséges allapotainak halmaza id6ben véaltozik.

3. A szervek szama valtozhat az id6ben.

Kétféle rendszert célszerti megkiilonboztetni

a. Autoném rendszert, ahol a szervek 4llapotai kizarélag a tobbi szerv 4lla-

potatol fiiggnek.

b. Nem autoném rendszert, ahol a szervek dllapotai a rendszeren kiviili ténye-

z6ktol is fuggnek.

A kovetkezSkben organikus rendszeren mindenekel6tt gazdasagi rendszert
értiink, bar ennek az el6zékben lefrt dltalidnos jellemz&in tuli tulajdonsigait —
legaldbbis egyelére — figyelmen kiviil hagyjuk.

Megfogalmazzuk a rendszer matematikai modelljét, majd vizsgdlat ald vesz-
sziik e modellt. Maga a vizsgalat meglehetésen bonyolult és dsszetett matema-
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tikai eszkizoket kivan. Eppen ezért a kiinduldsnal még figyelmen kiviil hagy-
juk az id6tényezdt, ami szamos nehézség forrasa. A vizsgdlatok alapjaul a
[7] dolgozat szolgal.

A modell leirdsa soran tobb helyen kiilon tériink ki a kozgazdasdgi interpre-
taciora.

1. Alapfogalmak

1.1 Az n személyes jaték fogalmanak dltaldnositdsa

Legyen adott meghatirozott szerveknek egy

=48y, S5 o b Sak
rendszere.
Rendeljiik rendre a

P2RR Sl RS 1
halmazokat a felsorolt szervekhez. A X(C X;) halmazt, (1 =1, 2, ..., n)

az i-ik szerv dllapothalmaz-énak nevezziik, tovabbé feltételezziik, hogy az X;
megszamlalhaté bazisti metrikus tér. Legyen

2 =i 5 Dy sty Yo o
ALY (CX,x...xX,) halmazt az S rendszer dllapothalmazinak nevezziik.
Legyen adott tovabba egy :
a3,
halmaz. Az L halmazt, az S rendszer megengedhetd dllapothalmazinak nevezziik,
az elemeit pedig a rendszer megengedhetd dllapotainak.
Rendeljiik hozza tovabba a felsorolt szervekhez rendre az

2 Al n
P Bty B

un. preferencia figgvényeket, ahol az F; figgvény a X halmazt képezi le egy ¥
halmazba (i = 1, 2, . . ., n), amelyrdl feltessziik, hogy definidlva van benne egy
jolrendezés. (Legtobbszor, de nem szitkségképpen Y -nak a valds szamok hal-
maza vehetd, ha kiillon mast nem mondunk, akkor ¥ mindig a valés szamok
halmazat jeloli.) Legyen adott egy F fiiggvény, amely az X"-et egy Y-ba
képezi le.

F(Fy, Fy .. F) (2 7)

figgvényt az S rendszer preferencia fuggvényének nevezziik.
Hasonléan rendeljiik hozzd a szervekhez rendre a

@, D, ... D

pont-halmaz leképezéseket, ahol minden x € Xra @ (a) a X; nem iires rész-
halmaza (1 = 1, 2, ..., n).

A @, fiuggvényt az S; szerv kornyezetfiiggvényének nevezziik.

A kornyezetfiiggvényektsl megkoveteljitk még az alibbi feltételek teljesité-
sét is:

n

Ay € DXV X =, o-sne@n)i€ L diredsr 2ana o binll
By Ha x'="(0, 06,7 s &), B By o« Bg)'C Lits
B e, By 5oy, Bgy Bhs Zpagss s i3 By Cylrs, GREOE
az x; € O; (x)-b6l az x’ € L kovetkezik (¢ =1, 2, ..., n).
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Legyen tovabbé
D(x) = Dy(x) X. .. XD,(x), (x € X).

A O(x) fiiggvényt az S rendszer kornyezetfiiggvényének nevezziik.

Vildgos, hogy minden x € L-re

x € D(x),

tovabbd a fentiekhez hasonléan, ha x € L ésx’ € X csak az i-ik komponensben
kiilonboznek, akkor az x’ € @ (x)-bél az x’ € L kivetkezik.

Rendeljiik hozza tovabbd még rendre a felsorolt szervekhez a

ol e e

an. kéltségfuggvényeket, ahol a O fliggvény nemnegativ és a Xx X halmaszt
képezi le Y-ba, és feltessziik, hogy minden x € Xra Cy(x, x) = 0, (i = 1, 2,

g 1)

Legyen €' az X" halmazt az Y-ba leképezd fiiggvény. A

Gl 1w Oy iER B X)

fliggvényt az S rendszer kiltségfiiggvényének nevezziik.

Végiil a felsorolt szervek mindegyikéhez hozzérendeljitk még a

Ko R bl lc
korrekcids fiiggvényeket, ahol K; a X' x X halmazt képezi le Y-ba és K;(x, x) =0,
(i =1,2,... n). Végiil legyen K egy az X"-et az Y-ba leképezs fiiggvény. A
KiK,, ;oK) (2 +T)
fliggvényt az S rendszer korrekcids figgvényének nevezziik.
Ezek utdn az S rendszert adottnak tekintjiik, ha az

| S allapothalmazok

2 Foi il preferencia fiiggvények

3. Dy, ..., D, kornyezetfiggvények

R C koltségfiigegvények

5. Ky iy el korrekeios fiiggvények

6. L megengedett allapotok halmaza

Te, LA preferencia fiiggvény

8. ¢ koltségfiiggvény

9. K korrekcios fiiggvény
adott.

Az S rendszert a tovabbiakban az
B={&Zy..0ZyFy.. , Fpu by, ...,0,;0,,." ..,Co; Ky » Ky L, F, C, K}

szimbdélummal jeloljiik.
Az S rendszer tekinthets egy n személyes jaték altalanositasdnak is, ugyanis
ha

b, = 2, (it="1, 2= n)
C; =10 (=1, 2, . )
Kyu=00 (2 =1 2 ¢.conp 1)
L=
=
C =0

K =0
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akkor S egy n személyes jatékra redukalhato. Megjegyezziik, hogy tobb szerzs
foglalkozott mar a jaték olyan altaldnositasival, ahol L < 2. ([2], [3]). Nem
utalunk most a jatékok egyéb altalanositdsi kisérleteire. Ha az sziikségessé
valik, akkor mindig az aktualis helyen fogunk hivatkozni.

Egy kozgazdasdgi interpretdcio. Valamely S gazdasagi rendszer éllhat pl.
termelS S; vallalatainak osszességébdl. Feltessziik, hogy barmelyik vallalat
barmely idépontban jellemezhets egy allapotvektorral, amelynek komponensei
pl. 1étszam, alléalap, forgdalap, termelési érték, nyereség stb. Mindegyik vélla-
latnak — nem tal hosszi idGhorizontot tekintve — létezik egy elvileg lehetsé-
ges allapothalmaza: 2. Ezekbdl az elvileg lehetséges dllapotokbdl egy adott
idépontban ecsak olyanok val6sulhatnak meg, amelyeket a tobbi vallalatnak a
kérdéses idGpontban meglevs allapotai megengednek. fgy jutunk a megenged-
hetd L allapotok halmazihoz. Az F; preferencia fiiggvények segitségével a val-
lalatok sajat allapotaikat értékelik, természetesen a tobbivel vald kapesolatai-
ban, ezért F, nemcsak x; € X-t61 ,hanem x ¢ X-td6l fiige. A villalatnak a tob-
bit6l vald fiiggése dltaliban nem determinisztikus, igy barmikor van lehet$sé-
giik sajat allapotuk moddositdasara, de természetesen nem korlatlanul. Ezt a
korlatozott mozgési lehetdséget fejezi ki @, azaz S; adott x ¢ L-nél @(x)-ben
viltozhat, mikozben redlisan a rendszer x aktudlis dllapotat veheti csak figye-
lembe. A C; koltségfiiggvényeknek az a szerepiik, hogy egy adott allapothol
egy masikba jutds (fejlesztés) raforditassal jar. A K; korrekeids fliggvények lehe-
téséget adnak arra, hogy barmelyik vallalat az altalanos F; preferencia fiiggvé-
nyén és C; koltségfiiggvényén tilmenden az S rendszer pillanatnyi dllapotatol
és az elérni kivant allapottol fiiggden egyéb szempontokat is érvényesithessen
allapotvaltoztatdsi dontéseindl.

1.2 A ldane és a bejiarhatésdgi tartomdany fogalma

Miel6tt a jatékelméletbdl ismert egyenstlypont, valamint az egyensilyhal-
maz fogalmét értelmeznénk, bevezetiink néhany definiciot. Legyen x, y € L.
Amennyiben x és y csak egyetlen komponenshen kiilonbozik egyvméstol (tegyiik
fel, hogy az i-ikben, 1 << i <~ n), akkor az x-et és az y-t dsszehasonlithatonalk
nevezzik és

X~y
szimbolummal jeloljiik. Vildgos, hogy ez az Osszehasonlithatdsig nem ekvi-
valenciarelacio.
i
Hax ~ yésy, ¢ ®,(x), vagy ami ugyanazy ¢ @(x), akkor azt mondjuk, hogy
az y az x-boOl kozvetleniil elérheld, és ezt a tényt az
i
Xy
x f i ) i
szimbolummal jeloljiik. Minden x-re x — x, de altaldban az x — y-bol az y — x
nem kovetkezik, tovabbd a reldcié altalaban nem tranzitiv.

{
Tovabba, ha x € LL és x — y, akkor a kirnyezetfiiggvények definiciéja szerint.
y € L kovetkeztik.
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Legyen adott a X' elemeinek egy
o B W o Mot ey o
véges vagy végtelen sorozata.
Az {x,} sorozatot ldnc-nak nevezziik, ha a sorozat barmely tagja az elGtte
lev6bél kozvetleniil elérhetd, azaz van olyan {i,,} sorozat (1 < i,, << n), hogy
im '
X Ko o (== 1o 95 ..
Ha egy y tagja egy x-bél kiindul6 € ldncnak, akkor azt mondjuk, hogy az y

az x-bOl lanceal elérhetd, és ezt az
3

XYy

szimbolummal jeloljiik.

Vildgos, hogy a bevezetett relacié dltaldban nem megfordithaté, de tranzitiv,
tovabbd ha x € L, akkor minden, az x-bél ldnccal elérhet elem ugyancsak az
L-be tartozik. i

Legyen x, y € 2 és x —y. Ha

Fi(x) — Ki(x, y) < Fi(y) — Cilx, y),
akkor azt mondjuk, hogy az y az x-nek i-ben egy javitdsa, ha pedig
Fi(x) — Ki(x, y) < Fi(y) — Ci(x, y),

akkor azt mondjuk, hogy y az x-nek eqy szigori javitdsa i-ben, és ezeket a tovab-
biakban az
',
X S e
€S8 az
1
X<y
maodon jeloljiik.

Vildgos, hogy a bevezetett reldciok altaldban nem tranzitivek.

Legyen {x,,} a 2 elemeinek egy lénca. Ha a sorozat barmely tagja az elGtte
levének javitdsa, akkor az {x, } lincot monoton-nak, ha szigoru javitésa, akkor
szigorian monolonnak nevezziik.

Egy x ¢ X pontra jelolje 74(x) az x-bél monoton lénceal, 7_(x) pedig az x-bél
szigorian monoton linceal elérhetd elemek Osszességét.

A 1<(x)-et az x bejarhatisdgi, a t_(x)-et pedig az x szigori bejarhatdsdgi tar-
tomdnydnak nevezziik.

A 1-(x) és T_(x) bejarhatésdgi tartomanyokat valddiaknak nevezzik, ha a
2 valodi részhalmazai.

A kordbbiakbol vilagos, hogy ha x ¢ L, akkor

T2(X), T (XY EMG
Tovabba, ha y € 1<(x) és y’ € 1_(x), akkor
7<(y) C 15(x) és T_(y') C T (x),

valamint mindig fennall a
r<(x) C rS(X)r (X < Z)

Gsszefiiggés.
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1.3 Egyensilypont, stabilitisi halmaz, egyensilyhalmaz.

Ezek utan elszor a jatékelméletben is alapvetd fontossdgi fogalmat, az
egyensulypont fogalmét értelmezziik.
Egy x* ¢ L pontot az S rendszer szigori eqyensilypontjdnak nevezziik, ha a
bejarhatdésigi tartomanya énmaga, azaz
T5(x*) = {x*}!
Vilagos, hogy az egyensilypont fogalmanak fenti értelmezése egybeesik specid-
lis esetben a jatékelméletbdl ismert , hagyoményos” értelmezéssel.
Tovabbd egy x* € L akkor és csak akkor egyensilypont, ha a szigora bejir-
hatésigi tartomianya az iires halmaz.
Ezek utdn értelmezni fogjuk a stabilitdsi halmaz fogalméat.
Egy Hs < L halmazt az S rendszer stabilitdsi halmazanak nevezziik, ha
minden x € H.-ra
[7<(x)] = Hg?

Eegy H_ < L halmazt az S rendszer szigori stabilitdsi halmazinak nevezziik,
ha minden x ¢ H _-ra
[t<(x)] = H_.

Végiil értelmezni fogjuk az egyenstlyhalmaz fogalmit:
Egy H* — X halmazt az S rendszer egyensiilyhalmazdinak nevezziik, ha min-
den x € H%-ra
75(x) = HE,

és ha ecy H* < L halmaznal minden x ¢ H*-re
Tv..(z)= HL,

akkor 1* halmazt az S szigori egyensilyhalmazinak nevezziik.
A H-, H_, H*, H* halmazokat valdédiaknak nevezziik, ha a
s <’ s <

He, H_

valodi részhalmazai a Y-nak és a
*
H%, H*

valédi részhalmazai az L-nek.

1.4 Az egyensilypont és egyensilyhalmazok | eqyensily” tulajdonsdga

Mindenek el6tt viligos, hogy egy egyensialypont mint egyelem(i halmaz
egyben egyensulyhalmaz is.

Ha valamely x ¢ H_, H_-re az x bejarhatosagi illetve szigort bejarhatosagi
tartomanyai zartak, akkor a stabilitasi halmaz egyensilyhalmaz és a szigoru
stabilitasi halmaz szigort egyenstlyhalmaz.

A stabilitdsi és egyensulyhalmazok ,,minimdlis tulajdonsdgaak”, abban az
értelemben, hogy nincs olyan valédi részhalmazuk, amely ugyvancsak stabili-
tasi vagy egyenstlyhalmaz lenne.

! Egy x-re {x} szimb6lummal azt a halmazt jeloljiik, amely csak az x-et tartalmazza.

*Egy 4 halmazra [A]-val jeldljiik azt a halmazt, ami az A-bol ugy all el6, hogy hozzi-
vessziik a hatdrpontjait.
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Tovabbé a stabilitdsi és egyenstlyhalmazoknak kiilon-kiilon mindegyiknek
meg van az a tulajdonsaga, hogy a kiilonbozbek egyben diszjunktak is.
Végiil 6sszehasonlitjuk az egyenstulypont és egyensilyhalmaz fogalmat.
Legyen
k=t e A )

az S rendszer egy egyensulypontja. )
A definiciébdl kovetkezik, hogy minden i-re (1 << i << n) és minden

xO=af, ..., oty @ el 2h)

RS

pontra, ahol z; € @,(x*):
F,-(X*) o Ki(X*s x(i)) Z F,’(x(i)) e C,—(X*, X(i)).

Azaz, amennyiben az S rendszer n — 1 szamu tagja az ,,egyensulyi allapot-
ban van”, akkor mintegy ,kényszeriti” a kimaradd szervet (vallalatot) az
egyensulyi allapot, azaz az x} elérésére, mert minden mds szébajohets lépése
esetén sem jarhat jobban.

Megmutatjuk, hogy az egyenstlyhalmazoknak is lényegében megvan ez a
tulajdonsaga.

Legyen ugyanis H% az S rendszer egy egyenstlyhalmaza:

H = {H}, Hf, ..., H%).

Legyen af € Hf (1 = 1, 2, ..., n), azaz tegyiik fel, hogy az S rendszer az
egyensilyhalmazba jutott. Legyen ismét

X = (of, oF » oo SLai n Xligs 5 v TN (1 554 5 B

Ebben az esetben, az i-ik szervnek az osszes 16pési lehetdségét a @;(x*) tartal-
mazza. Mivel
75(x*) = *,

azaz minden olyan 1épés, ami az a¥-b6l indul ki és olyan éllapotba vezet, amely
az i-ik szerv szempontjabol ,,nem rosszabb” mint az x} volt, sziikkségképpen a
D,(x*) egy olyan wx; eleme, amely a H*-ben van.

Tehdt amennyiben az S rendszer bejutott egy egyensilyhalmazba, akkor ez
azt jelenti, hogy az ,egyéni lépések” csak akkor ,kifizetédéek”, ha azok az
egyensilyhalmazban torténnek, mis széval ez is egy ,,egyensulyi allapotnak”
tekinthetd.

1.5 A stabilitdsi és egyensilyhalmazok ésszefiiggései

A stabilitasi halmazok definici6jabol kozvetleniil adédik, hogy ezek a halma-
zok zértak. Az egyensily és szigort egyenstlyhalmazok esetében ez mér éltala-
ban nem lesz igy.

Ugyancsak a definiciék kozvetlen kiovetkezménye, hogy ha minden x-re
az x bejarhatésagi illetve szigort bejarhatésigi tartomanyai zdrtak, akkor min-
den stabilitési illetve szigort stabilitdsi halmaz egyensuly illetve szigora egyen-
sulyhalmaz is egyben.

Vagy sziikebben, ha egy stabilitési illetve szigoru stabilitdsi ha.lmaznak’ van
olyan pontja, melynek bejirhatésagi illetve szigor bejirhatosagi tartomanya

2 Szigma
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zart, akkor az a stabilitdsi halmaz egyenstlyhalmaz illetve a szigoru stabilitdsi
halmaz szigoru egyenstlyhalmaz. \

Az aldbbiakban elégséges feltételt fogunk adni a bejarhatésagi illetve szigort
bejarhatésagi tartomanyok zartsigara.

El6rebocsajtunk néhany definiciét és két segédtételt.

Az egyenstilyhalmaznak gyakorlati és egyben szdmitdstechnikai szempont-
bél alapvetd tulajdonsiga, hogy bérmely pontjabdl barmely pontjiba (és igy
az egyensilyhalmazon beliil maradva) véges sok 1épés utdn eljuthatunk.

A @, fiiggvényt a X halmazon egyenletesen dsszefiiggének nevezziik, ha létezik
i

olyan pozitiv 4 szdm, hogy valahdnyszor x ~ y és p(x, y) < ¢, mindannyiszor
x; € Dy(y). (Ebbdl természetesen az y; € @,(x) is kovetkezik.)

A K,(x, y) fiiggvénnyel jellemzett korrekeit egy x — x* pontban e( - 0)
pontossdaginak nevezzitk, ha minden x* >« y esetén K(x*,y) = e.

Ezek utdn bebizonyitjuk a kovetkezs segédtételt:

(x 5= y)

1. Lemma:

Legyenek a X; halmazok korldtosak és zartak, az F,, C; figgvények folytonosak,
a D; kornyezetfiggvények egyenletesen dsszefiggdek. Ha a K, korldatozé figgvények
(x = y) a Zi-n folylonosak az x =y helyzetet kivéve és eqy x* pontban e* — &(x*)
pontossaguak, akkor van olyan 0% = 0*(x*) (> 0) szam, hogy valahdnyszor
o(y, x*) <7 o*, mindannyiszor az x* az y-bol szigorian monoton ldnccal elérhetd.

Bizonyitds :

Mivel a K; fiiggvények az x == y helyek kivételével folytonosak, ezért minden
pozitiv e-hoz és x -~ y ponthoz létezik olyan pozitiv 0, — 0,(¢, x, y), hogy ha

o(x, x') < 4, és
ely, y') << oy,
ugy
| Ki(x, y) — Ki(x’, y) | <e (1=1,2,...,n)
¥
Legyen ¢ — =t és legyen x € X tetszGleges, melyre p(x*, x) < 9,.

Ekkor tetsz6leges y € X' pontra (y + x)
8*

e*
Ki(x, y)=Ki(x* y) = [K,(x*, y) — K(x, y)] >&* g b

Kaptuk tehat, hogy az x*-nak létezik olyan 6, = §,(x*) sugart kornyezete,
hogy valahényszor p(x*, x) < ,, mindannyiszor tetszGleges y ¢ L-ra

8*
Ki(x, y) > 5 (x = y).
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Mivel az F; fiiggvények folytonosak a X; zart halmazon, igy ott egyenle‘cesen is
folytonosak Ezért van olyan 6, > 0 szam, hogy (i

| Fi(x) — Fy(y) | <E (elx, y) < 0y i=1,2, ..., n)

Hasonléan a C;-k folytonossdga miatt van olyan 4, hogy ha Q(X y) < Og,
akkor

| Ci(x, x) — Cilx, y)|=|Ci(x, y) i<~é—, i=12...m)

Mivel a @;-k egyenletesen Gsszefiiggdek, ezért létezik olyan 6, <Z 0 szédm, hogy
valahdnyszor x, y € X' és x ny y, valamint p(x, y) <C 0, mindannyiszmi

x; € Dyly) és y; € Di(x), (i=1,2,...,mn). : S
Legyen 6* = min(0,, 0y, 03, 04).

Megmutatjuk, hogy ha p(y, x*) << 6%, akkor az 2* az y-bél bZlgoruan monoton
lanccal elérhetd.
Legyen:

y= (U --» Yn)-
Vezessiik be az alabbi jeloléseket:

Yo = Y1 Y2 Y3 - - > Yn—15 Yn)
Y1= (2f Y1 Yo - - -3 Yn—15 Yn)
Yo =~ (xl" CC;;, Yoy + s Yn_1» yn)

s ok *
Yn-1 = (&1, 23, 2§, . . ., Z}_1, Yn)
N = T, 08, U oy Ty i i Y
Meg fogjuk mutatni, hogy

1 2 3 n—1

Y=Yo<N<Y:<:..<¥n- 1<yn-—
Legyen i egy tetszGleges index (1 < i <C n). Megmutatjuk, hogy

i
Yier <Yi-
i—1
Mivel y;_; ~y; és o(yi—y, y:) < o(y, x*) < 8%,
ezért
‘Tf (S ®i(Yi—1),
azaz

Yi=a = Yr-
2*
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Héatra van még a monotonitds bizonyitdsa. A monotonitast definiédlé képlet
az alabbi volt:
Fi(x) — Ky(x, y) < Fily) — Ci(x, y).

Ezt atrendezve
[Fi(x) — Fi(y)] — Ki(x, y) + Cilx, y) <O.
Mivel p(x, y,) << 0%, ezért elvégezhetd az aldbbi becslés:

* ¥ e¥* ¥

s €
1'7" = . Iﬂi i Ki i—1 i (jl’ i—1 Ji — i — —_— - O,
[Fi(yi-) (yo)] (Yi—1p Y1) + Cily 1y)<6 2—+6 A <

ezzel az 1 Lemmét bizonyitottuk.

2. Lemma

Legyenek a X; halmazok korldtosak és zdrtak, az F,;, C; figgvények folytonosak
a K, fuggvények az x -4y helyeken folytonosak, a D; figgvények egyenletesen dssze-
fiaggéek. Ha x* a X egqy H részhalmazinak olyan torléddsi pontja, ahol a K,
figgvények e(x*) > 0 pontossdguak, akkor az x torlddisi pont tagja egy, a H
valamely elemébdl kiindulo szigordan monoton ldncnak.

Bizonyitds :
Mivel x* torlodési pontja a H-nak, ezért van a H elemeinek egy, az x*-hoz
konvergélé sorozata:
m x. =x¥ (x,€H:in=1 2.4

n-—+20

A feltevésnél fogva a K, figgvényekkel jellemzett korlitozéis az x — x* helyen
e(x*) > 0, ezért teljesiilnek az 1 Lemma feltételei. fgy létezik olyan &%, hogy
valahdnyszor p(y, x*) <~ 6*, mindannyiszor az x* az y-b6l szigortan monoton
lanccal elérhetd. Mésrészt elég nagy n-re p(x,, x*) < 0%, igy x,-t6l az x* szigo-
rian monoton lanccal elérhets, amivel a 2. Lemmét bebizonyitottuk.

A fenti két segédtételnek mar egyszer(i kovetkezménye az alibbi tétel:

1. TETEL

Legyenek a X; halmazok korldtosak és zdartak, az F,;, C; figgvények folytonosak,
a K; fuggvények az x < y helyeken folytonosak és a @; kornyezetfilggvények egyen-
letesen osszefuggsk. Ha a H._- és H_ halmazokon a K, figgvények e(x) > 0
(x € H-ill. H_) pontossdagiak é¢s H_ N L =@ ill. H_ N L =9, akkor H_ —
=H% ill. H_. = H*.

1.6 Az egyensilypont létezésének kérdése

Miel6tt ratérnénk a stabilitdsi és egyensilyhalmazok létezésének feltételeire,
el6bb egy egyensilypont létezési kritériumot adunk meg. Ennek bizonyitésat
hasonl6 gondolatmenettel végezziik, mint ahogy az [6]-ben ill. [2]-ben
torténik.
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2uWtely Ae 8T, . & By S B i@, SO0 5 00 o Oy K vy Ky 1%
rendszernek van egyenstlypontja, ha
a) 2, korldtos részhalmaza X;-nek, 1 =1, ..., n.
b) az F; fiiggvények x;-ben konkdv fiiggvények, z; € 2, i =1, ..., n.
c) az F; figgvények az x = [z, ..., x,] Valtozé folytonos fuggvényei,
xcX ao=1, ... %
d) az L halmaz konvex, zart halmaza X-nak, .
e) Oy(x; y)— K,(x, y) folytonos, nemnegativ fiiggvény és y;-ben konkav,
R T A

Bizonyitds: Legyenek x = [y, ..., 2,], y= [y, - - -, ¥, ] egymastol fiiggetleniil
valtozé vektorai L-nek.
Az
n

G(x, y) :ig,'l LE (atr 5vsow B o vy, Yn) A O W o0y By ow s ) =
T Ki(y; ?/1! e Xy ey yn)]

figgvény folytonos az x, y véltozékban és x-ben konkav.
Mindenekel6tt megmutatjuk, hogy ha létezik egy y* = (y%, . . ., yp) € L agy,
hogy minden x ¢ @(y*)-ra fennall

G(y*, y*) = G(x, y*) (1)
akkor y* egyensilypontja S-nek. Ekkor ugyanis az elébbi egyenlétlenség fenn-
4ll minden y® = [y, . . ., x, ...yn] € L (1 =1, ..., n) vektorra. Felirva az

(1) egyenlGtlenséget az x = y@ esetre, adodik

Fiyt, ..o N > Flyt, ..oy o y8) + 0> 4t - i oo Yn) —
Ki(y*; ¥t -« Zip -+ s YD)

ami az allitdst igazolja: x € D(y*).

A bizonyitds menete ezekutéan a kovetkezs. Meg fogjuk mutatni, hogy ha a
fenti (1) egyenlStlenséget kielégits y* vektor nem létezik, akkor ellentmondésra
jutunk a G(x, y) fiiggvény konkavitdsdra tett megallapitasunkkal.

Tegyiik fel tehat, hogy az emlitett tulajdonsagt y* ¢ L vektor nem létezik,
azaz barmely y € L-hez taldlhaté olyan x € @(y) hogy G(y, y) < G(x, y)-

Tekintsiik a kovetkez6 H, halmazt

H,= {y € L|G(y, y) <Gy, x)}. (2)
Vilagos, hogy a H, halmazok befedik L-et, azaz
L= ) H
xcL

Minthogy a G(x, y) fiiggvény az x, y valtozékban folytonos, ezért a (2)-ben:
levé szigort egyenldtlenség miatt a H, halmazok L-nek nyilt halmazai. Alkal-
mazvéan a Borel-féle befedési tételt, létezik L-ben véges sok olyan xW L. x@

g

vektor, hogy L — U Hyw fenndll.
j=1
Tekintsiik most az

gily) = max G(x), y) —G(y, y); 0}, j =1 .. ¢
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nem negativ fiiggwvényt. Minthogy minden y-hoz létezik olyan x € @(y), hogy
G(x, y) > Gy, y) ezért minden y-hoz van olvanj (1 <j <q), hogy G(xY), y) >

= ((y, y). Ebbdl kovetkezik, hogy a ¢(y) 2 g,(y) figgvény minden y ¢ L-re

pozitiv. fgy az
!(y) x()

, , . (y)
osszeg minden y-ra az x() vektorok egy konvex linedris kombinacidja és ezért
L-nek eleme.
- A gy és:gly) tiiggvények nyilvan folytonos fiiggvények, azért az

T [\/Q

i' 7)<y
. J=1 f/()’)
leképezés (y € L) az L konvex korlatos zirt halmaz 6nmagiba valé folytonos

leképezése.
A Brouwer-féle fixponttétel szerint van olyan y € L, hogy

= /\?‘”ﬁﬁ <
_ = g(y)
Minthogy (/(x, y) konkav x-ben, ezért
i 5.3 > S8 g, -
Gy y) = ;21 5 G, 7). (3)
Ez az egyenlGtlenség azonban nem allhat fenn, ugyanis
1. y-hoz van legalabb egy x1), amelyre

G(xD, y) > Gy, y)

2. ha valamely y-hoz G/(x1), y) <~ (/(y, y) akkor g,(y) = 0
“Ebbdl a két tulajdonsigbol pedig az

dromid v ke SN g e U g ) @ 67, )
P = 9(y) = 9(y)

egvenlGtlenség adodik, ami ellentmond (3)-nak. Ezzel a tételt igazoltuk.

1.7 Stabilitasi halmazok egziszlencidjanak a kérdése

Természetes ezek utan felvetni azt a kérdést, hogy milyen feltételek mellett
létezik az S.rendszernek stabilitdsi illetve szigoru stabilitdsi halmaza.

Miel6tt az  égzisztencia kérdésével foglalkoznink, megjegyezziik, hogy a
dtabilitdasi halmagz és a szigoru stabilitdsi halmaz létezésének a kérdése nem
egyformén lényeges. Tekintettel arra, hogv mindig gondolnunk kell elgondol4-
saink numerikus realizicidjara is, a szigora stabilitasi halmazok sokkal fonto-
sabb szerephez jutnak. Kz, b|7(myos gyakorlati meggondolasokon tilmenden
foleg annak a kivetkezménye, hogy a numerikus realizdciok sorén, a probléma
jellegébdl kovetkezden csak ‘szamitégépes megolddsokra szamithatunk (féleg
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szimuldciés médszerekre). Figyelembe véve a probléma jellegét, természet-
szerlien a valés tipust aritmetika (lebegSpontos aritmetika) johet széba, méar-
pedig lebegSpontos aritmetikival szimolva az egyenléség (a szigord ,matema-
tikai értelemben vett egvenldség) eldontése lehetetlen.

Ezért els6sorban a szigort stabilitdsi halmazok létezésének a kérdését vizs-
galjuk.
Miel6tt kimondandnk néhany segédtételt, bevezetiink egy definiciét:
i
Legyen x <y, és
X == By, Bpy s 0 w3 Bpgp By Biygs 5« L)
Y. ApnaiCan + 53s Epiny Yoo Bias s 59 B
Ha az x, y parhoz és az i indexhez létezik olyan valds valtozés

t—a(t) (€ [a Bl z) € Z)

fiiggvény, hogy x(x) = a;, 2(f) = y; és valahdnyszor o < t, < t, < 8, mind-
annyiszor

x(t)) < x(ty),

X(4) = (®y, ®gy « v oy Zyyg, Blly)s Tpsgs « + o> &)

ahol

X(ty) = (X, Ty, - - oy Ty, T(Ey), Tigyy - - -5 Tp),s

akkor azt mondjuk, hogy az y az x-bél folytonos javitdssal elérheté.
i
Hasonléan, ha x <7y és

x(t,) [( x(t,),

akkor azt mondjuk, hogy az y az x-bél folytonos szigori javitdssal elérhets.
Ezek utén bebizonyitjuk a kévetkezs segédtételt:
3. Lemma.

Legyenek a 2 halmazok korldtosak és zdrtak, az F,, C,, K; fuggvények folytono-
sak, a @; fuggvények egyenletesen osszefiggéek.

Ha minden x € X-ra annak bdrmely javitdsa eqyben x-nek folytonos szigori
Javitdsa is, akkor a [v_(x)] halmaz zdrt abban az értelemben, hogy minden y €.
ez (®))-re'z2ly) € t2(x)]:

Bizonyitds :

Legyen x* € [7_(x)]. Ha x* € 7_(x), akkor az 4llitds nyilvénvalé. Legyen
tehdt x* a 7_(x) egy olyan hatdrpontja, amelyik nem tartozik a 7_(x)-hez.
Azt kell megmutatnunk, hogy

T (x¥) < [ (x)].
Indirekt bizonyitunk. Tegyiik fel, hogy van olyan
y* € 7.(x*), hogy y* & [7.(x)].
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Az y* tehdt az x*-bdl szigortian monoton lanccal elérhets. Legyen mindjart
az y* a lanc els6 olyan eleme amelyik nem tartozik [7(x)]-be. Legyen tovabbé
iz 13 ir

X*<y1<yo<~-/yk<y
Mivel y* ¢ [7.(x)], ezért y; ¢ 7_(x), i = 1, 2, .. ., k, mésrészt mivel y* a lanc
els6 olyan eleme amelyik nem tart()zik [r (x )] be igy az y; pontok ugyancsak
hatarpontjai a [7_(x) ] -nek, (1 =1, 2,

Legyen az egyszeriiség kedvéért ¥ = yk Kaptuk tehat, hog,y a 7_(2)-nek
van olyan y hatarpontja, ahonnan kilépve egy y* javitdsra mar kikeruliink a
[T (z)]-bOL

Azt fogjuk megmutatni, hogy egyben olyan hatarpont is létezik, amibél
tetszblegesen kozeli olyan javités is elérhetd, amely nem tartozik [7_(x)]-hez:

1
Induljunk ki az y és y* pontokbdl. A kordbbiak szerint y & y*. Ezért a fel-
tételek szerint létezik olyan

t—yp(l) (€ [z BT yult) € )
folytonos fiiggvény, hogy y(x) = y, y(f) = y* és valahdnyszor« < ¢, < t, < B,
mindannyiszor
i
y(t) < y(to).
yi@) =y € [7.(x)]
y(B) = y* ¢ [r.(@)]
t* = sup{t:t € [a, f] & y(t) € [v(x)}.

Mivel a [7_(x)] zart halmaz, ezért y(t*) ¢ [7_(x)]. Masrészt sziikségképpen
y(#*) hatarpontja 7 _(x)-nek, tovabbé barmely pozitiv 6*-hoz van olyan pozitiv
0, hogy valahényszor ¢ - * és t — t* <~ 0, mindannyiszor

o(y(t), y(t*)) < o* és
t) ¢ [r-(x)]

A feltevés szerint a @, fiiggvények egyenletesen osszefiiggek, azaz létezik olyan
i

A definicié szerint

Legyen

pozitiv d;, hogy valahdnyszor x —y és o(x, y) <~ 8;, mindannyiszor
YREDy(x) (Vi=11512,0 . Ay )
A kordbbiak szerint van a 7_(x)-nek olyan z hatdrpontja, melyhez van olyan
i 4

z*, hogy z <7 z* és z* ¢ [1_(x)], tovabb4 o(z, 2z*) < -'. Mivel z hatdrpontja
2

a 7o (x)-nek, ezért van a 7_(x) elemeinek egy z-hez tarté {2z} sorozata.
Vezessiik be a ksvetkezd jeloléseket:

A (21: Ry o v oy 11y %1y Biggs oons )

= (215 23y « « 0» Zi—1y PaBppgs - - o 2p)
z(’") &A™, 47, . . o 2T, 2D, 2 o g
zH™ = (2™, 2™, .. ., 2™, 2, 2, . .., 2",
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Vil4dgos, hogy lim z*(™ = z*, Végezziik el a kovetkezd becslést, elég nagy m-re

s 25
o(a™, 2*™) = o(&™, 2f) < o™, 2) + e(z 2F) < % + % = Gy
Tehat minden elég nagy m-re
oz, 24M) < 3.
Mésrészt, mivel minden m-re
z(’")ri/z*(’") (=1, 2,70..)

igy a fentiek szerint, kihasznilva a @;-k egyenletes osszefiiggését, kapjuk hogy
minden elegendden nagy m-re

z(m) _l, z*(m)_
Ezek utdn meg fogjuk mutatni, hogy egyben minden elég nagy m-re

z(m) <l Z%(m)
A kordbbiak szerint

7 < 2%,

Legyen
Fi(z*) — Ci(z, 2*) — [Fy(z*) — K,(z, 2%)] = 6, > 0.

A feltevés szerint az F;, €, K; figgvények folytonosak, igy minden elegendden
nagy m-re
0

2
5

| Fi(z*™) — Fy(z%) | <

(i

I
IS
=

l(;i(z(m), z*(m)) — Ci(z, z*%) ] <,2 t=1,2 ... n)
0% -
| Fi(z(™) F(z) | <g“ (8 =239, Lo, )

| Ki(z(™, 2*™) — Ki(z, 2%) | <2 (i=1, 2, ..., 0.

5
Ezek utdn minden elég nagy m-re elvégezhetd az aldbbi becslés:

F(z*™) — Cy(z™, z*m)y _ [F(z™) — K (2™, z%)] =
= Fi(@*™) — C,(alm, 2¥™) — [F(a*) — Cifs, 2*)] +
+ {[Fi() — Cifz, 24)] — [Fy(=) — Ko )]} +
+ [Fy(z) K (z, z%)] — [Fi(z™) — Kf(z(m), z*M)] =
= [F(z*™) — Fy(z*)] — [Cyz™, z*™) — Cy(=z, z*)] +
+ {[Fi(#*)~ Cifz, 2*)] — [Fifz) — Kz 29)]} +
+ [Fy(z) — F(z™)] — [K(z, 2%) — K™, z*™)] >

49, d,

4 0 = 2> 0.
5

=
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Ezzel bebizonyitottuk, hogy minden elég nagy m-re
z(m l/ z#(m)
Ez pedig azt jelenti, hogy minden elég nagy m-re
z*™ ¢ 7_(z'M) C 7 _(x) € [r_(x)].
Mivel [7_(x)] zért halmaz, igy

lim z*™ = z* ¢ [7_(x)],

11—+ 00

ami ellentmondds. Ellentmonddsra jutvan a Lemméat bizonyitottuk.

Megjeqyzés:

A bizonyitasbdl kitlinik, hogy a C,(x, y) és K,(x, y) fuggvényekrdl elegendd
a folytonossigot csak az x +« y pontokban megkovetelni.

A 3. Lemma segitségével a szigora stabilitasi halmazokra egy egzisztencia-
tételt bizonyitunk be.

3. TETEL

Legyenek a X; halmazok korlatosak és zdrtak, az Fi(x), C)(x, y), K/x,y) figy-
vények folytonosak (x +=y), a ©; figgvények egyenletesen osszefiiggiek. Ha min-
den x € Xra annak bdrmely javitdsa egyben x-nek folylonos szigori javildsa,
alkkor létezik az S rendszernek szigori stabilitdsi halmazo.

Bizonyilds :

Legyen x egy tetszileges eleme a X halmaznak. A 3. Lemma szerint a
[7<(x)] halmaz ,zart a tovabblapésre”.
Megmutatjuk, hogy a [7_(x)] részhalmazai kozott sziikségképpen van szi-
D <
goru stabilitdsi halmaz. Ha maga a [7_(x)] nem stabilitasi halmaz, akkor van
olyan x; € [7_(x)], hogy

[7.(x)] < [T.(x)]
Ha a [7_(xy)] nem szigoru stabilitdasi halmaz, akkor van olyan x, ¢ [7_(x,)],
hogy
[T<(x)] © [To(x))].
Ha véges lépésben nem jutunk el ilyen médon egy szigoru stabilitdsi halmaz-
hoz, akkor korlatos, zart halmazoknak egy szigorian fogvé
[7<(x)] D [7(x)] D [ ()] D ..

sorozatdhoz jutunk.
Amennyiben ezek kozos része (Cantor tétele) nem szigort stabilitasi halmaz,
akkor innen kezdve ujra megismételjiik az eljarasunkat, az igy kapott

[t.x)] D[]0 ... D7) o v )] D - ..
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lancra alkalmazva a Baire —Hausdorf-féle tételt,® kapjuk hogy egy « indextdl
kezdve
[T<(xm)] — [T<(xa+1)] = ey
ami ellentmondés.
Ellentmondéasra jutvan a tételiinket bizonyitottuk.

1.8 Hgyensilyhalmazok létezésének a kérdése

Ezek utdn mar megfogalmazhatunk a szigoru egyensulyhalmazlétezésére is
egy elégséges feltételt:

4. TETEL

Legyenek a X halmazok korldtosak és zdrtak, az F;, C; figgvények folytonosak,
a K; fiuggvények az x =y helyek kivételével folytonosak, és legyenck a D,
kérnyezetfilggvények egyenletesen osszefivggdek. Legyenek tovdbbd a K; figgvé-
nyek a X halmazon e(x) > 0 (x € X) pontossdgiak. Ha minden x € X elem
eselén annak minden javitdsa egyben x-nek folytonos szigord javitdsa, akkor
létezilke az S rendszernek szigori eqyensilyhalmaza.

A tétel az 1. TETEL és a 3. TETEL kozvetlen kovetkezménye.

( Beérkezett: 1973. junius 28.)
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jo olEN |

EQUILIBRIUM SYSTEM 1.

In this work we start a series of articles which deals with the structure of systems,
detailed as follows and from which the basic problems and results of the classical game
theory issue as a special case. In the following by system we mean an organic system and
out of its characteristics we stress — in a qualitative shaping — the following ones:

3 A Baire—Hausdorf-féle tételt 1. pl. [8].
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Static characteristics:

(1) It consits of finite number, well distinguishable parts (organs). (2) The state of each
organ depends on the other ones. (3) Each organ can exist only in well defined states.
(4) There are criteria for the organ and consequently for the system on the basis of which it
can decide on its change of state.

Dynamic characteristics:

(1) The state of each organ — and so that of the system — changes in time. (2) The set
of the feasible states of the organs changes in time. (3) The number of the organs may
change in time.

It is expedient to discern two kinds of a system: (a) an autonomous system where the
states of the organs depend on the state of the other organs alone and (b) a non-autono-
mous one where the states of the organs depend on factors beyond the system as well.

By an organic system we mean first of all an economic one though we take no notice
— at least for the time being — of its features beyond its general characteristics, described
above.

We prove existence theorems for state-sets of equilibrium in the most simple case when
only one organ changes its state at a time.

PABHOBECHBbIE CHCTEMBI

B aroit paboTe Mbl HAUMHAEM CepHI0 cTaTeil, KOTopasi 3aHHMAeTCsl CTPYKTYPOH CHCTEM, ONHCaH-
HbIX B JJaJIbHEHIIEM H H3 KOTOPOH 0CHOBHBIE NPO0JIEMBI H PE3YJILTATHI KJIACCHUECKOH TEOPHH HI'PbL
NOJYHAITCs, KAK CIENHAJbHBI ciiydaid. B caeayiomem 1oj CHCTeMOo Mbl I10ipadyMeBaem op-
IaHHYECKYH) CHCTEMY, M3 XapaKTePHCTHK KOTOPOH — B KBAJHTATHBHOH (JOPMYJIMPOBKE — Mbl
NOJYEPKHBACM CJICJYIOLHE:

Cmamuvueckue xapakmepucmuri :

(1) Cucrema COCTOMT M3 KOHEUHBLIX, XOpOIIO OTJIHYHMBIX yacrteil (opranos). (2) Cocrosinne
Ka)XJI0T0 OpraHa 3aBHCHT 0T ApYrux. (3) Kayplil opran MOXKeT CymecTBOBaTh TOJALKO B XOPOLIO-
onpejesieHHbIX COCTOSIHUAX. (4) CyecTBy 0T KPHTEPHH JUIsl OPraHa H CJe0BaTeIbHO JUIsl CH-
CTEMbI, HAa OCHOBE KOTOPBIX OHA MOYKET peraTh 00 H3MEHEHHH CBOEr0 COCTOSIHHSL.

Junamuvecicue Xapakmepucmuru :

(1) MiameHeHuHe COCTOSIHMS KAYK/I0I'0 OPrala — H TaK CaMOi CHCTEMBI — MPOHCXOJHT BO Bpe-
MeHH. (2) MHOXeCTBO BO3MOMCHBIX COCTOSIHMI OPraHoB H3MEHsIeTCs1 BO BpemeHu. (3) Yunciio op--
raHoB MOXKET H3MEHsIThCsl BO Bpemenu. LlesiecooGpasHo passiinuaTh JiBe pasHbie cHCTeMbl: (a)
ABTOHOMHYIO CHCTEMY, I'JIE COCTOSIHHSI OPTaHOB 3aBHCAT JIMLIb OT COCTOSIHHS APYTHX OPraHoB H
(B) HEaBTOHOMHYIO CHCTEMy, IJie COCTOSIHMSI OPraHOB 3aBHCHT H 0T (JAKTOPOB BHE CHCTEMBI.

ITojy opranuyecKoil CHCTEMOH B NEPBYIO 0UEPE/b Mbl NOJAPA3YMEBAEM 9KOHOMHUECKYIO CHCTe-
My, XOTsI Mbl OCTaBJIsicM 0€3 BHHMaHHsI — 110 KpaiiHeit mepe BpEMEHHO — ee CBOICTBa, Kpome ee
BBILIEYKA3aHHBIX 00LIHX XapaKTepPHCTHK. 3J1eCh Mbl JIOKA3bIBAEM TEOPEMbI CYLLCCTBOBAHHS JUISE
MHOYKECTB PABHOBECHBIX COCTOSIHHIL B TOM npocTeifiem ciydae, Korja OJHOBPEMEHHO BCErja.
TOJILKO OJHH OpraH H3MEHsIET CBOE COCTOsIHHE.



