
SZÉP JENŐ--HEGEDÜS MIKLÓS

Egyensúlyi rendszerek I. 

A Közgazdaságtudományi Egyetem Matematikai Tanszéke feladatul tűzte
ki olyan általános egyensúlyi elmélet kidolgozását, amelyik alkalmas lehet
gazdasági rendszerek egyensúlyi problémáival kapcsolatos elméleti vizsgála
tokra, továbbá gyakorlati - módszertani oldalról nézve számítástechnikailag
használható és kezelhető még valódi alkalmazási méretekben is. Mint ismeretes
a játékelméletben szereplő egyensúlypontok meghatározása sokszemélyes játé
kok esetében rendkívüli nehézséget jelent mindenekelőtt azért, mert a gyakor
latilag szóbajöhető méretekben nem áll rendelkezésre hatásos fixpontkeresési
módszer. Ugyanakkor a játékelmélet jelenlegi formájában - csekély kivételtől
eltekintve - nem alkalmas valóságos gazdasági ,,játékszituációk" modellezé
sére. Szükség van tehát olyan általánosabb alapok megteremtésére, amelyek
lehetőséget adnak a valósághoz közelálló modellek vizsgálatára. Az alábbiak
ban főbb eredményeinkről számolunk be.

A következőkben rendszeren egy organikus rendszert értünk, amelynek
jellemzői közül - kvalitatív megfogalmazásban - a következőket emeljük ki:

Sztatikus jellemzők:
l. Véges sok jól megkülönböztethető részből (szervből) áll.
2. Mindegyik szerv állapota függ a többitől.
3. Mindegyik szerv jól meghatározott állapotokban létezhet csak.
4. Léteznek a szerveknek és így a rendszernek kritériumai, amelyek alapján

dönteni tud állapotváltoztatásáról.

Dinamikus jellemzők:
l. Mindegyik szerv - és így a rendszer - állapotalakulása időben megy

végbe.
2. A szervek lehetséges állapotainak halmaza időben változik.
3. A szervek száma változhat az időben.
Kétféle rendszert célszerű megkülönböztetni
a. Autonóm rendszert, ahol a szervek állapotai kizárólag a többi szerv álla

potától függnek.
b. Nem autonóm rendszert, ahol a szervek állapotai a rendszeren kívüli ténye

zőktől is függnek.
A következőkben organikus rendszeren mindenekelőtt gazdasági rendszert

értünk, bár ennek az előzőkben leírt általános jellemzőin túli tulajdonságait -
legalábbis egyelőre - figyelmen kívül hagyjuk.

Megfogalmazzuk a rendszer matematikai modelljét, majd vizsgálat alá vesz
szük e modellt. Maga a vizsgálat meglehetősen bonyolult és összetett materna-
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tikai eszközöket kíván. Éppen ezért a kiindulásnál még figyelmen kívül hagy
juk az időtényezőt, ami számos nehézség forrása. A vizsgálatok alapjául a
[7] dolgozat szolgál.

A modell leírása során több helyen külön térünk ki a közgazdasági interpre
tációra.

I. Alapfogalmak 

1.1 Az n személyes játék fogalmának általánosítása

Legyen adott meghatározott szerveknek egy
S= {S1, S2, ... , Sn}

rendszere.
Rendelj ük rendre a

L'i, E2, · · ., En
halmazokat a felsorolt szervekhez. A E;(~ X;) halmazt, (i = I, 2, ... , n) 
az i-ik szerv állapothalmaz-ának nevezzük, továbbá feltételezzük, hogy az X;
megszámlálható bázisú metrikus tér. Legyen

E= £1x£2x ... xEn- 
A E(~ Xi X ... X Xn) halmazt az S rendszer állapothalmazának nevezzük.

Legyen adott továbbá egy
L~E 

halmaz. Az L halmazt, az S rendszer megengedhető állapothalmazának nevezzük,
az elemeit pedig a rendszer megengedhető állapotainak.
Rendeljük hozzá továbbá a felsorolt szervekhez rendre az

F1, F2, ... , E;
ún. preferencia függvényeket, ahol az lí'; függvény a E halmazt képezi le egy Y
halmazba (i = 1, 2, ... , n), amelyről feltesszük, hogy definiálva van benne egy
jólrenclezés. (Legtöbbször, de nem szükségképpen Y-nak a valós számok hal
maza vehető, ha külön mást nem mondunk, akkor Y mindig a valós számok
halmazát jelöli.) Legyen adott egy F függvény, amely az xn-et egy Y-ba
képezi le.

Ji'(Fv F2, .•• , F,,) (L Y) 

függvényt az S rendszer preferencia függvényének nevezzük.
Hasonlóan rendeljük hozzá a szervekhez rendre a

(}>1, ¢2, · · ., <I>n
pont-halmaz leképezéseket, ahol minden x E E-ra rJ\(x) a E; nem üres rész
halmaza (i = I, 2, ... , n).

A cf>; függvényt az S; szerv környezetfüggvényének nevezzük.
A környezetfüggvényektől megköveteljük még az alábbi feltételek teljesíté

sét is:
A) X; E (/)1(x); x = (x1, ... , x,,) EL; i = 1, 2, ... , n 
B) Ha x = (x1, x2, ... , x,_1, X;, X;+i• ... , xn) E L és
x' = (xi, x2, ... , X;-i, x;, X;+i• ... , xn) E E, akkor

az x; E(/); (x)-ből az x' EL következik (i = I, 2, ... , n). 
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Legyen továbbá
<t>(x) = <t>1(x) X ... X<Pn(x), (x E .E).

A <t>(x) függvényt az S rendszer környezetfüggvényének nevezzük.
Világos, hogy minden x E L-re

x E <t>(x), 
továbbá a fentiekhez hasonlóan, ha x E L és x' E .E csak az; i~ik komponensben
különböznek, akkor az x' E <P(x)-ből az x' E L következik.

Rendeljük hozzá továbbá még rendre a felsorolt szervekhez a
01, 02, ... , on

ún. költségfüggvényelcet, ahol a O; függvény nemnegatív és a Ex.E halmazt
képezi le Y-ba, és feltesszük, hogy minden x E E-ra O;(x, x) = 0, (i = 1, 2,
... , n).

Legyen O az X11 halmazt az Y-ba leképező függvény. A 
0(01, ... , On), (ExE--+ Y) 

függvényt az S rendszer lcöltségfüggvényénelc nevezzük.
Végül a felsorolt szervek mindegyikéhez hozzárendeljük még a

1(1, K2, ... , Kn
korrekciás függvényeket, ahol Ki a Ex E halmazt képezi le Y-ba és K ; *x y x) = 0,
(i = 1, 2, ... , n). Végül legyen Kegy az X11-et az Y-ba leképező függvény. A

K(K1, ... , Kn), (E-~ Y) 
függvényt az S rendszer korrekciós függvényének nevezzük.
Ezek után az S rendszert adottnak tekintjük, ha az

1. E1, , En
2. 1\, , E;
3. <Pi, • • ·, <Jjn 
4. C1, , 0,, 
5. K.1, , Kn
6. L
7. F
s. e 
9. K

állapothalmazok
preferencia függvények
környezetfüggvények
költségfüggvények
korrekciós függvények
megengedett állapotok halmaza
preferencia függvény
költségfüggvény
korrekciós függvény

adott.
Az S rendszert a továbbiakban az

S= {.E1, ... , E11; Ji\, ... , Fn; <"t\, ... , (f)n; Ci, .. , 011; Kv ... , Kn; L, F, 0, K}
szimbólummal jelöljük.

Az S rendszer tekinthető egy n személyes játék általánosításának is, ugyanis
ha

<t>; - Ei
Ci o 
K; o 
L E
F - 0 
e o 
K o 

(i := 1, 2, , n)
(i = 1, 2, , n)
(i = 1, 2, , n)
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akkor S egy n személyes játékra redukálható. Megjegyezzük, hogy több szerző
foglalkozott már a játék olyan általánosításával, ahol L e E. ([2], [3]). Nem
utalunk most a játékok egyéb általánosítási kísérleteire. Ha az szükségessé
válik, akkor mindig az aktuális helyen fogunk hivatkozni.

Egy közgazdasági interpretáció. Valamely S gazdasági rendszer állhat pl.
termelő Si vállalatainak összességéből. Feltesszük, hogy bármelyik vállalat
bármely időpontban jellemezhető egy állapotvektorral, amelynek komponensei
pl. létszám, állóalap, forgóalap, termelési érték, nyereség stb. Mindegyik válla
latnak - nem túl hosszú időhorizontot tekintve - létezik egy elvileg lehetsé
ges állapothalmaza: E;. Ezekből az elvileg lehetséges állapotokból egy adott
időpontban csak olyanok valósulhatnak meg, amelyeket a többi vállalatnak a
kérdéses időpontban meglevő állapotai megengednek. Így jutunk a megenged
hető L állapotok halmazához. Az F, preferencia függvények segítségével a vál
lalatok saját állapotaikat értékelik, természetesen a többivel való kapcsolatai
ban, ezért F; nemcsak x1 E E;-től .hanern x E E-tól függ. A vállalatnak a töb
bitől való függése általában nem determinisztikus, így bármikor van lehetősé
gük saját állapotuk módosítására, de természetesen nem korlátlanul. Ezt a
korlátozott mozgási lehetőséget fejezi ki W;, azaz S, adott x E L-nél W(x)-ben
változhat, miközben reálisan a rendszer x aktuális állapotát veheti csak figye
lembe. A C; költségföggvényelrnek az a szerepük, hogy egy adott állapotból
egy másikba jutás (fejlesztés) ráfordítással jár. AK, korrekciós függvények lehe
tőséget adnak arra, hogy bármelyik vállalat az általános l!'; preferencia függvé
nyén és 01 költségfüggvényón túlmenöen az S rendszer pillanatnyi állapotától
és az elérni kívánt állapottól függően egyéb szempontokat is érvónycsíthesson:
állapotváltoztatási döntéseinél.

1.2 A lánc és a bejárhatósági tartomány fogalma

Mielőtt a játékelrnéletből ismert ogyensúlypont, valamint az ogyensúlyhal
maz fogalmát értelmeznénk, bevezetünk néhány definíciót. Legyen x, y E E.
Amennyiben x és y csak egyetlen komponensben különbözik egymástól (tegyük
fel, hogy az 'i-ikben, 1 _ i ,:=:-:; n), akkor az x-et és az y-t összelwsonUthatónak
nevezzük és

X ,...._, y 

szimbólummal jelöljük. Világos, hogy ez az összehasonlíthatóság nem ekvi
valenciareláció.

i
Ha x,......, y és y1 E < D 1(x), vagy ami ugyanaz y E c[)(x), akkor azt mondjuk, hogy

az y az x-ből közvetlenül elérhető, és ezt a tényt az

X -► y 

I i i
szimbólummal jelöljük. Minden x-re x -► x, de általában az x -► y-ból az y --+ x 
nem következik, továbbá a reláció általában nem tranzitív.

i
Továbbá, ha x EL és x _. y, akkor a környezetfüggvények definíciója szerint,

y E L következtik.
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Legyen adott a J; elemeinek egy

véges vagy végtelen sorozata.
Az {xn} sorozatot lánc-nak nevezzük, ha a sorozat bármely tagja az előtte

levőből közvetlenül elérhető, azaz van olyan {im} sorozat (1 :S::: im :S::: n), hogy

Ím 

Xm-+ xm+l (m = 1, 2, ... ). 

Ha egy y tagja egy x-ből kiinduló f láncnak, akkor azt mondjuk, hogy az y 
az x-ből lánccal elérhető, és ezt az

X-+ y 
szimbólummal jelöljük.

Világos, hogy a bevezetett reláció általában nem megfordítható, de tranzitív,
továbbá ha x E L, akkor minden, az x-ből lánccal elérhető elem ugyancsak az
L-be tartozik. i

Legyen x, y E J; és x -+ y. Ha

JJ';(x) - Ki(x, y):::; F;(y) - O;(x, y), 

akkor azt mondjuk, hogy az y az x-nek i-ben egy javítása, ha pedig

P;(x) - Ki(x, y) < JJ';(y) - O;(x, y), 

akkor azt mondjuk, hogy y az x-nek egy szigorú javítása i-ben, és ezeket a továb
biakban az

és az

i
X ;S; y 

módon jelöljük.
Világos, hogy a bevezetett relációk általában nem tranzitívek.
Legyen {x,,,} a J; elemeinek egy lánca. Ha a sorozat bármely tagja az előtte

levőnek javítása, akkor az {xn} láncot monoton-nak, ha szigorú javítása, akkor
szigorúan monotonnak nevezzük.
Egy x E J; pontra jelölje r:a;(x) az x-ből monoton lánccal, r<(x) pedig az x-ből
szigorúan monoton lánccal elérhető elemek összességét.

A r:a;(x)-et az x bejárhatósági, a r<(x)-et pedig az x szigorú bejárhatósági tar
tományának nevezzük.

A T :a;(x) és r<(x) bejárhatósági tartományokat valódialcnak nevezzük, ha a
J; valódi részhalmazai.

A korábbiakból világos, hogy ha x E L, akkor

r:.:;(x), r<(x) e L.
Továbbá, hay E r:.:;(x) és y' E r<(x), akkor

r:,;(y) e r.:;;;(x) és r<(y') e r<(x),

valamint mindig fennáll a
r<(x) e r:a;(x), (x E J:) 

x<y 

összefüggés.



260 SZÉP JENŐ-HEGEDŰS MIKLÓS

1.3 Egyensúlypont, stabilitási halmaz, egyensúlyhalmaz.

Ezek után először a játékelméletben is alapvető fontosságú fogalmat, az
egyensúlypont fogalmát értelmezzük.

Egy x* E L pontot az S rendszer szigorú egyensúlypontjának nevezzük, ha a
bejárhatósági tartománya önmaga, azaz

r:.;(x*) = {x*}.1 
Világos, hogy az egyensúlypont fogalmának fenti értelmezése egybeesik speciá
lis esetben a játékelméletből ismert ,,hagyományos" értelmezéssel.

Továbbá egy x* E L akkor és csak akkor egyensúlypont, ha a szigorú bejár
hatósági tartománya az üres halmaz.

Ezek után értelmezni fogjuk a stabilitási halmaz fogalmát.
Egy H :a; e L halmazt az S rendszer stabilitási halmazának nevezzük, ha

minden x E H:.;-ra
[r::;;(x)] = Il:.;.2 

Egy H< e L halmazt az S rendszer szigorú stabilitási halmazának nevezzük,
ha minden x E H <-ra

rr<(x)]=H<.
Végül értelmezni fogjuk az egyensúlyhalmaz fogalmát:

Egy fl}. e I halmazt az S rendszer egyensúlyhalmazának nevezzük, ha min
den x E flJ.-ra

r:.;(x) = 1-1."s,,
és lm egy H':,, e L halmazná.l minden x H~-rc

r<(x) = H':,,,
akkor H!_ halmazt az S szigorú egyensúlyhalmazának nevezzük.

A H::;;, 1-l <, fl}., If...,_, halmazokat val6dialcnalc nevezzük, ha a

H:.;, J-1 <
valódi részhalmazai a, E-nak és a,

valódi részhalmazai az L-nek.

1.4 Az eyyensúlypont és egyensúlyhal?nazok ,,egyensúly" tidajclonsága

Mindenek előtt világos, hogy egy egyensúlypont mint egyelemű halmaz
egyben egyensúlyhalmaz is.
Ha valamely x E Jl ::;;, Ji <-re az x bejárhatósági illetve szigorú bejárhatósági
tartományai zártak, akkor a stabilitási halmaz egyensúlyhalmaz és a szigorú
stabilitási halmaz szigorú egycnsúlyhalmaz.

A stabilitási és ogyensúlyhalrnazok ,,minimális tulajdonságúak", abban tLZ 

értelemben, hogy nincs olyan valódi részhalrnazuk, amely ugyancsak stabili
tási vagy egyensúlyhalmaz lenne.

1 Egy x-re {x} szimbólummal azt a halmazt jelöljük, amely csak az x-et tartalmazza.
! Egy A halmazra [A ]-val jelöljük azt a halmazt, ami az A-ból úgy áll elő, hogy hozzá

vesszük a határ-pontjait.
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Továbbá a stabilitási és egyensúlyhalmazoknak külön-külön mindegyiknek
meg van az a tulajdonsága, hogy a különbözőek egyben diszjunktak is.

Végül összehasonlítjuk az egyensúlypont és egyensúlyhalmaz fogalmát.
Legyen

x* = (xi, x;, ... , x;';) 
az S rendszer egy egyensúlypontja. ,
A definícióból következik, hogy minden i-re (1 < i < n) és minden

x<il = xf, ... , Xt-v xi, xt+i, ... , x;';) 

pontra, ahol xi E <Pi(x*):

Pi(x*) - Ki(x*, x<il) > Pi(x<il) - O;(x*, x<il). 

Azaz, amennyiben az S rendszer n - I számú tagja az ,,egyensúlyi állapot
ban van", akkor mintegy ,,kényszeríti" a kimaradó szervet (vállalatot) az
egyensúlyi állapot, azaz az xt elérésére, mert minden más szóbajöhető lépése
esetén sem járhat jobban.

Megmutatjuk, hogy az egyensúlyhalmazoknak is lényegében megvan ez a
tulajdonsága.

Legyen ugyanis H'};, az S rendszer egy egyensúlyhalmaza:

H}., = {Ht, Hf, ... , H;t;}.
Legyen xi E Ht (i = 1, 2, ... , n), azaz tegyük fel, hogy az S rendszer az

egyensúlyhalmazba jutott. Legyen ismét

xU) = (xf, xt, ... , Xt-v xi, xf+1, ... , x;';), (1 < i ~ n).

Ebben az esetben, az i-ik szervnek az összes lépési lehetőségét a <P,-(x*) tartal
mazza. Mivel

-r;:,;(x*) = H*,
azaz minden olyan lépés, ami az x7-ből indul ki és olyan állapotba vezet, amely
az i-ik szerv szempontjából ,,nem rosszabb" mint az x, volt, szükségképpen a
<P1(x*) egy olyan xi eleme, amely a Ht-ben van.

Tehát amennyiben az S rendszer bejutott egy egyensúlyhalmazba, akkor ez
azt jelenti, hogy az ,,egyéni lépések" csak akkor ,,kifizetődőek", ha azok az
egyensúlyhalmazban történnek, más szóval ez is egy ,,egyensúlyi állapotnak"
tekinthető.

1.5 A stabilitási és egyensúlyhalniazok összefüggései

A stabilitási halmazok definíciójából közvetlenül adódik, hogy ezek a halma
zok zártak. Az egyensúly és szigorú egyensúlyhalmazok esetében ez már általá
ban nem lesz így.

Ugyancsak a definíciók közvetlen következménye, hogy ha minden x-re 
az x bejárhatósági illetve szigorú bejárhatósági tartományai zártak! akkor min
den stabilitási illetve szigorú stabilitási halmaz egyensúly illetve szigorú egyen
súlyhalmaz is egyben.

Vagy szűkebben, ha egy stabilitási illetve szigorú stabilitási halmaznak van
olyan pontja, melynek bejárhatósági illetve szigorú bejárhatósági tartománya

2 Szigma
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zárt, akkor az a stabilitási halmaz egyensúlyhalmaz illetve a szigorú stabilitási
halmaz szigorú egyensúlyhalmaz. .

Az alábbiakban elégséges feltételt fogunk adni a bejárhatósági illetve szigorú
bejárhatósági tartományok zártságára.

Előrebocsájtunk néhány definíciót és két segédtételt.
Az egyensúlyhalmaznak gyakorlati és egyben számítástechnikai szempont

ból alapvető tulajdonsága, hogy bármely pontjából bármely pontjába (és így
az egyensúlyhalmazon belül maradva) véges sok lépés után eljuthatunk.

A <P; függvényt a E halmazon egyenletesen összefüggőnek nevezzük, ha létezik
l

olyan pozitív b szám, hogy valahányszor x ,....__, y és e(x, y) < b, mindannyiszor
X; E <P;(y). (Ebből természetesen az Y; E <P;(x) is következik.)

A K;(x, y) függvénnyel jellemzett korrekciót egy x = x* pontban e( > 0) 
pontosságúnak nevezzük, ha minden x* # y esetén K *x Hy y) ;:2; e.

Ezek után bebizonyítjuk a következő segédtételt:

(x # y) 

1. Lemma:

Legyenek a E; halmazok korlátosak és zártak, az F;, C; függvények folytonosak,
a cJ>; környezetfüggvények egyenletesen összefüggőek. Ha a K; korlátozó fügqvénye!c
(x # y) a Ern folytono;:;alc az x = y helyzetet kivéve és egy x* pontban e* = e(x*)
pontosságúak, akkor van olyan b* = b*(x*) (> 0) szám, hogy valahányszor
e(y, x*) < b*, mindannyiszor az x* az y-ból szigorúan monoton lánccal elérhető.

Bizonqitáe:

Mivel a K1 függvények az x = y helyek kivételével folytonosak, ezért minden
pozitív e-hoz és x # y ponthoz létezik olyan pozitív 1\ = !\(e, x, y), hogy ha.

úgy

e(x, x') < b1 és

e(y, y') < bi,

I K1(x, y) - K 1(x', y') I < e, (i = 1, 2, ... , n). 

*
Legyen e=~, és legyen x E E tetszőleges, melyre e(x*, x) < b1.

2 
Ekkor tetszőleges y E E pontra (y # x) 

e* e*K ; *x y y)=K;(x*, y)- [K,(x*, y)- K;(x, y)] >e*- - = - .
2 2

Kaptuk tehát, hogy az x*-nak létezik olyan b1 = b1 (x*) sugarú környezete,
hogy valahányszor e *x Hy x) < b1, mindannyiszor tetszőleges y E E-ra

e*K1(x, y) > - , (x # y). 
2 
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Mivel az F; függvények folytonosak a L'; zárt halmazon, így ott egyenletesen is
folytonosak. Ezért van olyan Ö2 > 0 szám, hogy

e* -
I F,(x) - Fh) I < 6, (e(x, y) < 02; i = 1, 2, ... , n),

Hasonlóan a C;-k folytonossága miatt van olyan ö3, hog_y ha e(x, y) < ö3,
akkor

e* -
I C,(x, x) - C,(x, y)I =JC,(x, y) I< - , (i = 1, 2, ... n). 6 . 

Mivel a <P1-k egyenletesen összefüggőek, ezért létezik olyan Ö4 < 0 szám, hogy
l ;

valahányszor x, y E L' és x ,..____, y, valamint e(x, y) < ö4, mindannyiszor

X; E <J>,(y) és y1 E W;(x), (i = 1, 2, ... , n). 

Legyen ö* = min(Ö1, Ö2, Ö3, Ö4).

Megmutatjuk, hogy ha e(y, x*) < o*, akkor az x* az y-ből szigorúan monoton
lánccal elérhető. · ·

Legyen:
x* = (x;, ... , x~) 

Y = (Y1, · · ., Yn).

Vezessük be az alábbi jelöléseket:

Yo= (Yv Y2, Ya, · · -, Yn-v Yn)
Y1 = (x;, Y1, Y2, · · ., Yn-1' Ynl
Y2 = (xt, xt Y2, · · ., Yn-1' Ynl

Yn-·l = (xt, xL x!, · · ·, X~-1, Yn)
Y« = (x;, x;, xJ, ... , x~_1, x~)- 

Meg fogjuk mutatni, hogy
1 2 3 n-1 n

Y =Yo< Y1 < Y2 < · · · < Y11-1 < Y« = x*. 
Legyen i egy tetszőleges index (1 < i;:;,:;; n). Megmutatjuk, hogy -

i

Yi-1 < Y; ·
i-1 

Mivel Yi-1 ,---.., y, és e(Y;-1, Y;) < e(y, x*) < Ö*,

ezért

azaz

Y1-1 ---+ y,.

2*
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Hátra van még a monotorútás bizonyítása. A monotonitást definiáló képlet
az alábbi volt:

F1(x) - K1(x, y) < F,(y) - C1(x, y).

Ezt átrendezve

[F1(x) - F1(y)] - K,(x, y) + C,(x, y) < 0.

Mivel e(x, y1) < Ö*, ezért elvégezhető az alábbi becslés:

e* e* e* e*
[}\(Y1-1) - F;(y;)] -K;(Y.--v y;) + C;(Y1-v Y;) <- - -+- = -- < 0,. 6 2 6 6

ezzel az 1 Lemmát bizonyítottuk.

2. Lemma

Legyenek a E; halmazok korlátosak és zártak, az F1, C1 függvények folytonosak
a K1 függvények az x # y helyeken folytonosak, a <P1 függvények egyenletesen össze
függőek. Ha x* a E egy H részhalmazának olyan torlódási pontja, ahol a K1 
függvények e(x*) > 0 pontosságúak, akkor az x torlódási pont tagja egy, a H 
valamely eleméből kiinduló szigorúan monoton láncnak.

Bizonyítás:

Mivel x* torlódási pontja a H-nak, ezért van a II elemeinek egy, az x*-hoz 
konvergáló sorozata:

lim Xn = x*, (x,, E H; n = I, 2, ... ).
n-oo

A feltevésnél fogva a K,- függvényekkel jellemzett korlátozás az x = x* helyen
e(x*) > 0, ezért teljesülnek az 1 Lemma feltételei. Így létezik olyan Ö*, hogy
valahányszor e(y, x*) < Ö*, mindannyiszor az x* az y-ból szigorúan monoton
lánccal elérhető. Másrészt elég nagy n-re e(x,,, x*) < Ö*, így xn-től az x* szigo
rúan monoton lánccal elérhető, amivel a 2. Lemmát bebizonyítottuk.

A fenti két segédtételnek már egyszerű következménye az alábbi tétel:

1. 11ÉTEL
Legyenek a E1 halmazok korlátosak és zártak, az F1, C1 függvények folytonosak,

a K1 függvények az x # y helyeken folytonosak és a <P,. lcörnyezetfüggvények egyen
letesen összefüggők. Ha a H-:;:. és JI< halmazokon a 1(1 függvények e(x) > 0 
(x E JI< ill. 11<) pontosságúak és u, íl L # ff ill. JI< íl L # ff, akkor n; =
=E:l}. ill. H< = u-;

1.6 Az egyensúlypont létezésének kérdése

Mielőtt rátérnénk a stabilitási és egyensúlyhalmazok létezésének feltételeire,
előbb egy egyensúlypont létezési kritériumot adunk meg. Ennek bizonyítását
hasonló gondolatmenettel végezzük, mint ahogy az [6)-ben ill. [2)-ben
történik.
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2.Tétel: Az S= {E1, ... ,En; F1, ... , Fn; <P1, ... ,<Pn; 01, ... ,On; Ki, ... , Kn; L}
rendszernek van egyensúlypontja, ha

a) E; korlátos részhalmaza X;-nek, i = 1, ... , n.
b) az F; függvények x;-ben konkáv függvények, X; E E;, i = 1, ... , n.
e) az F; függvények az x = [x1, ... , xnJ változó folytonos függvényei,

x E E, i = 1, ... , n,
d) az L halmaz konvex, zárt halmaza E-nak,
e) O;(x; y)- K;(x, y) folytonos, nemnegatív függvény és y;-ben konkáv,

i = 1, ... , n.

Bizonyítás: Legyenek x = [x1, ... , xn], y = [yi, ... , Yn] egymástól függetlenül
változó vektorai L-nek. ·

Az
n

G(x, y) = J; [F1(Y1, · · ,, X;, • • ., Yn) + C;(y; Yv · · ., X;, · · ·, Yn) -
i=l 

I K ; *y ; Y1, · · ., X;, • • ., YnlJ
függvény folytonos az x, y változókban és x-ben konkáv.

Mindenekelőtt megmutatjuk, hogy ha létezik egy y* = (y!, ... , y;,) EL úgy,.
hogy minden x E <P(y*)-ra fennáll

G(y*, y*) :;:;:> G(x, y*) (1), 

akkor y* egyensúlypontja S-nek. Ekkor ugyanis az előbbi egyenlőtlenség fenn
áll minden yUl = [yi, ... , X;, ..• y;,] E L (i = 1, ... , n) vektorra. Felírva az
(1) egyenlőtlenséget az x = y<i) esetre, adódik

F;(Yi, ... , y;,):::::: F;(Yi, ... , X;, .•. , y;,) + Ct(y*; Yi, ... , X;, ... , y;,) - 

I I *; *y H; Yi, ... , X;, ... , y'i,) 

ami az állítást igazolja: x E <P(y*). 
A bizonyítás menete ezekután a következő. Meg fogjuk mutatni, hogy ha a,

fenti (1) egyenlőtlenséget kielégítő y* vektor nem létezik, akkor ellentmondásra
jutunk a G(x, y) függvény konkavitására tett megállapításunkkal.

Tegyük fel tehát, hogy az említett tulajdonságú y* E L vektor nem létezik;
azaz bármely y E L-hez található olyan x E <P(y) hogy G(y, y) < G(x, y).

Tekintsük a következő Hx halmazt

s, = {y EL I G(y, y) < G(y, x)}. 

Világos, hogy a Bx halmazok befedik L-et, azaz

L=UHx·
•EL

(2),

Minthogy a G(x, y) függvény az x, y változókban folytonos, ezért a. (2)-ben.
levő szigorú egyenlőtlenség miatt a Rx halmazok L-nek nyílt halmazai. Alkal
mazván a Borel-féle befedési tételt, létezik L-ben véges sok olyan x<J), ... , x(g),

q 
vektor, hogy L = U Hx11> fennáll.

j=l 
Tekintsük most az

gj{y) = max G(xrn, y) -G(y, y); 0}, j = 1, ... , q 
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nem negatív függvényt. Minthogy minden y-hoz létezik olyan x E <l>(y), hogy
G *x y y) > G(y, y) ezért minden y-hoz van olyan j (1::::;: j::::;: q), hogy G(xU>, y) > 

q> G(y, y). Ebb61 következik, hogy a g(y) = J; g/y) függvény minden y E L-re
. . ' }=I 

poaitív: Így az, ' ,
_i,g1(Y)x<n 
j=l g(y)

.-; !

összeg minden y-ra az x<n vektorok egy konvex lineáris kombinációja és ezért
L-nek eleme.

A gly:): és ,g(y) függvények nyilván folytonos függvények, azért az

y -► l g;(Y) x<J> 
}=I g(y)

leképezés (y E L) az L konvex korlátos zárt halmaz önmagába való folytonos
leképezése.

A Brouwer-félé fixponttétel szerint van olyan y E L, hogy

... _ ~01(Y) <J) Y-..;;;,;-=-X. 
}=I (J(y) 

Minthogy G(x, y) konkáv x-ben, ezért
•• • • ,• I

G(y,y) ~ igJ(!_)G(xUl, -). 
J=l g(y) 

Ez· az egyenlőtlenség azonban nem állhat fenn, ugyan is
l. y-hoz van legalább og_y x<n, amelyre

G(x<i>, y) > G(y, y) 
·· 2. na valamely y-hoz G(x<i>, y) < G(y, y) akkor gj(y) = 0.

· Ebből a; két tulajdonságból pedig az

' ' ,, '•· .. , ·. i· g1(!1 G(x<i), y) > J; (J1~) G(y, y) = os. y) 
; ' }=I g(y), ; }=I g(y) 

(3) 

egyenlőtlenség adódik, ami ellentmond (3)-na,k. Ezzel a tételt igazoltuk.

l. 7 Stabilitás'i halmazok egúsztenciájánalc a kérdése

Természetes ezek után felvetni azt a kérdést, hogy milyen feltételek mellett
. -létesik az S. rendszernek stabilitási illetve szigorú stabilitási halmaza.
· · -Mielőtt atl .egzisztencia kérdésével foglalkoznánk, megjegyezzük, hogy a

-~tabilitási halmaz és a· -szigorú stabilitási halmaz létezésének a kérdése nem
egyformán lényeges. Tekintettel arra, hogy mindig gondolnunk kell elgondolá
saink numerikus realizációjára is, a szigorú stabilitási halmazok sokkal fonto
sabb szerephez jutnak. Ez, bizonyos gyakorlati meggondolásokon túlmenően
főleg annak a következménye, hogy a numerikus realizációk során, a probléma
jellegéből következően csak 'számítógépes megoldásokra számíthatunk (főleg
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szimulációs módszerekre). Figyelembe véve a probléma jellegét, természet
-szerűen a valós típusú aritmetika (lebegőpontos aritmetika) jöhet szóba, már
pedig lebegőpontos aritmetikával számolva az egyenlőség (a szigorú ,matema
tikai értelemben vett egyenlőség) eldöntése lehetetlen.

Ezért elsősorban a szigorú stabilitási halmazok létezésének a kérdését vizs
gáljuk.

Mielőtt kimondanánk néhány segédtételt, bevezetünk egy definíciót:
i

Legyen x ~ y, és

Ha az x, y párhoz és az i indexhez létezik olyan valós változós

t --+ x(t) (t E [a, ,BJ, x(t) E E;)

függvény, hogy x(a) = X;, x(,B) = Y; és valahányszor a ~ t1 < t2 ~ /3, mind
annyiszor

ahol
x(t1) = (x1, x2, , X;_i, x(t1), X;+1, •.. , xn) 

x(t2) = (x1, x2, , X;_1, x(t2), X;+i, ..• , xn), 

akkor azt mondjuk, hogy az y az x-ből folytonos javítással elérhető.

' Hasonlóan, ha x < y és

akkor azt mondjuk, hogy az y az x-ből folytonos szigorú javítással elérhető.
Ezek után bebizonyítjuk a következő segédtételt:

3. Lemma:

Legyenek a E; halmazok korlátosak és zártak, az F;, O;, K; függvények folytono
sak, a <l>; függvények egyenletesen összefüggőek.

Ha minden x E E-ra annak bármely javítása egyben x-nek folytonos szigorú
javítása is, akkor a [r<(x)] halmaz zárt abban az értelemben, hogy minden y E 
E [r<(x)]-re r<(y) s; [r<(x)].

Bizonyítás:

Legyen x* E [r<(x)]. Ha x* E r<(x), akkor az állítás nyilvánvaló. Legyen
tehát x* a r<(x) egy olyan határpontja, amelyik nem tartozik a r<(x)-hez.

Azt kell megmutatnunk, hogy

"t~(x,*) s; [r<(x)]. 
Indirekt bizonyítunk. Tegyük fol, hogy van olyan

y* E r<(x*), hogy y* ~ [r<(x)].
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Az y* tehát az x*-ból szigorúan monoton lánccal elérhető. Legyen mindjárt
az y* a lánc első olyan eleme, amelyik nem tartozik [r<(x)]-be. Legyen továbbá

i1 Í1 is Ík i*
x* < Y1 < Y2 < · · · < Y,, < y*. 

Mivel y* ~ [r<(x)], ezért y; ~ r<(x), i = 1, 2, ... , k, másrészt mivel y* a lánc
első olyan eleme, amelyik nem tartozik [r<(x)]-be, így az y; pontok ugyancsak
határpontjai a [r<(x)]-nek, (i = 1, 2, ... , le).

Legyen az egyszerűség kedvéért y = Yt« Kaptuk tehát, hogy a r<(x)-nek
van olyan y határpontja, ahonnan kilépve egy y* javításra már kikerülünk a
[r<(x)]-ből.

Azt fogjuk megmutatni, hogy egyben olyan határpont is létezik, amiből
tetszőlegesen közeli olyan javítás is elérhető, amely nem tartozik [r< (x) ]-hez:

;. 
Induljunk ki az y és y* pontokból. A korábbiak szerint y < y*. Ezért a fel

tételek szerint létezik olyan
t -► y,.(t) (t E [ oc, f-]]; Y;•(t) E E;) 

folytonos függvény, hogy y(oc) = y, y(f-]) = y* és valahányszor o: ;:;;; t1 < t2 < f-], 
mindannyiszor

i

y(t1) < y(t2)-

y(oc) = y E [r<(x)]

y(f-]) = y* ~ r r<(x)].

t* = sup{t: t E [oc, f-]] & y(t) E [r<(x) }.
Mivel a [r<(x)] zárt halmaz, ezért y(t*) E f r<(x)]. Másrészt szükségképpen
y(t*) határpontja -r< (x)-nek, továbbá bármely pozitív Ö*-hoz van olyan pozitív
ö, hogy valahányszor t > t* és t - t* < ó, mindannyiszor

A definíció szerint

Legyen

e(y(t), y(t*)) < ó* és

y(t) ~ [-r<(x)]. 

A feltevés szerint a <1>; függvények egyenletesen összefüggőek, azaz létezik olyan
i

pozitív <\, hogy valahányszor x y és e(x, y) < Öi, mindannyiszor

Y1 E (/);(x), (i = 1, 2, ... , n).

A korábbiak szerint van a r,<(x)-nek olyan z határpontja, melyhez van olyan

z*, hogy z < z* ész*~ [-r<(x)], továbbá e(z, z*) < 01. Mivel z határpontja
2

a r<(x)-nek, ezért van a r<(x) elemeinek egy z-hez tartó {z(mJ} sorozata.
Vezessük be a következő jelöléseket:

Z =--= (zi, z2, , Z;_i, Z;, Z;+l• , Zn)

z* = (z1, z2, , Z;_1, z1,Zt+t• , z11) 

z(m) = (zim), z~m), , z}'.'.:'l, z~m), z\~l, , z~"'))
z*(m) = (zi"'l, 4"'l, , z}'.'.:'L z'!, z}~'L , z};"l).
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Világos, hogy lim z*<m) = z*. Végezzük el a következő becslést, elég nagy m-re 
m-= 

ö () 
(2(z(m), z*(m)) = e(z}m), zt) < (2(Z~m), Z;) + (2(Z;, zn < __! + __! = Ól.

- 2 2
Tehát minden elég nagy m-re 

e(z(m), z*(m)) < 01.

Másrészt, mivel minden m-re 
i

z(m) "---' z*(m) (m = 1, 2, ... )

így a fentiek szerint, kihasználva a 1>;-k egyenletes összefüggését, kapjuk hogy
minden elegendően nagy m-re 

Ezek után meg fogjuk mutatni, hogy egyben minden elég nagy m-re 

A korábbiak szerint

i
z(m) < z*(m)_

Legyen

i
z < z*. 

F;(z*) - C;(z, z*) - [F;(z*) - K;(z, z*)] = Öz > 0.

A feltevés szerint az F;, C;, K; függvények folytonosak, így minden elegendően
nagy m-re

I F;(z*(m)) - F,(z*) I < Öz (i = 1, 2, ... , n)
5 

J C,(z<m), z*(m)) - C;(z, z*) J < 02 (i = 1, 2, ... , n)
5 

I F;(z(m)) - F;(z) J < Oz (i = 1, 2, ... , n)
5 

I l{;(z(m), z*(m)) - K;(z, z*) I < Ö2 (i = 1, 2, ... , n).
5 

Ezek után minden elég nagy m-re elvégezhető az alábbi becslés:

F1(z*(m)) - C;(z(m), z*(m)) - [F;(z(m)) - K;(z(m), z*(m))] =
= F;(z*(m)) -C,(z(m), z*<n1)) - [F;(z*) - C;(z, z*)] + 
+ {[F;(z*) - C;(z, z*)] - [F1(z) - K1(z, z*)J} + 
+ [F;(z) - K;(z, z*)J - [F;(z(m)) - K;(z(m), z*(m))] =
= [F;(z*(m)) - Ji';(z*)J - [C;(z(m), z*("')) - C1(z, z*)] + 
+ {[F;(z*)- C;(z, z*)] - [F;(z) - K;(z, z*)]} + 
+ [.F;(z) - Ji';(z(m))] - [K;(z, z*) - K;(z<rn), z*(rn))] >

4ö2 02> - - + Öz = - > 0.
5 5
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Ezzel bebizonyítottuk, hogy minden elég nagy rn-re
i

z(m) < z*(m)_

Ez pedig azt jelenti, hogy minden elég nagy rn-re

z*(m) E í<(z(m)) e;: T <(x) e;: [r<(x)].

Mivel [-r<(x)] zárt halmaz, így

lim z*<ml = z* E ír<(x)],
111-00

ami ellentmondás. Ellentmondásra jutván a Lemmát bizonyítottuk.

JJ1egjegyzés:

A bizonyításból kitűnik, hogy a 01(x, y) és K1(x, y) függvényekről elegendő
a folytonosságot csak az x ¥- y pontokban megkövetelni.

A 3. Lemma segítségével a szigorú stabilitási halmazokra egy egzisztencia
tételt bizonyítunk be.

3. TÉTEL

Legyenek a E, halmazok korlátosak és zártak, az J?1(x), O;(x, y), R1(x, y) függ
vények folytono ak (x ¥- y), a <I>; függvények egyenletesen összefüggőek. Ha min
den x E E-ra annak bárrnely javitása egyben x-nelc folytonos szigorú javflása,
akkor létezik az S rendszernek szigorú stabili,tási halmaza:

Bizonyítás :

Legyen x egy tetszőleges eleme a E halmaznak. A 3. Lemma szerint a
[ r < (x) J halmaz ,,zárt a továbblápésre".

Megmutatjuk, hogy a í-r<(x)] részhalmazai között szükségképpen van szi
gorú stabilitási halmaz. Ha maga a 1r<(x)J nem stabilitási halmaz, akkor van
olyan X1 E ri-<(x)], hogy

I í< (x1)] C IT< (x)]. 

Ha a íi-<(x1)] nem ezigorú stabilitási ha.lrnaz, akkor van olyan x2 E I i-<(x1)], 

hogy
rr<(x2)] C r-r<(x1)J.

Ha véges lépésben nem jutunk el ilyen módon egy szigorú stabilitási halmaz
hoz, akkor korlátos, zá.rt halmazoknak egy szigorúan fogyó

I r<(x)J :J [r<(x1)]::) í r<(x2)J :J ...

sorozatához jutunk.
Amennyiben ezek közös része (Cantor tétele) nem szigorú stabilitási halmaz,

akkor innen kezdve újra megismételjük az eljárásunkat, az így kapott

rr<(x)J :J [r<(x1)J::) ... ::) [r<(xilJ :J JrAx;)]::) ...
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láncra alkalmazva a Baire-Hausdorf-féle tételt,3 kapjuk hogy egy ex indextől
kezdve

ami ellentmondás.
Ellentmondásra jutván a tételünket bizonyítottuk.

1.8 Egyensúlyhalrnazok létezésének a kérdése

Ezek után már megfogalmazhatunk a szigorú egyensúlyhalmaz létezésére is
egy elégséges feltételt:

4. TÉTEL

Legyenek a I:; halmazok korlátosak és zártak, az F;, C; függvények folytonosak,
a K; függvények az x = y helyek kivételével folytonosak, és legyenek a <1>;
környezetfüggvények egyenletesen összefüggőek. Legyenek továbbá a K; függvé
nyek a I: halmazon s(x) > 0 (x E I:) pontosságúak. Ha minden x E I: elem
esetén annak minden javítása egyben x-nek folytonos szigorú javítása, akkor
létezik az S rendszernek szigorú egyensúlyhalmaza.

A tétel az 1. TÉTEL és a 3. TÉTEL közvetlen következménye.

(Beérkezett: 1973. június 28.)
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EQUILIBRIUM SYSTEM I.

In this work we start a series of articles which deals with the structure of systems,
detailed as follows and from which the basic problems and results of the ".lassical game
theory issue as a special case. In the following by system we mean an organic sy~tem and
out of its characteristics we stress - in a qualitative shaping - the followmg ones:

3 A Baire-Hausdorf-féle tételt l. pl. [8].
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Static characteristics :

(1) It consits of finite number, well distinguishable parts (organs). (2) The state of each
organ depends on the other ones. (3) Each organ can exist only in well defined states.
(4) There are criteria for the organ and consequently for the system on the basis of which it
can decide on its change of state.

Dynamic characteristics :

(1) The state of each organ - and so that of the system - changes in time. (2) The set.
of the feasible states of the organs changes in time. (3) The number of the organs may
change in time.

It is expedient to discern two kinds of a system: (a) an autonomous system where the
states of the organs depend on the state of the other organs alone and (b) a non-autono
mous one where the states of the organs depend on factors beyond the system as well.

By an organic system we mean first of all an economic one though we take no notice-
- at least for the time being - of its features beyond its general characteristics, described
above.

We prove existence theorems for state-sets of equilibrium in the most simple case when
only one organ changes its state at a time.

PABHOBECHblE CHCTEMbl

8 3TOH paöore Mbl HatimraeM cepmo CTaTeH, l(OTOpa.51 3amrMaeTC51 crpyicrypoü CHCTeM, onncair
HhlX B AaJJbHeHweM 11 113 l(OTOpOH OCHOBHblC npOÖJ!CMbl 11 pesy m,TaTbl l(J13CCH11ec1<0i-i reopuu Hrpbl 
noJ1y•ia10TC51, xaic cne11H3JlbHblÍ·Í c.nyuaii. 8 CJICAYIOI.l.\eM non CHCTeMOH Mbl fl0/,W33YMCBGICM op 
ranavecxyio cacrexy, 113 xapaxrepucra« 1<0Topo11 - a 1<BaJ1HTaTHBHOH rlJOPMYJJHpOBKe - Mbl 
ITOA<iCpl<HBaeM CJ!CAYIOI.I.\HC: 

Cmamuuectcue xapoumepucmtucu :

(1) CHCTeMa COCT011T 113 l(OHe'IHblX, xopowo OTJll1lfHMblX •iaCTdí (opranon). (2) COCT051li11e· 
J<a>KAOJ'O oprana 3aBl1CHT OT APYrHX. (3) l{a>I(/~blH opran MO)l(CT cy111ecTBOBaTb TOJ!bl(O B xopouio
onpeneneuusrx COCT051Hl151X. (4) Cyurecraytor KpH"rep1111 AJl.51 oprana 11 CJJeAOBaTeJlbHO AJl51 CH 
crevu, Ha OCHOBe 1(01'0pb1X OHa MO)I(eT pcurari, 06 H3MCHCHHH caoero COCT051Hl151. 

Ilunauiuecxue xapatcmepucmuxu :

( I) H3MeHCHHe COCT051HH51 J<a)l()l,Oro opraaa - H rare caMOH CHCTCMbl - npOHCXO/~HT BO ape 
MeH11. (2) MHO>I<eCTBO B03MO)J(l-lblX COCT051H11H oprauon H,JMeH,51eTC51 BO BpeMeHH. (3) Y11CJIO op 
raHOO MO)l(eT 113MeH51TbC51 BO BpCMe1-111. Llenecooöpasuo paanusan, )IOC paausre CHCTCMbl: (a) 
aBTOHOM1-1y10 CHCTCMy, rne COCT051HHH opraaoa 3aOHC51T nnun, OT COCT051HH51 npyrux oprauos H 
(a) neaBTOHOMHYIO CHCTCMy, I'Ae COCTO.HHHH opranon 3aBHCHT 11 OT (jlaJ<TOpOB BHe CHCTeMbl. 

TTOA oprasu-recrcoü CHCTeMOH B nepayro 0•1epCAb Mbl nonpaayaeaaea 3J(OHOMl1'1CCl(YIO CHCTC 
MY, XOT.51 Mb! ocraansca 6C3 BHHMaHHH - no l(pai-íHCl·Í Mepe BpCMCHHO - cc CBOtÍCTBa, l(pOMe ee 
asnueyxasauaux 06u,11-1x xapa1<TepHCTH1(. 3/~CCb Mbl t(Ol<a3blBaeM reopeasr CYI.I.\CCTBOBaHH.51 AJ151 
MHO>I<eCTB paBHOBCCHb!X COCT051HHH B TOM npOCTCHI.UCM CJ1y•1ae, «orna OAHOopeMCHHO acerna. 
TOJlbKO OAHH oprax H3MCH51eT caoe COCT051HHC. 


