FOGALMAK ES MODSZEREK

GAcs PETER

Probalgatassal megoldhaté feladatokroél

Bevezetés

Van néhdny feladat az operdciékutatdsban (kombinatorikédban, algebraban,
topologidban és a logikdban), melynek mar régen keresik megoldési algorit-
musit, de egyik eddig javasolt eljards se miikodik nagysdgrendekkel gyorsab-
ban, mint az sszes lehetéségek végigprébalgatasa. Operdcidkutaték szamara
legismertebb ezek koziil az altaldnos egészértéki programozasi feladat. Kisebb
JelentGségii, de népszeri az utazé ligynok probléméja, a , hitizsdk” probléma,
és még néhény rokon feladat. Egyes kutatékban felmeriilhetett mar a gyanit,
hogy a feladatot, mellyel foglalkoznak taldn nem is lehet lényegesen kevesebb
lépéshen megoldani. Ilyen jellegdi allitdsolk bizonyitdsihoz — latszolag — még
teljesen hidnyoznak az eszkozeink. Az utébbi egy-két év igen érdekes fejleménye,
hogy kideriilt: egyszerti kombinatorikus eszkozokkel sok hires feladatrol
olyasmit dllapithatunk meg, ami valamennyire helyettesiti és ugynakkor erd-
sen val6szinfsiti azt a kijelentést, hogy nines révid megold6 algoritmus.

Az Gsszes szoban forgé feladat ugyanis egy jol definidlhaté viszonylag tdg
feladatesalddba tartozik. Marmost _

sok, egészen eqyszeri feladatrdl kideraldt, hogy ezen a csalddon belil univerzdlis,
@ csalad minden feladata 6rd visszavezetheld, és tgy 6 ezek kozott a leheté legnehe-
zebben oldhatd meg.

Ismertetd cikkiink elsd két részében meghatdrozzuk a széban forgé feladat-
csalddot. A 3. részben a visszavezethetség és az univerzalitds fogalmait defi-
nidljuk, a 4. részben megmutatjuk, hogy van univerzilis feladat, végil az
5. részben példdkon mutatjuk be, hogyan lehet egy feladatrél bebizonyitani,
hogy & univerzdlis. A Fiiggelék a technikai részletek irdnt érdekléds olvasék-
nak kiegészité informdaciokat ad.

A kozolt eredményeket az USA-ban Cook [2] és Karp [1], a Szovjetuniéban
téliik fiiggetleniil L. A. Levin [3] érte el.

1. Egy példa
Egy példa elemzésén keresztiil jutunk el az dltaldnos definiciéhoz.

1. Példa: Az utazé iigynok probléméja.

Adva van

(i) egy m pontbdl all6 halmaz, V, (a véarosok), és

(ii) a V-beli p,, p, pontparok koziil bizonyosakat osszekots irdnyitatlan
{2, 7)2} élek (itvonalak) A4 halmaza. V és A4 meghataroz egy G grafot.

(iii) minden @ € 4 tvonalnak van egy t(a) koltsége, ahol {(a) nemnegativ
valés szdm. ) ’

(iv) Adott még egy ¢ valés szdm, az utazésra szdnhaté Gsszeg fels§ hatéra.
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Az iigynoknek be kell jarnia minden varost gy, hogy az egész utazds kolt-
sége minél kisebb legyen. Ezzel kapcsolatban négy lehetséges matematikai
feladat vetddik fel.

L.a) Megvaldsithaté-e az utazas c-nél kisebb koltséggel?
I.b) Taldljunk egy ilyen ttitervet.

II.a) Mennyi az utazis minimdlis koltsége?

11.b) Taldljunk egy legolesébb dtitervet.

1. Elsé6 észrevételiink, hogy a feladat még nincs pontosan definidlva. Miutdn
mi igazi szamolési eljardsokat késziiliink vizsgélni, mégpedig els6sorban a vég-
zendd elemi (aritmetikai) miiveletek szdma szempontjabol, adataink nem lehet-
nek tetszéleges valds szdmok, csak olyanok, amelyek korlatozott terjedelmii
adatmennyiséggel vannak megadva. Megelégedhetiink most a kovetkezo
definiciéval.

1. Definicio: k hosszusagi valds szamnak nevezziik a kettes szdmrendszer-
ben + a,a,...a;a;,....a, ,kettedestort’” alakban felirhaté szdmokat
(@; = — 0 vagy 1) A feladatot tgy kell pontositani, hogy #(a)-rél és c-rél fel-
tessyuk hogy & hosszisagi valés szamok, ahol k egy adott termdszetes szdm.

2. Masodik észrevételiink is a valés szadmok hosszlsigara vonatkozik. Ha
azt akarjuk vizsgdlni, hogy a sziikséges megoldé algoritmus hosszisdgin
hogyan tiikrozddik e specialis feladat természete, akkor meg kell akadélyoz-
nunk, hogy a sziikséges miiveletszim nagysdgrendekkel novekedhessen egy
trividlis ok, az adatokban szereplé valés szdmok irtézatos hosszisdiga miatt.
Tegyiik ezért, példaul, még a kivetkezs kikotést

(v) Ha), ¢ legfeljebb n hosszisdga valés szdmok.

3. Egy G grif sincs nyilvan azonnal |, gépre viheté” formdban megadva,
de itt a kodolds lehetdsége trivialis. Mindenesetre, hogy a feladatot formélisan
kezelni tudjuk, feltessziik, hogy adva van

(vi) egy kodolas, melynek segitségével feladatunk osszes adata egyetlen,
0-kbdl és 1-esekbdl allo sorozattal (bindris sorozattal) irhaté fel.

2. Definicio: Egy feladat adatai terjedelmének az Gket kédolo bindris sorozat
hosszdt nevezziik.

Konnyf litni, hogy az utazé iigyniok problémajiban G-t egy n* hosszisign,
t(a)-t egy n* - m = n®, c-t egy n hosszusign, és igy az Osszes adatot egy legfel-
jebb 2n® hosszisdgt bindris sorozattal kédolhatjuk, 2n® tehit az adatok ter-
jedelme.

4. Ennek a feladatnak van egy kézenfekvd megoldasi eljardsa — a probal-
gatds. A négy feltett kérdés koziil barmelyikre vilaszolni tudunk akkor, ha
V(‘glgll(,‘ﬂﬁlll\ az Osszes szoban forgd Gtvonalakat és kivalasztjuk a legkisebh
koltséglit.

Nyilvanvalé, hogy elég olyan Gtvonalakra szoritkozni, melyeknek hosszi-
sdga legteljebb n?, de az is megmutathat6, hogyha van egy utvonal, mely min-
den pontot bejar, és koltsége c-nél kisebb, akkor van legfeljebb 2n hosszisigi
ilyen ttvonal is.

Probalgatasi eljarasunk tehdt a kovetkezs lehet. ledmilyen rendszer
szerint sorra vessziik az osszes 2n hosszisdgu Gtvonalat, és kivilasztjuk kozii-
liik azt, amely (A): minden ponton ker csAulmng és (B): minimdlis koltségti.

Lc;,)cn az Osszes 2n hosszisdgi vonalak halmaza U. Akkor U elemszima,
— 0 = 22BN Az egyes Utvonalak sorravétele és koltségiik kiszami-
tsa egyenként legfeljebb konst. n* lépést vesz igénybe. Ezért az egész eljards
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munkaigényének nagysdgrendje n? - 2271067 lépés. Ez mér egészen kis n-ek
esetén is csillagdszati szadm. A prébalgatdson persze még sokat lehet raciona-
lizalni, de a lényegen, az ewponencidlis nagysigrend(i lépésszamon igy nem
valtoztathatunk. Exponencidlisndl sokkal kevesebb lépésben dolgozé eljarast
erre u feladatra, és még sok tavoli rokonara, nem ismer a tudomany. Az Osszes
feladatndl, amirsl a tovdbbiakban sz lesz, ez a tét: exponencidlis vagy joval
kisebh 1épésszdm. Ilyen lépték mellett érthets a kivetkezs definicio.

3. Definicio: Egy feladat konnyen megoldhato, ha van egy k konstans és egy
eljards, amely, ha az adatok terjedelme n, a megolddst n* [épés alatt szolgal-
tatja. Az ilyen algoritmust néha jénak, ill. hatékonynak is nevezziik. (Exponen-
cidlishoz képest az n-hatviny mennyiségii 1épésszam valéban gyerekjaték !)

Ha f(n) és g(n) nemnegativ fiiggvények, akkor irjuk:

b
(9 majordlja f-et), ha van egy olyan k, hogy minden elég nagy n-re

fln) < (g(n) + ¥
(Rendezésiink ugyanazt a hozzadllast tiikrozi: Hatvany nagysdgrendi kiilonb-
ségektdl eltekintiink.) f ~ g (f ekvivalens g-vel), ha f < g és g </f.

5. Ha n—k hatviny nagysagrendl kiilonbségektdl eltekintiink, akkor az
La) és I1.a) feladatok ekvivalensek egymdassal. Ugyanez vonatkozik a b) jelii
feladatokra is.

Nyilvanval6 ugyanis, hogy a II. jeli feladatok tobbet kivdnnak. Viszont
az I. feladatokat n-szer egymdas utdn megoldva, mindig feleakkora interval-
lumba szorithatjuk a keresett minimum értékét. fgy a I1. feladatok kovetelte
lépésszéam csak n-szerese az 1. feladatokhoz sziikségesnek, ami jelenlegi 4llds-
pontunkon elhanyagolhaté kiilonbség.

A feladatok I. formédja alkalmasabb az altaldnositasra, ezentul csak errdl
lesz sz6.

Megjegyzés: Eddig arra épitettiink, hogy az olvasénak van intuitiv elképze-
lése arrél, mi egy szdmitédsi eljards, és egy-egy konkrét eljarasnal mi lehet az
adatok terjedelme, a lépésszdm és a memoriaigény. A kovetkezdkben még
pontositani fogjuk ugyan ezeket a fogalmakat, de formélis definiciok csak
a Iiggelékben talalhatok.

Most arra hivjuk fel a figyelmet, hogy ha kordbban nem is lett volna jogos
egy eljarias megvaldsitdsahoz sziikséges f(n) |, lépésszamrol” beszélni (annyira
fiige ez attol, milyen gép all rendelkezésiinkre, és mi szamit egy lépésnek),
a 3. Definicioban bevezetett ekvivalencia erejéig mar minden jézanul definialt
lépésszam megegyezik.

Lépésszamrol mindig csak egy eljdrds (algoritmus) kapesan lehet szé. Ha
néha egy feladat megoldisihoz sziikséges 1épésszamrol beszéliink, ez sohase
érthetd szé szerint; az Osszefiiggéshdl kell kideriilnie, mit mondunk a lehet-
séges megoldd eljarasok lépésszamarol.

2. Keres6 feladatok

Az Ta—Db) feladatok lényegét igy foglalhatjuk oOssze:
(i) Minden adott n-re egy n® terjedelmi x zLdati}ssz‘esség agijz» a feladat fel-
tételeit. (z egy bindris sorozat, mely G-t t(a)-t és c-t kodolja.)
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(if) Minden =z feltétel meghatéroa egy U véges halmazt (a 2n hosszi Gtvona-
lak halmazat), melynek minden elemét egy n* hosszsdgt y bindris soro-
zattal kédolhatjuk. U neve: a szdba jovo megolddsok halmaza.

(iii) Az U halmaznak adva van egy A, részhalmaza, azon ttvonalak, melyek
minden vdrost érintenek, és ()SVk()leLg_,uL legfeljebb c.

Szamunkra az 4, halmaz leglényegesebb tulajdonsidga a kovetkez§: minden
u € U-ra konnyen eldintheté (egy n* lépésben dolgozé eljarassal), benne van-e
A.-ben vagy sem? Ha keziinkben van egy ttvonal, akkor konny( eldonteni,
mevielel -e vagy nem? A probléma csak az, hogyan lehetne taldlni egy meg-
felel6 Utvonalat, viszonylag kevés szdmolas ardn? A, neve: a megolddsok
halmaza.

Az U halmazra formélisan nincs sziikség, (ii)” és (iii)” helyett egyszertibben
igy fogalmazhatunk.
(i1) Minden « feltételhez tartozik az n? hosszisdga bindris sorozatoknak egy

A, részhalmaza:

A, = {y|y egy u utat kédol, mely minden V-beli ponton keresztiilmegy és
osszkoltsége legfeljebb ¢},

és van egy eljdards, mely minden a-re és y-ra konnyen eldinti (n? 1épés alatt),
igaz-e y € 4,°

Az 1.a) foladat mérmost annak eldontését koveteli, hogy az A, halmaz
iires-e? Az 1.b) feladatot akkor oldjuk meg, ha talalunk egy v € A -et.

Az utazé iigynok probléméjinak szamunkra fontos vondsa tehat a kovet-
kezo.

Egy véges halmazban bizonyos tulajdonsdggal rendelkezé elemet keresimk.

A halmaz minden elemérol kimnyie eldonteni, rendelkezik-e az adott tulajdon-

saggal, de a halmaz elemszdama il nagy ahhoz, hogy a végigprobalgatds cljdra-

saval megelégedhetnénk.

Ennyi elokészités utdn attérhetiink a formalis definiciokra.

Definicio: Legyen @ = {0, 1}, 9" az n hossztsdga bindris sorozatok
o
halmaza, D* = |J D" az Osszes véges bindris sorozatok halmaza.

n=1
Egy ol keresé feladat a kovetkezdkkel van adva.
(i) Egy kb szam.
(ii) 'vlm(len n-re, * € D"re egy A, C an* halmaz, az @ feltétel melletti meg-
oldasok halmaza.
(iii) Bgy eljards, mely minden n-re, @ € d"-re és y € D*ra legfeljebb n»*
lépéshen eldonti az y € 4,7 kérdést.
Egy eljaris az ofl feladat kvdzimegolddsdt adja, ha minden a-re eldonti,
A, iires vagy nem.
Egy eljaras az ol feladat megolddsdat adja, ha kiszamol egy f(x) fiiggvényt,
melyre

0 ha 4, =9

A, egy eleme, ha A, 5« ¢

(Azaz minden ax-hez taldl egy x feltétel melletti megoldast, illetve kozli, ha
ilyen nincs.)

Rengeteg példa gy6z meg minket arrél, milyen széles feladatosztalyt defi-
nialtunk.
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Példdil:

2.a) A linedris programozés feladata lényegében a valés linedris egyenléi-
lenségrendszerek megolddsdnak feladatdt jelenti.
Adott egy nxn-es A matrix és egy n hossza b vektor.

Keresendd olyan z n hosszi vektor, melyre
Ax < b.

Ha A4, b »n hosszu valés szamokbdl 4ll, akkor, ha van megoldas, van n?
hosszi megoldés is. Ugy pontosithatjuk tehdt a feladatot, hogy keresendd
gy @, n* hosszli valds szdmokhol 4ll6 vektor, mely az egyenlétlenséget kielé-
giti.

A linedris programozds feladatdra sok olyan algoritmus van, ami a gyakor-
latban j6l miikodik (pl. a szimplex médszer), de egyes patologikus ellenpéldé-
kon exponencislis lépésszdmot kivetel (Klee mutatott ilyet). Mégis, az az
éltalanos vélemény, hogy el6bb-utébb lesz minden esetre kiterjeds ,,j6”
(& 3. Definici6 értelmében) algoritmus.

b) Az integer programozis feladata csak annyiban tér el az elbbit6l, hogy
4, b, 2-t61 megkoveteljiik: egész szdmok legyenek. Erre mér ,,gyakorlatilag
J6” algoritmust sem ismer az irodalom.

Az integer programozds feladatdnak vannak nagyon specidlis esetei is, ame-
!yek nehezeknek bizonyultak, de olyanok is, amik fontosak, és j6 algoritmus
18 van rdjuk. Nehéz specidlis eset a

3. Hdtizsdk probléma
Adott a; (i << n), és b n hosszi egész szamok. Keresend§ «,-knek egy olyan
{a;|4 € I} részhalmaza, amelyre
<
>0 =25
il
Konnyi, (de nem trividlis) algoritmus ismeretes a kivetkezs, ugyancsak
keresis tipusi feladat megolddsdra.

4. Hozzdrendelési probléma (A |, szallitdsi probléma’ specidlis esete)
Adottak az 4 és B n elemii halmazok. 4 bizonyos pontjaibél élek vezetnek
B bizonyos pontjaiba. Feleltessiik meg A minden a pontjanak B egy wvele
Osszelititt, p(a) pontjat Ggy, hogy ha a, = a,, akkor ¢(a,) = @(a,).
5. Primszamprobléma
A szimelméletben régéta nehéznek ismert feladat: eldonteni egy szdmrdl,
Primszim-e? Itt a kivetkezs keresG feladatrél van szo:
Adott egy n hosszi egész szam. Keressiik ennek egy nemtrividlis osztojit.
Tovibbi példdkat még a kifejtés soran emlitiink, mésok [1]-ben taldlhatok:

3. A visszavezethet6ség fogalma

Gyakran tgy sikeriil egy feladatra hatékony megolddsi eljardst taldlni,
hogy visszavezetjiik egy misik, ismert feladatra, amelyre mér van algoritmu-
Sunk. Az ilyen visszavezetések mindennaposak, hosszisdguk kiilonosebb ma-
gyarazat nélkiil nyilvanvalé.
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De a visszavezetéseknek mas funkcidja is lehet. Ha egy grafelméleti prob-
lémérdl kideriil, hogy megolddsa egyben a hires , négyszinsejtés” megolddsat
is jelentené, (tehat ha 6rd sikeriil a négyszinsejtést , visszavezetni’), akkor ez
fontos informdcié a probléma nehézségérél. A kétféle visszavezetés kozott
csak abban van a kiilonbség, mire haszndljuk 6ket? Bemutatunk egy egyszerii
példat a visszavezetések utobbi tipusara, mely az atlag alkalmazé matematikus
szamdara szokatlanabb lehet.

6. Példa

A pontos fedés problémdja és visszavezetése a hatizsdk problémara.

Adott egy n elemi halmaz, H, és részhalmazainak egy S;(i <Z k) rendszere
(kB < m).

Vilasszunk ki ebbdl egy olyan {S;|i € I} részrendszert, mely H-nak egy
particidjat adja (azaz U S;=H,és1,5 €1,i5 jesetén S; N S; = 0), illetve

i€l
allapitsuk meg, ilyen rendszer kivilaszthaté-e?.

Kz egy elég altalanos, keress tl’pusﬁ kombinatorikai feladat, melynek a
,,hozzérendelési probléma’ pl. c;yvcru specialis esete. Erds alapunk van fel-
tételezni, hogy ezt a feladatot ,,nehéz” megoldani. (L. az 5. részt.) Ezért nem
haszontalan a kivetkezd gondolatmenet, amellyel megmutatjuk, hogy a fel-
adat visszavezethet$ a hatizsdk problémara; hiszen igy kideriil, hogy utébbi
is legaldbb annyira nehéz, mint a pontos fedés problémaja.

Ha adott a H halmaz és az S;(¢ << k) halmazrendszer, akkor meg fogunk
feleltetni ezeknek a,(t << k), b szaémokat gy, hogy {S;} particiot add rész-
rendszereinek {a;} olyan részrendszerei feleljenek meg, melyek elemeinek
osszege b. Ezt pl. a kovetkezéképpen tehetjiik.

Legyen d = k -+ 1, és térjiink at a szdmok d alapi szdmrendszerbeli fel-

irdsara. (Azaz x = 3 w;d/, ahol x; < d.)
j-_—_:
Legyen H = {hy, ..., h,}. Az S; halmaznak feleltessiik meg az
1 ha hj € S,‘

n
a; = > g;d) szémot, ahol ¢; = A

Jj=1

{S;11 € I} nyilvan épp akkor lesz pontosan fed§ részrendszer, amikor

Ja = 2(11

IEI

n
Ezért b = 2' dJ vélasztissal sikeriil tetszileges teljes-fedés feladatot alkal-

mas hatusakfeladatm visszavezetni. Minden algoritmus, ami megoldja az alta-
lanos hétizsikfeladatot, e fogas segitségével jelentéktelen tobbletmunkdaval
mar arra is haszndlhaté lenne, hogy megoldja az dltaldnos teljes-fedés fel-
adatot.

Figyeljiilk meg az ilyen tipust visszavezetés jellegzetességét: (latszolag)
bonyolultabb feladatot iiggyel-bajjal |, belekédolunk™ egy egyszeriibbe.

Ha ofl feladatot visszavezetjitk a &-re, akkor vagy azt akarjuk megmutatni,
hogy ofl-t kinnyf(i, vagy azt, hogy -t nehéz megoldani.

5. Definicid: Legjyen adott egy ol és & keres$ feladat, a 4. Definicié (ii)
részében szerepls A, és B, halmazokkal.
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Akkor mondjuk, hogy ofl visszavezetheté HB-re (irjuk ol < &), ha adva van-
nak p(x), q(x, y), r(x, y) konnyen kiszamithato (a 3. Definicié értelmében) fiigg-
vények, melyekkel

?jGAx=>Q(CC, y)EBp(x) (1)

RS Bp(x) = r(p(x), ?!) € Ax (2)

Mit fejez ki ez a definicio? Azt, hogy barmilyen x bemend adatokkal kell
megoldani az of feladatot, ezeket atalakithatjuk a & feladat szdméra olyan
p(x) bemend adatokka, hogy azokra a & feladatnak épp akkor van meg-
olddsa, amikor A-nak az a-re. S6t, (1) azt fejezi ki, hogy ofl-nak minden « fel-
tétel melletti ¥ megoldasat atalakithatjuk B-nek p(x) feltétel melletti ¢(x, y)
megolddsava, mig (2) azt, hogy #-nek minden p(z) feltétel melletti y meg-
oldasat 4atalakithatjuk ofl-nak a feltétel melletti r(p(z), ¥) megoldasavé, és
ezek az 4atalakitdsok kis l1épésszamban valdsithaték meg (polinomidlis id6
alatt, a 3. Definicié értelmében). Ezért, ha & feladatra van j6 eljarasunk,
akkor a visszavezetés révén ofl-t is jol meg tudjuk oldani.

Hogy az elébbi példaban mi p(x), q(x, y) és r(x, ), annak kitaldlasit az
olvasora bizzuk. Megjegyezziik, hogy ez esetben q(x, y) és r(p(x), y) inverzei
egymasnak a kovetkezG értelemben:

q(z, r(p@), ) =y, r(p), 9= y)=y (3)

azaz az y-ok kozott olyan kolesonosen egyértelmti megfeleltetést lehet 1étesi-
teni, hogy » akkor és esak akkor megoldasa x feltétel mellett az of feladatnak,
amikor a neki megfelel§ ¢(x, ) megolddsa p(x) feltétel mellett a B feladatnak.
Az ismert visszavezetések legtobbjénél (3) fennéll, nekiink azonban erre
a tulajdonsidgra nem lesz sziikségiink.

Konkrét visszavezetések végigvitelénél nem szoktuk haszndlni a vissza-
vezethetség formdlis definicidjat. Helyességiik vagy helytelenségiik forma-
lizalds nélkiil is altaldban olyan evidens, mint a matematikai bizonyitasoké.

1. Lemma. A < B és B < C-bil kovetkezik oA < C.

Bizonyitas. Az olvaséra hagyjuk, egyszerfisége miatt.

Az 1. Lemmabdl kovetkezik, hogy < egy parcidlis rendezést 1étesit a keresd
feladatok kozott. Irjuk: ol ~ &, ha ol < B és B < A. (A ekvivalens HB-vel.)
A kovetkezs fejezetbdl kideriil, hogy e rendezésben van maximdlis elem, azaz
olyan ofl, feladat, melyre minden mds feladat visszavezethats. Az ilyen fel-
adatokat univerzdlis keresé feladatnak nevezziik. (Angolul ,,complete combina-
torial problem”, oroszul ,,unyiverszdlnaja perebérnaja zaddcsa” a terminus.)
Nyilvan barmely két univerzilis feladat ekvivalens egymdssal, azaz, ha ofl,,
B, univerzdlisak, akkor o, ~ &B,.

A 2. Lemmdban azt az allitist fogalmazzuk meg pontosan, hogy az univer-
zalis feladatokat a lehetd legnehezebb megoldansi.

6. Definicié: Tekintsiink egy f(x) fiiggvényt. A t(x) fiiggvényre azt mondjuk,
hogy f id6-bonyolultsdaganak alsé becslése, ha barmely olyar} a;lgom!;mus, mely
f-et kiszdmolja, végtelen sok x szdm esetén legaldbb t(z) 1épést végez.

2. Lemma. a.) Legyenek ofl, & keresé feladatok; s(m) egy fiiggvény, ol < &P,
és tegyiik fel, hogy van egy eljérds, mely #-nek minden x-re legfeljebb s(x)
lépésben (kvézi) megolddsat adja.

és
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Ekkor van egy 3(x) ~~ s(z) fiiggvény (ekvivalencia a 3. Definicio értelmé-
ben), és egy olyan eljards, melyz az ofl-nak legfeljebb V lépésben (kvdzi) meg-
oldasat adja.

b.) Legyen t(x) egy fiiggvény, of, egy univerzilis keres§ feladat. Tegyiik
fel, hogy van egy olyan & keress feladat, melynél t(x) a (kvézi) megoldds ids-
bonyolultsaginak alsé becslése.

Akkor van egy olyan #(x) ~~ t(x) fiiggvény, mely az o, feladat (kvdzi) meg-
oldésa id6-bonyolultsaganak alsé becslése.

Bizonyitas. A definiciébél nyilvanvald.

Ha egy univerzilis feladatra van s(x) lépéshen dolgozé megoldési algorit-
musunk, akkor ennek segitségével rogton minden mas keress feladatot is meg
tudunk kozel s(x) 1épéshen oldani. Nagyon megleps volna épp ezért, ha az uni-
verzilis feladatokat az exponencidlis 1épésszamndl sokkal gyorsabban is meg
lehetne oldani. Kz mindenesetre nyitott kérdés.

4. Univerzalis feladatok

A TFiggelékben megmutatjuk, hogy az altalanos keresé feladat gondos meg-
fogalmazisa szinte automatikusan keziinkbe ad egy univerzilis keress fel-
adatot. Most azonban egy, az el6z8khoz hasonléan egyszer(i, kombinatorikai
jellegli univerzilis kereso feladatot adunk meg. Kzzel a feladattal mindenki
talilkozott mar, aki a matematikai logika elemeivel ismerkedett.

Legyenek a), @,, . . ., y sth. kijelentésvdltozok, melyek 0 (hamis) vagy 1 (igaz)
értékeket vehetnek fel. Kzek kozott miiveleteket (Boole-operdcidkat) defini-
alunk a kovetkezGképpen
o (tagadds, ,,nem x”’):

IO ha 2= 1
_]_’17 s

1 ha 2 = 0
avy (diszjunkei6, @ vagy y”)
0 ha  és y =0
xV!/ e
1 kiilénben
x & y (konjunkei6, ,x és y')

w8y = 1 ha o és y=1
0 kiilonben
AZAZ T & y = ._l(._];rv_]!/)

x — y (implikdcid, ,,ha x, akkor y”’)
Mg Ohaz=1é&y=0
1 kiilonben
VAV x— Y = Tlavy
x <y (ekvivalencia, ,x akkor és csak akkor, ha y”)
1 ha = és y ugyanazt az értéket veszik fel

T Y=
0 kiilonben
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azaz Teoy=(@@->y) &y —2a)

Ezek a miiveletek tehdt tulajdonképpen igazsagfiiggvények.

Egy F(x,, ..., x,) kifejezést, melyet ezekbdl a fiiggvényekbsl épitettiink
fel szuperpoziciéval, [pl. (2, — @,) & (2,va,)] logikai formuldnak nevezziik.
A formula meghatiroz egy fiiggvényt, mely 0-t vagy l-et vesz fel aszerint,
milyen igazsidgértékeket adtunk a véltozéknak.

[Pl ha F(z, x,, 23) = (2; — 2,) & (T2,vz;), akkor F(0,1,0) = (0 - 1) &
& 7(0v0) = 1.] Azt mondjuk, hogy az e, ..., ¢, (g = 0 vagy 1) n-es kielé-
giti az F(z,, ..., x,) formuldt, ha F(e,, ..., ¢,) = 1. F kielégithets, ha van
olyan ¢, ..., ¢, sorozat, amit 6t kielégiti. Egy F formula hosszdnak a benne
szereplG logikai jelek szdmat nevezziik. A keres6 feladat w kovetkezs.

1. Példa: A kielégithetbség problémdja.

Adott egy F(xy, . . ., x,) legfeljebb n hosszisaga logikai formula. Keresendé
olyan e, ..., e, értékrendszer, mely F-et kielégiti.

Az el6bbiekbdl nyilvanvald, hogy adott ¢, . . ., ,-re konnyt: eldinteni, kielé-
giti-e F-et? Tehdt valéban keress feladattal van dolgunk.

L. Tétel. A kielégithet6ség probléméja univerzalis feladat.

Bizonyitds. A tétel bizonyitdsa nem sziikséges a tovabbiak megértéséhez.
A Fiiggelék elolvasdsa utdn ldthaté, hogyan pontosithaté az alabbi vazlatos
gondolatmenet.

A keresé feladat definiciéjaban az A4, c D" feltevést helyettesithetjiik
A, < D"nel is. Ugyanis semmi akadédlya, hogy bemend adatainkat formali-
san 7' hosszsdgira hosszabbitsuk. (Es n-nek nevezziik, ami eddig n* volt.)
gy a lépésszamra tett kovetelményben is irhatunk n-et 2% helyett. Mostan-
tol feltessziik, hogy keress feladataink ilyen formdban vannak adva.

Megmutatjuk, hogy minden o keresG feladathoz van olyan I szidm, vala-
mint minden n-re egy Fa(xr,y,z) formula (x,y € D", z € D), melynek
hossztisiga legfeljebb #!, hogy minden z, y, z 01 sorozatra

(I) 11’(‘7:) Y, z) =1 =Y EA\
(ii) Van egy olyan q(x, y) egyszerfien kiszdmolhaté fiiggvény, hogy

y €A, = F(:r, Y, q(x, g/)) =3
(iii) Maga az F formula is n-b6l konnyen kiszdmolhato.

Ez nyilvan azt jelenti, hogy A < 8.

A formula megaddsdhoz alaposan szemiigyre kell venniink azt az eljirast,
mely adott z-re y-rél n lépéshen eldonti, megfeleli-e?

Egy n hosszusdgu eljardsrol a kivetkezGket tételezziik fel, arra tén_l’aszkodva,
hogy minden eddig ismert, és raciondlisan definialt 1épésszami eljards e fel-
tételeket kielégiti. "y

1. Az eljards t-edik 1épésében az osszes adat egy n' nagysagu (r lfonsmns)
»memoridban”, tehdt z, (t < n, i < n', z;;, = 0 vagy 1) valjcozokka,l irhato le.

2. Az eljards egy lépése egy elemi miivelet végzését je,lentl a {z;} adattome-
gen, igy kapjuk a kivetkezs 1épéshen rendelkezésre ’a,lllo” {zi,,,ﬂ} a?datokat.

3. Egy elemi miveletet erdsen korldtozott mennyiségl ,Valto?on lehet csak
Végrehajtani. Tegyiik fel, hogy a felhaszndlhaté valtozok szdma legfeljebb

7 Szigma
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olyan nagysdgrend(i, hogy egy tetsz6leges z; adat ,helyére’”’, i-re valé hivat-
kozés beférjen, tehat s - log,n (s konstans).

Elemi miivelet tehdt egy @ : @slogn . & fiiggvény. Ehhez pedig taldl-
haté olyan &, ¢ - ns hosszi formula, hogy

G, By - s Bdogn) == 1 DG L - o1, Bitpn) =2

Tovabbi részletezés nélkiil, ennyibél is sejthets, hogy sok ilyen tipust for-
mula Osszekapesoldsidval kaphatunk egy olyan

Fyn(x, v, {2:})

formuldt, mely alkor és csak akkor ,,igaz”, ha eljardsunk » lépéshen azy € 4,7
kérdésre pozitiv vilaszt ad, és a részeredmények azaz a szdmolds ,,jegyzi-
konyve” éppen {z,}.

Ez a formula eleget tesz (i)-nek és (ii)-nek, és meghatérozésa is , konnyen”’
ment.

Ezzel vézlatos bizonyitdsunkat befejeztiik.

A kielégithetdség problémajanak nem domborodik ki eléggé egyszerti kom -
binatorikai jellege. Megmutatjuk, hogy 8 visszavezethets egy jol attekinthetd
specidlis esetére.

8. Példa: KielégitheltGséy legfeljebb 3 tagi diszjunkcidkkal.
83 a kovetkezs keress feladat. Legyen

H @y o vty ) o= Dy oy o & Dy (i m)
ahol

Dy =&, vE,viE, (T =2 vagy Tz).
Az ilyen F-et specidlis formuldnak nevezziik.
A feladat: keresni olyan e, ..., e, értékrendszert, mely F-et kielégiti.
2. Tétel. Sy univerzilis keresG feladat.
Bizonyitds. Megmutatjuk, hogy tetszbleges G(x,, . . ., x,) legfeljebb n hosszi

formuldhoz talalhaté olyan F(x,, ..., 2., yo, ¥y, - .., ¥y,) specidlis formula,
melynek tagsziama legfeljebb 4n, hogy

(1) FEis o oo s B Yop o vns W) = 1 2 Q2y, . 0., 2,) = 1
(i) Van egy q(@, «) konnyen kiszdmolhaté fiiggvény, hogy
Gy, .oy @) =1= Flay, ..., 2, 9@z, ..., 2,)) =1

Ebbdl allitdsunk nyilvdn kivetkezik.

G-ben a logikai jelek széma k < n. G-hez felrajzolhatunk egy fdt a kovet-
kez6képpen (I. 1. dbra arra az esetre, ha G = 7( (1 T, VX)) & (x4 « x,)).

A fa minden pontjiban a legalsékat kivéve, egy logikai jel van. A legalsé
pontok @, ..., x,-nel, a tobbiek kiilonboz6 y,, . . . , ¥, szimbélumokkal van-
nak megjelolve. Az abrirél lithaté, hogyan felel meg a fa a formula konstruk-
cidjdnak. Ha a fa y, pontja mellett v jel van, alatta y,, y,, akkor legyen

Ci=yi~ (yvy) = Cyivy,vy) &y vy) & lyvy)
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yo _)_]

Co=yo~ 191 O1 =9y~ (Y2 & y5)
y, )vg( Cy=ys= Y5+ -0y = Yz (X5 2y)

oy 1 \ Y30 =>
4, ¥ kg Xp
g1 ) X2
X1

1. Abra

Hasonléan definidlhaté C; més logikai jelekhez is. Konnyii beldtni, hogy ha
F=0C &...&C,, akkor F a kovetelményeknek megfelel.

5. Egyszerii univerzalis feladatok

S, a kovetkezGképpen fogalmazhaté at:
Adott ¥ =D, & ...& D,, ahol

‘Di = xsix v xsh v xsi!.

A feladat: taldlni egy olyan

Ep v 5

sorozatot, hogy &,, benne van D;-ben, és egyik &,, se tagadasa egy méasiknak.

(Ha ilyen &,, . . ., &, van, akkor ezeket 1-nek vélasztva elégithetjiik ki F-et.)
Ilyen &, , ..., &, sorozatra is azt mondjuk, hogy kielégitv F-et.

Kovetkezs példink egy igazén jol ismert kombinatorikai probléma, mely-
rél belatjuk, hogy univerzilis.

9. Példa: Maximdalis fuggetlen pontrendszer.

Adott egy n ponta @ grif és egy m szdm. Az M feladat: keresendd G-ben
m Ossze nem kotott pontbdl 4ll6 rendszer.

3. Tétel. Sy < M.

Bizonyitas. Adott F — D, & ... & D,-hez (k < n) megkonstrudlunk egy @
grafot. ¢ pontjai {a},a},a}|i=1,...,k} af Ossze van kiétve af-val, ha
T, 68 X, egymés tagaddsai vagy i = p. )

iligos, hogy G-ben m elemf fiiggetlen pontrendszer épp akkor lesz, ami-
kor F-et kielégits ,,, ..., &, sorozat.

T*
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Ez az elsG, mar mindenféle logikai sz6ldsmodtél megszabaditott kombina-
torikai feladat, melyrél belattuk, hogy univerzilis.

Ahogy sejthet§ is, azok az eljardsok, melyekkel rengeteg tovabbi feladatrol
megmutathaté, hogy univerzilis, teljesen az elemi kombinatorika szintjén
maradnak. Ezek az elvileg egyszer(i, technikailag néha , trilkkos” eljarasok
nem tartoznak elvi mondanivalénkhoz. A részletek irant érdeklédsket [1]-re
és [4]-re utaljuk.

A keress feladat fogalma nagyon altalanos. Olyan nehéz feladatok is keresd
tipustiak, mint annak eldontése, van-e egy tételnek n hosszusagt bizonyitasa.
(Valamilyen axiomatikus, formalizalt elméletben.) Kz, a bizonyitdskeresés
problémdja, természetesen univerzilis feladat. Keres6 feladat az is, ha két
adott grafrdl el akarjuk donteni, izomorfak-e. Err6l, az izomorfizmusproblémd-
rol, nem ismeretes, univerzalis-e? Ugyancsak nem ismeretes ez a primszim-
problémardl és a linedris programozis feladatardl, ismeretes viszont az integer
programozasr6l, a pontos fedés feladatardl és igy a kordbban bizonyitottak
értelmében a hatizsdkproblémardl is, az utazé iigynok probléméjardl, és még
sok igen egyszertien fogalmazhaté kombinatorikai feladatrél, pl. arrél, hogy
adott G graf kiszinezhetG-e 3 szinnel ?

Ha egy keresé feladatrél kideriil, hogy univerzilis, akkor nyugodtan levon-
hatjuk azt a kovetkeztetést, hogy a feladat altalanos, jol hasznilhaté megoldd
algoritmusit nem érdemes tovabb keresni. Nem allithaté viszont az, hogy
egy-egy feladat specidlis természetét kihasznalva, ne talilhatnank olyan elja-
rasokat, melyek a feladatot a gyakorlat szaméra kielégitG pontossiggal meg-
oldjik.

Vannak olyan fontos feladatok az operaciokutatiasban, melyekrdl kideriilt,
hogy univerzilisak, ugyanakkor azt is megmutattik, hogy a legegyszeriibb
stratégiak is elvisznek az optimum konstansszorosiig. Optimista befejezésiil
ilyen szitudciét mutatunk be egy trivialis példan.

A, hétizsakprobléma” kiovetkez6 médon is fogalmazhato.

Adott egy b alapteriileti raktarunk és a,, ..., a, alapteriiletet elfoglald
n darab aru. Az a feladatunk, hogy olyan drukat helyezziink el a raktdarban,
melyek az alapteriiletet a lehetd legjobban kitoltik.

Ennek a feladatnak pontos megoldasa — az elébbiek értelmében — univer-
zalis keress feladat megoldasat jelentené. Miyen stratégiat alkalmaznink, ha
nem ér meg sok fejtorést a dolog? Talin a kivetkezst.

El6bb elhelyezziik a lehet§ legnagyobb drut, ami elfér, aztin a maradékbdl
megint a legnagyobbat, ami elfér sth.

Kénnyti beldtni, hogy tgy is legaldabb feleannyi teriletet sikeril kitélteni, mint
az optimalis elhelyezésnél.

Egyik mentési lehetség tehat ez: elégedjiink meg nem pontos optimummal.
Mésik, ami a linedris programozas jelenlegi helyzetére jellemzs: elégedjiink
meg olyan eljardasokkal (illetve olyanokat keressiink), melyek a feladatot az
esetek tilnyomé tobbségében (ez a szimplexmodszer esetén még csak empiri-
kusan, nem matematikailag bizonyitott) rovid idg alatt oldjik meg.
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FUGGELEK

A) Algoritmus és annak lépésszama

Algoritmusok, azaz effektiv, mechanikus (szdmolési) eljarasok mindig is fon-
tosak voltak a matematika és alkalmazdsai szimadra. De e szdzad 20-as, 30-as
éveig nem vet$dott fel az igény az algoritmus fogalménak dltaldnos definicidja
irant. Ha valaki egy probléma megolddsdra algoritmust mutatott, akkor soha
sem volt vitds, vajon ez tényleg algoritmus-e ? Megvéltozott a helyzet, amikor
egyes feladatoknal az volt valdészinG, hogy mem létezik megold6 algoritmus.
(Torténelmileg elss ilyen feladat a bizonyitdskeresés feladata volt. Egy forma-
lizalt, axiomatikus elmélettel kapesolatban felmeriilhet a kérdés, hogy tetszd-
leges 4llitdsrél hogyan dinthetd el, van-e formalis bizonyitésa ?)

Ilyen kijelentések nyilvdn nem értelmesek, amig nem mondjuk meg ponto-
san, mit neveziink algoritmusnak. Godel, Church, Turing, Post, Kleene mun-
kija nyomén az algoritmus fogalmanak sok alternativ definicidja sziiletett
melyekrél kideriilt, hogy ekvivalensek (minden alkalommal ugyanazok a fiigg-
vények bizonyultak algoritmikusan kiszdmolhaténak). Minden azéta sziiletett
eredmény is azt tAmasztja ald, hogy keziinkben tartjuk az algoritmus altaldnos
fogalménak egyetlen lehetséges definiciGjat.

Amidta az elektronikus szdmitégépek elterjedtek, a mechanikus eljdrdsok
irdnti érdeklédés megnétt. Ugyanakkor, az algoritmus 4ltaldnos fogalmanak
megértése sokkal egyszerlibbé valt, ugyanis az algoritmus nem més, mint
szémitégépen megvalGsithaté eljards.

Azt kell tehdt csak matematikailag definidlni, mi egy szamitdgép? Szeren-
csére ehhez nem kell valamilyen nagy szdmitégépet minden részletében leir-
nunk, és attol se kell tartani, hogy ha jobb, korszer(ibb szdmitégépek épiilnek
akkor tdgulni fog az algoritmus fogalma. Utébbit teljesen meghatérozzék a
szimitogépek miikodésének legaltalanosabb elvei. Az egyes szamitogépek nem
abban kiilonboznek egymdstdl, mit lehet rajtuk kiszdmitani, csak abban,
milyen gyorsan: milyen utasitdsok azok, amiket ,,megértenek”, milyen mfivele-
teket végeznek el tanitds nélkiil, stb. Ezért megelégedhetnénk egy nagyon
primitiv felépitési szdmitégéppel is az algoritmus 4ltaldnos definiciéjahoz,
mi azonban inkdbb olyant ismertetiink, melynek lehet&ségei rendkiviil gazda-
gok. Ezzel megtakaritjuk az érvelést definiciénk dltaldnossiga mellett. i

Aki az aldbb leirt szdmitégépet irredlisan hatékonynak, korldtozds nélkiili-
nek tartja, nem értette meg annak rendeltetését. Olyan gépet akarunk definiél-
ni, ami mindent tud, ami valaha is szdmoldsnak lesz tekinthet. Ebbe a gépbe
természetesen minden korldtozds beépithetd (pl. a programba).

Az ismertetett gépmodell a Turing-féle gép ([5]) egy Kolmogorov—Uszpen-
szkij-féle valtozata ([6]), Ja. M. Barzgyiny 4ltal 4ltaldnositva. )

Szémitogépiink diszkrét idében dolgozik, tehdt a szdmitdsi eljé?éf elkiilonit-
hets lépésekbdl 4ll. Az eljaras teljesen determinisztikus. Minden Illd(')p,(')ntban a
szimitogép akkori dllapota teljesen meghatdrozza a kovetkezd idépontbeli
allapotot. ;

A gép sok egységhdl all, ezek két kiilonbozé tipusba ta,r’co’znak: a’ktlva’k és
Passzivak. Az aktiv egységek szerepe a vezérlés, lebonyolitds, utasitdsvégre-
hajtds. A passziv egységek képezik a memoridt. U .

Minden egyes egység csak korldtos mennyiségl informaglot képes hordozni.

zt matematikailag tgy fejezziik ki, hogy minden egységnek csak korlétos
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sok dllapota van. Legyen a t-edik idSpontban a passziv egységek (véges)
halmaza M,, az aktivaké V,.

Minden aktiv egység minden idépillanatban ,rajta all”” egy pa&snv egységen,
(megfigyeli azt), azon {-rél ¢ 4 1-re attérve egy miiveletet hd]t végre, majd atlép
egy masik passziv egységre.

Az M, és V, halmazok nem allandbak, novekedhetnek. Az aktiv egységek elemi
miiveletei kozott szerepelni fog ugyanis Gjabb aktiv vagy passziv egység létre-

ozasa.

: Amint mondottuk, minden egyscg véges sok dllapotban lehet. Legyen a
lehetséges allapotok halmaza Q. () végig ugyanaz, tulajdonképpen még azt is
feltehetnénk, hogy csak 5—10 elembdl all. Ha m € M, ill. v € V, egy egység,
akkor jelolje s,(m) € @ ill. s,(v) € ¢ az allapotukat a ¢ idGpontbhan.

A gép szervezésének legérdekesebb kérdése az, hogy ha egy v aktiv egység

a ¢ id6pontban egy m passziv egységen all — jeloljiik ezt a szitudciét igy:
p) = m

— akkor hogyan vilasztja ki azt a passziv egységet, melyre attér a kovetkezd

lépésben ?

A pmbléma a kovetkezd. Az egységek halmaza egyre novekszik. Ha » az
Osszes passziv egysée koziil valaszthatnd ki, melyll\r(, lép at, ellentétbe keriil-
nénk azzal a kovetelménnyel, hogy a » altal végr clm]t()tt miivelet csak egészen
elemi lehet. » minden idGpontban csak korlitos mennyiségii egységet tekinthet
at.

A kovetkez6 megoldast valasztjuk. Rogzitiink egy £ pozitiv egész szdmot.
Minden passziv m egységhez tartozik, minden ¢ id6pontban a passziv egységek-
nek egy

pim), ..., ph(m)

sorozata, azok, amelyek a ¢ id6pontban m-bél elérhetéel. Minden v aktiv egy-
géghez is tartozik egy
{ui(v)}

sorozat, ugyancsak passziv egységekbdl. Ezek a »-bdl elérhets egységek.

Ezek utin megadhatjuk, mit neveziink egy elemi miveletnek, (melyet v
hajt végre {-rél ¢ -+ 1-re attérbe azon az m-en, amit megfigyel a ¢ idGpont-
ban).

Az elemi miivelet csak attol fiigg, mi m és v dllapota a t idGpontban: azaz
§,(m)-t6l és s,(v)-tol.

Az elemi mfiivelet a kovetkezd négyféle operdcié egyiittes végrehajtasit
jelenti.

L. m és v G dllapotdnak (azaz s, (m)-nek és s, ,(v)-nek) meghatdrozdsa.

2. v aj helyének (azaz v 4ltal a ¢ -+ 1-edik idGponthan megfigyelt passziv
egységnek, ¢4, (v)-nek) meghatirozasa.

Kikotjiik, hogy v 4j helye csak olyan passziv eqyséy lehet, mely m-bél elérhetd.
Tehat ez a miivelet a pi(m) egys égek koziil vilasztja ki v Gj helyét.

3. Azon egységek Ill(‘("h«tt('bl()/ii‘i«b m(‘lyv!\ m-hél és v-bol a ¢ 4 1-edik idd-
pontban elérheték lu,/n(k (tehdt pf, (m) és pi,,(v) Gj értékei).

Itt kikotjiik, hogy mindkét sorozat esak olyan egységeket tartalmazhat, melyek
vagy m-bol, vagy v-bol elérhetdk voltak. Azaz

Bhpa(m), phia(v) € {pilm) |j <<k} U {pl(v) [J < &}
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Tehat egy elemi miivelet hatdséra az m-bél (ill. v-bél) elérhet egységek osz-
szessége csak Ugy valtozhat, hogy a v-bél (ill. m-bél) elérhetd egységek koziil
ujak keriilnek be, és régiek kimaradnak.

4. Egy 4j aktiv vagy passziv w egység esetleges létrehozdsa, allapotanak
meghatérozasa. Az 4] egységhdl elérhetd passziv egységek is csak az m-bél és
v-bol elérheték koziil keriilhetnek ki.

Tovdabbi megdllapoddsok a gép mikidésével kapesolatban

Ha egy passziv egységen éppen nem all aktiv, akkor éllapota is, a belle
elérhetd egységek sorozata is t-rél ¢ 4 1-re attérve valtozatlan marad.

Ha egy passzw egységre 1-nél tobb aktiv egység ,.érkezik”, (azaz a t-edik
1d0p0ntb‘m még nem volt ilyen kollizi6, de a t -+ 1l-edik 1d0p0ntra lenne),
akkor a gép leall.

Az ngylk Q-beli 4llapot, g, a végallapot. Ha valamelyik egység ilyen allapotba
keriil, a gép ledll.

Ezekutdn a gép miikodési médjat teljesen meghatédrozza, ha megadjuk az
1—4-ben értelmezett elemi miiveleteket.

Az 1. miivelet egy

o i@ XQ—>Q és oy :Q XQ—Q
véges fiiggvénnyel irhaté le, a kovetkezé médon:
Spya(m) = oy (si(m), 8,(0)), 844 (0) = oy(sm), 5(v)).

A 2. miivelet egy
Y= Q) = {1, h e}

véges fiiggvénnyel adhaté meg, a kivetkezs képlet szerint:
(pH-l(v) — H)t'(s,(m),s,(v)) (I)n)

azaz y megadja, v az m-bl elérhets egységek koziil sorrendben hdnyadikra
lép at?
A 3. miivelet két darab,

oy 2@ X @ X L, ...k} = {1,000, 28}

fiigevénnyel adhaté meg a kiovetkezd képletek szerint.

s Kol wim) ha ody(s,(m), s,(v )= 24 -4
i W)  ha  ody(s(m), 8,(v)) = 2j
Bl wi(m) ha ocv(s, (m), S;(U)) =2j—1
L wi(v)  ha ocv(é, m), '51(7-}))

A 4. mivelet egy
8:QxQ—{0,1,2}, 0:Q XQ—Q

B:QxQx{l,....k—{1,...,2

és

véges fiiggvénnyel adhaté meg igy:

Nincs 0j egység, ha 6(8,(711), .S'[(’U)) =10
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Az Gj egység w, passziv, ha &(s(m), s(v)) = 1, aktiv, ha 2. Ez esetben
Sppa(w) = Q(St(m)) 3:(”))

H; (w) i {;u’j(m) ha ﬂi(sl(m)i 81(?))) o zj_ 1
\ o wWiw)  ha  Bis(m), s,(v) = 2.

Oms Oys Ps %y %y, 6, 0, B

véges fiiggvények gépiink miikodését teljesen meghatarozzik. Ezek képezik,
ha ugy tetszik, a gép ,,hardware”’-jét. Aszerint kapunk mas és mas gépet, ahogy
ezeket masképp valasztjuk. Ezért azt is mondhatjuk, hogy egy gép nem mas,
mint egy 7' = (@, k, o, oy, P, o, oy, 6, 0, f) Osszesség.

A szamolas t-edik idépontjaban a pillanatnyi szitudciot teljesen meghatarozzak

M, Vyp:V,>M,,8,: MUV, - @ és
W (MU V) X ALy o0k} — (M)
Ezért a t id6pontbeli pillanatnyi szitudciét azonosithatjuk a

Dy= (M, Vi, @15 805 1)
Osszességpel.

Az, hogy a gép miikidése teljesen determinisztikus, azt jelenti, hogy D, ,
a D,-bél egyértelmiien kiszamolhato.

Hogyan hasznilhatjuk a gépet szamoldsra? Mindenekel6tt megadjuk D -at,
az indulé szitudciot. Vilasztunk egy alkalmas nagységt M, indulé memoriat,
azaz megfelel§ szdmu passziv egységet. A memoridban elhelyezziik kiinduléd
adatainkat, és a sziikséges programokat. Ez a passziv egységek dllapotainak
meghatdrozasit jelenti. (pl. ha kettes szdmrendszerben kell dolgoznunk, akkor
sy (m) = q, vagy q,, @-beli elemek. @-t dltaliban valamilyen abécének képzel-
hetjiik el).

Ezutan ,,megszervezziik’” a memoridt a kivadnt médon, azaz megadjuk, hogy
a szémolds kezdetén melyik passziv egységhGl melyik legyen elérhets. Kz
pd(m) megaddsit jelenti.

Végiil meghatérozzuk az induldskor sziikséges végrehajto egy .scgﬂckct. azok
indul6 helyét, dllapotat és az indulaskor beldliik elérheté passziv egységeket.
Ez V, s4(v) és p%(v) megadasit jelenti.

Bem(lltJuk a gépet. Az szdmolni kezd, sorban létrehozza a D, D,, ...
szitudciokat a fent mcgad()tt szabdlyoknak megfelelGen. Ha megéll, akkor a
memoriabol, azaz a passziv egységek dllapotaibdl elére megdllapitott médon
kiolvashatjuk a szdmolds végeredményét.

A szédmolas lépésszdma a moga]lnmg eltelt idGegységek széma. Eldfordulhat,
hogy a gép nem 4ll meg, a gép dltal megvaldsitott eljards nem ér véget véges
sok lépéshen, eljarasunk nem alkalmazhaté a betdplalt kiindulé adatokra,
tehdt nem dltaldnosan alkalmazhaté. Mi csak éltaldnosan alkalmazhaté eljard-
sokkal fogunk foglalkozni.

Miutdn meghatdroztuk, mit értiink .s/.umtog(\p alatt, ratérhetiink az algo-
ritmus (eljards) fogalménak pontositdsara.

Mindenekel6tt meg kell allapitani, hogy ('ljdrd(srél sohasem egyetlen feladat-
nak csak egy feladatcsalddnak a megoldisindl értelmes beszélni. (Amit a cikk
forészében | keresé feladatnak” neveztiink, az se egyetlen feladat, hanem
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minden n-re és x € @"-re egy kiilon feladathél 4116 feladatcsalad). Vagy azt is
mondhatjuk, hogy egyetlen feladatnak vdltozé bemené adatokkal valé megolda-
sanal.

Ismét megéllapodhatunk, hogy a bemend és kimend adatokat bindris soro-
zatokkal kodoljuk. Kordbban az osszes bindris sorozatok halmazat @D*-al
jeloltiik. Olyan feladatokrdl lesz szé, ahol ki kell szamolni valamit.

Egy feladat tehat, ahogy mi értjitk, mindig egy

fiiggvénnyel adhaté meg. Egy eljaras megadja az f figgvénnyel adott feladatot,
ha minden lehetséges  bemend adathoz kiszdmolja f(x)-et, ezaz a megoldast.

Egy eljardst akkor neveziink mechanikus eljardsnak, algoritmusnak, ha egy
az el6bbiekben ismertetett 7' gépen elvégezhetd. Mit jelent ez ? Ami most kovet-
kezik, az egy eléggé esetleges szabvényositdsi megallapodds arrél, mit tekint-
stink a gép kezdo- és végszitudcidjanak.

Az egységek éllapotainak ¢ halmazdbdl a g, végéllapoton kiviil tiintessiink
ki még egy ¢, dllapotot, amit kezd§ dllapotnak neveziink, valamint két tovabbi,
9, ¢s q, allapotot.

A gép kezdé szitudcicban van, ha

(i) egyetlen m, passziv egység van a ¢, dllapotban.

(i) my-bol egyetlen m, egység érhetd el, m,-bdl egyetlen m,, m,-bSl egyetlen

my, sth. valamilyen m,-ig, m,, . .., m, mind kiilonboz&k.
(iii) mq, . .., m, mind ¢, vagy ¢, allapotban vannak.

(iv) m;,, nem érhetd el mis egységh6l, mint m;-bél.
A gép a végszitudcidban akkor van, ha ugyancsak a fenti feltételek teljesiilnek
9y helyett g, dllapotot irva.

Egy gép kezdé szitudcidjat tehat két egyméstol fiiggetlen adatosszességgel

irhatjuk le. Egyik, hogy milyen 4llapotban vannak az m, . . ., m, egységek,
(és hdny van beldliik), azaz mi van az adatszalagon? Ezt az informéciét egy
x*=a,...,x, sorozattal adjuk meg, ahol z; = 0 vagy 1 ha

So(m;) = q, vagy q,.

A gép Osszes tobbi aktiv és passziv egységei, ezek egymashoz és m-hoz valé
viszonya (m;,, nem érhetd el beldliik a 0. id6pillanatban) lesz a mésik adat-
Osszesség. Bz képezi a szamolds programjdt, P-vel jeloljiik. Az adatszalag kezdd
szitudcidbeli dllapota adja a szdmolds bemend adatait,a végszitudciéban ugyanez
a megoldas.

Egy kezd§ szitudcié tehdt a

D, = (P, z)

Osszességgel jellemezhetd. A gép akkor valésit meg valamilyen szdmoldsi
eljdrast, ha mig x végigfut az Osszes lehetséges bemend adatokon, minden
szamoldshoz ugyanazt a P-t haszndljul.

7. Definicié: Azt mondjuk, hogy a T gépen az f(x) fiiggvény Il’iiszém(,)ll_l?mé,
ha van olyan P program, mellyel a gép minden (P, z) kezdd szmua’clob()l
olyan végszitudciohoz jut el, ahol az adatszalagon f(x) van. AT gép és a P
program egyiitt megad egy algoritmust f kiszémoldsara. f qlgo’mtmzkus/an kisza-
molhaté, ha van olyan T gép, melyen kiszémolhatd. A kiszdmolhaté fiiggvé-
nyeket rekurziv fiiggvényeknek is szoktédk nevezni.
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Rogton megjegyezziik: vannak olyan gépek melyeken minden fiiggvény
kiszamolhat6, ami egyaltalin valahol kiszamolhaté. Az ilyen gépek nem is
feltétleniil bonyolult felépitéstiek. Univerzilisnak nevezziitk Gket. A gyakor-
latban hasznalt nagyméretli szimitégépek mind univerzalisak. Nem elvi
nehézségek, csak a bizonyitas koriilményessége miatt tekintiink el a kovetkezd
tétel bizonyitasatol.

4. Tétel. Vannak univerzilis gépek.

A bizonyitas azon alapszik, hogy egy egészen egyszerii géppel is képesek
lehetiink minden més gép miikodését utdnozni.

A leirt géptipus sok olyan lehetséggel rendelkezik, amivel a mai szamité-
gépek nem. Legfontosabb ezek koziil az, hogy az aktiv egységek szdma korlat-
lanul névekedhet. Nem nehéz beldtni, hogy ilyen géppel az utazé tigynok
problémdja is nagyon gyorsan megoldhaté volna. Ugyanis a gép aktiv részei
n 1épés alatt 27-felé osztédhatnak, és minden lehetGséget egyszerre kiprobalhat-
nak. Hzért aki Ggy véli, hogy a préobalgaté megoldas exponencidlis mennyi-
ségli id6t vesz igénybe, nyilvan olyan gépre gondol, melynek korlatos szdmu
aktiv egysége van. A cikk f6részében mi is mindig ilyen gépet tartottunk szem
elGtt.

Egy f(x) fiiggvényrdl tehat akkor mondjuk, hogy t(x) lépésben kiszdmolhatd,
ha van olyan 7' gép, és P program hogy ezek t(x) lépésben kiszdmoljik f(x)-et,
és szamolds kozben 4j akttv eqység nem keletkezik.

Az olyan gépet, melyen szdmolds kozben nem keletkezik aktiv egység,
végesfejlinel: hivjuk. (Az aktiv egységeket szoktdk ,,fej”’-nek is nevezni).
Megjegyzés: Van végesfeji univerzilis gép.

Kifogisolhaté az is, hogy a memdria struktirdja idGben viltozhat, tehat
valtozhat egy-egy passziv egységhdl elérheté mis passziv egységek halmaza,

Itt sokféle megkotést fogadhatunk el, de még a legszigoribb értelmes meg-
kotés se korlatozza a kiszimolhato figgvények korét. S6t, a {6rész 3. Definici6-
jdban adott ekvivalencia (azaz hatvinyozds) erejéig még a szimolds 1épés-
szamat sem.

Egyfeji Turing-gép az olyan, melyben a passziv egységek egy egyenesen
helyezkednek el egymds mellett. Egyetlen aktiv egység van, ebbdl esak az az
egység érhetd el, melyet megfigyel. A passziv egységekbdl csak szomszédjaik
érhetck el.

Az egyfeji Turing-gép mdr lényegesen kevesebbet ,,tud” mint a mai szamito-
gépek. De van univerzilis egyfej(i Turing-gép !

Még mindig megmaradhatott az a kifogds, hogy a gép memoridja korlatlanul
nivelhetd.

8. Definicic: A (P, x) induldszitudcioja eljards memériaigénye nem mds, mint a
szimolds befejezéséig keletkezett egységek szima (az induld egységekkel
egyiitt).

Erre az ellenvetésre azt vélaszoljuk: semmi akaddlya minden alkalommal
csak olyan eljardsokat venni figyelembe, melyeknek lépésszima és memoria-
igénye elére adott ¢(x) és l(x) fiiggvényekkel van korlatozva. De ilyen korlito-
zist az algoritmus 4ltalinos fogalmaba beépiteni nem célszeri.

Az ebben a részben bevezetett fogalmak minden, cikkiink 1—3. pontjd-
ban szereplé definiciét pontos matematikai definiciéva viltoztattak.
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B) Univerzilis keresé feladatok

Az univerzilis gépekrél tulajdonképpen tobbet tudunk, mint hogy rajtuk
minden kiszdmolhaté fliggvény elGéllithato.

Egy T gép leirdsa nyilvan kédolhaté egyetlen "I bindris sorozatba. Ugyanez
vonatkozik T-nek egy P programjdra is, melynek kédjat FP7-vel jeloljiik.

Ha x = z,, . . .z, egy 0—1 sorozat, akkor legyen z = x,x,2,2, . . . 2,2, 01.
Ezekutdn az x, y sorozatpéart, az «, y, z sorozathdrmast kédolhatjuk egyetlen
2y, Zyz, sth. sorozattal, melybdl az eredeti tsszetevik egyértelmtien kiolvas-
hatok.

Egy « bindris sorozat hosszit |x|-el jeloljiik.

5. Tétel. Van egy olyan végesfejli T, gép, és ennek egy P;, programja, mely
barmely (7, P) gép-programpérra és « bindris sorozatra a kovetkezdket
hajtja végre.

1. A

(P, TT1TP )

kezd$ szitudciobdl legfeljebb akkora lépésszdm alatt, mint (77 + P73,
elGallit egy

i 1 (HT,P! Cl?)
kezdGszitudciot.

2. A (I}, p, z) kezdGszitudciobdl kiszdmolja ugyanazt, amit a 7' gép a (P, )
kezdGszituaciobol, és ha T végesfejii, akkor ehhez nem kovetel tobb lépést,
mint a 7' gép lépésszdmébnak ["17*-szerese.

Ezt a tételt nem bizonyitjuk, de aki jol megérti az 4llitést, az belatja, hogy
a bizonyitds csak tiirelem kérdése.

A T, géppel kapesolatban definidlunk egy f keresd feladatot, melyrdl aztan
bebizonyitjuk, hogy univerzdlis. A keresé feladat a kovetkezd.

Adott @ n-hosszusigia 0—1 sorozat. Keresendd y legfeljebb n hosszisdgi
olyan 0 -1 sorozat, hogy a T gép a

(Py, xy)
kezdGszitudciobol legfeljebb n 16pés alatt 0-t szamoljon ki.

Hogy ez keresd feladat, az a definiciéhdl vildgos. (Adott a-re a megolddsok
U, halmaza azon y-ok halmaza, melyekre 7, legfeljebb n lépésben 0-t szdmol
ki).

6. T'étel. Az 9 feladat univerzalis.

Bizonyitds. Tekintsiink egy tetszdleges ol keresé feladatot. Ehhez van egy
eljards, mely minden n hosszi a-re és y-ra legfeljebb n lépésben eldonteni az
y € A,7 kérdést. Azaz van egy T gép és P program, hogy T’mmden n ho,sszu
x, y sorozatpérra a (P, @y) kezdGszitudciobol legfeljebb n lépés alatt 0-t szamol
ki, ha y €4,, 1-et, ha y¢ A4,.

Nézziik mit csindl ekkor 7' a

(P, TT TP zy)
kezdGszitudcioban? A tétel szerint legfeljebb

(7| + PP + VAL
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lépésben 0-t szdmol ki, ha y € A,, 1-et, ha y ¢ A,.. Tehat az A feladatnak x
bemend adat melletti megoldasat visszavezettiik az U feladat

M rplz

bemené adat melletti megoldasara.

Ha az olvasé most mégegyszer megnézi a bizonyitdsvézlatot, amit a 4. pont
1. Tételére adtunk, lathatja, hogy konnyen szabatos bizonyitdssd tehetd, pél-
déul gy, hogy belatjuk:

U<

Ehhez T, miikodésének ,,jegyzkonyvét” kell olyan médon kédolni, hogy
a kod egyértelmiien adédjék, mint egy bizonyos logikai formuldt kielégitd
sorozat. Mi inkdbb kozvetleniil bizonyitjuk § univerzalitdsat.

Ha ofl egy keresé feladat, akkor nyilvin minden n-re lesz egy T, gép,
mely n 1épés alatt eldonti az n hosszti «, y sorozatokra az y € 4,7 kérdést,
és a kovetkezs forméaju.

(i) 7,nek cn passziv egysége van, melyek q,-t vagy g,-et vehetnek fel, és
1 aktiv egysége, mely c,n kiilonboz6 allapotot vehet fel (¢, ¢, konstansok).

(ii) Uj egység a szimolds sordn nem keletkezik.

(iii) Minden egységhdl minden mésik egység elérhetd.

A T, gép nyilvan elég 4ltalinos ahhoz, hogy minden n lépéses eljaras ilyen
gépen elvégezhets legyen.

Legyenek T, passziv egységei m,, . .., m,, az aktiv egység v, log mindig
2-es alapt logaritmust jelent.

A D, t-id6pontbeli szitudciét nyilvan egyértelmiien meghatérozzdk a kovet-
kez& adatok.

zfl LR ) zl.(,n
ahol
Dt 0 ha s(m;) =q,
! 1 ha s(m) =q,
tovabba
}'JI’ Ayt ltlogtgn
melyek egyiitt egy bindris szdmot adnak, ami » éllapotét kédolja, és a

Zitr -+ +» Ltlogen

bindris szam, ami » helyét kédolja. A 3. T'étel bizonyitdsaban szereplé ¥ formu-
lat most mér tényleg fel lehet irni a

: T ;{/jr Xtk
valtozdkra.
Tudjuk, hogy ha v a t-edik idGpontban m;-n van, akkor aj helyét egy
{0, 1} X {1, c.0segn} = {1, ..., C0}

fiiggvény adja meg.
Ha « egy logikai véltozo, akkor legyen

T [ A
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Ha j egy természetes szam, akkor legyen
[

a j 2-es szdmrendszerbeli felirdsanak n-edik szdmjegye.
Minden ¢-re; minden i-re, j-re, és e-ra (¢ = 0 vagy 1) irjuk fel a kovetkezd
formulat.

Gt.i,i,:(zti: {A} {xnhs {Hegrp}) = 2 & g, . . & X}{t])lgocglrczln & Zy]‘& & ngéocggﬁ?” e

- 2P & . & PGP

Ha minden @, ; ; , formuldt & jellel dsszekapcsolunk, akkor még mindig csak
egy n° hosszsagu formuldnk lesz (¢ konstans). Ez a G, formula fejezi azt ki,
mit csindl a y fiiggvény.
Ugyanigy kell venni
Goyp 68 Gy

formulakat. Végiil a 3. Tétel bizonyitdsiban szereplé formula a kovetkezd.
F =0, 8%0,&0, &%, —z)&...&#, -+2) &
&(2Zont1 < Y1) & (2090 <> ¥n) & 2.

Az utolsé tag azt fejezi ki, hogy a szdmolas végén a memoria elsé poziciéjaban
1 van, amit az y € A, ? kérdésre adott pozitiv valaszként értékelhetiink.
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ON PROBLEMS SOLVABLE BY SEARCH

Hopeless as it seems to find an algorithm with an acceptable number of steps for
some problems (as e. g. the problem of the travelling salesman), St}'lll no theoremes exist
that could give some non-trivial lower bounds for the necessary time, number of steps,
memory ete. for the solution of such problems. Of course, for stating su_eh a theorem
the exact definition of an algorithm is essential. This notion has been applied in mathe-
matical logics in so far.

A research trend ,,computer science” deals with these difficult questions. This research
verges on mathematical logics and practical operations research. In the last couple of
years new results have been emerging creating a widespread echo. A very broad scale
of problems can be determined, and it can be proved about quite a few problems that
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their solution is — within their group — the most difficult. We are considering problems
that are evidently, absolutely solvable but every solution contains trials with steps of
exponential number (as e. g. the problem of the travelling salesman).

The main part of the article makes an attempt to clarify the intuitive contents of
the notions and statements. The appendix makes it theoretically possible to formalize
the whole main part.

O 3AJIAYAX, PASPEIIMMbIX IMTEPEEOPOM

Kakum Obl 0e3Hajie)KHBIM HU Kas3ajioch HAHTH aJlbFOPHTM C TNPHEMJIEMBIM KOJIHYECTBOM
WAroB K HEKOTOPBLIM 3ajavam (Hanpumep, K npoOsieme KOMMHBOSDKEpA), HE HMEeM ele Ta-
KHX Teopem, KOTOpbIe AT HETPUBHAJILHYIO HIDKHIO OLEHKY JUIS BPEMEHH,KOJIHYECTBA
HIATOB, NAMSITH H T. I1. HEOOXOJHMOI0 K PeleHHI0 AanHoil 3ajaud. KoHeuHo, Juist yCTaHOBIIEHHSI
TAKOH TEOPeMbl Ha/I0 JIaTh TOUHOE ONpe/ie/IeHue NOHATHS aJbropurma. J{o cHX mop, B MepByio
oyepesib MaTeMaTH4yecKasl JIOPMKA HMCNoJIb30BaJla 9TO TOHsATHE. BO3HHKAIOUMMH  TPY/(HBIMH
BOTNPOCAMH 3aHHMaeTCs1 Tak HasbiBaemblii «Computer Sciencer, crosimuii Ha rpaHuue marema-
THUYECKOM JIOPHKH M TIPAKTHYECKOI'0 MCCJIeJ0BAHHST Onepanuii. B mociielHUX rojax pojaHIHch
HHTEPECHbIE Pe3yJIbTaTbl. MOYKHO OINpPEJIe/HTh MHPOKYK KAaTEeropHIo 3a/1au H MOYCHO JIOKA34Thb
0 MHOr0 H3BECTHBIX 3ajlayaX, 4TO OHM SIBJISIOTCSE BHYTPH KaTerOPHH CaMbIMH TPY/IHBLIMH.
3/ech pevb HIET 0 TAKHX 3a/aYax, 0 KOTOPLIX 3HAEM, YTO Paspeiuumble, HO KayK/10€ H3BECTHOE
peIIeHHEe COJACPIKHT HKCHOHEHLIHAIbHOE KOJIHUECTBO ArosB (Hanpumep, npodjema KOMMH-
BOSDKCPA).

OCHOBHAs1 YaCTh CTATbH OCBEHIAET HMHTYMTHBHOE COJEpPYKAHHE MOHATHH W OnpejesieHMit.
IMpunoykenne B NPUHUMIE JoNyCcKaerT (opMalM3alMio 0CHOBHOH uacTH.



