LiceTr CsAk

Egytermékes modell idényszertien valtozo feltételekkel

A modellt egy konkrét gyakorlati probléma hivta életre. Nevezetesen az,
hogy a sertéshizlalddk alapanyagellitisa és a vagésertés irdnti igény idény-
szer(ien ingadozik.

I. A feladat megfogalmazasa

Az aldbbiakban egy olyan termék el6allitasardl lesz sz6, melynél egyféle
alapanyagnak meghatérozo6 szerepe van. Az eréforrasok koziil pedig a termelés
és raktarozés egyiittes helyigénye jelenti a sziik keresztmetszetet. Feltételez-
ziik, hogy az alapanyagellatids és a készdru irdnti kereslet ismert torvény-
szerliségek alapjan ingadozik.

A gyartési folyamat lényegében a kitiintetett alapanyag feldolgozisdnak
folyamatdat jelenti. A gyartdsi idStartam alatt pedig az alapanyag beszallita-
satol (példaul a hizéalapanyag beérkezésétil) a készaru (a vagosertés) elszalli-
tdsdig eltelt id6t (a hizlaldsi id6t) értjiik. Az egységnyi mennyiségli alapanyag
feldolgozésa utdn elérhetd nyereség a gyirtési id6tartam ismert — dltaldban
konkav — fiiggvénye.!

A feladat az iizem termelési programjinak elkészitése ugy, hogy az egy
adott idészakban a maximélis nyereséget biztositsa. A termelési program elké-
szitése alatt azt értjiik, hogy meghatarozzuk az alapanyag beszallitasianak és
a késztermék elszallitdsanak iitemtervét, valamint a beszallitasi idGpont
(a gyartds kezdete) fiiggvényében a gyértési idGtartamot.

II. Folytonos modell

Az alibbiakban feltételezziik, hogy az alapanyag beszdllitdsa és a készaru
elszillitdsa folyamatosan torténik. Tegyiik fel, hogy alapanyag és a késztermék
olyan egységben adott, hogy az egységnyi alapanyagbdl egységnyi késztermék
esz.

A be-, illetve az elszallitds folyamaténak leirdséra a be-, illetve az elszallitds
intenzitdsat hasznaljuk, ami az idGegység alatt (példaul naponként) be-, illetve
elszallitott mennyiséget (malacok, illetve vagésertések szdmdt) jelenti.

Az alapanyagelldtas és a késztermék irdnti kereslet ingadozdsat ugy épitjik
be a modellbe, hogy a be-, illetve az elszillitas intenzitdsdnak als6 és felss
korlatjat az id6 fiiggvényeként kezeljiik.

L példaul a hizlalasi id6 csokkentése intenzivebb takarményozast kovetel, illetve
kisebb végsulyt eredményez, a tilzottan hosszi hizlaldsnal pedig romlik a takarmény
hasznosuldsa és a hus minésége.
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Vezessiik be a kivetkezb jeloléseket:

t id6paraméter
74 a vizsgalt idGszak (periddus) hossza
(t) gyértasi idStartam az alapanyag beszallitési idépontjdnak fiiggvényé-

h
ben

b, a gyartisi id6tartam alsé korlétja

hy & gyértasi idGtartam felsé korldtja

f(t) az alapanyag beszallitdsdnak intenzitdsa

fm(t) a beszéllitds intenzitasdnak alsé korldtja

fult) a beszéllitds intenzitdsdnak felsd korldtja

g(t) a késztermék elszallitdsanak intenzitdsa

gm(t) az elszallitds intenzitdsanak alsé korlatja

gm(t) az elszallitds intenzitdsdnak felsé korlatja

c(h) az egységnyi mennyiségii alapanyag feldolgozdsa utdn elérhetd nyere-
ség a gyartasi id6tartam fiiggvényében

K az iizem kapacitdsa, vagyis az a maximdlis alapanyag-, félkész- és
késztermékmennyiség, ami az tizemben Osszesen elfér.

Mivel a nyereség a gyartdsi idének éltaliban konkav fiiggvénye, ezért az
optimdalis megoldés esak olyan lehet, hogy a kordbban beszéllitott alapanyag-
bol késziilt készterméket, hamarabb szdllitjik el, mint aminek az alapanyaga
késébb keriilt az iizembe. gy a [0;¢] intervallumban beérkezé alapanyaghol
késziilt késztermék a [A(0); ¢ - A(t)] intervallumban keriil elszallitdsra. A be-,
illetve az elszallitds intenzitdsa kozotti kapesolatot tehdt az

t t+h(t)
(1) f f(8)ds = { g(s)ds

0 h(0)
egyenlet irja le2 Megjegyezzilk még, hogy a [t;t¢ 4 A(t)] intervallumban
elszallitott

t-+h(t)
(2) | gls)ds
t

mennyiség éppen a t idGpontbeli készlettel egyenls.

A feladat lényegében az, hogy az id6 fiiggvényében gy hatdrozzuk meg a be-
és az elszallitas intenzitdsdat és a gydridsi iddtartamot, hogy azok az adott korldtok
kozitt mozogjanak, elégitsék ki az (1) egyenletet, az iizem K befogaddképességét
sohasem haladja meg a mindenkori készlet, és a [0; T') idbszakban elérheté nyere-
ség maximalis legyen.

A feladat matematikai modellje tehdt az alabbi formdban adhaté meg:

Adottak az f,,(t), fy(t), gm(l), gm(t) nem-negativ fiigggvények, a c(h) konkév

fiiggvény, valamint 0 <~ h,, <~ hy, és K valés szdmok. Hatdrozzuk meg a h(t),

* Amennyiben A(t) differencidlhaté, Ggy (1) helyett az
[1 - 2 (6)]g(t -+ R(t) = f(t)

differencidlegyenlet frhaté, amelynek a A(t)-re vonatkozé, h(0) kezdeti értékhez tartozoé
dltaldnos implicit megolddsa éppen (1).
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S(&) és g(t) faggvényeket dgy, hogy a

(3) hmgh();h’w,
(4) Im(®) < f(8) < fm(d),
(5) Im(t) = g(8) < gum(),

{+h(t)
(6) j fls)ds = j qg(s

1(0)

{+-A(t)
(7) { gls)ds < K
¢

feltételek t minden valds értéke mellett teljesiljenck, és a
T

(8) J = { c(h(t))f(t) dt
0

Sunkciondl maximumot adjon.’

A modell teljes altaldnossigban nem oldhaté meg. Kiilonbhoz§ gyakorlati
esetekben azonban leegyszeriisithetd vagy dtalakithat6 Ggy, hogy a megoldést
klasszikus feltételes szélsGérték-feladatra vagy folyamatvezérlési feladatra,
vagy esetleg — diszkrét modellre attérve — linedris programozdsra vezet-
hessiik vissza.

III. Diszkrét modell

A diszkrét modell lényege, hogy a vizsgilt idészakot felosztjuk egyenld
hosszﬁségﬁ intervallumokra. A be-, illetve az elszallitAsokat Ggy tekintjiik,
mintha azok kizdrélag az intervallumok kezdé-, illetve végpontjaiban tortén-

nének.

Viéges folyamat modellje

Feladatunk legyen a [t; t,] intervallumban a termelési folyamat optiméldsa
ugy, hogy a beszallitdsra vonatkozo feltételek az ezt tartalmazé [0;¢,], a ki-
szallitasé pedig [t,; ¢,]-ban teljesiiljenek, ahol

£y =ty —~ty = by

Osszuk fel [0;¢,]-at 7 hosszisdga intervallumokra. Tételezziik fel, hogy
[0; ¢,] és [ty; ty] pontosan n, [t; t,] pedig N intervallumbél all. Az i-edik inter-

3 Természetesebb kovetelmény lenne a [0; T'] intervallumban elszallitott késztermék
utfni
t,
Jy= [ o(h®) f©) dt, 8, + h(ts) =0, ta + h(ty) =T
h
nyereség maximélasa. Ha viszont 7' elég nagy akkor J, gyakorlatilag helyettesithets
J-vel.
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vallumban be-, illetve elszallitott mennyiségeket

(9) F,= { fls)ds, illetve @; = [g(s)ds

(i—1)z (i—Dr

jelolje. Hasonléan értelmezziik az F{™, FM, G, GM als6 és fels6 korld-
tokat.

Jelolje A; az i-edik intervallumban beszallitott alapanyag mennyiségének
azon részét, amely a ¢, idGpillanatban még feldolgozés alatt all, x;; pedig azon
részét, amelybdl késziilt terméket a j-edik intervallumban széllitanak el.

Legyen j > i esetén c;; = ¢((j — 1 + 1)7).

A modell az alabbi linedris programozasi feladattal adhaté meg:

(10) x,jZO; i:1,2,...,n+N,
j=n+1,n42,...,20n 4+ N;
(11) 2= 0; ha (j—i+ 1)z <hy,,
vagy ha (j—1 -+ 1) 7 > hyy;
2n+4-N
(12) inj:A,-; 1=12,...,n;
J=n+1
2n+N
(13) 11’5’"): 2 a.lj;/ﬁng); i':n_’_ l,n—}— 2,"'yn+N;
J=n+1
n+N
(14) GM< 3 zy < G, j=n+1Ln+2...,20+4 N;
i=1
k i+n—1
(15) 2" 2‘ xlj:_:K; k:n+1,n+2,...,n+N;
i=k—n+1 j=k
n+N n+N
(16) > > ¢,z — maximum.
i=1 j=n+41

A folytonos modellel osszehasonlitva lathatjuk, hogy a (3)-nak itt (10) és
(11), (4)-nek (13), (5)-nek (14), (7)-nek (15), (8)-nak (16) a tartalmi megfelelGje.
A (6) feltétel tartalménak teljesiilése a diszkrét modell szerkezetébdl mér
eleve kovetkezik.

Periodikus folyamat modellje

Az el6z6ektdl eltéréen most nem rogzitjiik a kezdd dllapotot, de megkove-
teljiik azt, hogy a vezérelt folyamat (a feltételek periodicitdsdnak megfelelGen)
idoben periodikus legyen.

Legyen T a folyamat periédushosszanak az a legkisebb egész szdmi tobb-
szorose, amely nagyobb, mint A,,.

Az el6zbekben bevezetett jeloléseket annyiban mdédositjuk, hogy most
a [0; 7] intervallumot osztjuk fel

hosszisdgi részintervallumokra.
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A folyamat periodicitdsabdl kivetkezik, hogy

= s
ha 1 és 1%, illetve j és j* kongruensek egyméssal az n modulusra nézve. Ezért
elegendd az z;; valtozékat ¢ =1,2,...,n, j=1,2,...,n indexekre meg-

hatérozni. Megéllapodhatunk abban, hogy amennyiben az x;; indexei nem
esnek a fenti indexhalmazba, gy azok kongruens megfelelire tériink &t.

Az optimélis periodikus folyamatot az alabbi linedris programozési feladat
megoldéasa szolgaltatja:

(1) &y = 0; b= 1,2, s oy T 68§ = 1, Dy 005, W5

(18) z;; = 0; ha (§* — 8+ L)t < Iy,
vagy ha (5% — 1 4+ 1) 7 > hy,,
ahol j* =4, ha j > 14,
kiilonben j* = j 4 n;

n
(19) Fﬁm)§2x,-ng§M); 1=1,2,...,n;
J=1
n
i-1
K i+n-—1
(21) S S <K k=1,2,...,n;
i=k—n+41 j—k
n n
(22) > > ¢;jz;; — maximum.
=1 j=1

A modell dltalanositdsa

A fenti modellben tobb eréforras kapacitdskorlatjat is figyelembe vehetjiik.
Jelolje K, az m-edik eréforrésbél a k-adik intervallumban rendelkezésre 4116
mennyiséget. Ha egy termék elGallitdsa pr ideig tart, akkor gv id§ elteltével
az m-edik eréforrds irdnti fajlagos igény legyen a,,,. Tgy véges folyamat
modelljének (15)-6s feltétele, illetve a periodikus (21)-es feltétele helyett az
alabbi feltételt irhatjuk:

k i+n-1
(23) > D mjigk-ih1 T = Ky
i=k—n+1 j=k

aholm=1,2, ... Més k=n+1,n+2,...,n+ N.

A modell méretének csokkentése

Végezetiil megjegyezziik, hogy a véges folyamatnal a (11), a periodikusn 4l
a (18) feltétel alapjin dltaldban igen jelentds méretesokkentésre nyilik lehetd-
ség. Ugyanis mindazon valtozok, melyekre (11), illetve .(18) vonatkozik,
a modellbél kihagyhatok. (Ilyenkor természetesen a tobbi feltételben csak
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a megmaradt valtozokra kell az Osszegezést elvégezni.) Ez a redukalds a fel-
tételek szdmat csak ritkan érinti.

Legyen példaul az 4altalanos periodikus folyamat modelljében n = 50,
s minden i-re legfeljebb 5 olyan j index, amire (18) nem vonatkozik. Ekkor
a valtozok szdma 2500-r6l 250-re csokkenthetd. Ha a modellben M = 5 kiilon-
boz6 erGforrassal szamolunk, akkor a feltételrendszer n(4 4 M) = 450 egyen
16tlenséghdl Aall.

( Beérkezett: 1973. november 15.)

ONE - PRODUCT MODEL WITH SEASONALLY FLUCTUATING CONDITIONS

The scheduling of large-scale pigfarms can be deseribed by a one-product model in
which material supply and product delivery fluctuate seasonally. We suppose that the
lower limits f,(¢) and g,(t) and the upper limits [,;(¢) and gp,(¢) of the intensity of supply
f(t) and delivery g(t) are known. These limits are given as functions of time. Turnover
time of production (fattening) A(t) can fluctuate between the given values A, and h,y.
Profit e(h), after processing (fattening) of per unit of basic material is a function of the
turnover time production (fattening). It is known and generally concave. Optimal sche-
duling is determined by those functions f(t), g(t) and A(t) for which the functional (8)
attains its maximum subject to the conditions (3)—(7). The solution of the model can
be well approximated by linear programming. The period under examination is devided
into intervals of length 7. &;; denotes that part of material that was supplied and the end
product of which is dispatched in the j-th interval. If, furthermore, notation (9) is intro-
duced, then the finite model is given by the linear programming problem (10)—(16), and
that of the periodical one is given by the linear programming problem (17)—(22).

MOJEJIb OAHOI'O MPOAYKTA C INEPEMEHHBLIMHU YCJIOBUSIMU T10 CE3OHY

OcyuecTsiieHUEe PUTMHUHOCTH TIPOU3BOJICTBA KPYIHLIX CBHHO(EPM MOYKHO OMHCATH MOJE/IbIO
OJIHOI'O MPOAYKTa, rje Kosebaercs, 1o ce3oHy, noTpedHOCTL YJ0BJICTBOPEHHST CHIPLEM H I'0TO-
Boro npojykra. [lpeanonaraem, uro sHaem HIKHHE fu(t) H g,(t), a Taioke BepxHHE f(t)
H gp(¢) tpesesivl, 1m0 GYHKIHH BPEMEHHM, HHTCHCHBHOCTH YJIOBJICTBOPEHHST ColpbeM f(f) H
TPAHCIOPTHPOBKH T'OTOBOIO mpojayKra ¢(t). Cpox oTKapmiIMBaHHs /() MOYKET H3MECHSTHLCS
MEXLY SHAUCHHSIMH Ay M hpy. TToCIIE OTKAPMIIMBAHHSL €/IHHULBE CHIPbST, JIOCTHraemast npHobiib
c(h), — ectb H3BeCTHast (YHKIHs CpoKa oTkapminBanus (B o0wmem Boruytas). Onrumasib-
Hbl rpaQui onpegesnsior te f(t), g(¢) w A(t) (ydkuun, Ha Korophie (GyHKuHOHA (8) jaer
MAKCHMYM 1IDH ye10Busax (3) — (7). Pemenue mojes, XOpouwHm NpHOJIDKEHHEM, MOYKHO
NPHBECTH K JIHHEHHOMY TPOrPAMMHPOBAHHIO. B 9TOM Cliyvyae paccMaTpHBACMBIH nepHoj| pas-
OMBAEM HA HHTEPBAJIBL JUIHHOH 7, M 0003HAUMM Uepe3 @jj TY YaCTh TPAHCIOPTHPYEMOIO CHIPbs
B M HHTEPBAJIE, H3 KOTOPOI'0 H3rOTABJIMBACMBII [IPOJYKT TPAHCIIOPTHPYIOT B jit HHTepBa/L. Kpome
TOro, eciin Bejem obo3HaveHue 1o (9), Mogesb KOHEUHBIX TPOLECCOB MOXMKHO petuTs no (10) —
(16), a nepuojuueckne npouecent no (17) — (22) s3ajgauam JIMHEIHOIO MPOrPAMMHPOBAHHSI.



