StAHL JANOS

A kétszeresen Osszekapesolt linearis
programozasi feladatrol.*

Bevezetés
A
Dy =b
Ay +Boy + X Az =a
i
(1) Dy+ Bz, =b, (i=1,2...)

Tignly B Lo sl =10
max (cyzy + dy + Y ¢; ;)
i

alaku linedris programozési feladatot szoktdk kétszeresen osszekapesolt vagy
kétszeresen Osszefiiggl linedris programozisi feladatnak nevezni. (A cikkben
nagy betiivel a szampélditol eltekintve mindig métrixot, kis betiivel az in-
dexektdl eltekintve vektort, gorog kisbettivel skaldrt, félkovér nagybetiivel
pedig poliédert jeloliink.)

Ilyen linedris programozisi feladat lehet modellje egy olyan tobb részbél
all6 gazdasdgi egységnek, ahol az egyes egységek tevékenységét leird x; valto-
z0k mindegyikével kapesolatban levs y pl. készletezési vagy valamilyen koz-
pontilag iranyitott tevékenységet reprezentdl, mig a valamennyi valtozot tar-
talmazé feltételek pl. valamilyen kozos eréforras kihaszndldsara vonatkoznak.
Ugyancsak ilyen modell adédhat egyetlen gazdasigi egység tobb, egymést
kovet$ idGszakra vonatkozo tevékenységének leirdsandl, mikor az z;-k az egyes
idGszakokon beliili tevékenységet reprezentaljik, y komponensei szallitdsi vagy
ismét készletezési tevékenységeknek felelnek meg és a valamennyi véltozot
osszefogo feltételek pl. kibocsatéasi kotelezettséget fejeznek ki.

De addédhat ilyen linedris programozési feladat akkor is, ha a feltételek
alkotta mdtrix ,,jobb-alsé” részével kapcesolatban nem éppen részegységeket
vagy id6beli dinamizmust kifejezé blokkdiagondlis szerkezetre gondolunk.
Legyen pl. a probléma egy olyan termelési-elosztdsi kérdés megolddsa, ahol
a szokdsos szdllitdasi feladat jobb oldalai vagy egy résziik valamilyen ter-
melési kapacitas szintjétdl fiiggg — ezt fejezik majd ki a Diy-k — és vannak
még a termelést és elosztist Osszekapesold tovabbi feltételek, amit az 4 jx, +
+ By + X Aa; = b, feltételek irnak majd le. (Egyébként minden linedris

i
programozasi feladatot tekinthetiink kétszeresen osszekapcesoltnak és a kovet-
kez6 dekompozicios eljardst ennek megfelelSen is leirhatnédnk.)

* A cikk a szerz6nek a Balatonfiireden megrendezett V.’Ma.gyar Operfcidkutatési
Konfereneion elhangzott hasonlé témdju el6adésa alapjan késziilt.
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(I1)-t nagyméretii linearis programozasi feladatnak tekintve, megoldasara
a szokdsos két lehetfség valamelyike kindlkozik.

Az egyik utat olyan moédszerek jelentik, melyek a szimplex mddszernek az
adott feladat specidlis szerkezetébdl adédéd egyszertisitési lehetGségein alapul-
nak. Egyszer(isitési lehetGségen a sziikséges miiveletek szamanak, a sziikséges
tarolotérnek csokkentését vagy a miiveletek elvégzésének, a tarolétér kihasz-
naldsanak jobb megszervezését értjitkk. Az ilyen, un. strukturdlis vagy bazis-
dekompoziciés eljarasok tehat az eredeti feladat valamilyen (pl. primdl vagy
dudl megengedett) bazis megoldasain keresztiil jutnak el az optimalis meg-
oldasig.

A masik lehetGséget az in. dekompozicids eljardsok jelentik, melyek az ere-
deti feladat megolddsat tobb kisebb vagy mas ok folytan kinnyebben kezel-
hets feladat rendszerint tobbszori megoldasara vezetik vissza: ezen, Gn. rész-
feladatok megolddsabdl | rakjik ossze” a feladat optimalis megoldasat.

(1)-re strukturdlis eljarast ad [6] és [7]. [6] az tn. altalanositott felsGkorla-
tos technika [3] egy kiterjesztése. ElsGsorban ezzel kapcesolatban mondhaté el
az, ami a strukturalis eljarasok 1ényegébdl addodik, mennél bonyolultabb a fel-
adat matrixanak szerkezete, anndl tobb és esetenként annal nehezebben kezel-
hetS lehetdséget kell megkiilonboztetni a feladat matrixa hatékony kezelésé-
nek biztositasahoz. Ugyanakkor, ha ez sikeriil, egy strukturalis eljards haté-
kony szamitastechnikai eszkoz, amit a [6]-ban kozolt, prébaszamitdsokat
értékels tablazat is igazolni latszik.

Egy dekompozicids eljards nemesak mint szimitdstechnikai eszkoz érdekes,
hanem a linedris programozisi feladatot tébb, egymdashoz képest alad és mellé-
rendelt részegységbdl 4ll6 gazdasigi egység modelljének tekintve egy ilyen
eljaras segitségével ezen rendszer miikodésének vagy irdanyitdsdnak problé-
méja is vizsgalhaté (pl. [5]). Az (1)-gyel kapcesolatban emlitett interpretaciok
barmelyike alapjan igy érdekes lehet egy olyan dekompozicids eljaras, mely
(1)-et

Bjx; = b, — Dy

2, >0

max (¢; — pd;)x;

alakt linedris programozasi feladatok (i = 1,2 ...) vizsgélata alapjin oldja
meg, ahol p és y a feladatok minden elGfordulasdndl alkalmasan megvéalasztott
vektorok.

Ilyen részfeladatokhoz pontosabban ezek dudlisdhoz jutunk, ha (1)-re
a Dantzig— Wolfe eljardst [4] alkalmazzuk olyan formaban, hogy a

Dy = b,
(2) Dy + Byx; = b; (il b e )
Y5 Ty; Xyeioi o = O

feltételeket tekintjiik részfeladatnak és ezen részfeladat dudlisdinak megoldd-
sdra ismét a Dantzig—Wolfe eljardst alkalmazzuk. A Dantzig—Wolfe eljiras
ilyen kétszeres alkalmazdsit azonban szamitdstechnikai eszkozként aligha
lehetne figyelembe venni.
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. Vegyiik észre azonban, hogy a kivant alaku részfeladatokhoz jutunk akkor
18, ha (1) duélisdbdl, az ugyancsak kétszeresen osszekapcsolt

pd, > ¢,
3) 90D + pB, + 2e9Di>d
pd; + q; B; > ¢; @="1,2..,,)
min (g,by + pa + 24 b;)

linedris programozési feladatbél indulunk ki. Nevezetesen, ha (3)-ra a Dantzig

- Wolfe eljarast olyan formdban alkalmazzuk, hogy a )
(@ PAy > ¢,
) pAi—I_QiBizci (7’:1r2)

feltételeket tekintjiik részfeladatnak és ezen részfeladat dualisinak megoldé-
sara ismét a Dantzig—Wolfe eljarist alkalmazzuk.

Tovabbé (1)-et a széban forgdé médon kezelve, az (1)-gyel ekvivalens extre-
milis feladat

Az + 2 A(Boy; + 24z + %' e Bo ¥y + ZAiEik) =a
J i i
J

lj’ M 2 0
max (¢ + 3 A(dy; + 3 ¢Z;) + % wldy + 3 ¢ Ty))
J i t

alaki, ahol az (¥, ), Ty, . . .) (j=1,2...), illetve (¥, Ty, Ty . . .) (b =1,
2...) elemek a (2) feltételek meghatdrozta poliéder extremilis elemei, illetve
extremdlis irdnyai. (Valamivel pontosabban és dltalinosabban fogalmazva,
olyan rogzitett vektorokrél legyen sz6, melyekkel a poliéder tetszileges eleme
a szokott mdédon elGallithato.)

Nyilvan (5)-tel ekvivalens feladathoz jutunk akkor, ha (5)-be még (2) tet-
széleges (y, x,, x,...) elemeinek megfelel§ egyiitthatékat és vdltozokat is
bevezetiink, illetve (5) optimumértéke (ha ez létezik) tetszéleges pontossiggal
megkozelithetd minden olyan (5) alak linedris programozasi feladattal, mely
(2) alkalmas elemeinek megfelels egyiitthatokbdl és véltozokbél 4ll. Ugyan-
ezen megjegyzések érvényesek a dudlis (7) feladat Dantzig—Wolfe eljirissal
torténd megolddsaval kapesolatban is, amikor az extremalis feladat

9oDo + X «f2;By + X ¢,/D;) + %'ﬂlr(;kBo + 2 9;D) >d
J 1 1
J
% B >0
min (%bo + X y(pd + 3 ;b)) + %'ﬁk(ffkd 55 %‘ qicb;))
J i

(6)
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alaku, ahol a (p;, @1 @opp ---) (7=1,2...), illetve (By, Ty, Tors - - -) (B = 1,
2...) elemek a (4) feltételek meghatarozta poliéder extremdlis elemei és ird-
nyai.

Mindezek egyiitt osztonoznek egy olyan dekompozicids eljards vizsgdlatéra,
ahol mindig egy (5), illetve (6) alakt feladat (p, @), illetve (7, y) dudlis meg-
olddsabdl adodé p-mal és y-nal oldjuk meg a

Bx; = b; — Dy

(7) z >0
max (¢; — p4A;) x; (1= 1,2 )

részfeladatokat, hiszen ezek mindegyikének #; megolddsit felhasznilva az
adodo (y, @, &, . ..) megolddsa (2)-nek és ugyanigy (P, ¢, ¢, - . .) megoldédsa
(4)-nek, ahol ¢, (7) duélisanak megoldasa. (Feltéve természetesen, hogy az
-k és g;-k léteznek.) (2) és [vagy (4) ezen megolddsaihoz tartozé 2, illetve
a valtozokkal a megfelels feladatot bévitve Gj (p, @) és/vagy (7, y) adddik sth.

Dekompozicios eljaras a feladat megoldasara

A tovédbbiakban feltessziik, hogy az Y = {y: Doy = by, y > 0} és P =
= {p:pd, > c,} halmazok nem iiresek és korlatosak. Legyenek X, =
=1{2:Bi;=0,2,>0} é8Q, = {g,: B, >¢}(i=12...)

Az alibbiakban elébb megfogalmazzuk az eljardst, az eljirds verifikaldsat
a lefrdsdt kovets tétel bizonyitdsa tartalmazza. Az eljirds a kovetkezs:

1. Legyven b = 1,7, az Y-nak, p, pedig P-nek tetszéleges eleme. Az y-ra vo-
natkozo feladat a

9Dy > d

min qgb,

linedris programozési feladat, a p-re vonatkozd feladat az

A o =0
2o >0
max ¢,
linedris programozisi feladat. Legyen tovabbd m, = — oo, y, = oo.

2. Oldjuk meg a
Bz, = b, — Dy,

(8) ;>0
max (¢; — p, A;)x;

linedris programozdsi feladatokat (i = 1,2...).

Ha ezen feladatok mindegyikének van optimélis megolddsa, folytassuk
3.-tol.

Ha a (8) feladatok kozott van olyan, amelyiknek nincs lehetséges megoldésa,
minden ilyen i-re bdvitsiik az y-ra vonatkozé feladatot egy B-valtozéval.



STAHL JANOS: A KETSZERESEN OSSZEKAPCSOLT PROGRAMOZASI FELADATROL 29

A véltozbhoz tartozo célfiiggvény egyiitthaté 7.b;, a valtozéhoz tartozé egyiitt-
hatévektor pedig (g;D;, 0), ahol 7; a Q;nak egy olyan extremdlis eleme,
elyre (b, — D;¥;) < 0.

_ Ha a (8) feladatok kézott van olyan, amelyik nem korldtos, minden ilyen
v esetén bdvitsitk a p-re vonatkozé feladatot egy u valtozoval. A valtozéhoz
tartozé célfiiggvény egyiitthatd ¢;%;, a valtozéhoz tartozd egyiitthatévektor
pedig (4,%;, 0), ahol 7, az X,-nek egy olyan extremdlis eleme, melyre

(c; — Ppdy) T; > 0.

Folytassuk 4.-t6l.
” 3. Legyen &; (7), ¢; pedig (7) dudlisdnak egy optimadlis extremalis megoldésa
V=059

Bévitsiik az y-ra vonatkozé feladatot egy « véltozéval. A valtozéhoz tar-
toz6 célfiiggvény egyiitthaté p,a + 3 g,b;, a vitozéhoz tartozé egyiitthato-
vektor pedig (9,B, + X ¢:D;, 1). :

i

Bévitsiik a p-re vonatkozé feladatot egy 4 valtozéval. A véltozéhoz tartozé
célfiiggvény egyiitthaté dy, + 3 ca;, a véaltozéhoz tartozé egyiitthatévektor
Pedig (Boy, + 3 4%, 1). 4

4. Oldjuk meg az y-ra vonatkozoé feladatot, ha az tartalmaz 4j valtozot és
oldjuk meg a p-re vonatkozé feladatot, ha az tartalmaz 4j valtozot.

Ha az y-ra vonatkozé feladat nem korlatos, az eljards végetér: az (1) fel-
adatnak nincs lehetséges megolddsa.

Ha a p-re vonatkozé feladat nem korldtos, az eljarads végetér: a dudlis (3)
feladatnak nincs lehetséges megoldésa.

Ellenkez6 esetben legyen (#,,1, ¥411) Vagy #sy1 az y-ra vonatkozé feladat
dudlisdnak-egy optimalis megolddsa, v,,, pedig a feladat optimumértéke vagy
oo aszerint, hogy a feladat tartalmaz-e mar o valtozét vagy sem (Ppy1, 7pis)
vagy p,, pedig legyen a p-re vonatkozé feladat dudlisa egy optiméalis meg-
olddsa és m,,, a feladat optimumértéke vagy — oo aszerint, hogy a feladat
tartalmaz-e mar 1 valtozét vagy sem.

Ha 7, > v,,, az eljirds végetér, (1) egy optimalis megolddsa a p-re vonat-
kozo feladat alapjin adodik.

Ha 7, << yyy1, legyen h = h + 1 és folytassuk 2-t6l.

Tétel. Az 1—4 eljaras vagy végetér az egyes lépések véges szamu alkalma-
zésa utdn, mikoris a 4.-beli konklaziok helyesek, vagy lim m, = lim y, véges
érték és ez megegyezik (1) optimumértékével. bz Nt

Bizonyitds. A kovetkezd két megjegyzés helyessége Y és P korldtos volta-
nak kovetkezménye.

Mivel {y : Doy = 0, y > 0} = {0}
D=0
Dy + Bix; =0 (=192 000
T ARt R

-hol tehdt ¥ korldtossdga folytin Bia; = 0 (i =1,2...), tehit (5) [(6)] elss
feltételesoportjaban a u(f) valtozok egyiitth&tovektoml Ax; (g.D,) alaktak-
(nak vélaszthaték), ahol az Z; (7;)-k X, (@;) extremdlis elemei (: = 1,2 .. .).
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Masrészt egy
Ao+ 3 A(Boy; + 3 A %) + Zk.u“ikAi%ik =a
J i i

Say=1
7

Ajs thige > 0
max (ce%q + 12 Afdy; + 12 ¢;&yy) + Zk' Phixc Ci Tgp)
i,

alakt (vagy a 1 valtozékat és rdjuk vonatkozé feltételeket még nem tartal-
maz6) p-re vonatkoz6 feladatnak mindig van lehetséges megoldésa, ahol az

Y, ¥, Ty-k az eljaras sordn meghatarozott elemek. Ellenkez6 esetben ugyanis
lenne olyan (p*, =*), melyre
p*4, >0
P*(Bo?:/j I ‘I_Z'Ai'iij) + w* >0
P*A; %y > 0
a (9)-ben szerepl$ j-kre és (i, k)kra tovabba
p*a + w* < 0

P korlatosséga folytdn a fentiekbdl p* = 0, ami az utols6 egyenlGtlenségnek
ellentmond.

Hasonlé igaz egy y-ra vonatkozé feladatra is, azaz 4.-ben a p-re és az y-ra
vonatkozé feladattal kapesolatban valéban nincs més eset az ott elmondotta-
kon kiviil.

Legyen valamikor 4.-ben egy p-re vonatkozé (9) feladat nem korldtos.
Ekkor léteznek olyan nemnegativ p%-k és af, hogy

4525 + _2;'.“1‘/(‘41';:‘1‘1: =0
i,

és
oonf‘Z#m Ty >0

Feltételezve (4) megoldhatisigat és a (4)-beli egyenlétlenségeket x3-gag
illetve u% 7, -vel beszorozva és osszegezve ellentmondéshoz jutunk. Igy mé,
kevésbé oldhaté meg a (4)-hez képest még tovabbi feltételeket tartalmazoé (3).
Hasonléan ldthaté be az y-ra vonatkozo feladat nem korlatossagdhoz kapeso-
16d6 4-beli allitas.

Tovébbé lévén a széba jové F,-k és q,,-k szdma véges és egy 2.-ben tjonnan
bevezetends u,;, vagy f valtozé eddig még nem szerepelt ilyen elemhez tar-
tozik, a p-re, illetve y-ra vonatkozé feladatok el6bb vagy utébb A, illetvea
véaltozot is fognak tartalmazni, hacsak az eljards nem végzédik a most emlitett
esetek valamelyikével.

Ilyen esetben, ha pl. a p-re vonatkozé feladat korlatos, optimélis (2, . . .

s Sl ) megoldészihoy tartozé (a¥, y*, a3y, «%...), ahol y* =

Z‘ yj, :r = Zl*x,j + 2, pk %, (0 =1,2...), nyilvin olyan megoldéisa

(1)- nek melyhez tartozé céliugjgvcny( ‘rték a megfeleld w* és ugyanigy, ha az
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Y-ra vonatkozé feladatban szerepel « valtoz6 és a feladat korlatos, akkor
a (3) dualis feladat olyan megolddsa nyerhets, melyhez tartozé duél-célfugg-
vényérték az aktudlis p*.

(El6bbiek alapjin az el6z6 konkluzidk is némileg kiegészithetSk: ha a p-re
(az y-ra) vonatkozé feladat nem korldtos és tartalmaz A (x) véltozét, az (1)
((3)) feladat nem korlédtos és ugyanakkor az y-ra (a p-re) vonatkozé feladat
eddig nem tartalmazott « (1) valtozét.]

Mindaddig, amig m, és p, valamelyike nem véges, , <y, és az el6zbek
Szerint ez igaz, akkor is, ha mindkett6re véges érték adédik, melynek be kell
kivetkeznie, ha az eljards nem fejezédik be masképpen. Tovabbé &-vel jelolve
(1) optimumértékét, mely ekkor szitkségképpen létezik, m, < & < y,, amivel
igazoltuk a 4.-beli 7, > y,,, (pontosabban a,,, = Yh41) esetre vonatkozd
allitdst. '

Nyilvan a m,-k monoton nem csckkennek és a y,-k monoton nem nének,
hiszen a p-re és y-ra vonatkozé feladatok egymést kovetd elSforduldsaik
kozott Gj valtozdkkal béviilnek vagy valtozatlanok maradnak. (Utébbi eset-
ben p,., = p, vagy v, = y, vélaszthaté 4-ben.) Azt kell mar csak belét-
nunk, hogy lim z, < lim v, lehetetlen.

h—+ e h—+ o

Az ad6dé py-k és 7,-k sorozata P illetve Y-beli elemekbé] 4ll. Egy kon-
Vergens részsorozatot tekintve és a tovdbbiakban csak ezen részsorozattal
foglalkozva jeloljiik (p*, y*)-gal ennek limeszpontjét.

Elég nagy h-t6l kezdve a (8) feladatoknak és dudlisuknak is van lehetséges
megoldésuk, kovetkezésképpen ugyanez igaz a

Bx; = b, — D;y*

>0
max (¢; — p*A,)x;
feladatokra és duélisukra, tehdt van optimélis megolddsuk is. Jelolje ezeket
aFbsgF (i=1,2...).
Minthogy 7, = m, — p,a, tetszbleges h-ra és anndl nagyobb h’-re (., )
optimalis voltabol
Pi(Boyn + 2 AiZyp) + wy — Pra > dy, + 3 ¢;&y,

azayz

(10) Ty > Ay — Py By + Dra + 3 (¢; — by A) .
il
Ugyanigy
(11) Vi < Y — PpBoYy + Pra + 2 Zin(bi — D;ipy).
1]

A két utols6 egyenlStlenség jobb oldalan allé kifejezés ismert folytonossagi
meggondoldsok alapjan elég nagy h-t6l kezdve tetszblegesen kozel van
{* = dy* — p*B,y* + p*a + 3 (¢, — p*4,) af = dy* — p*Byy* + p*a +

4 " " ,
+ X q¥(b; — D;y*)-hoz, amibdl lim z;, = lim y, kovetkezik és ezzel a tétel
i h— h— e
valamennyi allitdsat belattuk. W

Kizarélag illusztracidként, illetve esetleg a megértés megkonnyitésére is
szolgal a kovetkez$ szampélda.
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Az
ity =5

2wy 2y — Yo+ )+ 42y < 5
—Ty — Yy + Yy + 20 + 2, < 20
Y1 — 2y, + 42y — 2y = 20

Y1+ 4y, + 22, + 22, = 50
Loy Y1» Yar 1y Ty = 0
max (—4x, + 2y, + 4y, + 8z, + x,)
linearis programozasi feladatnal legyen
D=l 1L

—92 2 )| 1 4
A ——— 3 B —— y A — y
’ [ 1] ’ [ 1 1] ; [2 1]

Dlz[l 2], 31:[4 —1]’
1 4 218

tehat az eljards sorin egyetlen alfeladat lesz és a fentieknek megfelelGen par-
ticiondlédnak a feladat tovabbi paraméterei és valtozdéi. (Amit mar a cikk
tobbi részétdl eltérs jelolések is kifejeznek.)

Az {y, ys) 2+ Y <5, Y1 Y2 > 0) 68 {(py, Do) 2P — Py > — 4, Py Py >
> 0} halmazok korlatosak és nem iiresek és legyen y, = (2, 3) és p, = (0, 0).

(L)
A 2.-ban lépéshben megoldandd (8) feladat a

d, —z, < 24
2z, 4 2z, < 36
%y, Xy >0

max (82, + «,)

linedris programozasi feladat; melynek optimdlis megolddsa &, = (84/10, 96/10),
dudlisinak optimdlis megolddsa pedig ¢, = (7/5, 6/5).

By, + 4,2, = (478/10, 274/10) és a meglelels célfiiggvény egyiitthato
dy, + ¢,&, = 928/10, hasonléan p,B, + ¢,D, = (13/5, 2) és a megfelels cél-

fiiggvény egyiitthaté pa + ¢,b, — 88. (3.)
Ennek megfelelGen 4.-ben az y-ra vonatkozé feladat a

qo + 13/50t; > 2
qo + 20, > 4

&y 7= X

oy p >0

min (5¢, - 88x,)
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linedris programozési feladat, melynek optimélis megoldésa ¢ = 2, a¥ = 1,
Optimumértéke &, = 98 és melynek dudlisa optimalis megoldésidbdl 4, =
= (0, 5).

Hasonléan, a p-re vonatkozé feladat a

— 9y + 478/10 4, < 5
— 2y + 274/10 4, < 20
=1
Xgs Ay =0
max (—4x, + 928/10 4,)

linedris programozisi feladat, melynek optimalis megoldésa x¥ = 214/10,
At = 1, optimumértéke , = 72/10 és melynek duslisa optimélis megoldésé-
b6l p, ='(2, 0).

2. iterdcits lépés.

2. 4z, — 2, < 30
2z, + 2z, < 30
Z;, %y >0
max (6x, — Tx,).
Optimalis megolddsa: #, = (15/2, 0).
Dudlis optimélis megoldésa: ¢, = (3/2, 0).
3. By, + A2, = (5/2, 20), dy, + ¢, = 80,
DBy + 4D, = (11/2, —5), p,a + ¢,b, = 40.
4. y-ra vonatkozo feladat:
Qo + 13/5a, + 11/20y > 2
9o + 20; — Sy >4
oy + %y =1
Qo %1, %y >0
min (5q, + 882, + 40a,)

Optimalis megoldasa: ¢f =9, af =1, af =0,
Optimumértéke: & = 85.

Dudlis optimalis megolddsa: 7, = (0, 5).
p-re vonatkozé feladat:

— 22, + 478/10 A, + 5/2 4, < 5

—xq + 274/10 A, + 20 4, < 20
A A =1

max (—4x, + 928/10 4, + 80 1,)

.
3 Szigma
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M= LiAs= 0, af = 0,
7wy = 80.
P3 = (0, 64/37).

w

. iterdcids 1épés
2. 4z, — x, < 30
2z, + 2z, < 30
Xy, Ty >0
max (168/37 x; — 27/37 z,)
2y==1(9,.6)
¢, = (39/317, 6/37).
8. By, + Ay, = (18/37, 9/37), dijy + ¢y, = 2340/37,
By + gD, = (28, 29), pa + ¢,b, = 98.
4. go+ 13/6; + 11/2 ¢, + 1837 a3 > 2
qo + 20, — S5, + 9/37 a3 > 4
oy + g + org =1
Go» %1y %o, 23 > 0
min (5¢, + 88a, -+ 40x, + 2340/37 «y)
qs = 187/37; et =1, o} = o} = 0.
&, = 8025/37 (~ 81,7), ¥, = (0, 5).
—2x, + 478/10 4, + 5/2 2, + 28 4; < 5
—xy + 274/10 A, + 20 4, + 29 1, < 20
M+ 2,4+ 4 =1
Lo Aiy Any Ay =0
max (—4x, + 928/10 A, -+ 80 4, 4 98 4,).
A3 == 1Az =0, ¢t =iAf = 0.
7, = 80, p, = (0, 2).

4. iterdcios lépés

2. 4z, —x, < 30
2z, + 2z, < 30
Xy, Ty >0

max (4x, — x,)
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&, = (9, 6)

91 = (1, 0).
3. DBy + ¢:D1 = (—1,0), Dy + ¢1b; = 60
4. Qo+ 13/5 oy + 11/2 ay + 18/3T g — &y > 2

9o + 20y — 5ay 4 9/3T 0ty > 4
oy + oy oy + e, =1
Gos %15 %y, %3, 24 > 0
min (5g, + 88x; + 40a, + 2340/37 oty -+ 60a,)
=4, af =1, af = af = o = 0.
£, = 80.
A feladat optimdlis megoldasa (0, 0, 5, 15/2, 0), duélisdnak optiméalis meg-
olddsa (4,0, 2, 1, 0).
Megjegyzések

Els6 megjegyzésiink, hogy a 3.-ban bevezetett ¢j valtozok miatt a Py 7
7 Pryr 68 Yy 7~ Yy reldciok koziil legaldbb az egyik biztosan teljesiil.
egyen ugyanis

&= dyn — PrBoyn + Dra + 3 (¢; — ppd) & =
i
= dyy — PuBoin + Dra + 2 i(b; — D;yy).
il

Dy 7 Ppy1s ha
Pu(Boyy + 3 A; %) + 7y, < digy + 3 ;%
i 1
820z my < &, €8 fy 7~ Ynyr» ha
(PnBo+ 2 41 D))y + P > Pra + .12 q:b;
i

azaz y, > &,. Minthogy 4.-b6l — illetve induldskor 1.-b&l — z, < v, 4llit4-
sunk igaz. Nyilvdn helyes marad akkor is, ha f vagy p valtozé bevezetésével
jutunk 4.-hez.

Az el6zé tétel dllitdsa igaz akkor is, ha 4.-ben az y-ra vonatkozé feladatot
csak &, < y,, a p-re vonatkozé feladatot pedig csak &, ~ m, esetén bévitjiik
a megfelel o vagy A véltozoval.

Csak a lim m, <~ lim p, egyenlGtlenség lehetetlen voltinak bizonyitdsit

- 0 1+ 0O
kell médosftununk. Ugyanis most nem feltétleniil teljesiil (10) és (11) mind-
egyike, de el6z6 megjegyzésiink szerint legalabb az egyik fenndll. Mindenesetre,
ha mindketts igaz, alkalmazhaté a korabbi gondolatmenet.
Ha pl. csak (10) irhaté fel, akkor a k-adik 1épésben nem &llt fenn R
amiért is nem vezettiik be az (7, &,, , . . .)-nak megfelel o viltozét az y-ra,
Vonatkozo6 feladatba. !

3*
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Tehat i i i 3 )
Yo < Yy — PpBo¥n + Pra + $QI(bi — Dyijy).

Mivel itt a jobb oldal ismét tetszélegesen kozel van &*-hoz és y, <<y,
lim 7z, <~ lim y, lehetetlensége mér adédik.
h— o h— o

Az, hogy mind az y-ra, mind pedig a p-re vonatkozé feladatba minden
lépésben bevezetjiik a megfeleld « és 4 véltozot, az egy, a gyakorlatban elfo-
gadott, dekompoziciés eljardsoknal alkalmazott taktikinak felel meg. A p-re
vonatkozé feladatnak a &, > m, esetben torténd bévitése annak felel meg,
hogy (2) (¥, &, &, ...) megolddsihoz tartoz6 A véaltozénak a (p,, 7,)-val
szamitott relativ koltség alapjan a bovités elényosnek latszik. Ugyancsak
a dekompozicios eljarasokndl szokdsos stratégidknak megfelelGen (2) tovabbi
(#4, 21, Ty . . .) megoldasainak megfelel véaltozokkal is bévithetjiik a p-re
vonatkoz6 feladatot, ha ilyen (8) megoldisa sordan adédik. Ugyanez igaz az
y-ra vonatkozé feladattal kapcsolatban is, mindez azonban mar attél fiigg,
hogy miképpen oldjuk meg a (8) feladatokat, tehat dltaliban a dekompozicios
eljaras szdmolégépen torténd realizdlisatol.

Az — altalaban csak kozelité — 1-—4. eljaras figyelemre mélté tulajdon-
saganak tartjuk, hogy a p-re és y-ra vonatkozoé feladatok sorozatit megoldva,
egyitt adédik egyrészt egy egyre jobb célfiiggvényértékli megoldasa (1)-nek,
masrészt pedig egy egyre kisebb felsd becslés (1) optimumértékére. Valamivel
pontosabban fogalmazva, értsiik bele 4.-be, hogy &, > v, esetén 7, , = ¥, és
& < my, esetén py, ., = p,,. BEgyszerlien adédik, hogy nem lehetséges az, hogy
végtelen sokszor egymds utdn mindig csak az egyik és mindig ugyanazon,
pl. a p-re vonatkozo feladatot kelljen ajra megoldanunk az eljards sordn.

Ez abbol kovetkezik, hogy rogzitett ¥ = y, = ¥,,, = . .. mellett a (7) fel-
tételrendszerek meghatarozta poliédereknek csak véges sok Z;; extremalis ele-
miik és 7, extremdlis irdnyuk van, melyeknek megfeleld véltozékkal a p-re
vonatkozé feladat b&vithets. Tehat elég nagy h'-re.

P By + 217 Aii’ij) + my — pra > dy + %: ¢ 5”1/
minden j-re, azaz

e > Yy — Py BoYy + Pra + %‘ (¢; — pwA)) T; = &

Tovabbéd szeretnénk mégegyszer hangsilyozni, hogy amennyiben (1)-nek
nincs optimélis megoldéasa, azt az eljards véges szamu lépés végrehajtisa utin
jelzi, valamint azt, hogy az eljirés tetszés szerinti , €Y és p, € P-bil kiin-
dulva végrehajthato.

Megjegyezziik, hogy mivel 2. két egymds utani elGforduldsa kozott a (8) fel-
adatok jobb oldala és célfiiggvénye is megvaltozhat, ezen feladatok megolddsa
az un. paraméteres primal-dudl szimplex médszerrel (pl. [2]) célszerl, amely
természetesen alkalmas az eljards sordn lehetséges olyan eset kezelésére is,
mikor a jobb oldal és célfiiggvény koziil csak az egyik valtozik meg.

Kozgazdasigi alkalmazis szempontjdabol is van érdekessége az eljardsnak.

Mér utaltunk a (8) részfeladatok interpretalhatésdgara. Tovabbd az y-ra és
p-re vonatkozo6 un. kizponti feladatok viszonya most mellérendelt a Dantzig—
Wolfe eljards bevezetében emlitett kétszeres alkalmazdsdval nyerhetd algo-
ritmussal szemben. A kétszeresen osszefiiggl linedris programozisi feladat
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éltalunk is felsorolt gazdasédgi interpretacidira gondolva tigy is fogalmazha-
tunk, hogy egy kozponti eréforrasokért felelds egység ezekre kiillonféleképpen
érakat hataroz meg (a p-re vonatkoz6 feladat megolddsdval) és ugyanakkor
€8y kozponti készletekért felelds egység ezek felhasznéléséra kiilonféleképpen
Szinteket hatéroz meg (az y-ra vonatkozé feladat megoldésival). Ezt egymés-
sal parhuzamosan végzik egyrészt a részegységektdl nyert vélaszinformaciok
(%; és §,), masrészt pedig a mésiktdl kapott informéciék alapjin. Ezen utéb-
b}&k a valésdgos tervezésben mindig meglevd, de ennek az ismert dekompo-
ZIcids eljardsok nytjtotta modelljeibsl kimaradé horizontélis informéciéaram-
las [5) egyfajta modelljének tekinthetdk.

Az eljards egy specialis esete

Tekintsiik végiill az 1—4. eljardst abban a specidlis esetben, ha (1)-ben
1=D, = ...0, mikor is a feladat métrixa a Dantzig—Wolfe eljardsnél
»820kédsos” szerkezet(i, azaz a
Agty + By + Y Az, = a
i
Dy = b,
(12) B, =8, G="17..0
Qs U @y, Ty e v 210
max (cy2, + dy + 3 ;)
linedris programozisi feladat megoldésaval foglalkozunk.
Az 14 eljérds most a kovetkez6t adja. (A kiovetkezs 1'—4 eljaras leirasd-
nél az y-ra vonatkozé feladatnél a Dy = b, y > 0 feltételeket megdrizend,
a feladat dudlisira tériink 4t. Ez most elvileg semmilyen problémé4t nem

jelent, hogy egy konkrét feladatndl is érdemes-e igy eljarni, az az adott fel-

adatol fiigg.)
I”. Az y-ra vonatkozd, a & véltozé maximalizilasét elSiré feladat a

Dy = b,

y>0

feltételeket tartalmazza, 7 legyen tetszileges, ezen feltételeket kielégits vek-
tor. A p-re vonatkozé feladat az

Ay =a
Ty >0
max ¢,%,
linedris programozdsi feladat. Legyen tovdbbd 7 = — oo, 6 = co.

2. Ha 6 < 7, az eljaras véget ér, a p-re vonatkozé feladat utolsé megold4-
$4bol szdarmaztathaté (12) optimdlis megoldésa.
6 - 7 esetén oldjuk meg a p-re vonatkozé feladatot.
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Ha a feladat nem korlatos, az eljards végetér, (12) dudlisinak nincs lehet-
séges megolddsa.

Ellenkez$ esetben legyen p a p-re vonatkozé feladat dualisa egy optimalis
megolddsénak a p-re vonatkozé feladat elsG feltételcsoportjahoz tartozé kom-
ponenseibél alkotott vektor és legyen & a feladat optimumértéke, ha a feladat
tartalmaz méar 4 valtozot.

3’. Oldjuk meg a

Bz, = b,

x>0

max (¢; — pd;)x;

linearis programozési feladatokat (z = 1,2 ...).

Ha a széban forgé feladatok valamelyikének nincs megoldésa, az eljaras.
végetér, (12)-nek sincs lehetséges megoldéasa

Ha ezen feladatok valamelyike nem korlatos, bd&vitsiik a p-re vonatkozé
feladatot minden ilyen i-re egy u véltozoval. A valtozohoz tartozé célfiiggvény
egyiitthatod ¢;¥;, a véltozéhoz tartozé egyiitthatévektor pedig (4,7, 0), ahol
Z; X, egy olyan extremdlis eleme, melyre (¢; — pA4,)%; > 0. Folytassuk 2’-t6l.

Ha a széban forgé feladatok mindegyikének van optimdlis megoldédsa,
legyenek az -k extremdlis optimdlis megolddsok és legyenek a ¢,-k a felada-
tok dudlisainak extremdlis optimélis megolddsai (i = 1,2 ...).

Legyen tovabb4

§=dy — pByy + pa + 3 @b = dj — pBoj + pa + 3 (¢, — pA) &
L 4

Vezessiink be a p-re vonatkozo6 feladatba egy A véltozét, melynek célfiigg-
vény egyiitthatoja dy + 3 ¢;&;, a véiltozéhoz tartozé egyiitthatévektor pedig

(Boy + 2 A4,%,1) és b(’ivi’tsiik az y-ra vonatkozé feladat feltételeit a
—(@ — pBo)y + pa + X ;b)) + 8 <0
t

feltétellel. Ha & <~ 6 folytassuk 4’-t6l, egyébként folytassuk 2’-t6l.

4’. Oldjuk meg az y-ra vonatkozé feladatot.

Ha a feladatnak nincs lehetséges megolddsa, az eljards végetér, (12)-nek
nincs lehetséges megolddsa. Ellenkez esetben legyen (7, 8) a feladat egy opti-
mélis megoldasa és folytassuk 2/-tél.

Ha (12)-t a Dantzig—Wolfe eljardssal oldjuk meg oly médon, hogy a

Diyi= b
Bz, = b, (B M 20t )
U gy Bgrene o ()
feltételrendszert egyetlen — egymdstol fiiggetleniil kezelhets részekre szét-

es6 — alfeladatnak tekintjiikk az extremdlis feladat egyszeri megolddsa egy
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P-re vonatkozé feladathoz hasonld, az alfeladat egyszeri megoldésa pedig egy-
reszt a 3’-beli masrészt a
Dy = &,

y>0

feltételrendszerti linedris programozdsi feladatok megolddsat igényli.

Hogy az alfeladat, illetve az egyes fiiggetlen részek megolddsarél torténd
Visszatérés pontosan mikor és pontosan hogyan torténik, az nagyrészt ,,takti-
kai” kérdés, a szdmologépi realizdciétol is fiigg, esetleg az éppen megoldott fel-
adat viselkedésén keresztiil. gy 1’—4’ és a Dantzig—Wolfe eljaras ilyen, for-
mailag sem tal érdekes kiilonbozGségét nem érezziik lényegesnek. (Egyébként
& p-re vonatkozé feladatot is oly médon irtuk fel, hogy abban az alfeladat
minden kordbbi megoldésit megdriztilk, ami szintén egy lehetséges, a gyakor-
lat alapjén jonak tartott taktikat realiz4l.)

A Dantzig—Wolfe eljarassal kapesolatos tapasztalatok alapjin az sem lat-
szik érdekesnek, hogy 1'—4’ altalédban nem véges eljaris. A lényeges kiilonb-
ség az, hogy az egyik rész megkiilonboztetett kezelésével el tudjuk érni, hogy
a feladat optimumértékére egy monoton csokkend fels§ becslés (§) adodik.
(A Dantzig—Wolfe eljardsnél adodo felsd becslések sorozata nem monoton.)

Hasonlé eljérdshoz és ezt az [1]-beli algoritmussal dsszevetve hasonlé kon-
All'lziéz’ihoz juthatunk, ha 1.—4.-et olyan esetre specializdljuk, mikor (1)-ben

T P = 5

(Beérkezett: 1973. november 22.)
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ON THE TWOFOLD CONNECTED LINEAR PROGRAMMING PROBLEM

The article deals with a decomposition algorithm elaborated for the solution of a so
called twofold connected (1) linear programming problem. In each step of the decomposi-
tion algorithm a vector p is determined, it corresp()_nds to the ,,common conditions’
as well as an ¢ for the ,,common variable 3" by solving a linear programming problem:;
then problems (7) are solved.

Two cases are possible. In the first case the procedure solves problem (1) in steps
of finite number. In the second case the procedure is infinite: the optimum values of
linear programming problems resulting p and § constitute a monotonous non-decrea-
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sing or a monotonous non-increasing series, their common limit is the optimum value of
problem (1). (If this does not exist, it is indicated in a finite number of steps.) There
are solutions to (1) and its dual, their objective function values are the elements of the
series in question.

In the introduction some economic interpretations of (1) are mentioned. The second
part of the article contains the algorithm, its verification as well as a numerical problem.
In the next part there are some remarks and addenda; the last part contains a special
case of the algorithm and its comparison to the Dantzig — Wolfe method.

O OBYKPATHO CBS3AHHOHM 3AJNAYUE JIMHEMHOI'O IPOI'PAMMWPOBAHMS

CraTbsi 3aHUMaeTCsl JEKOMIO3ULIMOHHBIM METOJIOM, BbIPAOOTAHHBIM JUIsl peLIeHHst TaK Ha-
3bIBAaEMOH JIBYKPATHO CBSI3AHHOH 3a7aud JIMHEHHOrO NPOrpaMMHPOBaHUsl. B Ka)<iom wary
AEKOMIO3HLHOHHOI0 METO/a PEIEHHEM 3a/IaUH JIMHEIHOI0 NMPOrpaMMHPOBaHMs OTpejessieTcs
P, YIOBJIETBOPSIIOUIHI «001mm yeoBusim A+ B, 7/+ > Ajry=a ¥ y puist «o0wieil nepemeHHoi
y», TOTOM peraercs 3agada (7).

B obmem umerorcs aBa cayuvasi. IlepBpiii cayuvai — 3anaqy (1) pemaem B marax KOHeYHOMH
BEJIHYHHBI.

B apyrom cilyyae ajabroputm GeCKOHeueH, H ONTHMYM 3a/ay JIMHEHHOr0 NPOrpamMmmMipoBaHHsl,
JAIHUX P H ¥ COCTABJIAIOT MOHOTOHHO He YOBIBAIOLIYI0 HJIH MOHOTOHHO HE BO3PACTAIONLYIO
nporpeccuio, obmuii npejes KoTopuix — onTHMyM 3ajgaud (1). (Eciu Takoro He cyiecrByer,
TO TO0CJIE BBLIMOJHEHHS] 1ArOB METOJla B KOHEYHOH BEJIMYHHE 3TO TNPOSIBIISIETCS).

B 10 e Bpemsi umerorcsi pewenusi (1) ¥ ee ABOMCTBEHHOH 3ajjauH, y KOTOPLIX 3HAYCHHS
LesieBbiIX (YHKIHH  SIBJISIIOTCS] 9JIEMEHTAMH  JIAHHBIX TIPOIPECCHI.

B BeJIcHHH yNOMHHAEM HEKOTOPbIE SKOHOMHYECKHe HHTeprperanuy (1). Bropas yacTb cTaTbhbu
COJIEPXKHUT METOJI, ero BepTHYHKALMIO H TAK)KE YHCJI0BOM npumep. B caenyomei yacti Qury-
PHPYET HECKOJIBKO 3aMeTOK H j06aBok. IlocyiefiHsisi 4acTb CONEPIKHT CrHeLHaJbHBI coyydaid
METOJIa H ero comocraBjieHHe ¢ meTopom «JlanTuur— Boadn.



