
[ ] •n9 JÁNOS 

A kétszeresen összekapcsolt lineáris 
programozási feladatról.* 

Bevezetés 

A 
D0y = b 
A0x0+B0y * S Á;X; = a 

i

(1) (i=l,2 ... )

Xo, y, Xi, Xz, •.. :;::::: ( 
max (c0x0 +dy+ S C;X;)

i

alakú lineáris programozási feladatot szokták kétszeresen összekapcsolt vagy
kétszeresen összefüggö lineáris programozási feladatnak nevezni. (A cikkben
nagy betűvel a számpéldától eltekintve mindig mátrixot, kis betűvel az in
dexektől eltekintve vektort, görög kisbetűvel skalárt, félkövér nagybetűvel
pedig poliédert jelölünk.)

Ilyen lineáris programozási feladat lehet modellje egy olyan több részből
illó gazdasági egységnek, ahol az egyes egységek tevékenységét leíró X; válto
zók mindegyikével kapcsolatban levő y pl. készletezési vagy valamilyen köz
pontilag irányított tevékenységet reprezentál, míg a valamennyi változót tar
talmazó feltételek wő2 valamilyen közös erőforrás kihasználására vonatkoznak.
'Ugyancsak ilyen modell adódhat egyetlen gazdasági egység több, egymást
követő időszakra vonatkozó tevékenységének leírásánál, mikor az x;-k az egyes
időszakokon belüli tevékenységet reprezentálják, y komponem ei szállítási vagy
ismét készletezési tevékenységeknek felelnek meg és a valamennyi változót
összefogó feltételek pl. ki.bocsátási kötelezettséget fejeznek ki.

De adódhat ilyen lineáris programozási feladat akkor is, ha a feltételek
alkotta mátrix ,,jobb-alsó" részével kapcsolatban nem éppen részegységeket
vagy időbeli dina.mizmuet kifejező blokkdiagonális szerkezetre gondolunk.
Legyen pl. a probléma egy olyan termelési-elosztási kérdés megoldása, ahol
a szokásos szállítási feladat jobb oldalai vagy egy részük valamilyen ter
melési kapacitás szintjétől függ -- ezt fejezik majd ki a D;y-k - és vannak
még a termelést és elosztást összekapcsoló további feltételek, amit az A0x0 * * B0y + S A;X; = b; feltételek írnak majd le. (Egyébként minden lineáris

i
programozási feladatot tekinthetünk kétszeresen összekapcsoltnak és a követ-
kező dekompozíciós eljárást ennek megfelelően is leírhatnánk.)

. A cikk a szerzőnek a Balatonfüreden megrendezett V. Magyar Operációkutatási
Konferención elhangzott hasonló témájú előadása alapján készült.
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(I )-t nagyméretű lineáris programozási feladatnak tekintve, megoldására
a szokásos két lehetőség valamelyike kínálkozik.

Az egyik utat olyan módszerek jelentik, melyek a szimplex módszernek az
adott feladat speciális szerkezetéből adódó egyszerűsítési lehetőségein alapul
nak. Egyszerűsítési lehetőségen a szükséges műveletek számának, a szükséges
tárolótérnek csökkentését vagy a műveletek elvégzésének, a tárolótér kihasz
nálásának jobb megszervezését értjük. Az ilyen, ún. strukturális vagy bázis
dekompozíciós eljárások tehát az eredeti feladat valamilyen (pl. primál vagy
duál megengedett) bázis megoldásain keresztül jutnak el az optimális meg
oldásig.

A másik lehetőséget az ún. dekompozíciós eljárások jelentik, melyek az ere
deti feladat megoldását több kisebb vagy más ok folytán könnyebben kezel
hető feladat rendszerint többszöri megoldására vezetik vissza: ezen, ún. rész
feladatok megoldásából ,,rakják össze" a feladat optimális megoldását.

(1)-re strukturális eljárást ad [6] és [7]. [6] az ún. általánosított felsőkorlá
tos technika [3] egy kiterjesztése. Elsősorban ezzel kapcsolatban mondható el
az, ami a strukturális eljárások lényegéből adódik, mennél bonyolultabb a fel
adat mátrixának szerkezete, annál több és esetenként annál nehezebben kezel
hető lehetőséget kell megkülönböztetni a feladat mátrixa hatékony kezelésé
nek biztosításához. Ugyanakkor, ha ez sikerül, egy strukturális eljárás haté
kony számítástechnikai eszköz, amit a [6]-ban közölt, próbaszámításokat
értékelő táblázat is igazolni látszik.

Egy dekompozíciós eljárás nemcsak mint számítástechnikai eszköz érdekes,
hanem a lineáris programozási feladatot több, egymáshoz képest alá és mellé
rendelt részegységből álló gazdasági egység modelljének tekintve egy ilyen
eljárás segítségével ezen rendszer működésének vagy irányításának problé
mája is vizsgálható (pl. [5)). Az (1)-gyel kapcsolatban emUtett interpretációk
bármelyike alapján így érdekes lehet egy olyan dekompozíciós eljárás, mely
(1)-et

! :7Ü 

max (e; - pA;) X; 

alakú lineáris programozási feladatok (i = l, 2 ... ) vizsgálata alapján oldja
meg, ahol p és y a feladatok minden előfordulásánál alkalmasan megválasztott
vektorok.

Ilyen részfeladatokhoz pontosabban ezek cluálisához jutunk, ha (Li-re
a Dantzig-Wolfe eljárást [4] alkalmazzuk olyan formában, hogy a

Doy= bo
p7l (·i = 1, 2 ... )

feltételeket tekintjük részfeladatnak és ezen részfeladat duálisának megoldá
sára ismét a Dantzig-Wolfe eljárást alkalmazzuk. A Dantzig-Wolfe eljárás
ilyen kétszeres alkalmazását azonban számítástechnikai eszközként aligha
lehetne figyelembe venni.
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p3l 

. Vegyük észre azonban, hogy a kívánt alakú részfeladatokhoz jutunk akkor
is, ha (1) duálisából, az ugyancsak kétszeresen összekapcsolt

PÁo > O' 

q0D0 * pB0 * J;q,D; , d 
i

(i=l,2 ... )

min (q0b0 * pa * J; q, b;)
i

lineáris programozási feladatból indulunk ki. Nevezetesen, ha (3)-ra a Dantzig
- Wolfe eljárást olyan formában alkalmazzuk, hogy a

PÁo > O' 
pCl 

(i = 1, 7 222 l 

feltételeket tekintjük részfeladatnak és ezen részfeladat duálisának megoldá
sára ismét a Dantzig-Wolfe eljárást alkalmazzuk.

Továbbá (1)-et a szóban forgó módon kezelve, az (1)-gyel ekvivalens extre
mális feladat

ÁoXo * J; ))BoYJ * J; A;xij) * J; µk(BoYk * J; A;xuJ = a 
j i k i 

pol r: t = 1 
j 

i1,µ"~o 
max (c0x0 * J; A1(áy1 * J; c;x;1) * J; µddy" J; c;xi!,)) 

j i k i

alakú, ahol az (y1, x11, x21, ... ) (j = 1, 2 ... ), illetve (Y1<, 1\1,, \ít1, •.• ) (k = 1, 
2 ... ) elemek a p7l feltételek meghatározta poliéder extremális elemei, illetve
extremális irányai. (Valamivel pontosabban és általánosabban fogalmazva,
olyan rögzített vektorokról legyen szó, melyekkel a poliéder tetszőleges eleme
a szokott módon előállítható.)

Nyilván (5)-tel ekvivalens feladathoz jutunk akkor, ha (5)-be még p7l tet
szőleges (y, x1, x2 ... ) elemeinek megfelelő együtthatókat és változókat is
bevezetünk, illetve (5) optimumértéke (ha ez létezik) tetszőleges pontossággal
megközelíthető minden olyan (5) alakú lineáris programozási feladattal, mely
(2) alkalmas elemeinek megfelelő együtthatókból és változókból áll. Ugyan
ezen megjegyzések érvényesek a duális (7) feladat Dantzig-Wolfe eljárással
történő megoldásával kapcsolatban is, amikor az extremális feladat

q0D0 + J; rx/p1B0 * J; qiJD,) * J; fJ,JP1cB0 * J; qiJD,) > d 
j i /( l 

p>l r: IXJ = I
j 

IXJ, {Jk ~ ( 

min (q0b0 * J; rx/Pi * ,J: ·r1;A) * f fJ1JPkd 
J l 
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alakú, ahol a CPJ, q1J, q2J, ... ) (j = 1, 2 ... ), illetve (Pk, q1k, q210 ••• ) (k = 1,
2 ... ) elemek a (4) feltételek meghatározta poliéder extremális elemei és irá
nyai.

Mindezek együtt ösztönöznek egy olyan dekompozíciós eljárás vizsgálatára,
ahol mindig egy polX illetve p>l alakú feladat (p, ii-), illetve pb:X y) duális meg
oldásából adódó _p-mal és y-nal oldjuk meg a

B;X; = b; - DJ; 
(7) X; 2 Ü 

max (e; - pA1) x1 (i=l,2 ... ) 

részfeladatokat, hiszen ezek mindegyikének X; megoldását felhasználva az
adódó pb:X x1, x 7 • 22 l megoldása (2)-nek és ugyanígy (p, (Ji, q2 •.. ) megoldása
(4)-nek, ahol q1 p4l duálisának megoldása. (Feltéve természetesen, hogy az
x1-k és {!;-k léteznek.) (2) és [vagy (4) ezen megoldásaihoz tartozó },, illetve
ex változókkal a megfelelő feladatot bővítve új (p, n) és/vagy pb:X y l adódik stb.

Dekompozíciós eljárás a feladat megoldására 

A továbbiakban feltesszük, hogy az Y = {y: D0 y = b0, y 2 O} és P =
{p : pA s 2 c( } halmazok nem üresek és korlátosak. Legyenek X; =

= {x;: B;x1 = 0, x1 O} és Q; = {q1: q1B; 2 c) } (i = l, 2 ... ).
Az alábbiakban előbb megfogalmazzuk az eljárást, az eljárás verifikálását

a leírását követő tétel bizonyítása tartalmazza. Az eljárás a következő:
)2 Legyen h = l, y1 az Y-nak, Pi pedig P-nek tetszőleges eleme. Az y-ra vo

natkozó feladat a
qoDo 2 d 
min q0b0 

lineáris programozási feladat, a p-re vonatkozó feladat az

A0x0 = a 

Xo Ü 

lineáris programozási feladat. Legyen továbbá n1 = -- oo, y1 = oo.

72 Oldjuk meg a
B1X1 = bi - D; ii,, 

X; 2 Ü 

max (e;-· P1t A;) x1 

lineáris programozási feladatokat (i = 1, 2 ... ).
Ha ezen feladatok mindegyikének van optimális megoldása, folytassuk

3.-tól.
Ha a (8) feladatok között van olyan, amelyiknek nincs lehetséges megoldása,

minden ilyen i-re bővítsük az y-ra vonatkozó feladatot egy ,S-változóval.

p5l 
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A változóhoz tartozó célfüggvény együttható rtb;, a változóhoz tartozó együtt
hatóvektor pedig (q;D;, 0), ahol qi a Q;-nak egy olyan extremális eleme,
melyre q;(b; - DJJi) < ( 2 
. Ra a (S) feladatok között van olyan, amelyik nem korlátos, minden ilyen
i esetén bővítsük a p-re vonatkozó feladatot egy µ változóval. A változóhoz
tartozó célfüggvény együttható C; X;, a változóhoz tartozó együtthatóvektor
pedig (Á;X;, ( l X ahol X; az X;-nek egy olyan extremális eleme, melyre

(e; - p,,A;) x; > ' 2 
Folytassuk 4.-től.
32 Legyen X; p4lX q, pedig p4l duálisának egy optimális extremális megoldása

(i=l,2 ... ). .
Bővítsük az y-ra vonatkozó feladatot egy IX változóval. A változóhoz tar

tozó célfüggvény együttható p11a * J; q;b;, a vátozóhoz tartozó együttható-
vektor pedig (p,,B0 * J; qp;, 1 ). i

Bővítsük a p-re vonatkozó feladatot egy A változóval. A változóhoz tartozó
célfüggvény együttha.tó dy,, * J; C;X;, a változóhoz tartozó együtthatóvektor
pedig (B0y11 + J; Á;X;, 1). i

i
4. Oldjuk meg az y-ra vonatkozó feladatot, ha az tartalmaz új változót és

oldjuk meg a p-re vonatkozó feladatot, ha az tartalmaz új változót.
Ha az y-ra vonatkozó. feladat nem korlátos, az eljárás végetér: az ( 1) fel

adatnak nincs lehetséges megoldása.
. Ra a p-re vonatkozó feladat nem korlátos, az eljárás végetér: a duális (3)
feladatnak nincs lehetséges megoldása.

Ellenkező esetben legyen (Y11+i, y 11+1) vagy Yh+i az y-ra vonatkozó feladat
duálisának-egy optimális megoldása, y,,+1 pedig a feladat optimumértéke vagy
oo aszerint, hogy a feladat tartalmaz-e már IX változót vagy sem (P1,+1, n1,+1) 
vagy P1i+1 pedig legyen a p-re vonatkozó feladat duálisa egy optimális meg
oldása és ii,,+1 a feladat optimumértéke vagy - oo aszerint, hogy a feladat
tartalmaz-e már ?e változót vagy sem.

Ra n) ,+1 2 'Yh+i az eljárás végetér, (1) egy optimális megoldása a p-re vonat
kozó feladat alapján adódik.

Ha n,,+1 < 'Yh-t-1• legyen h = h + 1 és folytassuk 2-től.
Tétel. Az 1-4 eljárás vagy végetér az egyes lépések véges számú alkalma

zása után, mikoris a 4.-beli konklúziók helyesek, vagy lim v\11 = lim y11 véges
érték és ez megegyezik ( 1) optimumértékével. 11-"' 11- (( 

Bizonyítás. A következő két megjegyzés helyessége Y és P korlátos voltá
nak következménye.

Mivel {y : D0y = 0, y 2 O} = {O}

D0y = ' 
D;y * B;X; = ( (i=l,2 ... ) 

y, Xi, X2 .•. 2 Ü 

-ból tehát Y korlátossága folytán B,«, = 0 (i = 1, 2 ... ), tehát (5) [(6)] első
feltételcsoportjában a µ(/J) változók együtthatóvektorai • ÜQ: C§;D;) alakúak
(nak választhatók), ahol az X; (q1)-k X; (Q;) extremális elemei (i = 1, 2 ... ).



30 STAHL JÁNOS: A KÉTSZERESEN ÖSSZEKAPCSOLT PROGRAMOZÁSI FELADATRÓL

Másrészt egy

ÁoXo * s Aj(B/f}j * s A,xij) * s µ;kA;'x;k = a 
j i i,k 

(9) 1 Jci = I

,\, µii, 2 ( 
max (c0x0 * S Jcidfh * S C;Xij) * S µ;kC;X;k) 

j i i,k 

alakú (vagy a Jc változókat és rájuk vonatkozó feltételeket még nem tartal
mazó) p-re vonatkozó feladatnak mindig van lehetséges megoldása, ahol az
Yi, xij, X;k-k az eljárás során meghatározott elemek. Ellenkező esetben ugyanis
lenne olyan (p*, n*), melyre

p*Ao 2 ' 
p*(B/iJi * S A;x;) * n* 2 ( 

i

p*A;xn, 2 ' 
a (9)-ben szereplő j-kre és (i, k)kra továbbá

p*a * n* < ( 

= korlátossága folytán a fentiekből p* = ( X ami az utolsó egyenlőtlenségnek
ellentmond.

Hasonló igaz egy y-ra vonatkozó feladatra is, azaz 4.-ben a p-re és az y-ra
vonatkozó feladattal kapcsolatban valóban nincs más eset az ott elmondotta
kon kívül.

Legyen valamikor 4.-ben egy p-re vonatkozó pJl feladat nem korlátos.
Ekkor léteznek olyan nemnegatív µfk-k és x;r, hogy

Aoxó * S µii,A/iil, = ( 
i," 

és

Feltételezve (4) megoldhatóságát és a (4)-beli egyenlőtlenségeket xrgag
illetve µü X;rvel beszorozva és összegezve ellentmondáshoz jutunk. Így mé,
kevésbé oldható meg a (4)-hez képest még további feltételeket tartalmazó (3).
Hasonlóan látható be az y-ra vonatkozó feladat nem korlátosságához kapcso
lódó 4-beli álli tás.

Továbbá lévén a szóba jövő Xn,-k és é1"-k száma véges és egy 2.-ben újonnan
bevezetendő µ1k vagy f]il, változó eddig még nem szerepelt ilyen elemhez tar
tozik, a p-re, illetve y-ra vonatkozó feladatok előbb vagy utóbb A, illetvea
változót is fognak tartalmazni, hacsak az eljárás nem végződik a most említett
esetek valamelyikével.

Ilyen esetben, ha pl. a p-re vonatkozó feladat korlátos, optimális (xt, ...
•.•Jct, ... , ... Pik ... ) megoldásához tartozó (x6, y*, xf, xt ... ), ahol y* =
= S Jcjyi, xf = S JcJxii * S µii,xil, (i = 1, 2 ... ), nyilván olyan megoldása

j j k 
(1)-nek, melyhez tartozó célfüggvényérték a megfelelő n* és ugyanígy, ha az
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Y-ra vonatkozó feladatban szerepel /! változó és a feladat korlátos, akkor
a p3l duális feladat olyan megoldása nyerhető, melyhez tartozó duál-célfogg
Vényérték az aktuális y*. 

(Előbbiek alapján az előző konklúziók is némileg kiegészíthetők: ha a p-re 
(az y-ra) vonatkozó feladat nem korlátos és tartalmaz • (1X) változót, az p) l 
p p3l l feladat nem korlátos és ugyanakkor az y-ra (a p-re) vonatkozó feladat
eddig nem tartalmazott /! (Jc) változót. J

Mindaddig, amíg n1, és ')/1, valamelyike nem véges, n17 \s:\ 'Yh és az előzőek
szerint ez igaz, akkor is, ha mindkettőre véges érték adódik, melynek be kell
következnie, ha az eljárás nym fejeződik be másképpen. Továbbá t-vel jelölve
p) l optimumértékét, mely ekkor szükségképpen létezik, n1, < t \s:\ y11, amivel
igazoltuk a 4.-beli n11H 2 Yh+i (pontosabban n1,+1 = 'Yh+il esetre vonatkozó
álHtást. '

Nyilván a n11-k monoton nem csökkennek és a y1,-k monoton nem nőnek,
hiszen a p-re és y-ra vonatkozó feladatok egymást követő előfordulásaik
között új változókkal bővülnek vagy változatlanok maradnak. (Utóbbi eset
ben Ph+i 6 Ph vagy Yii+i 6 y11 választható 4-ben.) Azt kell már csak belát
nunk, hogy lirn n11 < lim y11 lehetetlen.

h- co h- oo

Az adódó p11-k és y,,-k sorozata P illetve Y-beli elemekből áll. Egy kon
vergens részsorozatot tekintve és a továbbiakban csak ezen részsorozattal
foglalkozva jelöljük (p*, y*)-gal ennek limeszpontját.

Elég nagy h-tól kezdve a p5l feladatoknak és duálisuknak is van lehetséges
:megoldásuk, következésképpen ugyanez igaz a

B;X; = b; - D;y* 

X; 2 Ü 
max (e; - p*A;)X; 

feladatokra és duálisukra, tehát van optimális megoldásuk is. Jelölje ezeketxr és qi (i = 1, 2 ... ).
Minthogy n,, = n1, - p11a, tetszőleges h-ra és annál nagyobb h'-re (P1,', :n:1,1) 

optimális voltából

P;(B/!J11 +}; A;xi/,) * n1,1 - p,,,a 2 dy,,+ }; C;X;1, 
i i 

azaz 

p) ( l 

Ugyanígy

p)) l 

A két utolsó egyenlőtlenség jobb oldalán álló kifejezés ismert folytonossági
meggondolások alapján elég nagy h-tól kezdve tetszőlegesen közel van
C* = dy* - p*B0y* * p*a +}; (c;-p*A;) x! = dy*-p*B0y* * p*a * 

Q 
+ }; qi(b1 - D1 y*)-hoz, amiből lim n1, = lim y11 következik és ezzel a tétel

i h-"' h-"' 
valamennyi állítását beláttuk.

Kizárólag illusztrációként, illetve esetleg a megértés megkönnyítésére is
szolgál a következő számpélda.
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Az
Y1 + Y2 < 5

-2x0 * 2y1 - y2 * x1 * 4x2 < 5

-Xo - c ) * Y2 * 2x1 * Xz < 20

Yi - 2yz * 4X1 - X2 < 20

Yi+ 4y2 * 2x1 * 2x2 \\[\ 50

lineáris programozási feladatnál legyen

} (6a) ő<X 

Ao = [=~l B0 = [ _ ~ -:] , A1 = [~ ;],

D 6 [l -2], B 6 l4 -1]' 1 1 4 1 2 2

tehát az eljárás során egyetlen alfeladat lesz és a fentieknek megfelelően par
ticionálód.nak a feladat további paraméterei és változói. (Amit már a cikk
többi részétől eltérő jelölések is kifojeznek.)

Az {y ) X c 7l \ c ) * c 7 :s;: 5, Yi, c 7 ,; 0} és {(pi, P2):-2pt - = 7 ,; -4, =) X P2 , ,; s } halmazok korlátosak és nem üresek és legyen Yt = (2, 3) és w) = (0, ( l 2 
p)2l 

A 2.-ban lépésben megoldandó (8) feladat a

4x1 - x2 :s;: 24

2xL * 2x2 :s;: 36

X1, X2 ,; ( 

max (8x1 * x2)

lineáris programozási feladat; melynek optimális megoldása x 1 = (84/10, 96/10),
duálisának optimális megoldása pedig é9 = (7/5, 6/5).
Bili+ A1x1 = (478/10, 274/10) és a megfelelő célfüggvény együttható

dy1 * c) x ) = 928/10, hasonlóan jJ1B0 * q1D1 = (13/5, 2) és a megfelelő cél-
függvény együttható ftta * q1b1 · 88. (3.) ·

Ennek megfelelően 4.-ben az y-ra vonatkozó feladat a

q0 * 13/5o:1 ,; 2

q() + 20:1 ,; C 

0:1 = 1

qo, 0:1 ,; 0
min (5q0 * 880:1)
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lineáris programozási feladat, melynek optimális megoldása qt 6 2, <Xi 6 1, 
optimumértéke ~7 = 98 és melynek duálisa optimális megoldásából fh == (0, 5).

Hasonlóan, a p-re vonatkozó feladat a

-2x( + 478/10 A1 S: 5

-x( * 274/10 • 1 < 20

Al= 1

x( X A1 > ( 

max (-4x0 * 928/10 A1)

lineáris programozási feladat, melynek 'opt.imális megoldása xt = 214/10,
• S6 1, optimumértéke \v\7 = 72/10 és melynek duálisa optimális megoldásá
ból p2 = (2, ' l 2 
2. iterációs lépés.
2. 4x) ; ! 7 S: 30

2x1 * 2x2 S: 30

X1, Xz 2 ( 
max (6x1 - 7x2).

Optimális megoldása: x1 = (15/2, 0).
Duális optimális megoldása: 'h = (3/2, ( l 2 

3. Bofh * A1x1 6 (5/2, 20), dy2 * M1x1 6 80,

P2Bo + Cf1D1 = (11/2, -5), P2a + iJ1b1 = 40.

4. y-ra vonatkozó feladat:

é0 * 13/5<X1 * 11/2<X2 z 7 

'I» * 2<X1 - 51X2 2 4
/! ) + IXz = 1

qo, <X1, <Xz 2 0
min (5q0 + 88<X1 * 40IX2)

Optimális megoldása: qt= 9, ex!= 1, ext= 0,
Optimumértéke: ~3 = 85.
Duális optimális megoldása: y3 = p( X ol 2 
p-re vonatkozó feladat:

-2x( * 478/10 A1 * 5/2 Az S: 5

-x0 * 274/10 A1 * 20 Az S: 20

• ) +Az= 1

max (-4x0 * 928/10 A1 * 80 A2)

3 Szigrun
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Af = 1, A~= 0, x~ = 0.

'lt3 = 80.

]}3 = (0, 64/37).

3. iterációs lépés

C! 1 - X2 _:s: 30

2x1 + 2x2 _:s: 30

Xi, X2 2 ( 
ü hx (168/37 x1 - 27/37 x2)

xi= (9, 6)

CJ1 = (39/37, 6/37).

3. Bof13 + A1x1 = (18/37, 9/37), dfh + M1 x 1 = 2340/37,

2. 

p3B0 * é1D1 = (28, 29), p3a * q1b1 = 98.

4. q0 * 13/5 rx1 * 11/2 rx2 * 18/37 rx3 2 2
q0 + 2rx1 - 5rx2 + 9/37 a3 2 4

p!ő * t! 7 * t! 3 = 1

q o, rx1, rx2, rxa 2 0
min (5q0 * 88rx1 * 40rx2 * 2340/37 rx3)

qt= 137/37, rx[ = 1, rx! = rxl = 0.

~4 = 3025/37 (- 81,7), if 4 = (O, 5).

-2x0 * 478/10 • 1 * 5/2 A2 * 28 • 3 .:S: 5

-x0 * 274/10 • 1 * 20 A2 * 29 • 3 .:S: 20

• 1 * A2 * A3 = ) 
x0, A1, A2, A3 2 ( 

ü hx (-4x0 * 928/10 A1 * 80 A2 * 98 • 3).

:2\ 6 1, ).J 6 0, xi 6 A! = 0.

n4 = 80, brX) = p' X 2).

4. iterációs lépés

2. C\ő\1 - Xz _:s: 30

2x1 * 2x2 .:S: 30

, Xi, X2 ( 

ü hx (4x1 - x 7l 



3. 

4. 
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x 1 = (9, 6)

(/1 = (1, 0).

JJ4Bo * iJ.1D1 = (-1, 0), jJ4a * é1b1 = 60

qO * 13/5 i! ) * 11/2 <X2 * 18/37 /! 3 ; IX4 > 2

qO * 2,xl - 51Xz * 9/37 /! 3 7 4
<Xi * /! 7 * /! 3 * /! C = 1

qó 6 4, íx S 6 1, a! 6 a~ 6 at 6 0.

to = 80.

A feladat optimális megoldása (0, 0, 5, 15/2, 0), duálisának optimális meg.
oldása (4, 0, 2, 1, 0).

Megjegyzések 

~lső megjegyzésünk, hogy a 3.-ban bevezetett ú u változók miatt a Ph·~ 
~ P11+1 és Y1i # y,,+1 relációk közül legalább az egyik biztosan teljesül.

Legyen ugyanis

th= dyh - p11B0y1, * p,,a * ,1; (e; - p11A;) X; =
i 

p,, # 'Ph+i, ha

Ph(Boflh * .1: A;x;) * ir,h < dyh * .1: C;X; 
i i 

azaz nh < $11 és Y1i # Y1i+i, ha

(p1,B0 * ,1; (J;D,) y11 * ut > p1,a * ,1; q1b; 
i j 

azaz Y1i > $11• Minthogy 4.-ből - illetve induláskor 1.-ből - n1, < y1" állítá
sunk igaz. Nyilván helyes marad akkor is, ha fJ vagy µ, változó bevezetésével
Jutunk 4.-hez.

Az előző tétel állítása igaz akkor is, ha 4.-ben az y-ra vonatkozó feladatot
csak t11 < Yh, a 1He vonatkozó feladatot pedig csak t,, > n11 esetén bővítjük
a megfelelő ct. vagy ). változóval.

Csak a lim n11 < lim Y1, egyenlőtlenség lehetetlen voltának bizonyítását
11- oo h- cc 

kell módosítanunk. Ugyanis most nem feltétlenül teljesül (10) és (11) mind
egyike, de el6ző megjegyzésünk szerint legalább az egyik fennáll. Mindenesetre,
ha mindkettő igaz, alkalmazható a koráb~i g~n~olatmenet.,

Ra pl. csak (10) írható fel, akkor a h-ad1k lépésben nem allt fenn th< y
11
, 

amiért is nem vezettük be az (i/1,, x 1, x2 ••. )-nak megfelelő a változót az y-ra
\ronatkozó feladatba.

3*
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Tehát
?'h ::::=: dy,, - p1,B0y11 + pha +}; q,(b; - D,y1,). 

i 

Mivel itt a jobb oldal ismét tetszőlegesen közel van ~*-hoz és ?'h' ::::=: y11, 
lim n1z < lim y11 lehetetlensége már adódik.
h-co h-oo 

Az, hogy mind az y-ra, mind pedig a p-re vonatkozó feladatba minden
lépésben bevezetjük a megfelelő a és A változót, az egy, a gyakorlatban elfo
gadott, dekompozíciós eljárásoknál alkalmazott taktikának felel meg. A p-re
vonatkozó feladatnak a ~ U > n11 esetben történő bővítése annak felel meg,
hogy (2) (y11, x1, x2 •.. ) megoldásához tartozó A változónak a (p11, n1,)-val
számított relatív költség alapján a bővítés előnyösnek látszik. Ugyancsak
a dekompozíciós eljárásoknál szokásos stratégiáknak megfelelően (2) további
(y11, x1, x2 ... ) megoldásainak megfelelő változókkal is bővíthetjük a p-re
vonatkozó feladatot, ha ilyen (8) megoldása során adódik. Ugyanez igaz az
y-ra vonatkozó feladattal kapcsolatban is, mindez azonban már attól függ,
hogy miképpen oldjuk meg a (8) feladatokat, tehát általában a dekompozíciós
eljárás számológépen történő realizálásától.

Az - általában csak közelítő - 1-4. eljárás figyelemre méltó tulajdon
ságának tartjuk, hogy a p-re és y-ra vonatkozó feladatok sorozatát megoldva,
együtt adódik egyrészt egy egyre jobb célfüggvényértékű megoldása (1)-nek,
másrészt pedig egy egyre kisebb felső becslés (1) optimumértékére. Valamivel
pontosabban fogalmazva, értsük bele 4.-be, hogy ~1z 2: y,, esetén bb11+1 = y,, és
~" _:::::: n,, esetén P1i+1 =Ph. Egyszerűen adódik, hogy nem lehetséges az, hogy
végtelen sokszor egymás után mindig csak az egyik és mindig ugyanazon,
pl. a p-re vonatkozó feladatot kelljen újra megoldanunk az eljárás során.

Ez abból következik, hogy rögzített y = y11 = Yh+i = ... mellett a (7) fel
tételrendszerek meghatározta poliédereknek csak véges sok x,.{ extremális ele
mük és xii, extremális irányuk van, melyeknek megfelelő vá tozókkal a p-re
vonatkozó feladat bővíthető. Tehát elég nagy h' -re.

P1z'(Bo11 * }: A,x,.j) * 'lí1,' - P1,1a 2: dy+}; c,x,.I 
/ / 

minden j-re, azaz

n11, 2: dy11, - p11,B0y,,, * p,.,a +}; (e, - p,,,A1) x, = ~,,,
I

Továbbá szeretnénk mégegyszer hangsúlyozni, hogy amennyiben (1)-nek
nincs optimális megoldása, azt az eljárás véges számú lépés végrehajtása után
jelzi, valamint azt, hogy az eljárás tetszés szerinti y 1 1 Y és w1 1 P-ből kiin
dulva végrehajtható.

Megjegyezzük, hogy mivel 2. két egymás utáni előfordulása között a (8) fel
adatok jobb oldala és célfüggvénye is megváltozhat, ezen feladatok megoldása
az ún. paraméteres primál-duál szimplex módszerrel (pl. (2]) célszerű, amely
természetesen alkalmas az eljárás során lehetséges olyan eset kezelésére is,
mikor a jobb oldal és célfüggvény közül csak az egyik változik meg.

Közgazdasági alkalmazás szempontjából is van érdekessége az eljárásnak.
Már utaltunk a (8) részfeladatok interpretálhatóságára. Továbbá az y-ra és

p-re vonatkozó ún. központi feladatok viszonya most mellérendelt a Dantzig
Wolfe eljárás bevezetőben említett kétszeres alkalmazásával nyerhető algo
ritmussal szemben. A kétszeresen összefüggő lineáris programozási feladat
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általunk is felsorolt gazdasági interpretációira gondolva úgy is fogalmazha
~unk, hogy egy központi erőforrásokért felelős egység ezekre különféleképpen
arakat határoz meg (a p-re vonatkozó feladat megoldásával) és ugyanakkor
eg_y központi készletekért felelős egység ezek felhasználására különféleképpen
szrnteket határoz meg (az y-ra vonatkozó feladat megoldásával). Ezt egymás
s~l párhuzamosan végzik egyrészt a részegységektől nyert válaszinformációk
(x; és q;), másrészt pedig a másiktól kapott információk alapján. Ezen utób
b;~k a valóságos tervezésben mindig meglevő, de ennek az ismert dekompo
z~c1ós eljárások nyújtotta modelljeiből kimaradó horizontális információáram
las [5) egyfajta modelljének tekinthetők.

Az eljárás egy speciális esete 

Tekintsük végül az 1-4. eljárást abban a speciális esetben, ha (1)-ben
Dl= D2 = ... 0, mikor is a feladat mátrixa a Dant.zig-Wolfe eljárásnál
,,szokásos" szerkezetű, azaz a

A0x0 + B0y + 1: A;x, = a 
i 

(12) 
Doy= bo 

B,x; = b; 
Xo, y, X1, X2 ••. 2 Ü 

max (c0x0 * dy+ J; C;X;) 
j

(i = 1, 2 ... )

lineáris programozási feladat megoldásával foglalkozunk.
Az 1-4 eljárás most a következőt adja. (A következő 1 '-4' eljárás leírásá

nál az y-ra vonatkozó feladatnál a D0y = b, y 2 0 feltételeket megőrizend,
a feladat duálisára térünk át. Ez most elvileg semmilyen problémát nem
jelent, hogy egy konkrét feladatnál is érdemes-e így eljárni, az az adott fel 
adat.ól függ.)
l '. Az y-ra vonatkozó, a b változó maximalizálását előíró feladat a

Doy= bo

y20 
feltételeket tartalmazza, y legyen tetszőleges, ezen feltételeket kielégítő vek
tor. A p-re vonatkozó feladat az

lineáris programozási feladat. Legyen továbbá ir, = - oo , b = oo.

2'. Ha b < n, az eljárás véget ér, a p-re vonatkozó feladat utolsó megoldá
sából származtatható (12) optimális megoldása.

b > ii esetén oldjuk meg a p-re vonatkozó feladatot.
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Ha a feladat nem korlátos, az eljárás végetér, (12) duálisának nincs lehet
séges megoldása.

Ellenkező esetben legyen p a p-re vonatkozó feladat duálisa egy optimális
megoldásának a p-re vonatkozó feladat első feltételcsoportjához tartozó korn
ponenseiből alkotott vektor és legyen ir: a feladat optimumértéke, ha a feladat
tartalmaz már A változót.

3'. Oldjuk meg a

X; 2 Ü 

max (e; - pA;)X; 

lineáris programozási feladatokat (i = 1, 2 ... ).
Ha a szóban forgó feladatok valamelyikének nincs megoldása, az eljárás.

végetér, (12)-nek sincs lehetséges megoldása
Ha ezen feladatok valamelyike nem korlátos, bővítsük a p-re vonatkozó

feladatot minden ilyen i-re egyµ változóval. A változóhoz tartozó célfüggvény
együttható c;:i:;, a változóhoz tartozó együtthatóvektor pedig (A;x;, 0), ahol
X; X; egy olyan extremális eleme, melyre (e; - pA;) X; > 0. Folytassuk 2'-től.

Ha a szóban forgó feladatok mindegyikének van optimális megoldása,
legyenek az x,-k extremális optimális megoldások és legyenek a 1/;-k a felada
tok duálisainak extremális optimális megoldásai ( i = 1, 2 ... ) .

Legyen továbbá

a 6 dy - pB0y * pa * I; q;b; 6 dy - pB0y * pa * I; (e; - pA,) x; 
i i 

Vezessünk be a p-re vonatkozó feladatba egy }. változót, melynek célfügg
vény együtthatója dy + I; C;X;, a változóhoz tartozó együtthatóvektor pedig

;
(B0y * I; A;x,, 1) és bővítsük az y-ra vonatkozó feladat feltételeit a

;

feltétellel. Ha g < b folytassuk 4' -töl, egyébként folytassuk 2' -től,
4'. Oldjuk meg az y-ra vonatkozó feladatot.
Ha a feladatnak nincs lehetséges megoldása, az eljárás végetér, (12)-nek

nincs lehetséges megoldása. Ellenkező esetben legyen (?i, b) a feladat egy opti
mális megoldása és folytassuk 2'-től.

Ha (12)-t a Dantzig-Wolfe eljárással oldjuk meg oly módon, hogy a

Doy= bo 

B;X; = Ú; (i = 1, 2 ... )

feltételrendszert egyetlen - egymástól függetlenül kezelhető részekre szét
eső - alfeladatnak tekintjük az extremális feladat egyszerű megoldása egy
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P;re vonatkozó feladathoz hasonló, az alfeladat egyszeri megoldása pedig egy
reszt a 3'-beli másrészt a

Doy= bo 

y>O 

feltételrendszerű lineáris programozási feladatok megoldását igényli .
. Rogy az alfeladat, illetve az egyes független részek megoldásáról történő

visszatérés pontosan mikor és pontosan hogyan történik, az nagyrészt ,,takti
kai" kérdés, a számológépi realizációtól is függ, esetleg az éppen megoldott fel
adat viselkedésén keresztül. Így l'-4' és a Dantzig-Wolfe eljárás ilyen, for
mailag sem túl érdekes különbözőségét nem érezzük lényegesnek. (Egyébként
a p-re vonatkozó feladatot is oly módon írtuk fel, hogy abban, az alfeladat
rnmden korábbi megoldását megőriztük, ami szintén egy lehetséges, a gyakor
lat alapján jónak tartott taktikát realizál.)

_A Dantzig-Wolfe eljárással kapcsolatos tapasztalatok alapján az sem lát
s~1k érdekesnek, hogy l'-4' általában nem véges eljárás. A lényeges különb
seg az, hogy az egyik rész megkülönböztetett kezelésével el tudjuk érni, hogy
a feladat optimumértékére egy monoton csökkenő felső becslés (b} adódik.
(A Dantzig-Wolfe eljárásnál adódó felső becslések sorozata nem monoton.)

Hasonló eljáráshoz és ezt az [l]-beli algoritmussal összevetve hasonlókon
klúzióűhoz juthatunk, ha 1.-4.-et olyan esetre specializáljuk, mikor (l}-ben
Al= Á2 = ... = 0.

(Beérkezett: 197 3. november 22.) 
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ON THE TWOFOLD CONNECTED LINEAR PROGRAMMING PROBLEM

TJ-10 article deals with a decomposition algorithm elaborated for the solution of a so
called twofold connected (1) linear programming problem. In each step of the decomposi
tion algorithm a vector· p is determined, it corresponds to the ,,common conditions"
as well as an ft for the ,,common variable y" by solving a linear programming problem;
then problems (7) are solved. .

Two cases are possible. In the first ease the proced~re_ s?lves probl~m (I) in steps
of finite number. In the second case the procedure 1s infinite: the optimum values of
linear programming problems resulting p and ft constitute a monotonous non-decrea-
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sing or a monotonous non-increasing series, their common limit is the optimum value of
problem (1). (If this does not exist, it is indicated in a finite number of steps.) There
are solutions to (1) and its dual, their objective function values are the elements of the
series in question.

In the introduction some economic interpretations of ( 1) are mentioned. The second
part of the article contains the algorithm, its verification as well as a numerical problem.
In the next part there are some remarks and addenda; the last part contains a special
case of the algorithm and its comparison to the Dantzig - Wolfe method.

0 ~BYUPATHO CB~3AHHO~ 3A~A4E flMHE~Horo nPOrPAMMHPOBAHH~ 

CTaTh51 33HHMaeTC51 AeKOMil03HI..IHOHHblM MeTOAOM, Bb1pa60TaHHblM AJJ51 peUJeHl-151 TaK Ha-
3blBaeMOi-í ABYKPaTHO CB5133HHOi-í 3a,ri:a<m JlHHCi-íHoro nporpaMMHpOBaHH51. 8 Ka)l{AOM uiar-y
AeKOMil03HI..IHOHHOfO MeTOAa peU1eH11eM 33Aa<JH mnreűnoro nporpaMMHp0B3HH51 onpeAeJ151eTC5J
p, ynoaneraopsronurü <<061.1.111M yc11oa11~1M>> A0x0+B0y+ ~ A;x;=a H iJ AJJ51 «oőureü nepe1v1e1-1Hoi-í
y>>' TIOTOM peUJaeTC51 aana LJa (7). i

B 061.1.1eM HMelOTC51 ADa c11y4a51. Ilepmrü cJ1y'-lai-í - aanaxy (1) peuraea B warax KOHe•moi1
DeJJHlJHHbl.

B npyrosi cnyxae am,ropttTM 6eCKOHe'-!eH, 11 OTITHMYM aanas JlHHe11HOfO nporpaMMHpOD3Hl151,
A3IOI.I.\HX p H y COCT3DJl5llOT MOHOTOHHO He y6b1BéllOI.I.\YlO 11J1H MOHOTOHHO He D03pé1CTéllOI.I.IYJ0
nporpeccmo, 061.1.1tti-í npenen KOTOpblX - OTITHMYM aanaxn (1). (Ecrnr TaI(OfO He cy1.11eCTDyeT,
TO nocne BblllOJJHeHH51 UJarOD MeTOAél B KOHe'lHOi1 DeJJHlJHHe 3TO np051DJJ51eTC5J).

8 TO )f(e apeM51 HMelOTC51 peUJeHl-151 ()) H ee ADOHCTDeHI-IOH 3aA3'1H, y xoropux 3Ha•1eHH5l
uenesux <jJyHl(J..IHi-í 5JBJl5110TC51 3JleMeHT3MH A3HHblX nporpeccna,

B BeAeHHH ynOMHHaeM aercoropue 31(0HOMH'leCl(He HHTepnpeTaQHH (1). 8TOpa51 43CTb CTaTbl-1
COACP)f<HT MeTOA, ero nepTH<jJH1(31..1HIO H raroxe '-IHCJJOBOi-í npaaep, 8 CJ1eAy101.1.1ei-í 43CTH <jJttry
papyer HeCKOJlbKO 3aMeTOK H noöaao«. Flocnenasn 43CTb COAep)KHT cne1..1HaJ1hHbli-í CJJy'-lai1
MCTOAa H ero COilOCTaBJJeHHC e MeTOAOM <•~aHTQHr- Bomp».


