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KLASZTERSZ¶AMOK MEGHAT¶AROZ¶AS¶ANAK EGY
LEHETS¶EGES MEGOLD¶ASA1

RUFF FERENC
Szent Istv¶an Egyetem

A dolgozat azon probl¶em¶aval foglalkozik, hogy a klaszteranal¶³zis sor¶an l¶etre-
jÄov}o lehets¶eges megold¶asok (kÄulÄonbÄoz}o klasztersz¶amok) eset¶en melyiket fo-
gadjuk el az adatb¶azisban felt¶etelezett csoportok legjobb kÄozel¶³t¶es¶enek. Ilyen
m¶odszerek l¶eteznek, jelen dolgozat egy ilyen elj¶ar¶as kritikai vizsg¶alat¶aval,
valamint annak tov¶abbfejleszt¶es¶evel foglalkozik. Az elj¶ar¶as l¶enyege, hogy a
klaszterek kÄoz¶eppontja ¶es a kÄoz¶eppontok kÄozÄotti oszt¶opont kÄorÄuli elems}ur}u-
s¶egekkel de¯ni¶alt index seg¶³ts¶eg¶evel jellemzi a csoportos¶³t¶as pontoss¶ag¶at. Ez
olyan n¶epszer}u algoritmusok, mint pl. a K-means { ahol az algoritmus in-
putjak¶ent meg kell adni az elv¶art klasztersz¶amot { eset¶eben ad seg¶³ts¶eget a
dÄont¶es meghozatal¶aban.

1 Bevezet¶es

,,A klaszterelemz¶es az alakfelismer¶es tan¶³t¶o n¶elkÄuli tanul¶o algoritmusa. Egy-
szer}uen ¶ugy de¯ni¶aljuk, hogy a klaszterelemz¶es meg¯gyel¶esek egyedeit bontja
viszonylag homog¶en csoportokba p v¶altoz¶o ¶ert¶ekeinek hasonl¶os¶aga alapj¶an. A
klaszterelemz¶es az egyedek olyan csoportos¶³t¶as¶at keresi, amelyekre igaz, hogy
egy egyed egy ¶es csakis egy csoporthoz tartozik, ¶es azokhoz az egyedekhez
lesz hasonl¶o, amelyekkel egy klaszterbe kerÄult, m¶³g a tÄobbi klaszterbe tartoz¶o
egyedekt}ol kÄulÄonbÄozik." [6, 160. old.]

Klasszi¯k¶al¶o elemz¶esnek valamint numerikus taxon¶omi¶anak is nevezik,
mely az 1950-es ¶evekben indult fejl}od¶enek [15]. Az¶ota nagyon sokf¶ele m¶odszert
dolgoztak ki a fenti c¶elok megval¶os¶³t¶as¶anak ¶erdek¶eben. Az irodalmak kÄozÄott
megjelentek Äosszefoglal¶o jelleg}u ill. egy-egy szakterÄulet sz¶am¶ara¶³r¶odott m}uvek
[2, 9, 16]. Magyar szerz}ok toll¶ab¶ol sz¶armaz¶o kÄonyvek is tal¶alhat¶ok ezek kÄozÄott
[5, 6, 7]. Kimondottan a marketingkutat¶as terÄulet¶en tÄort¶en}o alkalmaz¶assal
foglalkozik Simon [14] cikke.

Dolgozatom kÄoz¶eppontj¶aban az a probl¶ema ¶all, hogy ha az elemz}onek kell
megadnia a keresett klaszterek sz¶am¶at (az algoritmus inputjak¶ent), akkor
a kÄulÄonbÄoz}o klasztersz¶am-be¶all¶³t¶asok eset¶en kapott eredm¶enyek kÄozÄul milyen
m¶odon v¶alaszthatja ki a ,,legjobbat". Ezt az angol nyelv}u irodalomban ,,clus-
ter validation" n¶even tal¶alhatjuk meg, amely alatt olyan kvantitat¶³v elemz¶est
¶ertenek, mely a klaszteranal¶³zis eredm¶enyek¶ent l¶etrejÄott csoportokat vizsg¶al-
ja [16]. Ennek megold¶as¶ara sok elj¶ar¶as szÄuletett, melyeket Theodoridis ¶es

1Be¶erkezett: 2013. janu¶ar 2. E-mail: ruff.ferenc@gtk.szie.hu.
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Koutroumbas [16] h¶arom t¶³pusba sorol: kÄuls}o krit¶erium alap¶u, bels}o krit¶e-
rium alap¶u valamint relat¶³v krit¶erium alap¶u. Egy kicsit m¶as csoportos¶³t¶ast
alkalmaz FÄustÄos et al. [6, 205. old.]: ,,A klaszterek ¶erv¶enyess¶ege (validit¶a-
sa) n¶egy krit¶erium alapj¶an vizsg¶alhat¶o. KÄuls}o kÄovetelm¶enyk¶ent ¶ertelmez-
het}o az, ha ismert csoportokba tartoz¶o egyedekb}ol veszÄunk mint¶at, ¶es arra
v¶egezzÄuk el a klaszterez¶est. Bels}o kÄovetelm¶enynek tekinthet}ok azok a muta-
t¶ok, amelyekkel az eredeti ¶es a sz¶armaztatott t¶avols¶agok illeszked¶es¶et m¶erjÄuk.
Harmadik megkÄozel¶³t¶est jelent a megism¶etelhet}os¶eg krit¶eriuma, amelynek l¶e-
nyege a kett¶eosztott meg¯gyel¶esek klaszterez¶ese ¶es a feloszt¶asok Äosszevet¶ese.
A klaszterek ¶erv¶enyess¶eg¶enek relat¶³v krit¶eriuma az adatm¶atrix tÄobb elj¶ar¶as
szerinti klaszterez¶es¶et ¶es a feloszt¶asok kÄozÄotti egyez¶es m¶er¶es¶et fogalmazza
meg."

Liu et al. [13] munk¶aj¶aban a klasztersz¶amok meghat¶aroz¶as¶aval kapcso-
latban v¶egrehajtott vizsg¶alat¶anak c¶elja az volt, hogy meg¯gyelj¶ek, hogy a
vizsg¶alt indexek pontoss¶ag¶ara (11 ilyen indexet teszteltek) { amelyek kÄuls}o
inform¶aci¶ot nem tartalmaztak { milyen hat¶assal van az adatok szerkezete (za-
jos adatok, s}ur}us¶eg kÄulÄonbs¶egek, alcsoportok, aszimmetrikus eloszl¶as). Ezek
kÄozÄul az alcsoportok felismer¶ese okozta a legtÄobb probl¶em¶at az ellen}orz¶es
sor¶an, ezen esetben a legtÄobb index nem adott helyes eredm¶enyt. Egy olyan
index { az ¶un. S Dbw index { volt a 11 kÄozÄott, mely mindegyik esetben helyes
dÄont¶est hozott. Az elj¶ar¶ast Halkidi ¶es Vazirgiannis [8] dolgozta ki, mely a
klaszterek kÄozÄotti s}ur}us¶egkÄulÄonbs¶egen alapszik. Ezt fejlesztette tov¶abb Kim
¶es Lee [10] valamint Tong ¶es Tan [17] abba az ir¶anyba, hogy robusztusabb2

legyen, valamint ne csak gÄombszimmetrikus klasztereket ismerjen fel. En-
nek fontoss¶ag¶ara kor¶abban felh¶³vta a ¯gyelmet Leg¶any et al. [12] is, akik
meg¯gyelt¶ek, hogy az ¶altaluk vizsg¶alt indexek (pl. az S Dbw is) csak j¶ol sze-
par¶alt, gÄombszimmetrikus klaszterek eset¶en ny¶ujtottak megfelel}o seg¶³ts¶eget
a klaszterek valid¶al¶as¶ahoz. Dolgozatomban ezen m¶odszerek vizsg¶alat¶aval ¶es
tov¶abbfejleszt¶es¶evel foglalkozom.

2 Az S Dbwnew index

Vizsg¶alatom kiindul¶opontja a Halkidi ¶es Vazirgiannis [8] ¶altal kidolgozott,
majd Kim¶es Lee [10] valamint Tong ¶es Tan [17] ¶altal tov¶abbfejlesztett m¶odszer
{ alapja az S Dbw (Scatter and Density between clusters) index { mely a
s}ur}us¶egkÄulÄonbs¶egek ¶es a sz¶or¶asok alapj¶an rendel hozz¶a egy adott csopor-
tos¶³t¶ashoz egy val¶os sz¶amot. A kÄulÄonbÄoz}o csoportos¶³t¶asokhoz tartoz¶o ¶ert¶ekek
alapj¶an lehet a legjobban illeszked}o megold¶ast kiv¶alasztani. Itt most csak a
legutols¶o v¶altozattal foglalkozom, mert ez jobb eredm¶enyeket ¶ert el a tesz-
tel¶esek sor¶an, mint az els}o k¶et v¶altozat.

A m¶odszer alapja, hogy a klaszterek kÄozÄotti hasonl¶os¶agot ill. a klaszterek
kÄozÄotti kÄulÄonbs¶eget bizonyos pontok kÄorÄul kialak¶³tott tartom¶anyokon belÄul
tal¶alhat¶o meg¯gyel¶esi egys¶egek sz¶am¶anak (mint s}ur}us¶egnek) Äosszehasonl¶³t¶asa

2A kiugr¶o adatokra kev¶esb¶e ¶erz¶ekenyen hat¶arozza meg a klaszterek sz¶am¶at.
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alapj¶an hat¶arozt¶ak meg [17]. }Ok az indexet S Dbwnew-nak nevezt¶ek (meg-
kÄulÄonbÄoztet¶esÄul az el}ozm¶enyekt}ol), ¶es ezt a jelÄol¶est itt is megtartom.
Legyen adott egy adatb¶azis, amely N sz¶am¶u egyedet, mint meg¯gyel¶esi

egys¶eget tartalmaz. Az egyedek tulajdons¶agait k db v¶altoz¶oval ¶³rjuk le. Ezen
adatok egyN£k m¶eret}u m¶atrixba rendezhet}ok. Ezen adatb¶azison futtassunk
le egy klaszterez}o m¶odszert, ¶³gy kapjuk a meg¯gyel¶esi egys¶egeink egy csopor-
tos¶³t¶as¶at (c db klasztert). Ezen csoportos¶³t¶ashoz fogunk hozz¶arendelni egy
sz¶amot, amely az S Dbwnew index egy lehets¶eges ¶ert¶eke. Itt most az eml¶³tett
cikk [17] bemutat¶asa tÄort¶enik.3

Az indexnek k¶et Äosszetev}oje van: Densbw(c) { klaszteren belÄuli s}ur}us¶eg,
valamint Scat(c) { klaszterek kÄozÄotti variancia.

Densbw(c) =
1

c(c¡ 1)

cX

i=1

2
664

cX

j=1
j 6=i

density¤(mij)

maxfdensity¤(vi); density¤(vj)g

3
775 (1)

ahol c: a kialak¶³tott klaszterek sz¶ama, vi: az i-edik klaszter kÄoz¶eppontja.

density¤(m) =

nmX

i=1

f¤(xi;m) (2)

xi: az i-edik meg¯gyel¶esi egys¶eg, m: egy tetsz}oleges meg¯gyel¶esi egys¶eg, nm:
a ¯gyelembe vett meg¯gyel¶esi egys¶egek sz¶ama.

f¤(xi;m) =

½
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(3)

k: a meg¯gyel¶esi v¶altoz¶ok sz¶ama, tov¶abb¶a

CIp§ = vpl §
µ
1:96 ¢ ¾plp

nl

¶
(4)

vpl , ¾
p
l , nl: a ¯gyelembe vett klaszter p-edik v¶altoz¶oj¶anak ¶atlaga ill. sz¶or¶asa,

valamint a klaszter elemsz¶ama. Legyen tov¶abb¶amij az i-edik ¶es j-edik klasz-
ter kÄoz¶eppontj¶at ÄosszekÄot}o szakasz olyan oszt¶opontja, mely a k¶et klasztert
,,elv¶alasztja", ¶es melynek p-edik komponense:

mp
ij = 0:7 ¢
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!
+0:3 ¢

Ã
density¤(vi) ¢ vpi +density

¤(vj) ¢ vpj
density¤(vi) + density

¤(vj)

!

(5)
ni: az i-edik klaszter elemsz¶ama. Az mij sz¶am¶³t¶asakor ¯gyelembe veszi a k¶et
klaszter elemsz¶amait, valamint a k¶et klaszter kÄoz¶eppontja kÄorÄuli s}ur}us¶eget,
¶es a kett}o kombin¶aci¶oja4 adja az oszt¶opontot. E r¶eszindex (1. egyenlet) sz¶a-
m¶³t¶as¶anak elve teh¶at, hogy Äosszehasonl¶³tja a klaszterek kÄoz¶eppontja kÄorÄuli,

3Ahol az eredeti cikk jelÄol¶esrendszere nem volt eg¶eszen vil¶agos, ott ennek m¶odos¶³t¶as¶ara
kerÄult sor.

4A s¶ulyok (0.7 - 0.3) meghat¶aroz¶asa empirikus vizsg¶alatok tapasztalatai alapj¶an tÄort¶ent
[17].
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valamint a klaszterkÄoz¶eppontok kÄozÄott kiv¶alasztott pont (mij) kÄorÄul elhe-
lyezked}o egyedek sz¶am¶at.
A m¶asik r¶eszindex sz¶am¶³t¶as¶anak m¶odja:

Scat(c) =
1

c ¡ 1

cX

i=1

n¡ ni
n

¢ k¾
2(vi)k
k¾2(S)k (6)

ahol ¾2(vi): a vi kÄoz¶eppont¶u klaszter variancia vektora5, ¾2(S): az adatb¶azis
variancia vektora, k:k: vektor euklideszi norm¶aja.
Ezekb}ol a r¶eszindexekb}ol a kÄovetkez}o m¶odon ad¶odik az index:

S Dbw(c) = Densbw(c) + Scat(c) (7)

Legyen S olyan adatb¶azis, mely konvex klasztereket tartalmaz. Futtassunk le
ezen, kÄulÄonbÄoz}o klasztersz¶am be¶all¶³t¶as¶aval, egy klaszterez}o elj¶ar¶ast tÄobbszÄor.
Bel¶athat¶o, hogy az index akkor vesz fel minim¶alis ¶ert¶eket, ha a klaszterez}o
elj¶ar¶as a t¶enyleges klasztereket tal¶alta meg [8]. Term¶eszetesen nem garant¶alt,
hogy a klaszterek k¶epz¶ese sor¶an a t¶enyleges klaszterek (ha l¶eteznek) val¶oban
el}o¶allnak megold¶ask¶ent. Ekkor is az index minimum¶at fogadjuk el megold¶as-
k¶ent, mivel ez jelenti a legjobb szepar¶aci¶ot [8].

3 Az S Dbwnew index kritik¶aja

A 3. egyenlet megadja, hogy a ,,s}ur}us¶eg" sz¶am¶³t¶as¶an¶al mely egyedeket kell
¯gyelembe venni, ¶es melyeket nem. Az adott pont kÄornyezet¶enek de¯ni¶al¶asa
hat¶arozza meg ezt a sz¶amot. L¶athat¶o, hogy a CI hossza a klaszter sz¶am¶anak
(n) nÄoveked¶es¶evel csÄokken6 (4. egyenlet). Ez pedig azt jelenti, hogy a lecsÄok-
ken}o terÄuleten (m¶eg a nagy egyedsz¶am mellett is) kev¶es egyed tal¶alhat¶o, vagy
egy¶altal¶an nem is tal¶alunk egyedet. Ezzel pedig a m¶er¶es v¶alik lehetetlenn¶e,
hiszen nem lesz alkalmas a s}ur}ubb ¶es ritk¶abb tartom¶anyok elkÄulÄon¶³t¶es¶ere.
KÄovetkez}o ¶eszrev¶etelem, hogy azmij oszt¶opont (5. egyenlet) sz¶am¶³t¶as¶an¶al

k¶et szempontot vettek ¯gyelembe. Az els}o fele a k¶et klaszter- kÄoz¶eppontot
ÄosszekÄot}o szakaszt a klaszterek elemsz¶am¶anak ar¶any¶aban osztja, m¶eghozz¶a
¶ugy, hogy amelyik klaszternek nagyobb az elemsz¶ama, att¶ol t¶avolabb lesz az
oszt¶opont. A m¶asodik r¶esz pedig a klaszter-kÄoz¶eppontok kÄorÄuli s}ur}us¶egek
ar¶any¶aban osztja a szakaszt ¶ugy, hogy amelyik klaszter eset¶eben a s}ur}us¶eg
nagyobb volt, ahhoz kerÄul kÄozelebb az oszt¶opont. Ezen k¶et hat¶as konvex
line¶aris kombin¶aci¶oj¶ab¶ol ¶all¶³tott¶ak el}omij -t, m¶eghozz¶a k¶³s¶erletekb}ol, tapasz-
talati ¶uton ¶all¶³tott¶ak be az egyÄutthat¶okat (0.7 - 0.3). K¶³s¶erleteim szerint az
¶³gy kialak¶³tott oszt¶opont a k¶et klaszter elt¶er}o elemsz¶ama eset¶en jelent}osen el-
tol¶odhat a kevesebb elemet tartalmaz¶o klaszter kÄozel¶ebe. Sz¶els}os¶eges esetben
a nagy elemsz¶am¶u klaszter ,,beletolja" az oszt¶opontot a kevesebb elemet tar-
talmaz¶o klaszterbe. Ez l¶athat¶o az 1. ¶abr¶an, amely eset¶eben az elemsz¶amok
ar¶anya 1:20. Az oszt¶opont eltol¶od¶as¶anak egyik oka, hogy a nagy elemsz¶am

5A koordin¶atatengelyek ir¶any¶aba sz¶amolt varianci¶akb¶ol k¶epzett vektor.
6A CI 0-hoz tart, ha n!1.
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miatt a CI ¶ert¶eke olyan kicsi lett, hogy abba nem kerÄult elem, ¶³gy a s}ur}us¶eg
¶ert¶eke 0, ami azt jelenti, hogy a m¶asodik r¶esze a k¶epletnek (5. egyenlet) nem
kompenz¶alja az els}o r¶esz hat¶as¶at (hiszen ezek itt ¶eppen egym¶as ellen hatn¶a-
nak). S}ot, mint ahogyan 1. ¶abr¶an l¶athat¶o eset h¶atter¶eben is meg¯gyelhet}o
volt, ha a kisebb s}ur}us¶eg}u klaszter eset¶eben az adott tartom¶anyba v¶eletlenÄul
belekerÄul egy pont, m¶³g a nagyobb s}ur}us¶eg}u eset¶eben nem, akkor az m¶eg
jobban nÄoveli a torz¶³t¶o hat¶ast (ld. 5. egyenlet).

1. ¶abra. Klaszterek kÄoz¶eppontja kÄozÄotti Tong ¶es Tan [17] f¶ele oszt¶opont
eltol¶od¶asa 2 v¶altoz¶o eset¶en. Forr¶as: saj¶at szerkeszt¶es.

Ezen ¶eszrev¶eteleket t¶amasztj¶ak al¶a a kÄovetkez}o gondolatmenetek. Az
1. ¶abra 1. klaszter¶enek adatai: v1 = (5; 5)

T , ¾ = (1; 2)T , n1 = 100, valamint
2. klaszter¶enek adatai: v2 = (0; 0)T , ¾ = (1; 2)T , n2 = 2000. Keresem annak
a val¶osz¶³n}us¶eg¶et, hogy egy meg¯gyel¶esi egys¶eg a klaszterkÄoz¶eppont megfelel}o
(ld. 3. ¶es 4. egyenlet) kÄornyezet¶ebe esik. Jelentse »1x ill. »1y az els}o klaszterbe
tartoz¶o pont x ill. y koordin¶at¶aj¶at (norm¶al eloszl¶as¶u val¶osz¶³n}us¶egi v¶altoz¶ok).
Tov¶abb¶a »2x ill. »2y a m¶asodik klaszterbe tartoz¶o pont x ill. y koordin¶at¶aj¶at.
Az 1. klaszter eset¶eben (x ¶es y ir¶anyban):

P

µ
5¡ 1:96 ¢ 1p

100
< »1x < 5 + 1:96 ¢

1p
100

¶
= 2©

µ
1:96p
100

¶
¡ 1 = 0:155
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µ
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100
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A keresett val¶osz¶³n}us¶eg teh¶at p1 = 0:1552 = 0:0241. Legyen ´1 egy disz-
kr¶et val¶osz¶³n}us¶egi v¶altoz¶o, ¶es jelentse a kÄoz¶eppont megadott kÄornyezet¶eben
tal¶alhat¶o egyedek sz¶am¶at. Ennek v¶arhat¶o ¶ert¶eke (binomi¶alis eloszl¶as eset¶en):
M(´1) = n1 ¢p1 = 100¢0:0241 = 2:41. A 2. klaszter eset¶eben (x ¶es y ir¶anyban):

P

µ
0¡ 1:96 ¢ 1p

2000
< »1x < 0 + 1:96 ¢

1p
2000

¶
= 2©

µ
1:96p
2000

¶
¡1 = 0:034

¶es

P

µ
0¡ 1:96 ¢ 2p

2000
< »1y < 0 + 1:96 ¢

2p
2000

¶
= 2©

µ
1:96p
2000

¶
¡1 = 0:034

A keresett val¶osz¶³n}us¶eg teh¶at p2 = 0:0342 = 0:0012. Legyen ´2 egy disz-
kr¶et val¶osz¶³n}us¶egi v¶altoz¶o, ¶es jelentse a kÄoz¶eppont megadott kÄornyezet¶eben
tal¶alhat¶o egyedek sz¶am¶at. Ennek v¶arhat¶o ¶ert¶eke (binomi¶alis eloszl¶as eset¶en):
M(´2) = n2 ¢ p2 = 2000 ¢ 0:0012 = 2:44. Vagyis a 2. klaszter 20-szor annyi
elemet tartalmaz, m¶egis, a kÄoz¶eppont megadott kÄornyezet¶eben tal¶alhat¶o ele-
mek sz¶ama kÄozel¶³t}oleg annyi, mint az 1. klaszter eset¶eben, ¶atlagosan 2.44.
Annak val¶osz¶³n}us¶ege pedig, hogy egy elem sem esik a megadott kÄornyezetbe:
P(´2 = 0) = (1 ¡ 0:0012)2000 = 0:0906. Az 1. ¶abr¶ahoz tartoz¶o eset (a nagy
klaszterben 0, a kicsiben nem 0 a kÄoz¶eppont meghat¶arozott kÄornyezet¶eben
tal¶alhat¶o elemek sz¶ama) val¶osz¶³n}us¶ege pedig 0:0906 ¢ (1¡ (1¡ 0:0241)100) =
0:088, ami nem elhanyagolhat¶o, teh¶at bekÄovetkez¶es¶evel sz¶amolni kell.

2. ¶abra. M(´) a klaszter elemsz¶am¶anak fÄuggv¶eny¶eben a Tong-f¶ele
kÄornyezet eset¶en. Forr¶as: saj¶at szerkeszt¶es.
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¶Erdekes kÄovetkezm¶eny tov¶abb¶a, hogy a fent sz¶am¶³tott k¶et val¶osz¶³n}us¶eg (p1
¶es p2) kÄozel azonos. Megvizsg¶altam teh¶at a M(´) ¶ert¶ek¶et az n (klaszterelemek
sz¶ama) fÄuggv¶eny¶eben. A gra¯kon (2. ¶abra) egy monoton nÄovekv}o fÄuggv¶eny
k¶ep¶et mutatta. Kisz¶am¶³tottam a kapott fÄuggv¶eny hat¶ar¶ert¶ek¶et a v¶egtelenben.
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Vagyis nÄovelve a klaszterek elemsz¶am¶at, a kÄoz¶eppont adott kÄornyezet¶eben
tal¶alhat¶o elemek sz¶am¶anak v¶arhat¶o ¶ert¶eke l¶enyeg¶eben konstansnak tekinthet}o.
Ennek oka a kor¶abban m¶ar eml¶³tett terÄulet csÄokken¶ese, mely terÄulet a klaszter
elemsz¶am¶aval ford¶³tottan ar¶anyos.
V¶egÄul meghat¶aroztam az ´2 val¶osz¶³n}us¶egi v¶altoz¶o eloszl¶as¶at, ¶es annak egy

r¶eszlet¶et tartalmazza az 1. t¶abl¶azat (a v¶arhat¶o ¶ert¶ek kÄornyezete7). Ebb}ol is
l¶atszik, hogy az 1-3 objektum el}ofordul¶as¶anak legnagyobb a val¶osz¶³n}us¶ege,
a maximuma 2-n¶el van. Ez¶altal a fejezet elej¶en tett meg¶allap¶³t¶asaimat iga-
zoltam.

yi P(´2 = yi)
0 0:0905
1 0:2177
2 0:2613
3 0:2092
4 0:1255
5 0:0602
..
.

..

.

1. t¶abl¶azat. Az ´2 val¶osz¶³n}us¶egi v¶altoz¶o eloszl¶as¶anak
r¶eszlete. Forr¶as: saj¶at sz¶am¶³t¶as.

7yi az ´2 val¶osz¶³n}us¶egi v¶altoz¶o ¶altal felvehet}o ¶ert¶ekeket jelenti. Mivel binomi¶alis elosz-
l¶as¶u val¶osz¶³n}us¶egi v¶altoz¶or¶ol van sz¶o, ez¶ert yi 2 f0; 1; 2; . . . ; 2000g
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4 Az S Dbwnew index m¶odos¶³t¶asa

4.1 A m¶odos¶³tott index (S Dbw¤¤)

A kritikai r¶eszben megfogalmazott hib¶ak miatt a tartom¶any megv¶alaszt¶as¶anak
m¶odos¶³t¶as¶at javaslom. Az eredeti javaslat { 3. egyenlet { helyett a kÄovet-
kez}ok¶eppen de¯ni¶alom az f¤ fÄuggv¶enyt, amelyet megkÄulÄonbÄoztet¶esÄul f¤¤-nak
nevezek:

f¤¤(xi;m) =

½
1 ha mp ¡ ® ¢Dp · xpi ·mp + ® ¢Dp; 8p 2 f1; 2; 3; . . . ; kg
0 egy¶ebk¶ent.

(8)
ahol m egy tetsz}oleges egyed; mp a tetsz}oleges egyed p-edik v¶altoz¶oj¶anak ¶er-
t¶eke; Dp = min

i
(¾pi ) ; i 2 f1; 2; . . . ; cg, a klaszterelemek p-edik v¶altoz¶oj¶anak

sz¶or¶asai kÄozÄul a minim¶alis; ® egy alkalmasan megv¶alasztott konstans.
A m¶odos¶³t¶as l¶enyege, hogy az az intervallum, amelyen belÄul a meg¯gyel¶esi

egys¶egeket keresem, m¶ar fÄuggetlen az n-t}ol (a klaszterelemek sz¶am¶at¶ol), ¶³gy
egy adott intervallumba es}o meg¯gyel¶esi egys¶egek sz¶ama (az adott t¶err¶eszben)
ar¶anyos lesz a klaszterek elemsz¶am¶aval. M¶asr¶eszt, az mij oszt¶opontok eset¶e-
ben a kor¶abban eml¶³tett torz¶³t¶o hat¶as is megsz}unik.

4.2 A klaszterek kÄozÄotti m¶er}osz¶am (Dens¤¤bw) elemz¶ese

Az 1. egyenlet adja meg a klaszterek kÄozÄotti s}ur}us¶egkÄulÄonbs¶eg alapj¶an, hogy
mely klasztereket tekintÄunk majd kÄulÄonbÄoz}onek, ¶es melyeket nem tudunk
megkÄulÄonbÄoztetni. A kÄovetkez}o elemz¶esben k¶et klaszter egym¶ashoz viszony¶³-
tott hely¶enek fÄuggv¶eny¶eben vizsg¶alom az index ¶ert¶ek¶et, k¶et v¶altoz¶o bevon¶asa
mellett.
Legyen adott k¶et klaszter (C1 ¶es C2). KÄoz¶eppontjaik: v1 = (0; 0)

T ¶es
v2 = (a; 0)

T . Mindkett}o legyen kÄor alak¶u, azonos ¶atm¶er}ovel (mindk¶et ir¶any¶u
sz¶or¶asuk legyen 1-1). Legyen ® = 0:5 (8. egyenlet). Az elm¶eleti megkÄozel¶³t¶es
eset¶eben nem konkr¶et elemekkel megadott klasztereket vizsg¶alok, hanem a
k¶et klasztert k¶et-k¶et norm¶al eloszl¶as¶u val¶osz¶³n}us¶egi v¶altoz¶oval jellemzem (»1x,
»1y, »2x, »2y). Ilyen felt¶etelek mellett vizsg¶alom az al¶abbi h¶arom val¶osz¶³n}u-
s¶eget:

p1 = P((0¡ 0:5 ¢ 1 < »1x < 0 + 0:5 ¢ 1) ^ (0¡ 0:5 ¢ 1 < »1y < 0 + 0:5 ¢ 1)) ;

mely ar¶anyos a C1 klaszter kÄoz¶eppontja kÄorÄuli ® ¢ D1, azaz 0:5 ¢ 1 sugar¶u
tartom¶anyba, valamint (y ir¶anyban) a C1 klaszter kÄoz¶eppontja kÄorÄuli ® ¢D2,
azaz 0:5 ¢ 1 sugar¶u tartom¶anyba es}o pontok sz¶am¶aval (mely tartom¶any egy
t¶eglalap).

p2 = P((a¡ 0:5 ¢ 1 < »2x < a+ 0:5 ¢ 1) ^ (0¡ 0:5 ¢ 1 < »2y < 0 + 0:5 ¢ 1)) ;

mely ugyanaz, mint az el}obb, csak a C2 klaszterre vonatkoztatva.

pk = 2 ¢P((
a

2
¡ 0:5 ¢ 1 < »1x <

a

2
+ 0:5 ¢ 1) ^ (0¡ 0:5 ¢ 1 < »1y < 0+ 0:5 ¢ 1)) ;
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mely jelent¶ese azonos az el}oz}oekkel, csak a k¶et kÄoz¶eppontot ÄosszekÄot}o szakasz
felez}opontj¶ara vonatkoztatva. A 2-vel val¶o szorz¶as a k¶et eloszl¶as azonoss¶aga
miatt alkalmazhat¶o. Ezen mennyis¶egek seg¶³ts¶eg¶evel de¯ni¶alom a kÄovetkez}o
indexet:

ind :=
pk

max(p1; p2)
(9)

mely index ar¶anyos az 1. egyenletben megadott Densbw indexszel. ¶Ert¶ek-
k¶eszlete a [0; 2], hiszen maxim¶alis ¶ert¶eket akkor vesz fel, ha a k¶et klaszter
kÄoz¶eppontja egybeesik.
A de¯ni¶alt index vizsg¶alata sor¶an azt ¯gyeltem, hogy mik¶ent v¶altozik az

index ¶ert¶eke a kÄoz¶eppontok t¶avols¶ag¶anak fÄuggv¶eny¶eben. A t¶avols¶ag ¶ert¶ek¶et
0- t¶ol 7-ig v¶altoztattam (a sz¶or¶as ¶ert¶eke 1), azaz a 2 [0; 7]. A kapott
ind(t¶avols¶ag) fÄuggv¶enyt a 3. ¶abra els}o gra¯konja (® = 0:5) mutatja.

3. ¶abra. Az ,,ind" index a klaszterkÄoz¶eppontok kÄozÄotti t¶avols¶ag fÄuggv¶eny¶eben
kÄulÄonbÄoz}o alfa param¶eterek eset¶en. Forr¶as: saj¶at sz¶am¶³t¶as.
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A fÄuggv¶eny az 1-et, mint fÄuggv¶eny¶ert¶eket az x = 2:4 helyen veszi fel,
ami azt jelenti, hogy a k¶et kÄoz¶eppont ezen t¶avols¶aga eset¶en a k¶et kÄoz¶eppont
adott kÄornyezet¶eben (ld. ®) ugyanannyi meg¯gyel¶esi egys¶eg tal¶alhat¶o, mint
a k¶et kÄoz¶eppontot elv¶alaszt¶o oszt¶opont (jelen esetben felez}opont) ugyanazon
kÄornyezet¶eben. A h¶arom pont teh¶at a s}ur}us¶eg szempontj¶ab¶ol egym¶ast¶ol nem
megkÄulÄonbÄoztethet}o. A t¶avols¶ag tov¶abbi nÄovel¶es¶evel az index ¶ert¶eke (csÄok-
ken}o Äutemben) tov¶abb csÄokken.
A fenti k¶³s¶erletben az ® ¶ert¶ek¶et 0.5-nek v¶alasztottam. Hogy hogyan

v¶altoznak a fÄuggv¶eny ¶ert¶ekei m¶as ® param¶eter¶ert¶ekek eset¶en, a 3. ¶abra tov¶abbi
gra¯konjai mutatj¶ak. L¶athat¶o, hogy az ® ¶ert¶eket nÄovelve az ind = 1 egyen-
let megold¶asai { vagyis azon klaszterkÄoz¶eppont t¶avols¶agok, melyekre az ind
index ¶ert¶eke 1 lesz { is egyre nÄovekednek.
Vagyis c¶elszer}u min¶el kisebb ® ¶ert¶eket v¶alasztani. Azonban a norm¶al el-

oszl¶as eset¶eben az elm¶eleti val¶osz¶³n}us¶egek sz¶amolhat¶ok akkor is, ha ® nagyon
kicsi, addig a konkr¶et adatb¶azis eset¶en ezek a kicsi intervallumok nem tar-
talmaznak majd meg¯gyel¶esi egys¶egeket, vagyis nem lesznek alkalmasak az
Äosszehasonl¶³t¶asra. Ennek tov¶abbi vizsg¶alata c¶elj¶ab¶ol megrajzoltam egy fÄugg-
v¶enyt, mely azon klaszterkÄoz¶eppontok t¶avols¶ag¶at adja meg az ® fÄuggv¶eny¶eben,
melyek eset¶eben az ind index ¶ert¶eke 1 lett (4. ¶abra).

4. ¶abra. Az ind = 1 eredm¶enyt ad¶o klasztert¶avols¶agok az alfa param¶eter fÄuggv¶eny¶eben.
Forr¶as: saj¶at sz¶am¶³t¶as.
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A gra¯kon azt mutatja, hogy a v¶altoz¶o (®) nÄoveked¶es¶evel egyre nÄovekv}o
m¶ert¶ekben nÄovekszik a fÄuggv¶eny¶ert¶ek. M¶as sz¶oval, min¶el nagyobb ® ¶ert¶eket
v¶alasztunk, ann¶al t¶avolabbinak kell lennie a k¶et klaszternek, hogy meg tudjuk
kÄulÄonbÄoztetni }oket8. Mivel a fÄuggv¶eny monoton nÄovekv}o, ez¶ert az optim¶alis
¶ert¶eket az ¶ertelmez¶esi tartom¶any bal oldal¶an veszi fel. Itt bizonyos tar-
tom¶anyonk¶ent konstans ¶ert¶eket vesz fel (ezen a r¶esz¶en a nÄoveked¶es lass¶ubb),
vagyis ezen a r¶eszen kell egy alkalmas ® ¶ert¶eket kiv¶alasztani. A tov¶abbiakban
legyen ez az ¶ert¶ek ® = 0:4, ¯gyelembe v¶eve a kor¶abbi ¶erveket.

Tov¶abbi k¶erd¶es azonban, hogy a fenti k¶³s¶erlet eredm¶enye 2 gÄombszim-
metrikus klaszter eset¶eben lett ki¶ert¶ekelve. Van-e ennek hat¶asa a 4. ¶abra
gra¯konj¶anak jelleg¶ere? A k¶³s¶erlet kÄulÄonbÄoz}o sz¶or¶as param¶eterek mellett
megism¶etelve ugyanazt a jelleg}u gÄorb¶et adta.

4.3 A m¶odos¶³tott S Dbw¤¤ index szerkezet¶enek vizsg¶alata

A vizsg¶alat egyik c¶elja, hogy a teljes index ¶ert¶ek¶et a k¶et r¶eszindex v¶altoz¶as¶anak
fÄuggv¶eny¶eben ¯gyelhessÄuk meg. Ennek modellez¶es¶ere egy h¶arom klaszterb}ol
¶all¶o adatb¶azist k¶esz¶³tettem, amelyben k¶et klaszter hely¶et nem v¶altoztattam,
a harmadikat pedig kiindul¶ask¶ent az egyik ¯x klaszterre helyeztem, majd
t¶avol¶³tottam t}ole az x tengely ment¶en (mikÄozben a m¶asik klaszterhez sem
kÄozel¶³tettem). A k¶et egym¶ast ¶atfed}o klaszter egyszer egynek, majd k¶et
kÄulÄonbÄoz}o klaszternek tekintettem, ¶es vizsg¶altam az indexek ¶ert¶ek¶et mindk¶et
v¶altozat eset¶eben. A harmadik klaszterra az¶ert volt szÄuks¶eg, hogy minden
esetben legyen legal¶abb k¶et klaszter, amire az index sz¶amolhat¶o.

El}oszÄor mindh¶arom (C1; C2; C3) klaszter x ¶es y ir¶any¶u sz¶or¶as¶at azonosra
¶all¶³tom: ¾1x = ¾2x = ¾3x = ¾1y = ¾2y = ¾3y = 1. A v1 = (0; 0)

T ,
v2 = (d; 0)

T , ahol d 2 [0; 7], tov¶abb¶a v3 = (0;¡7)T pedig az egyes klaszterek
kÄoz¶eppontjait hat¶arozz¶ak meg. Mindh¶arom klaszter 1000 meg¯gyel¶esi egys¶e-
get tartalmazott. El}oszÄor a C1 ¶es a C2 klasztert Äosszevontam egy klaszterr¶e,
majd pedig kÄulÄon klaszternek tekintettem }oket, ¶es mindk¶et esetben vizs-
g¶altam az indexek ¶ert¶ek¶et, mikÄozben az d ¶ert¶ek¶et 0-t¶ol 7-ig v¶altoztattam
bizonyos l¶ep¶eskÄozÄonk¶ent. Az eredm¶enyek a 2. t¶abl¶azatban l¶athat¶ok. Az egyes
r¶eszindexeket, valamint a teljes indexet is p¶arba ¶all¶³tottam a k¶et klaszteres
ill. a h¶arom klaszteres megold¶asok eset¶eben. A k¶et utols¶o oszlop Äosszeha-
sonl¶³t¶as¶ab¶ol l¶athat¶o, hogy az indexek nagys¶ag¶aban kb. 3.5-4 egys¶eg t¶avols¶ag
(3:5 < d < 4) eset¶en v¶alt¶as tÄort¶enik. Innent}ol kezdve teh¶at a h¶arom klasztert
tartalmaz¶o megold¶ast fogadjuk el a m¶asikkal szemben. Vagyis, ha a k¶et
klaszter sz¶or¶asa 1-1 egys¶eg, akkor kÄoz¶eppontjuk kb. 4 egys¶eg t¶avols¶agra kell,
hogy legyen, hogy k¶et kÄulÄonbÄoz}o klaszterk¶ent ¶ert¶ekelje }oket az index. Vagyis
nem szÄuks¶eges teljesen ¶atfed¶esmentesnek lenniÄuk (,,j¶ol szepar¶alt"), bizonyos
¶atfed¶es eset¶en is felismerhet}o a kett}o kÄulÄonbÄoz}os¶ege.

8Itt m¶eg nem kerÄult sor annak vizsg¶alat¶ara, hogy az index milyen ¶ert¶eke mellett
kÄulÄonbÄoztethet}o meg k¶et klaszter. Erre k¶es}obb kerÄul sor.
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T¶avols¶ag Dens bw¤¤ Dens bw¤¤ Scat Scat S Dbw¤¤ S Dbw¤¤

d nc = 2 nc = 3 nc = 2 nc = 3 nc = 2 nc = 3
0:0 0:0053 0:3281 0:0592 0:0776 0:0644 0:4057
0:5 0:0000 0:3076 0:0593 0:0790 0:0593 0:3866
1:0 0:0000 0:2266 0:0608 0:0770 0:0608 0:3036
1:5 0:0093 0:2336 0:0671 0:0792 0:0764 0:3128
2:0 0:0156 0:1911 0:0715 0:0782 0:0872 0:2693
2:5 0:0147 0:1774 0:0779 0:0792 0:0926 0:2566
3:0 0:0294 0:1188 0:0871 0:0776 0:1165 0:1964
3:5 0:0777 0:1004 0:0927 0:0744 0.1704 0 :1748
4:0 0:0437 0:0408 0:1046 0:0723 0.1483 0 :1131
4:5 0:0463 0:0383 0:1140 0:0725 0:1603 0:1108
5:0 0:0756 0:0146 0:1248 0:0693 0:2004 0:0838
5:5 0:1067 0:0099 0:1330 0:0660 0:2397 0:0759
6:0 0:0895 0:0045 0:1444 0:0618 0:2338 0:0662
6:5 0:0806 0:0036 0:1519 0:0600 0:2325 0:0637
7:0 0:1190 0:0056 0:1613 0:0569 0:2803 0:0625

nc : klaszterek sz¶ama

2. t¶abl¶azat. A r¶eszindexek ¶es a teljes index ¶ert¶ekei a t¶avols¶ag fÄuggv¶eny¶eben
2 ¶es 3 klaszter k¶epz¶ese eset¶en. Forr¶as: saj¶at sz¶am¶³t¶as.

A 2. t¶abl¶azat alapj¶an vizsg¶alhatjuk a k¶et r¶eszindexet is, melyek Äosszegek¶ent
¶all el}o az el}obb vizsg¶alt index. A Scat r¶eszindex m¶eri a klasztereken belÄuli
sz¶or¶as ¶ert¶ek¶et. L¶athat¶o, hogy a k¶et klaszteres sz¶am¶³t¶asn¶al nÄovekszik az
¶ert¶eke, ha nÄoveljÄuk a C1 ¶es a C2 klaszterek t¶avols¶ag¶at (ezt a k¶et klasztert
ugyanis egynek tekintjÄuk ekkor). A h¶arom klaszteres v¶altozat eset¶eben ez a
r¶eszindex egyre csÄokken. Magyar¶azata: m¶³g a h¶arom klaszter sz¶or¶asa kÄulÄon-
kÄulÄon v¶altozatlan, addig az Äosszes meg¯gyel¶esi egys¶eg ¶altal alkotott ,,nagy"
klaszter sz¶or¶asa nÄovekszik. A 6. egyenlet ¶ertelm¶eben a h¶anyadosuk csÄokken.

Ugyancsak a 2. t¶abl¶azat alapj¶an vizsg¶aljuk meg a m¶asik, a Dens¤¤bw r¶esz-
indexet. A h¶arom klaszteres v¶altozat eredm¶enyeit (3. oszlop) ¯gyelve meg-
¶allap¶³that¶o a csÄokken}o tendencia. Oka: a k¶et t¶avolod¶o klaszter kÄozÄott egyre
kevesebb meg¯gyel¶esi egys¶eg tal¶alhat¶o, ez¶ert a r¶eszindex sz¶aml¶al¶oja (ld. 1.
egyenlet) csÄokken, m¶³g nevez}oje v¶altozatlan marad. A k¶et klaszteres v¶altozat
(2. oszlop) eset¶eben, mivel C1 ¶es a C2 klaszter alkot egy klasztert, a k¶et klasz-
ter t¶avolod¶asakor a r¶eszindex nevez}oje csÄokken, vagyis a tÄort ¶ert¶eke nÄovekszik.

A k¶et r¶eszindex ¶ert¶eke 3 klaszter ¯gyelembev¶etel¶evel csÄokken (teh¶at Äossze-
gÄuk is csÄokken), 2 klaszter eset¶eben pedig nÄovekszik (teh¶at ÄosszegÄuk is). Ezen
hat¶asok eredm¶enyek¶ent egy bizonyos t¶avols¶agban a k¶et index (utols¶o k¶et osz-
lop) nagys¶ag¶anak viszonya megfordul. Innent}ol a h¶arom klaszteres megold¶ast
v¶alasztjuk a k¶et klaszteres megold¶as helyett.

A szimul¶aci¶ot tÄobbf¶elek¶eppen is elv¶egeztem. El}oszÄor a klaszterek minden
sz¶am¶³t¶as (d ¶ert¶ek) eset¶en ugyanazok voltak, ¶es csak az egyik klaszter (C2)
elemeinek els}o v¶altoz¶oj¶at nÄoveltem a megadott d ¶ert¶ekkel (,,A" v¶altozat). A
m¶asodik esetben minden egyes t¶avols¶ag eset¶en ¶uj klasztereket ¶all¶³tottam el}o
a megfelel}o patam¶eterek alapj¶an (,,B" v¶altozat). Mindk¶et esetben kÄulÄonbÄoz}o
sz¶or¶as-be¶all¶³t¶asok mellett is elv¶egeztem a szimul¶aci¶ot (¾1x-et ¶es ¾2x-et v¶altoz-
tattam, a tÄobbi ¶ert¶ek¶et konstansnak vettem), amint a 3. t¶abl¶azatban l¶athat¶o.
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K¶³s¶erlet ¾1x ¾2x Szimul¶aci¶ok sz¶ama az adott t¶avols¶ageredm¶enyekkel
3.5 4 4.5 5 5.5 6 6.5 7 7.5 8 8.5 9 9.5 10 10.5 11

A 1 1 2 8
A 1 2 4 6
A 1 3 2 5 2 1
A 2 2 1 2 6 1
A 2 3 2 2 3 3
A 3 3 1 2 3 3 1
B 1 1 3 7
B 1 2 2 7 1
B 1 3 1 7 2
B 2 2 1 3 4 2
B 2 3 3 6 1
B 3 3 1 2 3 3 1

¾ : sz¶or¶as

3. t¶abl¶azat. A szimul¶aci¶ok sz¶ama a h¶arom klaszter felismer¶es¶ehez szÄuks¶eges kÄoz¶eppontok kÄozÄotti
t¶avols¶ag legkisebb ¶ert¶eke szerint, kÄulÄonbÄoz}o sz¶or¶as¶u klaszterek eset¶en. Forr¶as: saj¶at sz¶am¶³t¶as.

A sz¶or¶asok nÄoveked¶ese miatt a klaszterkÄoz¶eppontok t¶avols¶ag¶anak is nagyobb
tartom¶anyt kellett megadni, ez 0{11 egys¶egig terjedt. A k¶et index ¶ert¶ekei
ism¶et a fent le¶³rtak szerint v¶altoztak (a k¶et klaszteres v¶altozat eset¶eben nÄo-
vekedett, a h¶arom klaszteres v¶altozat eset¶eben csÄokkent az index ¶ert¶eke d
nÄoveked¶ese eset¶en), term¶eszetesen a sz¶or¶asok ¶ert¶ek¶enek v¶altoz¶asa miatt m¶as-
m¶as t¶avols¶ag eset¶en kÄovetkezett be a v¶alt¶as.

Minden egyes param¶eterbe¶all¶³t¶as mellett 10-10 futtat¶ast v¶egeztem, ¶es
vizsg¶altam egyr¶eszt az index nÄoveked¶es¶et ill. csÄokken¶es¶et a t¶avols¶ag fÄugg-
v¶eny¶eben, m¶asr¶eszt azt a t¶avols¶agot kerestem, ahol a k¶etklaszteres eredm¶eny
helyett a h¶aromklaszteres eredm¶eny kerÄul elfogad¶asra. A 3. t¶abl¶azat adatai
azt mutatj¶ak, hogy 10 k¶³s¶erlet eset¶en melyik t¶avols¶ag eset¶en ismerte fÄol az
index a h¶arom klaszter jelenl¶et¶et.
A t¶abl¶azat adataib¶ol meg¶allap¶³that¶o, hogy a h¶arom klaszter felismer¶es¶enek

nem felt¶etele, hogy a klaszterek teljesen szepar¶altak legyenek. Az is l¶athat¶o
azonban, hogy a sz¶or¶asok nÄoveked¶ese eset¶en a bizonytalans¶ag is egyre nÄovek-
szik, teh¶at a felismer¶esi t¶avols¶ag sz¶or¶asa is nagyobb.9

A vizsg¶alatban haszn¶alt C3 klaszter szerepe annyi volt, hogy a C1 ¶es C2
Äosszevon¶asa eset¶en is legyen k¶et klaszterÄunk, amelyre az index sz¶amolhat¶o.
Ez¶ert ezt a C1-t}ol ¶es C2-t}ol szepar¶altan helyeztem el, a c¶el ugyanis a C1 ¶es
C2 kÄozÄotti ¶atfed¶es vizsg¶alata volt.

5 Az S Dbwnew ¶es S Dbw¤¤ index Äosszehasonl¶³t¶asa

Az Äosszehasonl¶³t¶ashoz szintetikusan el}o¶all¶³tott adatb¶azisokat haszn¶alok, me-
lyeken klaszterez}o elj¶ar¶asokat futtatok le kÄulÄonbÄoz}o param¶eterbe¶all¶³t¶asok mel-
lett, ¶es a kapott klasztereken tesztelem a k¶et indexet. Ezt az elj¶ar¶ast kÄovett¶ek
mindh¶arom cikkben, amelyek ennek az indexnek kidolgoz¶as¶aval foglalkoztak.
Halkidi ¶es Vazirgiannis [8] valamint Tong ¶es Tan [17] elemz¶es¶eben, tÄobbek

9A vizsg¶alatok sor¶an a klaszterek elemsz¶ama nem v¶altozott.
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kÄozÄott, az ¶un. DBSCAN [1] algoritmust alkalmazt¶ak. Ez a m¶odszer a s}ur}u-
s¶egek vizsg¶alat¶an alapszik, ¶es nagyon hat¶ekony nem konvex, de j¶ol szepar¶alt
klaszterek elkÄulÄon¶³t¶es¶ere. Ezen vizsg¶alat f¶okusz¶aban azonban a konvex ¶es
nem felt¶etlenÄul teljesen elkÄulÄonÄul}o csoportok felismer¶ese ¶all, ez¶ert helyette az
¶un. MCLUST [3, 4] algoritmust v¶alasztottam. Ez egy modell alap¶u klasztere-
z¶esi elj¶ar¶as, amelynek l¶enyege, hogy az adott adatb¶azis alapj¶an meghat¶arozza
annak az eloszl¶asnak a param¶etereit, amelyb}ol legnagyobb val¶osz¶³n}us¶eggel ke-
letkezhetett egy ilyen adatb¶azis, ¶es ezen elm¶eleti modell alapj¶an, val¶osz¶³n}us¶e-
geket sz¶amolva, sorolja be a meg¯gyel¶esi egys¶egeket klaszterekbe. Mindh¶arom
cikkben alkalmazz¶ak a K-means agglomerat¶³v klaszterez¶esi elj¶ar¶ast. Ennek
ismertet¶es¶ere nem t¶erek ki, hiszen az egyik legsz¶elesebb kÄorben alkalmazott
algoritmus. Ez lesz a m¶asik klaszterez}o elj¶ar¶as, amit alkalmazni fogok.
7 db adatb¶azison tesztelem az indexeket, melyeket mintav¶etellel ¶all¶³tok

el}o adott param¶eter}u norm¶al eloszl¶asokb¶ol. A mint¶ak konvex csoportokat
tartalmaznak, melynek fÄolismer¶es¶eben mindk¶et algoritmus j¶o eredm¶enyeket
¶ert el. Ezen adatb¶azisok el}o¶all¶³t¶as¶anak szempontjai a kÄovetkez}ok voltak:

{ legyen kisebb ¶es nagyobb elemsz¶am¶u klasztereket is tartalmaz¶o adatb¶azis,
{ legyen s}ur}ubb ¶es ritk¶abb klasztereket is tartalmaz¶o adatb¶azis,
{ legyen j¶ol szepar¶alt ¶es kev¶esb¶e j¶ol szepar¶alt klasztereket is tartalmaz¶o
adatb¶azis.

Az adatb¶azisok k¶et v¶altoz¶ot tartalmaztak, hogy az eredm¶enyek ki¶ert¶eke-
l¶esekor legyen lehet}os¶eg annak szeml¶eltet¶es¶ere is, ¶³gy lehet}os¶eget teremtve an-
nak jobb meg¶ert¶es¶ere. Term¶eszetesen a tov¶abbiakban semmi akad¶alya annak,
hogy tÄobbv¶altoz¶os adatb¶azisok eset¶en is teszteljÄuk/alkalmazzuk az indexet,
azonban ekkor a szeml¶eltet¶es nehezebb, vagy nem megoldhat¶o.
A 4. t¶abl¶azat mutatja a l¶etrehozott adatb¶azisok param¶etereit (klaszterek

kÄoz¶eppontja, sz¶or¶asa, elemsz¶ama). Az els}o n¶egy esetben 4 klasztert ¶all¶³tottam
el}o, ¶es az els}o esetben olyan t¶avol helyeztem el }oket, hogy teljesen szepar¶altak
legyenek. A tov¶abbi 3 esetben kÄozelebb helyeztem }oket ill. v¶altoztattam az
elemsz¶amukat (egyr¶eszt ¶ugy, hogy egyszerre mindegyik kevesebb elemet tar-
talmazzon, m¶asr¶eszt ¶ugy, hogy kÄulÄonbÄoz}o legyen az elemsz¶amuk). Az 5. adat-
b¶azis egy h¶aromklaszteres elrendez¶es, melyben K1 ¶es K2 kÄozÄott ¶atfed¶es van,
m¶³g K3 egy t¶avolabb lev}o klaszter, s}ur}us¶egÄuk pedig kÄulÄonbÄoz}o. A 6. adatb¶azis
tartalmaz ellipszis alak¶u klasztereket is, ezenfelÄul a K1 kiv¶etel¶evel a tÄobbi
¶atfed¶eseket is tartalmaz, azaz ezen klaszterek kÄozÄotti elemsz¶am nagyobb,
mint az els}o n¶egy klaszter eset¶eben. Az utols¶o adatb¶azis eset¶eben a K3 el-
kÄulÄonÄul a tÄobbit}ol, a tÄobbi h¶arom pedig jobban ¶atfedi egym¶ast, mint az eddigi
p¶eld¶akban gener¶alt klaszterek eset¶eben.
Term¶eszetesen a szimul¶aci¶oval nem lehet minden lehets¶eges helyzetet ellen-

}orizni. Itt a c¶el annak vizsg¶alata volt, hogy az egym¶ashoz kÄozelebb lev}o klasz-
terek eset¶eben kimutathat¶o kÄulÄonbs¶eg van-e a k¶et index eredm¶enyei kÄozÄott.
Mindk¶et m¶odszer (K-means, Mclust) eset¶eben a klaszterek sz¶am¶at 2-t}ol

7-ig v¶altoztattam. Ezut¶an Äosszehasonl¶³tottam a besorol¶asokat a t¶enyleges
klaszterbesorol¶asokkal, ¶es a legtÄobb egyez¶est mutat¶o eredm¶enyt v¶alasztottam
legjobbnak. Ezut¶an azt vizsg¶altam, hogy a k¶et index melyik besorol¶ast
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fogja legjobbk¶ent ¶ert¶ekelni. Mindegyik esetben 10-10 mint¶at gener¶altam (a
megadott param¶eterek mellett, ld. 4. t¶abl¶azat), ¶es a kapott eredm¶enyeket
rendeztem az 5. t¶abl¶azatba.

K1 K2 K3 K4
v1 ¾1 N1 v2 ¾2 N2 v3 ¾3 N3 v4 ¾4 N4

1 (0,0) (1,1) 500 (7,0) (1,1) 500 (0,-7) (1,1) 500 (2,7) (1,1) 500
2 (0,0) (1,1) 500 (4,0) (1,1) 500 (0,-7) (1,1) 500 (2,5) (1,1) 500
3 (0,0) (1,1) 100 (4,0) (1,1) 100 (0,-7) (1,1) 100 (2,5) (1,1) 100
4 (0,0) (1,1) 500 (4,0) (1,1) 100 (0,-7) (1,1) 500 (2,5) (1,1) 250
5 (2,2) (1,1) 750 (6,0) (2,2) 500 (2,-7) (0.5,0.5) 500
6 (-4,0) (1,1) 500 (4,0) (2,2) 1000 (0,-7) (3,2) 500 (2,5) (2,1) 500
7 (0,0) (1,1) 500 (4,0) (1,1) 500 (0,-7) (1,1) 500 (2,2) (1,1) 500

K1, K2, K3, K4: klaszterazonos¶³t¶o
vi: az i-edik klaszter kÄoz¶eppontja
¾i: az i-edik klaszter elemeinek x ¶es y ir¶any¶u sz¶or¶asa
Ni: az i-edik klaszter elemsz¶ama

4. t¶abl¶azat. Az indexek Äosszahasonl¶³t¶as¶ahoz haszn¶alt adatb¶azisok param¶eterei.
Forr¶as: saj¶at Äossze¶all¶³t¶as.

Szimul¶aci¶o Klaszterek sz¶ama
sorsz¶ama KM T-KM S-KM MC T-MC S-MC

1 4 4 4 4 5 4
2 4 4 4 4 4 4
3 4 5 4 4 5 4
4 3 6 5 4 4 4

1. adatb¶azis 5 4 4 4 4 6 4
6 4 7 4 4 5 4
7 4 4 4 4 5 4
8 4 4 4 4 4 4
9 4 4 4 4 5 4
10 4 7 4 4 7 4
1 4 4 4 4 6 4
2 4 4 4 4 5 4
3 4 7 4 4 7 4
4 4 6 4 4 4 4

2. adatb¶azis 5 4 5 4 4 7 4
6 4 5 4 4 5 4
7 4 6 4 4 4 4
8 4 6 4 4 6 4
9 4 7 4 4 5 4
10 4 6 4 4 6 7
1 4 6 4 4 4 4
2 3 6 2 4 7 4
3 4 4 4 4 4 4
4 5 5 5 4 7 6

3. adatb¶azis 5 4 6 4 4 5 4
6 4 5 5 4 7 7
7 4 4 4 4 4 4
8 4 7 4 4 7 4
9 4 4 4 4 7 3
10 4 5 4 4 5 6

(a t¶abl¶azat folytat¶odik)

5. t¶abl¶azat. Az indexek Äosszehasonl¶³t¶as¶anak eredm¶enyei. Forr¶as: saj¶at sz¶am¶³t¶as.
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Szimul¶aci¶o Klaszterek sz¶ama
sorsz¶ama KM T-KM S-KM MC T-MC S-MC

1 3 4 3 3 6 3
2 4 5 4 4 5 4
3 4 4 3 4 5 4
4 4 5 4 4 4 4

4. adatb¶azis 5 3 6 3 3 6 6
6 4 5 4 4 4 4
7 3 7 3 3 7 6
8 4 4 4 3 3 3
9 4 5 4 4 6 4
10 4 7 6 4 3 4
1 3 4 3 4 5 2
2 3 6 3 3 5 2
3 3 3 3 4 2 2
4 3 7 2 3 2 2

5. adatb¶azis 5 3 3 3 2 3 2
6 3 5 3 3 2 2
7 3 5 3 4 2 2
8 3 4 3 4 4 2
9 3 3 3 4 2 2
10 3 5 3 3 5 2
1 4 5 6 4 7 4
2 4 7 6 4 7 5
3 4 6 6 4 7 4
4 4 7 7 4 7 7

6. adatb¶azis 5 4 7 7 4 6 7
6 4 4 4 4 7 4
7 4 6 7 4 6 7
8 4 7 7 4 7 7
9 4 5 5 4 6 7
10 4 6 6 4 5 4
1 4 6 2 4 6 2
2 5 5 2 4 4 2
3 3 5 2 4 5 2
4 4 7 2 4 7 2

7. adatb¶azis 5 4 4 2 4 3 3
6 4 6 2 4 6 2
7 3 6 2 4 5 2
8 4 6 2 4 7 2
9 5 7 2 4 7 2
10 4 4 2 4 3 2

KM, MC: Legjobb csoportos¶³t¶as klasztersz¶ama (K-means, Mclust)

T-KM, T-MC: Tong index eredm¶enye (K-means, Mclust)

S-KM, S-MC: saj¶at index eredm¶enye (K-means, Mclust)

5. t¶abl¶azat. Az indexek Äosszehasonl¶³t¶as¶anak eredm¶enyei (folytat¶as).

A kapott eredm¶enyeket olyan szempont szerint ¶ert¶ekeltem, hogy az egyes
indexek eltal¶alt¶ak-e az adott algoritmus ¶altal el}o¶all¶³tott megold¶asok kÄozÄul a
t¶enylegeshez legkÄozelebb ¶all¶o megold¶ast. Az 1. adatb¶azis tartalmazott j¶ol
szepar¶alt klasztereket, mindk¶et index ebben j¶o eredm¶enyt ¶ert el.
A 2., 3. ¶es 4. adatb¶azisok eset¶eben az 1. adatb¶azis klaszterei kÄozelebb

kerÄultek egym¶ashoz, ill. az elemsz¶amaik is v¶altoztak. Ezekben az esetek-
ben meg¯gyelhet}o, hogy a lecsÄokkentett elemsz¶am (3. adatb¶azis), valamint
az egyenl}otlen elemsz¶am eset¶en (4. adatb¶azis) a saj¶at index teljes¶³tm¶enye is
romlott. A Tong index viszont ezen klaszterelrendez¶esek eset¶en m¶ar nem
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tudott elfogadhat¶o eredm¶enyt adni. Az ¶altalam m¶odos¶³tott index a legjobb
csoportos¶³t¶asnak megfelel}o klasztersz¶amokat tÄobbszÄor tal¶alta el, mint a Tong
index. A tal¶alatok kÄulÄonbs¶ege jelent}os.

Az 5. adatb¶azis eset¶eben l¶enyeges kÄulÄonbs¶eg van az egyes klaszterek s}ur}u-
s¶ege kÄozÄott, tov¶abb¶a a K3 klaszter elkÄulÄonÄul a m¶asik kett}ot}ol. Az eredm¶enyek
tanulm¶anyoz¶as¶ab¶ol az derÄul ki, hogy a K-means algoritmus eset¶eben a h¶arom-
klaszteres elrendez¶es bizonyult a legjobbnak mind a t¶³z szimul¶aci¶o eset¶en, m¶³g
az Mclust algoritmus mindÄossze 4 esetben adott az eredetihez hasonl¶o megol-
d¶ast. Az indexeket vizsg¶alva, a K-means ¶altal el}o¶all¶³tott klaszterek eset¶eben
a saj¶at index jobb eredm¶enyt ¶ert el (a t¶³z szimul¶aci¶o Äosszes¶³t¶esek¶ent), mint a
Tong f¶ele. Ugyanakkor az Mclust ¶altal el}o¶all¶³tott klasztereken v¶egzett szimu-
l¶aci¶ok eset¶eben a saj¶at index mindig a k¶etklaszteres megold¶ast r¶eszes¶³tette
el}onyben, ¶es csak egyszer tal¶alta el a legjobb csoportos¶³t¶ast. Meg¯gyelhet}o
m¶eg, hogy ezen adatb¶azis eset¶en az Mclust algoritmus ¶altal el}o¶all¶³tott klasz-
terek sz¶ama v¶altoz¶ekony volt, 2, 3 ¶es 4 klaszteres megold¶as is el}o¶allt.

A 6. adatb¶azis el}o¶all¶³t¶asakor a sz¶or¶asok v¶altoztat¶as¶aval olyan klasztereket
is k¶epeztem, amelyek nem kÄor alak¶uak. Tov¶abb¶a elemsz¶amban ¶es s}ur}us¶egben
is van kÄozÄottÄuk kÄulÄonbs¶eg. A n¶egy klaszter nem teljesen szepar¶alt egym¶ast¶ol.
Mind a K-means, mind pedig az Mclust legjobb besorol¶asa a n¶egyklaszteres
megold¶as volt (az eredeti adatb¶azis is ennyi klasztert tartalmazott). Ennek
ellen¶ere mindk¶et index l¶enyeg¶eben rossz besorol¶ast hat¶arozott meg. A megol-
d¶asok v¶eletlenszer}unek t}unnek. Vagyis a m¶odos¶³tott index alkalmazhat¶os¶aga
ezen adatb¶azis eset¶eben m¶ar szint¶en megk¶erd}ojelezhet}o.

A 7. adatb¶azis eset¶eben a n¶egy klaszterb}ol h¶arom ¶atfedi egym¶ast, a ne-
gyedik kÄulÄon¶all¶o (K3). Ezen klaszterek felismer¶es¶eben az Mclust algoritmus
egyenletes teljes¶³tm¶enyt ny¶ujtott K-means-szel szemben. Az Tong-f¶ele index
ebben az esetben is sokf¶ele eredm¶enyt adott, szinte v¶eletlenszer}uen, m¶³g a
saj¶at index l¶enyeg¶eben a k¶etklaszteres megold¶ast mutatta legjobbnak. En-
nek az oka, hogy a h¶arom egym¶as mellett lev}o klaszter olyan kÄozel kerÄult
egym¶ashoz, hogy megkÄulÄonbÄoztet¶esÄuk a m¶odos¶³tott index haszn¶alat¶aval nem
lehets¶eges. Ugyanakkor a Tong-f¶ele index eredm¶enyein¶el jobban hasznos¶³that¶o
eredm¶enyt adott.

6 ÄOsszefoglal¶as

A vizsg¶alat al¶a vont index kritikai elemz¶ese ut¶an az index m¶odos¶³t¶as¶ara kerÄult
sor. A szimul¶aci¶os k¶³s¶erletek al¶at¶amasztott¶ak a 3. fejezetben Äosszefoglalt kri-
tikai megjegyz¶eseket, v¶egeredm¶enyben, hogy a Tong-f¶ele index csak j¶ol sze-
par¶alt klaszter-elrendez¶esek eset¶en ny¶ujt megfelel}o seg¶³ts¶eget a klasztersz¶am
megv¶alaszt¶as¶ahoz. Az 5. fejezetben v¶egrehajtott szimul¶aci¶ok megmutatt¶ak
az index tov¶abbfejlesztett v¶altozat¶anak alkalmazhat¶os¶ag¶at olyan esetekben
is, amikor a Tong-f¶ele index eredm¶enyeib}ol haszn¶alhat¶o inform¶aci¶o nem sz¶ar-
mazik. Mivel s}ur}us¶egkÄulÄonbs¶egek alapj¶an sz¶amoljuk az index ¶ert¶ek¶et, ez¶ert
olyan klaszterelrendez¶esek eset¶en, amikor a klaszterek annyira kÄozel vannak,
hogy a klaszterek kÄozÄott m¶ar nincs ritk¶abb terÄulet (ld. 6. adatb¶azis), az index
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m¶ar nem alkalmazhat¶o, vagy egy¶altal¶an nem tud bizonyos klasztereket meg-
kÄulÄonbÄoztetni, ¶es egy m¶asik, ugyanakkor j¶o megold¶ast eredm¶enyez (7. adat-
b¶azis).
A k¶et index vizsg¶alata azt mutatja, hogy a m¶odos¶³t¶as eredm¶enyek¶ent el}o-

¶allt index alkalmazhat¶os¶aga sz¶elesebb kÄor}u, ugyanakkor a korl¶atait is meg-
mutatta a szimul¶aci¶os k¶³s¶erlet. Egy adott adatb¶azis eset¶en, ahol a csoportok
megl¶et¶et, sz¶am¶at keressÄuk, az adatb¶azisb¶ol vett mint¶akon val¶o tesztel¶esek
eredm¶eny¶enek egyez}os¶ege vagy v¶altoz¶ekonys¶aga mutatja az index alkalmaz-
hat¶os¶ag¶at.
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A POSSIBLE SOLUTION OF THE DETERMINATION OF NUMBER

OF CLUSTERS

This paper deals with the problem that in the case of cluster analysis we can get
many solutions. Which is the best approximation of the { hypothetically existing {
groups in the database among these solutions? There are processes trying to answer
this question. On one hand this paper is a critical analysis of such a process, and
on the other hand tries to develop that. The essence of the method is creating
an index which contains the number of elements around the cluster centers and
around a dividing point between the cluster centers. By the help of this index the
classi¯cation accuracy can be characterized. In the case of popular algorithms, such
as K-means { where the desired number of clusters has to be given in advance {
this (modi¯ed) index provides assistance for the decision.


