Szip JENG—HEGEDUS MIKLOS

Egyenstlyi rendszerek II.

2.1. A ldnc és bejarhatésdgi tartomdny fogalmdnalk dltaldnositdasa*®

Legyen 1 << r << nés legyen z, y€ Y. Ha az x és y legfeljebb 7 szam kompo-
nensben kiilonbozik egyméstol, akkor azt mondjuk, hogy az x és az y legaldbb
n—r-ed rendben ésszehasonlithaté. Ha a kiillonboz6 kompoensek indexei rendre

iy, s, ..., i, akkor azt a tovabbiakban az

(i oo yir)
P ™ y
moédon jeloljiik. (Vildgos, hogy egy vektor énmagdval akdrmilyen rendben
Osszehasonlithato, valamint a reldcié megfordithato, de nem tranzitiv. )

(s Wt
Ha x-~—"és ;D) (o= L2, e S,

akkor az y-t az x-bél r-ed rendben elérhetének nevezzitk és az
Gy oenyir)
A
szimbolummal jeloljiik.
Vildgos, hogy a relicié nem megfordithaté és nem tranzitiv, tovdbba, ha

; (g, ., 1) 2 3
xel és x—’—""»y‘ akkor az yel kovetkezik.

Legyen adott a ' elemeinek egy
25 Wyt o sing Tl oilere

véges vagy végtelen sorozata. Az {x,} sorozatot r-ed rendi lincnak nevezzik,
ha a sorozat barmelyik tagja az eltte levéhdl r-ed rendben elérhetd. A sorozat
jelolésére ebben az esethen az
g(r) e {.l‘”}
szimbolumot hasznaljuk.
Ha y tagja egy, az x-bél kiindulé € ldncnak, akkor azt mondjuk, hogy
az y az x-bél r-ed rendit lanccal elérhetd, és ezt a tényt az

e
e A
modon jeloljiik.
Vildgos, hogy a bevezetett relicié nem megfordithato, de tranzitiv, tovabba,

etn
ha xeL ésx —>y, akkor yeL.

* A cikk elsd részét 1973 évi 4. szmunkban kozoltiik.
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Ezek utéan ratériink a monotonitds fogalmanak &altalanositdsira. Legyen

y. Ha

2‘ Fi;( 2 Kl, ;) 2 Fl;
j=1 .

akkor azt mondjuk, hogy y az x-nek (il, .. 1,)-ben egy javitasa. Ha pedig

r r r r
2‘ Iﬂi/(‘r) —'ZKI';('T) .7/) s 2‘ F:;(?/) _ZCI';('T’ y)’
j=1 J=1 j=t j=1

akkor az y-t az x eqy szigord javildsdnak nevezziik (i, . . .,i,)-ben

x,yc Y és x

Ci,-(-'l" Y),

N~

j=1

Ezeket a tényeket a tovabbiakban az

(in, - yir)
O
és az
Ui iD)
® < Yy
médon jeloljiik.

Legyen az {x,} a 3 elemeinek egy r-ed rendfi linca. Ha a ldnc minden tagja
az elGtte levonek (a mog(clelo indexekben) javitdsa ill. szigora javitasa, akkor
a lancot monotonnak ill. szigordan monotonnak nevezzik.

Egy x€Y pontra 19(x) jelolje az x-bil r-ed rendi monoton linceal elér-
hetd elemek osszességét. Hasonléan 10 (x) jelolje az 2-bdl szigordan monoton
r-ed rendii lanccal elérhetd elemek Osszességét. A r(’)( x)-et az x r-ed rendi
bejarhatésdgi, a v(x)-et az a r-ed rendfi szigori b(jarhulo.sa gt tartomdnydanak
nevezziik.

A 1D(x) és a 1D(x) bejarhatosigi tartomdnyokat valéd i-aknak nevez-
zik, ha a > valodi részhalmazai. A kordabbiak szerint, ha a €L, akkor
(), ©O@x)c L.

Tovébbd minden x€ Y-ra 19(x) C 1@(x), valamint haye ©O(x), akkor 10(y)

< 79(x), hasonléan ha z€ 10(x), akkor 10(z) < 10(x).

2.2 Az egyensilypont, stabilitdsi halmaz, egyensilyhalmaz fogalmanak dltala-
nosttdsa

A kordbbiak segitségével megfogalmazhatjuk a jatékelmélethdl ismert
(Nash-féle) egyensulypont fogalmianak dltalanositdsat.

Egy x*®¢ L pontot az S rendszer r-ed rendii egyensilypontjinak nevezziik,
ha a szigori bejarhatosdgi tartomanya az iires halmaz.

Ez tehat azt jelenti, hogy barmelyik a*®¢ L pont az S rendszer egy r-ed
rend{i egyensilypontja, ha

r
> Pie*0) — XK, (%0, 5) > 3 Fyfy) 20 )

J Jj=1 ]l

béarmilyen iy, .. ., i, index r-esre mikozben y; €@ (x*®), j =1,...,r.
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Vildgos, hogy az r = 1 esetben a jatékelméletbdl ismert egyenstlypontot
kapjuk vissza.

A stabilitési halmaz fogalmdt is hasonléan altalinosithatjuk. Egy HY) hal-
mazt az S rendszer egy r-edrendi stabilitasi halmazdnak nevezziik, ha minden
xc HD-ra

[*2(z)] = HY,

tovabba egy H® halmazt az S rendszer r-ed rendi szigord stabilitdsi halmazé-
nak neveziink, ha minden z€ H"-re

[Q@)] = HD.

Végiil dltaldnositjuk az egyensilyhalmaz fogalmét is. Egy H*® c L halmazt
az S rendszer egy r-ed rendii egyensilyhalmazdnak nevezziik, ha minden x¢
€ H*"-re

Ty = HER,

Ha egy H*" c L halmaz esetén minden z¢ H*")-re
0 = 1,

akkor a H*") halmazt az S rendszer egy szigori egyensilyhalmazdinak nevez-
ziik,

A HY, H®, H*", H*® halmazokat valddi-nak nevezziik, ha a 3 ill. az L
valédi részhalmazai.

A definiciokbdl kivetkeznek, hogy ha a*r) és a*2 az § rendszer egyen-
sulypontjai és r; << r,, akkor 2*™ az S-nek egyben egy r,-ed rendfi egyensiily-
pontja is, és ugyanezt elmondhatjuk a stabilitdsi, valamint az egyensulyhalma-
zokroél is.

Ervényes tehdt a kivetkezs

5. TETEL
Ha HD), HD, HY™, HY™ tovdbbd HY, HY), H¥"* , HX™ g rendszer r,
tl. vy rendti stabilitdsi ill. egyensilyhalmazai és r, < ry akkor

BS oa® B > B, B DR B D ae,

2.3. Az r-ed rendii egyensilypont és egyensilyhalmaz ,eqyensily” tulajdonsdga

Megemlitjiik, hogy egy r-ed rendii egyensiilypont (mint egyetlen elemhbdl
allg halmaz)-egyben egyensilyhalmaz is, valamint hasonléan a kordbbiakhoz,
most is igaz, hogy ha az r-ed rendl egyensuly és szigoru egyensily halmazok
zirtak, akkor azok egyben stabilitasi ill. szigora stabilitdsi halmazok is.
Tovabbé minimélis tulajdonsdgiak abban az értelemben, hogy nincs hasonld
tulajdonsaga valodi részhalmazuk. Ezen kiviil az r-ed rend(i stabilitdsi és
egyensulyhalmazoknak megvan az a tulajdonsdguk is, hogy a kiilonbozéek
egyben diszjunktak is.

Ezek utén megvizsgiljuk az egyensilypont egyensuly” tulajdonsdgit.

Ha egy S rendszer mér egy

¥ — (-Tf(')y :175(’), 3 . ,x:(r))
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egyensilypontba jutott, ez azzal a kovetkezménnyel jar, hogy egyetlen olyan
»kimozduldsi kisérlet” sem |, kifizetdd” a kimozdulni kivandk Osszességére
nézve, mely kimozdulasi kisérletben nem tobb mint » szam résztvevd szerepel.
Ugyanis minden ilyen, legfeljebb » tagot szamlalé csoport kimozduldsa esetén
a preferenciafiiggvényeik osszege csak csokkenhet illetve nem néhet. Vagy mas-
képpen fogalmazva, ha x* egy ilyen egyensilypont és az S rendszernek leg—
alabb n—r tagja mér ebbe az dllapotba jutott, akkor a kimaradok egészére
nézve célszeri, hogy 6k is idejussanak, mert minden mds esetben egyiittesen
csak ,,rosszabbul jarhatnak.”

Vilagos, hogy az egyensiilyi helyzetnek megfeleld , stabilitdas’™ annal erésebb,
minél nagyobb az r. Fontos lesz a két széls6 esetnek megfelel r = 1 és r = n
eset. Az r = 1 eset a jatékelmélethdl ismert k()/()ns(*g(,s egyensilypontnak
felel meg, mig az r = n esethen az egyenstlypont a preferenciafiiggvények
nss/e(renek egy totdhs maximumat jelenti.

Lcnyeguben ugyanezeket mondhatjuk el az egyensilyhalmazokrol is. Ha
ugvanis az S rendszer egy

H*O — (H3O, H3O, ... H*®)

egyensulyhalmazba jutott, akkor egy legfeljebb » tagot szamlalo
Si.' Sigv “oap S,',_, (]. l‘)
csoport ,,mozgasa” csak a

*(r) *(r) *(r
HI B, e B )
halmazokon beliil | kifizetGd6”

2.4. Az r-ed rendit stabilitdsi halinaz létezésénel a kérdése

(5. ctumle)
Bevezetiink egy definiciot. Legyen @ <2 y. Ha az a, y parhoz és az

]

By S mdexekhcz loto/,nek olyan valds véaltozds h)lvtmms t — x,(t)
lE[a Bl xa)e 3y =1, 2, ..., r) figgvények, hogy

xy () = x4,
xy(B) = v (= L o
és valahdnyszor o < t; <~ t, <~ 8, mindannyiszor

i il
aty) = x(ty),

ahol x(f)-vel azt a vektort jeloljiik, ahol az i,, .. ., 1, komponensek helyén az
wy(t), . .., x,(t) szerepel, aklkor azt mondjuk, hogy az y az x-bol r-ed rendi foly-
tonos javitdssal elérhets, ha pedig

Gy oy lr)
a(ty) < x(ty),

akkor pedig az y-t az x-bél r-ed rendii folytonos szigori javitdssal elérhetének:
nevezzik.
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Megéllapodunk tovabbd még abban, hogy a @,, . . ., @, kornyezetfiiggvénye-
ket r-ed rendben egyenletesen ésszefiiggének nevezziik, ha valahdnyszor
(g -y i)
x ——y és p(x,y) <9,
mindannyiszor

Yo Dule) 1 == 1.2 « « oy ¥

Ezek utdn bebizonyitjuk a kovetkezs segédtételt:
Lemma

Legyencl: a 3; halmazok korldtosak és zartak, az F; fuggvények folytonosak,
a C,, K, figgvények pedig az x = y helyeken folytonosak, @, figgvényck r-ed
rendben egyenletesen dsszefiiggbek. Ha minden x€ 3-ra annak minden r-ed
rendil javitdsa egyben x-nek r-ed rendi folytonos szigori javitdsa is, akkor a
[tD(x)] halmazok minden x€X-ra zdrtak abban az értelemben, hogy minden
ye[19(x)]-re 10(y) < [tD(x)].

Bizonyitds
Legyen y ¢ [1"(x)]. Meg kell mutatnunk, hogy

T(y) € [rO()].
Ha ye tW(x), akkor nyilvan
Q(y) € Q) < [+9],
ezért elegendd a bizonyitdst arra az esetre elvégezni, amikor y hatarpontja

™(x)-nek, és y ¢ 7(x),
A bizonyitést indirekt médon végezziik. Tegyiik fel, hogy

(y) ¢ [+O(x)],

azaz van olyan y*€1(y), bogy y* ¢ [tV(x)].

A feltevés szerint az y* az y-bdl r-ed rend(i szigorian monoton linccal
elérhets. Legyen y* mindjart a linc elsé olyan eleme, amelyik nem tartozik
[7")(x)]-hez, és legyen tovébba

G,y G, i) (it

g R e R < Y

ahol y, az y*-ot a ldncban kozvetleniil megel6z6 pont.
Mivel y* ¢ [t(x)], ezért sziikségképpen

y¢v(@), (=12 ..., k)

Misrészt, mivel a feltevésiink szerinty* a lanc elsé olyan eleme, amelyik nem
tartozik a [t0)(x)]-be, igy az y, pontok ugyancsak hatdrpontok.

Legyen egyszeriiség kedvéért u = y;. Kaptuk tehdt, hogy a ™ (2)-nek van
olyan u hatarpontja, ahonnan egy y*r-ed rend javitésra lépve, mar kikeriilink
(70 (z))-bél.

Qs < aiibi)
Legyen i it By
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A feltételekb8l megmutatjuk, hogy t(z)-nek egyben olyan hatdrpontja is
létezik, amibdl tetszblegesen kozeli olyan r-ed rendii javitds is elérhetd, amelyik
mAr szintén nem tartozik a [7(x)]-hez.

A feltevésiink szerint y* egyben folytonos szigoru javitdsa is u-nak, azaz
léteznek olyan

t — yu(t), el B y()€X i35 =1.2, ..., 7).

folytonos fiiggvények, hogy
?/if(“) = Uy,

yii(ﬁ) = ?/?; (.7 =l 12, e, T)v

és valahdnyszor o« < t, < t, <Z f, mindannyiszor
(s )
ylt) < ylty)-
A definicié szerint
Y(@) = ue [vO(x)]

y(B) = y* ¢ [*O(x)].
Legyen
t* = supf{t : t€ (o, B1& y(t)€[rD(x)]},

Mivel a [ (x)] halmaz zart és az y(t) a t-nek folytonos fiiggvénye, ezért sziik-
ségképpen y(t*)e [t (x)]. Mdsrészt y(t*) ugyancsak hatarpontja a v0(x)-
nek. Az y(t*) definici6jabol kovetkezik, hogy minden poz. 6*-hoz van olyan
poz. 8, hogy valahdnyszor ¢t > t* és t — t* <~ 6, mindannyiszor

o(y(t) , y(t*)) < o*
y(t) ¢ [70(x)].

Ezzel megmutattuk, hogy a 7 (x)-nek valéban létezik olyan hatarpontja,
amely nem tartozik a t@(x)-hez, és amelybdl tetszilegesen kozeli r-ed rendii
javitasra kilépve mar kikeriiliink a [7®(x)]-b6l. Legyen ezek utan w = y(t*).
A feltevésiink szerint a @,(i = 1, 2, .. ., n) kornyezetfiigggvények r-ed rend-
ben egyenletesen osszefiigeGek, azaz 1étezik olyan poz. §, hogy valahanyszor
g) ge yan ] 2 )
Uies ol ) ‘
x———y és o(xr,y) <9,

mindannyiszor
v ePy(®) (F=1s 8 !sia Tk

A kordbbiak szerint van a 1)(x)-nek olyan w hatdrpontja, amelyhez van
olyan 2, hogy

és 24 [1V(x)], valamint p(u, z) < e
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Mivel az « hatdrpontja a v (x)-nek, ezért van a 70(x ) elemeinek egy olyan
u(’") sorozata, amelylk az u-hoz konvergal Az egyszerliség kedvéért legyen
=7(j=1,2, ..., r)és vezessiik be az aldbbi jeloléseket:

W= (Wi Wy s 55" Uy Wpiiny =% W)
2 = e whos 1R Wiy s o5 i)
wlm = (@, w@, ..., ul™, ul,, .. ., ulm)
2P0 = s By v 5 sy g WEDRs wn s WD)
A definici6bdl kovetkezik, hogy

lim 2(M = z .
m-—> oo

Minden elég nagy m-re elvégezhetd az aldbbi becslés:

o(ul, 2) < o(u™, )+ o0, < =+ L=

Mdsrészt mivel minden m-re

(i) ooy dr)
wm —— 2 (pe=1,2,...)

Igy, kihaszndlva, hogy a @,k r-ed rendben egvenletesen osszefiiggbek, kapjuk,
hogy [

2, €D, (ulm) (W == D 0 )
azaz minden m-re
u, ™ LTEEL R (me= 12, . 45)

Kzek utdn azt is meg fogjuk mutatni, hogy minden elég nagy m-re
g 10g] » NOZ) b

u(’”) (i, /\. l')z(m) .

A kordbbiak szerint

(..., ir)
W < By
azaz
r r r r

P Fi(w) > Ki(u, 2) < 2 Fi(z)— > Ci(u,z)

J=1 j=1 j=1 faml
L(‘Lfyen

r ( i r o
[2 Fif2) — 3 Cifu,2) ] — [2 Fifu) — > Kiu, z)] =10, =10
fioed J=1 =1 j=1

A feltevés szerint az ¥, C,, K, (i = 1, 2, . . ., n) figgvények folytonosak (x =

7= ¥), igy minden elegendGen nagy m-re

2(m) 2 th 2

M

j—-l

T
-

Cy(u™, 2m) — > Cifu,2)| < —
]

J=

4 Szigma
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r r
I P — 3 Fyu)| < 2
j=1 = 5
é‘Kl!(u(m), Z(m)) = )E‘ Ki,(u, 2) él_
= = s
minden j =1, 2, ..., r-re.

Ezek utan minden elég nagy m-re elvégezhet(’)’ a kovetkezs becslés:

_)'7 P — _\r~g (e, zm)y 2 Fi(um) — 2 Kl 2m) ]=

j=1 j=1
= 3 Fy(z'™) 2 ul™, 2m)y [2 Fifz) — 3 Cifu, ..)] -
j=1 = J=1
+ 5 Fi(z)— _"C,,(u, z)] = 2 Fi(u)— 2‘ Ki(u, z)] -
Lj=1 j=1 j=1 j=1
[ r r r r
+| Z Filu)— z‘K,,(um)]—l > Fiu™) — 3 K (ulm, 2m)
j=1 j=1 j=1 j=1
=| ¥ Fi(2'™) — 2 Fi(2) ] [ Y O, (ul™), 2(m)) —2‘0 u, ~)]
j=r j=1 j=1
r r r r
+ [2 Fi(2) ——2(),-,.(71, 2) l_[ Y P (u) — N Ki(u,z) } -+
J=1 j=1 J=1 Jj=1
r r r r
+ [Z Fi(uw) — > Fi(u™) l "‘[ Y Ki(u,2) — 3 K (u™ ~(’"’)]
= J=1 Jy J=l
> ___91__“?1_ b s 9, - f’l = & ‘A‘m;‘ " 0, >0
5 5 5 5 5 5

Ezzel bebizonyitottuk, hogy minden elég nagy i-re

(CTRRE )

u(m) e Z('") :

ez pedig azt jelenti, hogy minden elég nagy m-re

2M € T0(u™) C ¥D(x)  [vD(x)] .

Mivel a [1(x)] zart halmaz, ezért
lim 2™ — z ¢ [v')(x)],
m-+co
ami ellentmondds. Ellentmonddsra jutvan a Lemmdat bizonyitottuk.
A Lemma segitségével az r-ed rendii szigori stabilitdsi halmazokra egy egzisz-
tenciatételt bizonyitunk be.
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6. TETEL

Legyen X; megszamldalhaté bdzist, tér részhalmaza és a X; halmazok korldtosak
és zdrtak, az F(x), Cy(x, y), K,(x,y) fuggvények folytonosak (x = y), a D, Jitgg-
vényck r-ed rendben egyenletesen dsszefuggbek. Ha minden x€ X-ra annak bdrmely
r-ed rendil javitdsa egyben x-nek r-ed rendd folytonos szigord javitdsa, akkor
létezik minden [v0(x)]-ben az S rendszernck r-ed rendii szigort; stabilitdsi hal-
maza.

Bizonyitas

Megmutatjuk, hogy minden x¢X-ra nézve a [1¥)(x)] részhalmazai kozott
sziikségképpen van r-ed rendi szigoru stabilitdsi halmaz.

Legyen x€ 2. A Lemma szerint [7%)(x)] zart az r-ed rendii szigora javitésra
nézve. Ha maga a [v(x)] nem szigort stabilitdsi halmaz, akkor van olyan
,€[10(x)], hogy

[an)] € (1)) és [v0]  [20(x)] .
Ha [v®(a)] nem szigora stabilitdsi halmaz, akkor van olyan a,€ [t®(x,)], hogy
[*Ox,)] € [*O(2y)] € [7D(x)] és [v0(xy)] 7 [t D(,)] .

Ha véges 1épésben ilyen médon nem jutunk el egy szigoru stabilitési halmaz-
hoz, akkor egy szigortian fogyo

[+9(x)] D [tP(x1)] D [1D(ay) D ...

sorozathoz jutunk.

Amennyiben ezek kozos része (Kdntor-tétele!) nem szigort stabilitdsi hal-
maz, akkor erre ijra megismételjiik az eljardsunkat. Az igy kapott lancra alkal-
mazva a Baire— Hausdorf-féle tételt kapjuk, hogy egy « indextél kezdve

[+D(2.)] = [*D(xi)] = .. .,

ami ellentmondés.
Ellentmonddsra jutvan a tételt igazoltuk.

2.5 Az r-ed rendii egyensilyhalmazok ltezésének a kérdése

Mivel az 1. fejezetben ismertetett Gsszefiiggések az egyensily és a stabilitdsi
halmazok kozott érvényben maradnak, igy a 6. TETEL-b3l méar kovetkezik
a szigort egyensilyhalmazok létezésére az alibbi

T."TETEL

Legyenek: a X - halmazok korldtosak és zartak az F; figgvény folytonos, a C,; és
K, fuggvények az x — y helyek kivételével folytonosak, valamint legyenek a @,
kornyezetfugguények r-ed rendben egyenletesen dsszefiggbek. Ha a K, figguényel:
a X' halmazon e(x) > 0(x€X) pontossigiak és minden x¢€ 2-ra annak minden
r-ed rendd szigorid javitdsa egyben r-ed rendii folytonos szigori javitdsa is, aklkor
létezik az S-rendszernek r-ed rendi szigorit eqyensilyhalmaza.

4%
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2.6 Az ellenstabilitisi és ellenegyensilyhalmazok értelmezése

Az 1. részben és a II. 2.1-ben bevezetett 1. rendii ill. r-edrendt ¥(z),
70(x) bejarhatésdgi tartomdnyok mintdjara megfogalmazhatok a 79(z)
ill. D(z) ellenirdny( bejarhatésdgi tartoményok, amelyek a ,csokkend”

(g s dily)

ZaraSE iy illetve

5 5010
x >y

lancokbol allnak eld.

Ennek alapjan értelmezziik az ellenegyenstlypont, ellenstabilitasi ill. ellen-
egyenstlyhalmaz fogalmakat.

Az y*O¢ [, pontot az S rendszer ellenegyensilypontjdinak nevezziik, ha szi-
goru ellenirdnyt bejarhatosdagi tartomanya az iires halmaz.

Ez tehat azt jelenti, hogy minden y*® ¢ L pont az S rendszer egy r-edrendii
ellenegyensulypontja, ha fennall

r r r r
I Ffy*0) — S Kify*0,2)> 3 Fifa) — F0yy*0,z)
j=1 =1 Jj=1 J=1
barmilyen i,, . . ., i, index r-esre, mikizben a; € ®; (1/*(’)) 3=y
Az ellenstabilitdsi és ellenegyensilyhalmaz tog_,almét is hasonléan vrtelme/-

ziik:
Egy H halmazt az S rendszer egy r-edrend(i ellenstabilitisi halmazinak

nevezziik, ha minden SLFII") -re
[7D(x)] = HY

tovabbé egy H®) halmazt az S rendszer r-edrend(i szigori ellenstabilitdsi halma-
zdnak neve/unk ha minden xc H")-re

[tQ(x)] = HY.

Végiil egy H*" < L halmazt az S rendszer egy r-edrend(i ellenegyensily-
halmazinak neveziink, ha minden x¢ H¥"-re

(x) = H*¥.
= =

Ha egy H*") o L halmaz esetén minden x¢ H*")-re

D(x) = H¥

teljesiil, akkor a //*®) halmaz az S rendszer szigora ellenegyensilyhalmaza.

A H®, HD, H*O, H*0) halmazokat valddi-aknak nevezziik, ha a X' ill.
az L valédi részhalmazai.

A 2.4-ben bevezetett ,,7-ed rend( folytonos javitds’” mintdjéra értelmezhetd
az ,,r-ed rendii folytonos csokkentés” fogalma is.

Teljesen analég m6don, mint ahogy a 6. és 7. tétel esetében tortént, igazol-
hatok a kiovetkezs tételek:
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8. TETEL

Legyen X megszamldlhato bazisi tér részhalmaza és a X' halmazok korldiosak és
zartak, az F (), Oz, ), Kz, y) fuggvények folytonosak (x -~ y), a D; fuggvé-
nyek r-ed rendben egyenletesen osszefiggbek. Ha minden x€ X-ra annak bdrmely
r-ed rendii csikkentése eqyben x-nek r-ed rendi folytonos szigord csokkentése,
aklkor létezik az S rendszernek r-ed rendit szigord ellenstabilitdsi halmaza, minden
ellenirdnyit bejarhatésagy tartomdanyban. '

9. TETEL

Legyen X megszdmldalhato bazisi tér részhalmaza és a X; habmazok korldtosak
és zartak, az F.(x), Oz, y), Kz, y) figgvények folytonosak (x =-vy), valamint
legyenck a @; kirnyezelfiggvények r-ed rendben egyenletesen Osszefiggbek.

Ha a K; figguények a X halmazon e(x) > 0(x € L) pontossdgiak és minden
x€ Xra annak minden r-edrendd szigord csokkentése egyben r-edrendt folytonos
szigorit esokkentése is, akkor létezik az S rendszernek r-edrendit szigori ellen-
eqyensilyhalmaza minden ellenirdnyit bejarhatésdge tartomdnyban.

2.6 Kritériumok « stabilitdsi halinaz és egyensilyhalmaz valddisdgdra

Amint tudjuk a H®O, H® stabilitdsi halmazok valédiak, ha Y-nak valédi
részei, tovabba H*®, H*® egyenstlyhalmazok valédiak, ha L-nek (nem iires)
valodi részei.

Vildgos, hogy mind a stabilitdsi halmazok, mind az egyensilyhalmazok
diszjunkt halmazok. Ennek kozvetlen kovetkezménye, hogy ha a S rendszer-
nek van valodi stabilitdsi ill. egyensilyhalmaza, akkor minden stabilitasi ill.
egvenstlyhalmaza valodi. Specialisan, ha S-nek van egyensilypontja és L nem
egyetlen pontbol dll, akkor S-nek minden szigora stabilitdsi és egyenstlyhal-
maza valodi.

10 TETEL

Ha az r-ed rendben vald elérhetbséy reldcidja megfordithato és minden z-re a
™(x) és 1) tartomdnyok tartalmaznak egyensily ill. ellenegyensily halmazt,
akkor ha az S-nek létezik valddi egyensily halmaza, gy valddi ellenegyensily-
halmaza is létezik és megforditva, ha S-nek létezik ellenegyensilyhalmaza, gy
valddi eqyensilyhalmaza is lllezik.

Bizonyitas

Legyen H*") az S egy valédi egyensulyhalmaza, és legyenx € Lés x ¢ HD.
Tekintsiik a 7* (r) tartomdnyt. Megmutatjuk, hogy

() N B0 =i,

Ha ugyanis y¢r*(x) N H*" | akkor van az x-t6l az y-ba vezetd r-ed rendi
csokkend lane. Az r-ed rendben valé elérhetéség relaciojanak a megfordithato-
sdga miatt ugyanez a lanc az y-tol az x-be nemecsokkenve vezet. Igy az egyen-
stulyhalmaz definiciéja miatt xc H*® ami ellentmondds. A feltevés miatt a
() tartalmaz egy H*" ellenegyenstlyhalmazt, ami sziikségképpen valodi.

A forditott 4llitds hasonléan bizonyithato.
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11. TET EL

Ha az r-ed rendben vald elérhetoséy rclacwja mc(/fmdwhato és minden x-re a
10(x) és 1D(x) tartomdnyok tartalmaznak szzqoru egyensily ll. ellenegyensul y
halmazokat, akkor ha S-nek létezik valodi szigori egyensilyhalmaza, gy valddi
szigori ellenegyensilyhalmaza is iétezik és megforditva, ha az S-nek létezik valddi
szigori ellenegyensilyhalmaza, gy valodi szigord egyensilyhalmaza is létezik,

Bizonyitas

A bizonyitast a kordbbi tétel bizonyitisahoz hasonléan végezhetjiik el. Ha
ugyanis H*" valédi és x¢ HX", tgy két eset lehetséges. Vagy 10(z) =0,
akkor z ellenegyenstlypont, igy egyben ell(,negvcnsulvhalma/ is, vagy t0(x) -=
< 0. Ekkor a feltevés szerint 1¥)(z) tartalmaz szigora ellenegyensilyhalmazt.
Errdl ugyanigy, mint a 6. TETEL bizonyitdsanal kimutathatjuk, hogy valédi.

12.TETEL

Ha az r-ed rendben elérhetbséy reldcidja megfordithaté és a H*", HX" és
H*", H*D halmazpdrok kilonbozbek, akkor diszjunktok.

Bizonyitds

Legyen a H*®" és a H*") az S rendszer tetszileges egyensily ill. ellenegyen-
suly halmaza.
Megmutatjuk, hogy ha
H¥X"NHYD 2 9.
akkor
”*(') 11*(')

Legyen x € H*") () H*"és legyen y a H*") egy tetszileges eleme. Mivel 7{0)(y)
= H", igy van egy, az y-t6l az x-be vezets novekvs r-ed rendfi linc. Mive]
x € HY) és10(x) = HY"), igy ugyanezen linc miatt y € H4", azaz H*") Heir
A H“" o H‘(’) tartalmazés hasonléan bizonzithat6. A bmonyité,s ugya.nigy
elvégezheto a H‘(’) H*") halmazpérra is. Ezzel a tételt bebizonyitottuk.

13. TETEL

Amennyiben az r-ed rendben elérhetbséy relicidja megfordithaté és a H*O,
H*" halmazpdr valamelyike nyilt abban az értelemben, hogy van legaldbb egy
Icwezet& r-ed rendit ldnc, tigy a HYD = HYD eset csak a H¥" = HYX) =
esetben dllhat fenn. Ugyanez érvény Jea @ HY II * halmazpdrra is.

Bizonyitds

Legyen HY" — HY" és tegyiik fel, hogy van legalébb egy, a H*"-bél
kivezetd r-ed rendﬁ lauc Ha x a lanc utolsé eleme, amely még a H'(') ben van
és y az z-et a lancban kozvetleniil kévets elem, gy saukségképpen

(I, ..oy dy)
Rilise iy
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De zeHY"), igy ycHYD, viszont a HY) = HY") miatt ye HY kovet-
kezik, ami ellentmondés.

A tétel a H*") H*") halmazpdrra hasonléan bizonvithaté.

Az ellenegyensilyhalmaz kozgazdasdgi interpretdciéjara most nem kiva-
nunk kitérni. Mindenesetre gy tiinik, hogy meglehetdsen altalanos feltételek
mellett az egyensilyhalmaz 1étezésébdl sziikségképpen kovetkezik ellenegyen-
stlyhalmaz létezése és viszont. E két halmazesoport disjunkt, amelyek valami-
féle ,,pélus-antipdlus” tulajdonsdggal rendelkeznek.

Ismételten hangsulyozzuk, hogy eddig nem beszéltiink a rendszer ill. a rend-
szer szerveinek céljarél csupan az altalunk vazolt mozgasok kovetkezményeit
vizggaltuk.

(Beérkezett: 1974. mdrcius 19.)
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EQUILIBRIUM SYSTEMS II.

This paper is an organic continuation of the ,,Kquilibrium Systems I.”. Let 1 = » > n
and x, y € X, If x and y differ from each other at most in » components then we say that
& and y are comparable at least in order n—r. Following this the concept of accessibility of
order r, moreover the concepts of a chain of order r and of a domain with the property of
allowing a circuit of order r are introduced.

There are theorems analogous to those proven in part I in connection with the r-order
equilibrium set and stable set. At the end the concepts of the r-order counter-equilibrium
set and of the r-order counter-stable set are introduced. They are glefined by means of the
counter-direction decreasing chains and of the counter-direction cireuit allowing domains.

N connection with the equilibrium- and the counter-equilibrium sets, beside other
theorems, it is proved that under rather general conditions an equilibrium set and any
counter-equilibrium set are either disjoint or, if they have a common element, identical.
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PABHOBECHBIE CHUCTEMBI I1.

Jlannasa pabota sIBJISIeTCs1 OPraHHUeCKHM TPOA0JDKEHHEM CTaTbH «PaBHOBECHBIE CHCTEMBI [).
Mycre 1 <r<nux,y €2 EciMX Uy OTIHUAOTCS APYr OT Apyra 1o KpalHei mepe Ha r co-
CTaBJISIOL{HX, Mbl CKAyKeM, YTOX H ) CONOCTABHMbI MHHHMYM B n—r-HOM nopsijKe. ITocse aroro
BBOJIATCS CJIEYIOL[HE TIOHATHST: JIOCTHXXHMOCTD B 7-HOM TOPSIJIKE, LieNb r-HOr0 HOpsiiKa H 00J1acTh
00X0JUMOCTH 7-HOr0 HOPsiiKa. JIOKa3blBAIOTCS TEOPEMbl, AHAJIOTHYHBIE Y>KE JIOKA3aHHLIM B
MepBoii YaCTH, B CBSI3H C MHO)KECTBOM PABHOBECHsT M CTaOMJIBHOCTH r-HOro nopsiaka. Hawoner,
BBOJIHTCSI TOHSITHE MHOYKECTBA IIPOTHBOPABHOBECHSI H NMPOTHBOCTAOMIJILHOCTH, KOTOPbIE Onpejie-
JISIOTCST € NIOMOLIBI0  yOBIBAIOIIMX T[EIOYEiC MPOTHBOMOJIOKHOI0 HATIPABJICHHSI, & TaloKe ¢ 110-
MOILBIO 00JIACTH JLOCTY ITHOCTH NPOTHBOMOJIOMAHOI0 HANIPABJICHHS1. B CBsI3H ¢ MHO)KECTBAMH PABHO-
BECHSI, a TAKOKE C MHOMKECTBAMH [IPOTHBOPABHOBECHST MEYK/LY IIPOUHM JIOKA3bIBACTCS, YTO NPH J10C~
TATOYHO OOUIMX YCJIOBHSIX MHOYKECTBO PABHOBECHSI sIBJISIETCST JIMOO JIM3bIOHKTHBHBIM 110 OTHOILIE-
HHIO K JII0O0OMY MHOXECTBY NPOTHBOPABHOBECHSI, JINOO, €CJIH OHH HMEIOT 00T 9JIEMEHT, TO 01O
sIPJISIETCS] PABHBIM €My .



