
SZÉP JENŐ-HEGEDŰS MIKLÓS

Egyensúlyi rendszerek II. 

2 .1. A lánc és bejárhatósági tartomány [oqalmánalc általánositása* 
Legyen 1 S::: r S::: n és legyen x, yE J;. Ha az x és y legfeljebb r számú kompo­

nensben különbözik egymástól, akkor azt mondjuk, hogy az x és az y legalább
n-r-ed rendben összehasonlítható. Ha a különböző kompoensek indexei rendre
i1• ·i2, ••• , i, akkor azt a továbbiakban az

(i,' ... '/,)
x-----y

módon jelöljük. (Világos, hogy egy vektor önmagával akármilyen rendben
összehasonlítható, valamint a reláció megfordítható, de nem tranzitív. )

(i1,••· ,i,) 
Ha x.....------------ és y11E<l>11(x) (j = 1, 2, ... , r),

akkor az y-t az x-ből r-ecl rendben elérhetőnek neuezzúlc és az

X 
(i,' ... 'I,) 

szimbólummal jelöljük.
Világos, hogy a reláció nem megfordítható és nem tranzitív, továbbá, ha
L , (i/,···,i,)xE Jes x---y, akkor az yEL következik.
Legyen adott a J; elemeinek egy

y 

véges vagy végtelen sorozata. Az {xn} sorozatot r-ed rend·ű láncnak nevezzük,
ha a sorozat bármelyik tagja az előtte lévőből r-ed rendben elérhető. A sorozat
jelölésére ebben az esetben az

szimbólumot használjuk.
Ha y tagja egy, az x-ből kiinduló f(r) láncnak, akkor azt mondjuk, hogy

az y az x-ből r-ed rendű lánccal elérhető, és ezt a tényt az

r<r) = {xn}

f(r) 
X ----+ y 

módon jelöljük.
Világos, hogy a bevezetett reláció nem megfordítható, de tranzitív, továbbá,

f(r) 

ha xEL és x-.. y, akkor yEL.

* A cikk első részét 1973 évi 4. számunkban közöltük.
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Ezek után rátérünk a monotonitás fogalmának általánosítására. Legyen

x, yE E és x 
{i1 iz, ... , ir) 

y. Ha
r r r r 

~ F;;(x) - ~Ki;(x, y) < ~ F;;(Y) - ~ o.i« y) , 
j=I J=I j=I J=I 

akkor azt mondjuk, hogy y az x-nek (ii, ... , i,)-ben egy javítása. Ha pedig
r r r r 

~ 1\(x) - ~ l(;/x, y) < ~ F;;(y) - ~ C;1(x, y), 
}=I J=I J=I i=t

akkor az y-t az x egy sz·igorú javításának nevezzük (i1, ... ,i,)-ben.

Ezeket a tényeket a továbbiakba.n az
(ii,••· ,ir) 

~G ;S;; y 
és az

módon jelöljük.

Legyen az {x11} a J;' elemeinek egy r-ed rendű lánca. HiL a lánc minden tagja
az előtte levőnek (a megfeleJő indexekben) javítása ill. szigorú javítása, akkor
a láncot monotonnak ill. szigorúan monotonnak nevezzük.

Egy xE I,' pontra -r~>(x) jelölje az x-ből r-ed rendű. monoton lánccal elér­
hető elemek összességét. Hasonlóan -r~2(x) jelölje az x-ből szigorúan monoton
r-ed rendű lánccal elérhető elemek összességét. A -r~>(x)-et az x r-ed rendű
bejárhatóság·i, a -r~>(x)-et az x r-ed rendű sziqorú bejárhatóság·i tartományának
nevezzük.

A -r~>(x) és a -r~.'}(x) bejárhatósági tartományokat v /t 1 ó cl i-aknak nevez­
zük, ha a J; valódi részhalmazui. A korábbiak szerint, ha "J.;EL, akkor

r~)(x), r~\x) e L.

Továbbá minden xEJ;-ra -r~l(x) e -r~(x), valamint lrnyE -r~(x), akkor -r<;j(y) e
e -rr(:i:), hasonlóan ha zE -r~l(x), akkor -r~>(z) e -r~>(x).

(ii, ... ' i,.) 
X < y 

2.2 Az egyensúlypont, -,labilitá8'Í halmaz, er;yensúlyhahnaz [oqalmánalc általá­
nosítása

A korábbiak segitségével mogfogalmazhatjuk :1 játókelrnólotből ismert
(Nash-föle) egyensúlypont fogalmának általánosítását.

Egy x*<r)EL pontot az 8 rendszer r-od rendű egyensúlypontjú.mdc nevezzük,
ha, a szigorú bejá.rha.tóaági tartománya az üres halmaz.

Ez tehát azt jelenti, hogy bármelyik x•<r>CL pont az S rendszer egy r-ed
rendű egyenaúlypontja., ha

r r r r 
;E F;1(.x*(r)) - ;E !{;i(x*<r), y)::::: ~ F\(y) - ~ C;i(x*(r)),
}=I j=I j ~I j=l 

bármilyen i1, ... , i, index r-osro miközben y;1E<1\1(x*<r)), j = 1, ... , r.



SZÉP JENŐ-HEGEDŰS MIKLÓS: EGYENSÚLYI RENDSZEREK II. 179 

Világos, hogy az r = I esetben a játékelméletből ismert egyensúlypontot
kapjuk vissza.

A stabilitási halmaz fogalmát is hasonlóan általánosíthatjuk. Egy H~) hal­
mazt az S rendszer egy r-edrendű stabilitás-i halmazának nevezzük, ha minden
xEH~l-ra

továbbá egy HCf;_l halmazt az S rendszer r-ed rendű szigorú stabilitási halmazá­
nak nevezünk, ha minden xEH(rLre

[.~\x)] = H~l.

Végül általánosítjuk az egyensúlyhalmaz fogalmát is. Egy H}.(r) 'e L halmazt
az S rendszer egy r-ed rendű egyensúlyhalmazának nevezzük, ha minden xE
EH*(r)_re

.~\x) = Ht'l. 
Ha egy H~(r) e L halmaz esetén minden xEH:<rLre

.<r)(x) = H*(r)
< < ' 

akkor a H•(r) halmazt az S rendszer egy szigorú egyensúlyhalmazának nevez­
zük.

A fJ~l, Ii<2, H;}:l, }J~(r) halmazokat valódi-nak nevezzük, ha a J; ill. az L
valódi részhalmazai.

A definíciókból következnek, hogy ha x•<r,) és x•<r2) az S rendszer egyen­
súlypontjai és r1 s;: r2, akkor x*<") az S-nek egyben egy ri-ed rendű egyensúly­
pontja is, és ugyanezt elmondhatjuk a stabilitási, valamint az egyensúlyhalrna­
zokról is.
Érvényes tehát a következő

5. TÉTEL
Ha fl(r,) JI(r,) fJ•(r,) u-s» továbbá u-» in» H*(r, u-s» a rendszer rl:$;1 <• :$; 1 < , :$;' <• :$; I < 

ill. r2 rendű stabilitási ill. egyensúlyhalmazai és r1 < r2 akkor
JJ<',l::) Her,) H<r,l::) s<r,l n=>» H_*<r,l H*<r,l::) H*<r,l

:,; - :,; ' < - < ' -:,; - :,; ' < - < . 

2.3. Az r-ed rendű egyensúlypont és egyensúlyhalmaz ,,egyensúly" tulajdonsága

Megemlítjük, hogy egy r-ed rendű egyensúlypont (mint egyetlen elemből
álló halmaz)-egyben egyensúlyhalmaz is, valamint hasonlóan a korábbiakhoz,
most is igaz, hogy ha az r-ed rendű egyensúly és szigorú egyensúly halmazok
zártak, akkor azok egyben stabilitási ill. szigorú stabilitási halmazok is.
Továbbá minimális tulajdonságúak abban az értelemben, hogy nincs hasonló
tulajdonságú valódi részhalmazuk. Ezen kívül az r-ed rendű stabilitási és
egyensúlyhalmazolrnak megvan az a tulajdonságuk is, hogy a különbözőek
egyben diszjunktak is.

Ezek után megvizsgáljuk az egyensúlypont ,,egyensúly" tulajdonságát.
Ra egy S rendszer már egy

X•(r) _ (x•<r) x•<r) X •(r))
- 1 , 2 , • • • , n
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egyensúlypontba jutott, ez azzal a következménnyel jár, hogy egyetlen olyan
,,kimozdulási kísérlet" sem ,,kifizetődő" a kimozdulni kívánók összességére
nézve, mely kimozdulási kísérletben nem több mint r számú résztvevő szerepel.
Ugyanis minden ilyen, legfeljebb r tagot számláló csoport kimozdulása esetén
a preferenciafüggvényeik összege csak csökkenhet illetve nem nőhet. Vagy más­
képpen fogalmazva, ha :r* egy ilyen egyensúlypont és az S rendszernek leg­
alább n-r tagja már ebbe az állapotba jutott, akkor a kimaradók egészére
nézve célszerű, hogy ők is idejussanak, mert minden más esetben együttesen
csak ,,rosszabbul járhatnak."

Világos, hogy az egyensúlyi helyzetnek megfelelő ,,stabilitás" unnál erősebb,
minél nagyobb az r. Fontos lesz a két ;;zéls6 esetnek megfelelő r = l és r = n,
eset. Az r = l eset a játékelméletből ismert közönséges egyensúlypontnak
felel meg, míg az r = n esetben az egyern,úlypont a preferenoiafüggvények
összegének egy totális maximumát jelenti.

Lényegében ugyanezeket mondhatjuk el az egyensúlylH.dmtLzokról is. Ha
ugyanis az S rendszer egy

11>1<(r) = {J::r•(r) J:J•(r) lJ*(r)}21 , ·2 ' ••• ' ·11 

egyensúlyhalrnazba jutott, akkor egy legfeljebb r tr1goL szrimláló

csoport ,, mozgása" csak fL
S;,, S;,, ... ,Sh (/:: ;::- r)

H-lf(r) /f*(r)
1

1 ' 12 '
'1J*(r),,.

halmazokon belül ,,kifizetődő".

2.4. Az r-ed rendű stabilüási halmaz létezésének ct kérdése

(it,••· ,i,)
Bevezetünk egy def iníoiót. Legyen x ~ y. Ha 11í1 :i:, y párhoz és az

ii, ... , Ír indexekhez léteznek olyan valós változós folytonos t --+ x,i(t) 
(tE(a, f]]; x;1(t)EJ;;1; j = l, 2, ... , r) függvények, hogy

(j = J, 2, ... , r),

és valahányszor a,,-- t1 ,,-- 12 < (], mindannyiszor 

ahol x(t)-vel azt a vektort, jelölj ük, ahol az i 1, ••• , i, komponensek helyén az
x;/t), ... , x;i{l) szerepel, alckor azt mondjuk, hogy az y az x-ből r-ed rendiífoly­
ionos javítással elérhető, ha pedig 

akkor pedig az y-t az x-ből r-ed rendű foiutonos sziqorú javítással elérhetónek
nevezzük.
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Megállapodunk továbbá még abban, hogy a <fJ1, ... , <pn környezetfüggvénye­
ket r-ed rendben egyenletesen összefüggőnek nevezzük, ha valahányszor

(i,, ...• i,)
X ~ y és /2 (X, y) < 0 ,

mindannyiszor

Y;/<fJ;;(x) (j = 1, 2, ... , r).

Ezek után bebizonyítjuk a következő segédtételt:

Lemma
Legyenek a };; halmazok korlátosak és zártak, az F; függvények folytonosak,

a 01, K, fnggvények pedig az x ¥= y helyeken folytonosak, </J; függvények r-ed
rendben egyenletesen összefüggőek. Ha minden xEJ;-ra anmak minden r-ed
rendű jaoüása egyben x-nek r-ed rendű folytonos szigorú ,iavítása is, akkor a
[r~;:l(x)] halmazok minden xEE-ra zártak abban az értelemben, hogy minden
y E [ r~>(x)]-re 1:~>(y) e [ r~>(x)].

Bizonyítás

Legyen y E [ r~>(x)]. Meg kell mutatnunk, hogy

r{.'.;>(y) e [1:{.'.;>(x)].

Ra yE 1:~>(x), akkor nyílván

r{.'.;>(y) e r~>(x) e [r~2],

ezért elegendő a bizonyítást arra az esetre elvégezni, amikor y határpontja
r~>(x)-nek, és y $ -r\~>(x),

A bizonyítást indirekt módon végezzük. Tegyük fel, hogy

r<.:;>(y) q:: [r~>(x)],

azaz van olyan y*E 1:il(y), hogy y* ~ [1:~2(x)].
. A feltevés szerint az y* az y-ból r-ed rendű szigorúan monoton lánccal

elérhető. Legyen y* mindjárt a lánc első olyan eleme, amelyik nem tartozik
[-r~)(x)]-hez, és legyen tovébbá

(i?>, ... ,i(kl)

< Yk 

ahol y11 az :t'-ot n láncban közvetlenül megelőző pont.
Mivel y* ~ [ r~>(x)], ezért szükségképpen

y1 ~ -r(x), (i = 1, 2, ... , k). 

Másrészt, mivel a feltevésünk szerinty* a lánc első olyan eleme, amelyik nem
ta,rtozik a, 1it>(:i·)J-be, így az Y; pontok ugyancsak határpontok.

Legyen egyszerűség kedvéért u = y,,. Kaptuk tehát, hogy a 1:~> (x)-nek van
olyan u határpontja, ahonnan egy y*r-ed rendű javításra lépve, már kikerülünk
[r~>(x) [-böl.

Legyen
(i,' ... ,i,)

1.l < y*.
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A feltételekből megmutatjuk, hogy r~l(x)-nek egyben olyan határpontja is
létezik, amiből tetszőlegesen közeli olyan r-ed rendű javítás is elérhető, amelyik
már szintén nem tartozik a [ r~l(x) ]-hez.

A feltevésünk szerint y* egyben folytonos szigorú javítása is u-nak, azaz
léteznek olyan

t -► Y;;(t), (tE [cc, /J]; y,p)E J;,i; j = 1, 2, ... , r). 

folytonos függvények, hogy

(j = 1, 2, ... , r), 

és valahányszor cc~ t1 < t2 ~ /J, mindannyiszor

A definíció szerint

Legyen

y(cc) = uE [ r~)(x)]

y(/J) = y* ~ [ r~l(x)].

t* = sup{t : u: [cc, /J]& y(t) E [ r~l(x)J},

Mivel a ( r~l(x)] halmaz zárt és az y(t) a t-nek folytonos függvénye, ezért szük­
ségképpen y(t*) E [ r~l(x)]. Másrészt y(t*) ugyancsak határpontja a r~>(x)­
nek. Az y(t*) definíciójából következik, hogy minden poz. ő*-hoz van olyan
poz. ö, hogy valahányszor t > t* és t - t* < ö, mindannyiszor

e(y(t) , y(t*)) o* 

Ezzel megmutattuk, hogy a r<..::>(x)-nek valóban létezik olyan határpontja,
amely nem tartozik a r~>(x)-hez, és amelyből tetszőlegesen közeli r-ed rendű
javításra kilépve már kikerülünk a [ r~>(x)]-b61. Legyen ezek után 1.i = y(t*).

A feltevésünk szerint a <P;(i = 1, 2, ... , n) környezetfüggvónyek r-cd rend­
ben egyenletesen összefüggőek, azaz létezik olyan poz. ó, hogy valahányszor

(í,, .. ,,ir) 
X _____,, y és (!(X, y) < 0, 

rníndan nyiszor
V;1E(fJ,i(x) (j = 1, 2, ... , r). 

A korábbiak szerint van a r~>(x)-nek olyan u határpontja, amelyhez van
olyan z, hogy

(I,. ... ,i,) 
u-----z

ö 
és z H r~>(x) ], valamint e(u, z) < - .

2 
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Mivel az u határpontja a r~l(x)-nek, ezért van a r~l(x)-elemeinek egy olyan
1/m) sorozata, amelyik az u-hoz konvergál. Az egyszerűség kedvéért legyen
ij =} (} = 1, 2, ... , r) és vezessük be az alábbi jelöléseket:

u<m) = (u<;_n>, u<qi>, ... , u<~1>, u~".i=t ... , u~m))

z(m) = (z1, z2, ... , Zn u~~t ... , ii<:;,>)
A definícióból következik, hogy

lim z(m) = z. 

Minden elég nagy m-re elvégezhető az alábbi becslés:

o o e(u<m), z(m)) < e(u<m), u) + e(u, z) < - + - = o. 
2 2

Másrészt mivel minden m-re
(i,, ... ,i,)

u<m) _,,. z(m) (1n = l, 2, ... ) 

így, kihasználva, hogy a <P,-k r-ed rendben egyenletesen összefüggőek, kapjuk,
hogy

ziE<Pi(u(m)) (i = 1, 2, ... , r)
azaz minden ·m-re

( ) (i,, ... 'i,) ( )ui"' ------+ z m (rn = 1,2, ... ) . 

Ezek után azt is meg fogjuk mutatni, hogy minden elég nagy m-re

A korábbiak szerint

(it,·•· ,ir) u<m) < z(m). 

(i, ,,.,/,)
u < z,

aza,z

Ler,yen.:,

r r r r 
;E 11\,('u) - ;E K;1(u, z) < ;E Fi1(z) -- ;E 01/u, z). 
i=: l=í j=l j=l 

[i 1\(z) - i Ci/u, z) ]-[i Fi1(u) - ;i K,,(u, z)] = 01 > 0.
/=I J=l =I J=I 

A feltevés szerint az Fi, 01, K1 (i = 1, 2, ... , n) függvények folytonosak (x # 
"P y), így minden elegendően nagy m-re

I 
, , I a ,:E F,1(z<111>) - ,:E l\(z) < _!._

l=! J=l 5 

4 Szigma
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minden j = I, 2, ... , r-re. 
Ezek után minden elég nagy m-re elvégezhető a következő becslés:

=j Fi1(z(m)) -j Ci;(u<111>, z(m)) -[£ F;1(z) -t C;;(u, z)] + 

+ [j; F;;(z)-jc;,(u,z) ]-[t 1\(u)-j l{;,(u,z)] + 

+ [i F;1(u) -i K;1(u, z)]-fi F;1(u<m)) -i K;1(it<m), z(m))] =
j~I i=) i=t j=I 

= [i F;1(z<111>) - i 11;,(z) ]-[i C;1(u<111>, z(m)) -i C;1(u, z)] + 
J=r 1~1 -l=I 1-1 

+ {[.i 1\(z)-_ic;1(ii, z)]-[i Ji';,(u)- ;í K;1(u, z)]} + 
}=1 j-01 j-1 }=I 

+ [i F;1(u)- i· F;1(u<m))-l-[i 1{;1(n, z) - i K;1(u(111
), z(m))] >

i=! j- I J-1 j=I 

Ezzel bebizonyítottuk, hogy minden elég nagy m-ro

(i,, ... ,i,) 
u<m) < z(m) 

ez pedig azt jelenti, hogy minden elég nagy m-re

2<111> E -r(~)(u<m>) e -r(r)(:r) e [-r~>( :i:) J . 

Mivel a [ -r~>(x)J zárt halmaz, ezért

Jim z(m) = z E í-r~>(:i:)J,
,n-► oo 

ami' ellentmondás. Ellentmondásra jutván a, Lemmát bizonyítottuk.
A Lemma segítségével az r-ed rendű Hzigorú stabilitási halmazokra egy egzisz­

tenciatételt bizonyítunk be.
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6. TÉT EL

Legyen E; rnegszámlálható bázisú tér részhalmaza és a E1 halmazok korlátosak
és zártak, az F;(x), 01(x, y), K;(x, y)függvényekfolytonosak (x # y), a 'Pifügg­
vények r-ed rendben egyenletesen összefüggőek. Ha minden xEI-ra annak bármely
r-ed rendű javítása egyben x-nek r-ed rendű folytonos szigorú javítása, akkor
létezik minden [r<,;?(x)]-ben az S rendszernek r-ed rendű szigorú stabil-itási hal­
maza.

Bizonyítás

Megmutatjuk, hogy minden x E E-ra nézve a [ r~)(x)] részhalmazai között
szükségképpen van r-ed rendű szigorú stabilitási halmaz.

Legyen xE.E. A Lemma szerint [r~l(x)] zárt az r-ed rendű szigorú javításra
nézve. Ha maga a [ r\2(x)] nem szigorú stabilitási halmaz, akkor van olyan
x1 E [ r<.;?(x) ], hogy

Ra [ r~>(x1)] nem szigorú stabilitási halmaz, akkor van olyan x2E [ r~)(x1)], hogy

[r~)(x2)] e [r~l(x1)] e [-r~>(:1:)] és [-r~l(xJ] # [-r~)(x1)].

Ha véges lépésben ilyen módon nem jutunk el egy szigorú stabilitási halmaz­
hoz, akkor egy szigorúan fogyó

[-r\;?(x)] ::::> [-r~)(x1)] ::::> [-r~)(:1·2) ::::> · · • 

sorozathoz jutunk.
Amennyiben ezek közös része (Kántor-tétele!) nem szigorú stabilitási hal­

maz, akkor erre újra megismételjük az eljárásunkat. Az így kapott láncra alkal­
mazva a Baire-Hausdorf-féle tételt kapjuk, hogy egy a indextől kezdve

[-r~)(xa)J = [-r~>(xa+l)] = ... ,
ami ellentmondás.

Ellentmondásra jutván a, tételt igazoltuk.

2.5 Az r-ed rendű er;yensúlyhalmazok létezésének a kérdése

Mivel az 1. fejezetben ismertetett összefüggések az egyensúly és a stabilitási
halmazok között érvényben maradnak, így a 6. TÉTEL-ből már következik
a szigorú egyensúlyhalmazok létezésére az alábbi

7. TÉ1'EL

Legyenek a E; halmazok korlátosak és zártak az F; függvény folytonos, a C, és
K; függvények az x = y helyek kivételével folytonosak, valamint legyenek a 'P;
környezetfüggvények r-ed rendben egyenletesen összefügg6ek. Ha a K1 függvények
a E halmazon e(x) > O(xEE) pontosságúak és minden xE,E-ra annak minden
r-ed rendű szigorú javítása egyben r-ed rendit folytonos sz,igorú javítása is, akkor
létezik az S -rendezernek r-ed rendű szigorú egyensúlyhalrnaza.

4*
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2.6 Az eltenstabilitási és ellenegyensúlyhalmazok értelmezése

Az I. részben és a II. 2.1-ben bevezetett 1. rendű ill. z-edrendű -r~l(x),
-r~l(x) bejárhatósági tartományok mintájára megfogalmazhatók a -r~l(x)
ill. -r~>(x) ellenirányú bejárhatósági tartományok, amelyek a ,,csökkenő''

illetve

láncokból állnak elő.

Ennek alapján értelmezzük az ellenegyensúlypont, ellenstabilitási ill. ellen­
egyensúlyhalmaz fogalmakat.

Az y*<'>EL pontot az S rendszer eltenegyensúlypontjának nevezzük, ha szi­
gorú ellenirányú bejárhatósági tartománya az üres halmaz.

Ez tehát azt jelenti, hogy minden y*<'>E]~ pont az S rendszer egy r-edrendű
ellenegyensúlypontja, ha fennáll

(i1, .•• ,ir) 

X > y

r r,:E Jí';,(y*(r))- ,:E I(;i(y*(r), x) 
j=I J=I 

r r 
" Jí" ( ) ~ e ( *(r) )_,;;;. . ;1 X - _,;;;. ;1 y , X 

i=: j=l

bármilyen i1, ... , i, index r-csrc, miközben x;1 E<l'J;,(y*<r>), j = l, ... , r. 
Az ellenstabilitási és ellenegyensúlyhalmne fogalmát is hasonlóan értelmez­

zük:
Egy H~l ha.lmazt az S rendszer egy r-edrondű ellenstabilüási halmazának

nevezzük, ha ininclen xEH~-re •

[i:~\x)J = JI~) 

továbbá egy H1,;/ halmazt az S rendszer r-edrendű sz·igorú ellenstabilitási halma­
zának nevezünk, ha minden xEJ-1<,;)_-re

Li:~\x)J = H~>.

Végül egy H"';}_'l e L halmazt az S rendszer egy r-edrendű ellenegyensúly­
halmazának nevezünk, ha minden xEH;?>-re

(r)( ) _ 1,1*(r)
•~ X - :I~ .

Ha egy B~(r) oo L halmaz esetén minden xEfl~(r)_re

i:~\x) = 11:<r)

teljesül, akkor a H!/l halmaz az S rendszer szigorú ellenegyensúlyhalmaza.
A H~>, H~>, H;}_'), H~(r) halmazokat valódi-aknak nevezzük, ha a .E ill.

az L valódi részhalmazai.
A 2.4-ben bevezetett ,,r-ed rendű folytonos javítás" mintájára értelmezhető

az ,,r-ed rendű folytonos csökkentés" fogalma is.
Teljesen analóg módon, mint ahogy a 6. és 7. tétel esetében történt, igazol­

hatók a következő tételek:
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8. TÉTEL

Legyen .E megszámlálható bázisú tér részhalmaza és a .E; halmazok korlátosak és
zártak, az F;(x), C;(X, y), Ki(x, y) függvények folytonosak (x # y), a <l\ függvé­
nyek r-ed rendben egyenletesen összefüggőek. Ha minden xE.E-ra annak bármely
r-ed rendű csökkentése egyben x-nek r-ed rendű folytonos szigorú csökkentése,
akkor létezi/e az S rendszernek r-ed rendű szigorú ellenstabilitási halmaza, minden.
ellenirányú bejárhatósági tartományban. ·

9. 1'ÉTEL
Legyen .E megszámlálható bázisú tér részhalmaza és a :E; halmazok korlátosak

és zártak, az F;(x), C;(x, y), K;(x, y) függvények folytonosak (x c;x:, y), valamint
legyenek a </J; környezetfüggvényelc r-ed rendben egyenletesen összefüggőek.

Ha a K; függvények a .E halmazon .s(x) > O(x E .E) pontosságúak és minden
x E E-ra cinnak minden. r-edrendű szigorú csökkentése egyben r-edrendűfolytonos
szigorú csökkentése is, akkor létezik: az S rendszernek r-edrendű szigorú ellen­
egyensúlyhalrnaza minden. ellenirányú bejárhatósági tartományban.

2.G Kritériuma}: a stabilitási halmaz és egyensúlyha,lma.z valódiságára

Amint tudjuk a H~), H~) stabilitási halmazok valódiak, ha E-nak valódi
részei, továbbá H;J,'>. H~}r) egyensúlyhalmazok valódiak, ha L-nek (nem üres)
valódi részei.

Világos, hogy mind a stabilitási halmazok, mind az egyensúlyhalmazok
diszjunkt halmazok. Ennek közvetlen következménye, hogy ha a S rendszer­
nek van valódi stabilitási ill. egyensúlyhalmaza, akkor minden stabilitási ill.
egyensúlyhalmaza valódi. Speciálisan, h,1 S-nek van egyensúlypontja és L nem
egyetlen pontból áll, akkor S-nek minden szigorú stabilitási és egyensúlyhal­
maza valódi.

10. TÉTEL
Ha az r-ed rendben. való elérhetőség relációja megfordítható és minden. x-re a

r~l(x) és r(r)(x) tartományok tartalmaznak egyensúly ill. ellenegyensúly halmazt,
alckor ha az S-nek lélezilc valódi egyensúly ha1maza, úgy valodi ellenegyensúly­
hairnaza 'ÍS Létezik és megfordítva, ha S-nek létezi/e ellenegyensűlyhalmaza, úgy
valódi egyensúlyhalmaza is létezik.

B,izonyttás

Legyen H;J'l az S egy valódi egyensúlyhalmaza, és legyen x E L és x 4 H:d'l.
Tekintsük a, r;(x) tartományt. Megmutatjuk, hogy

r~\x) r H~<rl = a.
Ha ugyanis yE r*(x) n H•<r), akkor van az x-től az y-ba vezető r-ed rendű

csökkenf5 lánc .. Az r-ed rendben való elérhetőség relációjának a megfordítható­
sága miatt uayanez a lánc az y-tól az x-be nemcsökkenve vezet. Így az egyen­
sµlyhalmaz definiciója miatt xEH~}r) ami ellentmondás. A feltevés miatt a
r<.:;>(x) tartalmaz egy fi••y> ellenegyensúlyhalmazt, ami szükségképpen valódi.

A fordított állítás hasonlóan bizonyítható.
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11. TÉTEL
Ha az r-ed rendben való elérhetőség relációja meqforduhcuó és minden x-re a

i:<;)(x) és i:~>(x) tartományok tartalmaznak szigorú egyensúly ill. ellenegyensúly
halmazokat, akkor ha S-nek létezik valódi szigorú egyensúlyhalmaza, úgy valódi
szigorú ellenegyensúlyhalmaza is létezik és megfordítva, ha az S-nelc létezik valódi
szigorú ellenegyensúlyhalmaza, úgy valódi szigorú egyensúlyhalmaza is létezik

Bizonyítás
A bizonyítást a korábbi tétel bizonyításához hasonlóan végezhetjük el. Ha 

ugyanis H!_(r) valódi és x~H~(r), úgy két eset lehetséges. Vagy i:~>(x) = 0,
akkor x ellenegyensúlypont, így egyben eUenegyensúlyhalmaz is, vagy i;~)(x) # 
# 0. Ekkor a feltevés szerint i:~>(x) tartalmaz szigorú ellenegyensúlyhalmazt.
Erről ugyanúgy, mint a 6. TÉTEL bizonyításánál kimutathatjuk, hogy valódi.

12. TÉT EL 
Ha az r-ed rendben elérhetőség relációja megfordítható és a 11";:_<'>, JI'!}_'> és

H~(r), H;.<r) halmazpárok különbözőek, akkor diezjumktok,

Bizonyítás

Legyen a H-;J,'> és a JJ~(r) az S rendszer tetszőleges egyensúly ill. ellenegyen­
súly halmaza.

Megmutatjuk, hogy ha

akkor 
fl~(r) = fl~(r) .

Legyen x E JJ~(r) n llt/>és legyen ya H~<r> egy tetszőleges eleme. Mivel -r~>(y)
= s;t>, így van egy, az y-tól az z-be vezető növekvő r-ed rendű lánc. Mivel
x E H~'l és -r~>(x) = H~'l, így ugyanezen lánc miatt y E H;;;.(r), azaz H~(r) e H;;?<
A H~t>::) H~(r) tartalmazás hasonlóan bizonaítható. A bizonyítás ugyanígy
elvégezhető a 11'!}'>, H~Y> halmazpárra is. Ezzel a tételt bebizonyítottuk.

13. TÉT EL
A mennyiben az r-ed rendben elérhetőség relációja megfordítható és a Jl";:_(r),

H~'l halmazpár valamelyike nyilt abban az értelemben, hogy van legalább egy
kivezető r-ed rendű lánc úgy a H•(r) - H•(r) eset csak a H•(r) - H •<r) - L'' :,;-~ =,;-~- 
esetben állhat fenn. Ugyanez érvényes a H*,J, H*,: halmazpárra is.

Bizonyítás

Legyen H';J_') = IJ~r> és tegyük fel, hogy van legalább egy, a H~'Lből
kivezető r-ed rendű lánc. Ha x a lánc utolsó eleme, amely még a ll~f'>-ben van
és y az x-et a láncban közvetlenül követő elem, úgy szükségképpen

(Ii, ... , I,) 
X > y
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De xEH~?l, így yEH'!J,rl, viszont a Hf,tl = H~r) miatt yEH~r) követ­
kezik, ami ellentmondás.
A tétel a H";t>, H~}'> halmazpárra hasonlóan bizonyítható.
Az ellenegyensúlyhalmaz közgazdasági interpretációjára most nem kívá­

nunk kitérni. Mindenesetre úgy tűnik, hogy meglehetősen általános feltételek
mellett az egyensúlyhalmaz létezéséből szükségképpen következik ellenegyen­
súlyhalmaz létezése és viszont. E két halmazcsoport disjunkt, amelyek valami­
féle ,,pólus-antipólus" tulajdonsággal rendelkeznek.

Ismételten hangsúlyozzuk, hogy eddig nem beszéltünk a rendszer ill. a rend­
szer szerveinek céljáról csupán az általunk vázolt mozgások következményeit
vizsgáltuk.

(Beérkezelt: 1974. március 19.)
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EQUILIBRIUM SYSTEMS II.

Thie paper is an organic continuation of the ,,Equilibrium Systems I.". Let l ~ r ~ n
and x, y E I. If x and y differ from each other at most in r components then we say that
x and y are comparable at least in order n-r. Following this the concept of accessibility of
order r, moreover the concepts of a chain of order rand of a domain with the property of
allowing a circuit of order r are introduced.

The1·e are theorems analogous to those proven in part I in connection with the r-order
equilibrium set and stable set. At the end the concepts of the r-order counter-equilibrium
set and of the r-order counter-stable set are introduced. They are defined by means of the
counter-direction decreasing chains and of the counter-directi?r:1 c~rcuit allowing.domains.
In connection with the equilibrium- and the count~~•eqmhbrmn:i. sets, beside other
theorems, it is proved that under rather general cond1t10ns an equilibrium set and any
counter-equilibrium set are either disjoint or, if they have a common element, identical.
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PABHOBECHb!E Cl1CTEMb! II. 

.[\aHHa51 paöora 51Bn51eTC51 opnrnw1eCKl1M npO,L\Ofül(eHHCM CTaTbl1 «PaBHOBeCHble Cl1CTeMbl I>). 
Ilyen, 1 ::;:: r ::;:; n 11 x, y E .E. Ecn11 x 1-1 y ornw1a10TC51 npyr OT apyra no Kpai1Hei1 Mepe Ha r co­ 
CTaBn51!01.J.1HX, Mbl CJ<a)KeM, 4TO X 11 y conocraaaxu Ml1HHMYM B n-r-HOM nopnnxe, Hoene 3TOr0 
BBO)l51TC51 cnenyioume nOH51TH51: AOCTH)J(HMOCTb B (-HOM nOp51AKC, [.\COb r-HOI'O HOP51AKa H oönacrs 
o6XOAHMOCTH r-HOI'O HOP51AJ(a • .[\oKa3blBaIOTC51 TCOpCMbl, auanora-ruue yxce AOl{a3aHHbIM B 
nepsoü tJacn-1, B CB51311 C MHO)I(CCTBOM paBHOBCCl151 11 CTa611nbHOCTI1 r-HOfO nOp51AKa. HaKOHCU, 
IJBO,[\HTC}1 nOH51THe MHO)l(CCTBa npcrnaopaauoaecna 11 npOTI1BOCTa611J1bHOCTl1, l(OTOpb!C onpene­ 
Jl5110TC51 C nOMOU;blO yűuaaiouiux uenoue« npOTHBOOOJIO}l(HOl'O HanpaBnCHl151, a Ta!Ol(C C no­ 
MOI.J.jblO oünacrn AOCTym10CTI·! npOTHBOnOnO)!<HOro 1-1anpaBJ1CHH5l. 8 CB513H C MHO)l(CCTBaMH paBHO· 
BCCl151, a raioxe C MHO)J(CCTBaMH nponmopa1JHOBCCH51 MC)KAY np04HM A01(a3b!BaeTC51, '-!TO npn AOC· 
TaT04HO oGu;HX ycnOBH51X MHO)!{CCTBO paBHOBCCI151 5]BJl5]eTC51 m160 l.\H3bJOHl(THBlfülM no OTI-IOUJC• 
HH!O I( n1060My MHO)!(CCTBY nporanopaeuoaecan, n1160, ecnu OHH MMCIOT 06UIHl13JlCMCHT, TO OHO 
51pn51eTC51 paBHbIM CMy. 


