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VISSZAV¶AS¶ARL¶ASI KOCK¶AZAT ¶ERT¶EKEL¶ESE
KORREL¶ALT BIZTOS¶IT¶ASI KOCK¶AZATOKN¶AL1

SZINI R¶OBERT
Magyar Nemzeti Bank

A Szolvencia II szab¶alyoz¶as v¶arhat¶o bevezet¶es¶enek hat¶as¶ara az ut¶obbi ¶evek-
ben megnÄovekedett a kÄulÄonbÄoz}o kock¶azatok min¶el pontosabb modellez¶es¶enek
ig¶enye a biztos¶³t¶ok r¶esz¶er}ol. CikkÄunk c¶elja a biztos¶³t¶ok visszav¶as¶arl¶asi opci¶oval
¶erintett terÄulet¶en felmerÄul}o visszav¶as¶arl¶asi kock¶azat modellez¶esi lehet}os¶egei-
nek, valamint a szakirodalombanm¶ar egy ismert modell lehets¶eges fejleszt¶es¶e-
nek, tov¶abbgondol¶as¶anak bemutat¶asa. Ehhez el}oszÄor is rÄoviden bemutatjuk
Loisel-Milhaud [2012] eddigi eredm¶enyeit, kieg¶esz¶³tve azt a szerz}op¶aros vizs-
g¶alat¶anak f¶okusz¶aba nem kerÄul}o, saj¶at sz¶am¶³t¶asokon alapul¶o param¶eterbecsl¶es
eredm¶enyeivel. A k¶es}obbiekben megmutatjuk, hogyan lehet Grosen-J¿rgensen
[1999] modellj¶et egy elt¶er}o, vegyes biztos¶³t¶asi keretrendszerben kezelni ¶es ¶³gy
a visszav¶as¶arl¶ast, mint egy biztos¶³t¶asi term¶ekhez kapcsol¶od¶o opci¶ot be¶arazni.
Ezt kÄovet}oen pedig bemutat¶asra kerÄul, hogyan lehet a m¶odos¶³tott keret-
rendszerben t¶argyalt Grosen-J¿rgensen [1999] modellbe Loisel-Milhaud [2012]
eredm¶enyeit be¶ep¶³teni a stressz id}oszak sor¶an felmerÄul}o visszav¶as¶arl¶asi dÄon-
t¶esek kÄozÄotti korrel¶aci¶oval kapcsolatban. A cikkben azt ¶all¶³tjuk, hogy az
¶³gy tov¶abbfejlesztett, kombin¶alt modellel a visszav¶as¶arl¶assal, mint az Äugyf¶el
¶altal leh¶³vhat¶o opci¶oval rendelkez}o term¶ek aktu¶ariusilag korrekt ¶ar¶anak (ac-
tuarially fair price) meghat¶aroz¶as¶ara egy pontosabb, az ¶arat mozgat¶o kÄuls}o
t¶enyez}ok sz¶elesebb kÄor¶et megragad¶o eszkÄozhÄoz jutunk.
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Szolvencia II
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Bevezet¶es

A biztos¶³t¶asi szektort a t}okepiacok eredm¶enye ¶es m}ukÄod¶ese egyre ink¶abb be-
foly¶asolja napjainkban, amelyet nagyr¶eszt a banki ¶es biztos¶³t¶asi tev¶ekenys¶e-
gek, term¶ekek egyre szorosabb Äosszefon¶od¶asa induk¶al. A biztos¶³t¶asi ¶agazat
ennek hat¶as¶ara egyre ink¶abb magasabb kock¶azati szintekkel szembesÄul, ame-
lynek kezel¶es¶et ¶es m¶er¶es¶et a biztos¶³t¶ok szavatol¶ot}ok¶ej¶ere vonatkoz¶o jelenlegi
szab¶alyoz¶as (Szolvencia I) egyre kev¶esb¶e tudja lefedni. Ennek hat¶as¶ara az
Eur¶opai Uni¶o elind¶³totta a Szolvencia II projektet, amelynek c¶elja, hogy a

1Ez¶uton szeretn¶em megkÄoszÄonni Dr. SzÄule Borb¶al¶anak ¶es Inzelt GyÄorgynek, hogy
idejÄuket nem k¶³m¶elve szakmai ¶es formai tan¶acsaikkal seg¶³tettek a cikk elk¶esz¶³t¶es¶eben.
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biztos¶³t¶ok minimum t}okekÄovetelm¶eny¶enek szintje jobban tÄukrÄozze az ¶altaluk
v¶allalt kock¶azatokat.

A Szolvencia II keretrendszer m¶ar lehet}os¶eget ny¶ujt olyan kock¶azatt¶³pusok
jobb megragad¶as¶ara, sz¶amszer}us¶³t¶es¶ere is, amelyek nem kerÄultek lefed¶esre a
Szolvencia I ¶altal. A visszav¶as¶arl¶asi kock¶azat (surrender risk), azaz jelen
cikk t¶em¶aja pontosan ezen, az eredeti szab¶alyrendszer ¶altal m¶eg nem lefedett
kock¶azatt¶³pusok kÄoz¶e tartozik. A szakirodalomban a visszav¶as¶arl¶assal, mint
egy Äugyf¶el ¶altal leh¶³vhat¶o opci¶oval, valamint annak ¶araz¶as¶aval kapcsolatosan
sz¶amos cikk szÄuletett m¶ar, amelyek az ¶ar meghat¶aroz¶as¶ara kÄulÄonf¶ele m¶odsze-
reket javasolnak. Tak Kuen Siu [2005] p¶eld¶aul m¶asodrend}u, szakaszonk¶ent
line¶aris, kÄozÄons¶eges di®erenci¶alegyenletek seg¶³ts¶eg¶evel jut el az aktu¶ariusilag
korrekt ¶arhoz, m¶³g Bacinello [2003] CRR2 modell, valamint egy rekurz¶³v al-
goritmus alkalmaz¶as¶aval kapja a korrekt ¶arat. A szakirodalom azonban m¶eg
nem foglalkozott az aktu¶ariusilag korrekt ¶arat meghat¶arozni k¶epes modellek
kapcs¶an az ÄosszefÄugg}o (korrel¶alt) biztos¶³t¶asi kock¶azatokkal, valamint annak
modellbe tÄort¶en}o be¶ep¶³thet}os¶eg¶evel. A cikkÄunkben kÄozÄolt ¶uj eredm¶enyek
egyike viszont pontosan ezzel a t¶emakÄorrel kapcsolatos.

CikkÄunk els}o szakasz¶aban bemutatjuk a szakirodalom m¶eg viszonylag ¶uj-
nak tekinthet}o eredm¶enyeit a stressz id}oszak sor¶an felmerÄul}o visszav¶as¶arl¶asi
dÄont¶esek kÄozÄotti korrel¶aci¶oj¶aval kapcsolatban (Loisel-Milhaud [2012] nyom¶an),
majd a m¶asodik szakaszban egy m¶odos¶³tott keretrendszerben (vegyes biz-
tos¶³t¶as) t¶argyaljuk a visszav¶as¶arl¶asi opci¶oval ell¶atott term¶ekek aktu¶ariusilag
korrekt ¶ar¶anak meghat¶aroz¶as¶ara k¶epes Grosen-J¿rgensen [1999] modellt. A
harmadik szakaszban pedig bemutatjuk, hogyan is vehet}oek ¯gyelembe Loisel-
Milhaud [2012] eredm¶enyei a m¶odos¶³tott keretrendszer}u Grosen-J¿rgensen
[1999] modellben, amellyel kapcsolatosan kontrollsz¶am¶³t¶asokat is v¶egzÄunk.

1 A visszav¶as¶arl¶asi kock¶azat sztochasztikus
modellje

Az Äosszefoglal¶oban eml¶³tett kombin¶alt modell bemutat¶asa el}ott, mely jelen
cikk f}o t¶argy¶at k¶epezi, rÄoviden Äosszefoglaljuk Loisel-Milhaud [2012] modellj¶e-
nek eredm¶eny¶et, valamint annak a kombin¶alt modell matematikai h¶atter¶enek
meg¶ert¶es¶ehez felt¶etlenÄul szÄuks¶eges alapjait. A r¶eszletes l¶ep¶eseket ¶es alkal-
mazott ÄosszefÄugg¶eseket az ¶erdekl}od}o olvas¶o megtal¶alja Loisel-Milhaud [2012]
cikk¶eben.

Legyen adott egy tetsz}oleges biztos¶³t¶asi term¶ek, amelyet az Äugyf¶el a tel-
jes tartam alatt visszav¶as¶arolhat. JelÄolje a tov¶abbiakban ¢r a piacon, egy¶eb
befektet¶essel el¶erhet}o hozamnak, valamint az adott biztos¶³t¶asi term¶ekhez tar-
toz¶o szerz}od¶esben rÄogz¶³tett hozamnak a kÄulÄonbs¶eg¶et. Legyen Ki egy olyan
indik¶ator val¶osz¶³n}us¶egi v¶altoz¶o, amely 1 ¶ert¶eket vesz fel, ha az i-edik kÄot-
v¶enytulajdonos visszav¶as¶arol, 0-t pedig, ha nem v¶as¶arol vissza. Hasonl¶oan,
jelÄolje Mi azt az indik¶ator val¶osz¶³n}us¶egi v¶altoz¶ot, amely 1 ¶ert¶eket vesz fel,

2Cox, Ross, Rubinstein
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ha az i-edik kÄotv¶enytulajdonos piackÄovet}o magatart¶as¶u, 0-t pedig, ha nem,
tov¶abb¶a legyen az Mi val¶osz¶³n}us¶egi v¶altoz¶o param¶etere p0. Legyen tov¶abb¶a
K0 az az indik¶ator val¶osz¶³n}us¶egi v¶altoz¶o, amely a visszav¶as¶arl¶assal kapcso-
latos piaci v¶arakoz¶asokat tÄukrÄozi (1 ¶ert¶eket vesz fel, ha a piaci viszonyok a
visszav¶as¶arl¶ast dikt¶alj¶ak), valamint jelÄolje K?i az i-edik kÄotv¶enytulajdonos
minden, a piaci v¶arakoz¶asokon k¶³vÄuli inform¶aci¶oforr¶asa seg¶³ts¶eg¶evel megho-
zott dÄont¶es¶et a visszav¶as¶arl¶assal kapcsolatban (1 ¶ert¶eket vesz fel, ha vissza-
v¶as¶arl¶ast dikt¶al minden egy¶eb inform¶aci¶o). A kÄovetkez}okben tegyÄuk fel,
hogy K0 ¶es K?i (i = 1; . . .) fÄuggetlenek, ¶es legyenek azonos eloszl¶as¶uak p
param¶eterrel, tov¶abb¶a legyen fÄuggetlen Mi (i = 1; . . .) K0-t¶ol ¶es K?i -t}ol
(i = 1; . . .). Ezen felt¶etelez¶esek felhaszn¶al¶as¶at, valamint szÄuks¶egess¶eg¶et a
modell levezet¶ese sor¶an, a megfelel}o helyen kÄulÄon ismertetjÄuk. A visszav¶a-
s¶arl¶assal kapcsolatos dÄont¶est jelz}o Ki indik¶ator v¶altoz¶ot az eddigiek alapj¶an
a kÄovetkez}ok¶epp ¶³rhatjuk fel egy adott kÄotv¶enytulajdonosra:

Ki =MiK0 + (1¡Mi)K
?
i : (1)

Az (1)-ben szerepl}o Ki v¶altoz¶or¶ol, azaz az egy¶eni visszav¶as¶arl¶asi dÄont¶esek
v¶altoz¶oj¶ar¶ol feltehet}o, hogy annak a val¶osz¶³n}us¶ege, hogy ¶ert¶eke 1, az ¢r
nÄovekv}o fÄuggv¶enye.
A kÄovetkez}okben bemutatjuk, hogy portf¶oli¶o szinten hogyan tudjuk a

fentieket alkalmazni, tov¶abb¶a a fenti param¶eterek felhaszn¶al¶as¶aval milyen
eloszl¶ashoz jutunk a kÄotv¶enytulajdonosok visszav¶as¶arl¶as¶at illet}oen (Loisel-
Milhaud [2012] alapj¶an). VegyÄunk egy n ¸ 2 kÄotv¶enytulajdonosokb¶ol ¶all¶o
portf¶oli¶ot. JelÄolje a visszav¶as¶arl¶as mellett dÄont}o szerz}od}ok sz¶am¶at Z, azaz
Z =

Pn
i=1Ki. Tov¶abb¶a jelÄolje a piackÄovet}o magatart¶as¶u szerz}od}ok sz¶am¶at

Y , ¶³gy Y =
Pn

i=1Mi. Most tegyÄuk fel, hogy a piaci v¶arakoz¶asok a visszav¶a-
s¶arl¶ast k¶epviselik, azaz K0 = 1. Ekkor Z egyenl}o k 2 [0; n] eg¶esszel, tov¶abb¶a
az Y · k felt¶etelnek is teljesÄulnie kell, hisz a piackÄovet}o magatart¶as¶uakon
k¶³vÄul m¶as is dÄonthet visszav¶as¶arl¶as mellett. Ehhez hasonl¶oan, ha K0 = 0,
akkor Y · (n¡ k) fog teljesÄulni, hisz ekkor (n¡ k) kÄotv¶enytulajdonos nem
fog visszav¶as¶arolni, akik kÄozÄul nem biztos, hogy mindenki piackÄovet}o maga-
tart¶as¶u. Ezek ¶es a teljes val¶osz¶³n}us¶eg t¶etele alapj¶an fel¶³rhatjuk a P (Z = k)
val¶osz¶³n}us¶eget minden 0 · k · n eset¶en:

P (Z = k) = P (Z = k j K0 = 0)P (K0 = 0) + P (Z = k j K0 = 1)P (K0 = 1) :
(2)

A fenti (2)-es kifejez¶est ¶altal¶anosabb alakra hozhatjuk a piackÄovet}o ma-
gatart¶as¶u kÄotv¶enytulajdonosok sz¶am¶anak ¯gyelembev¶etel¶evel, valamint ki-
haszn¶alva az alkalmazott v¶altoz¶ok fÄuggetlens¶eg¶et (a r¶eszletes ¶atalak¶³t¶asok¶ert
l¶asd Loisel-Milhaud [2012]), a keresett eloszl¶as alakja a kÄovetkez}o lesz:

P (Z = k) = p
kX

i=0

®i;k + (1¡ p)
n¡kX

j=0

¯j;k (3)

®i;k =

µ
n

i

¶
pi0(1¡ p0)

n¡i
µ
n¡ i

k ¡ i

¶
pk¡i(1¡ p)n¡k (4)
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¯j;k =

µ
n

j

¶
pj0(1¡ p0)

n¡j
µ
n¡ j

k

¶
pk(1¡ p)n¡j¡k (5)

Loisel-Milhaud [2012] cikkÄukben megmutatj¶ak, hogy amennyiben p0 = 0 ¶es
n!1, ¶ugy a fenti (3) eloszl¶as j¶ol kÄozel¶³thet}o norm¶alis eloszl¶assal, valamint
p0 6= 0 esetben a keresett eloszl¶as k¶etm¶odusz¶u lesz. A kor¶abbi felt¶etelez¶esÄunk
haszn¶at, mely szerint az alkalmazott K0 ¶es K

?
i (i = 1; . . .) v¶altoz¶ok nem

csak fÄuggetlenek, hanem azonos eloszl¶as¶uak, azonos param¶eterekkel, azt a
p0 = 0 eset mellett a (3) kifejez¶es ¶atalak¶³t¶asa kapcs¶an l¶athatjuk (a p0 = 0
eset¶en analitikusan is bel¶athat¶o, hogy a fenti (3) eloszl¶as j¶ol kÄozel¶³thet}o nor-
m¶alis eloszl¶assal3, m¶³g a p0 6= 0 esethez tartoz¶o k¶etm¶odusz¶u eloszl¶assal val¶o
kÄozel¶³t¶es helyess¶eg¶et csak a szimul¶aci¶o eredm¶enye alapj¶an tudjuk meg¶allap¶³-
tani). A k¶es}obbiekben ismertetett kombin¶alt modellben ezen eredm¶enyeket
fogjuk felhaszn¶alni, viszont a p0 6= 0 eset tov¶abbi vizsg¶alatokat k¶³v¶an, mivel a
szerz}op¶aros cikkÄukben kiz¶ar¶olag a hisztogram alakja alapj¶an vizsg¶alta ezt az
esetet, ¶es nem is k¶³s¶erelt¶ek meg a k¶etm¶odusz¶u eloszl¶as kÄozel¶³t¶es¶et valamilyen
kevert eloszl¶assal, ¶es annak param¶etereinek kisz¶am¶³t¶as¶ara sem t¶ertek ki. A
tov¶abbiakban teh¶at megmutatjuk, hogy a p0 6= 0 esethez kapcsol¶od¶o eloszl¶ast
k¶et norm¶alis eloszl¶as kever¶ese sor¶an el}o¶all¶o kevert eloszl¶as seg¶³ts¶eg¶evel lehet
kÄozel¶³teni, tov¶abb¶a megfelel}o m¶odszertan seg¶³ts¶eg¶evel sz¶amszer}us¶³tjÄuk a nor-
m¶alis eloszl¶asok ¹ ¶es ¾ param¶etereit, valamint a kever¶es sor¶an alkalmazott
s¶uly ¶ert¶ek¶et.

Az el}oz}oekben eml¶³tett feladatot az EM-algoritmus4 alkalmaz¶as¶aval oldot-
tuk meg, amely az ML becsl¶es iterat¶³v sz¶am¶³t¶as¶ara alkalmas. Bilmes [1988]
alapj¶an az algoritmusnak k¶et f}o felhaszn¶al¶asi terÄulete l¶etezik. Az egyik az
adathi¶any esete, amely p¶eld¶aul a meg¯gyel¶esek nem megfelel}o rÄogz¶³t¶es¶eb}ol
fakadhat, a m¶asik terÄulet pedig a likelihood fÄuggv¶eny optimaliz¶al¶as¶anak ne-
hezen kivitelezhet}o esete, amely sor¶an egy tov¶abbi, hi¶anyz¶o (l¶atens) v¶altoz¶o
l¶etez¶es¶et felt¶eve a likelihood fÄuggv¶eny tov¶abb egyszer}us¶³thet}o. Jelen esetben
mi az ut¶obbi probl¶ema kapcs¶an haszn¶aljuk majd az EM-algoritmust. Az ¶er-
dekl}od}o olvas¶o a cikk fÄuggel¶ek¶eben tal¶alhat egy rÄovid m¶odszertani Äosszefogla-
l¶ot a k¶erd¶eses algoritmus kapcs¶an. Az EM-algoritmus seg¶³ts¶eg¶evel meghat¶aro-
zott param¶eter}u eloszl¶asok illeszked¶es¶enek j¶os¶ag¶at Q-Q plotokkal ellen}oriztÄuk,
amelyek kÄozÄul egy kiv¶alasztott param¶eterk¶eszlethez tartoz¶o esetet a kÄovetkez}o
¶abra mutat5.

3Bel¶athat¶o, hogy az i; j = 0 esetben (4) ¶es (5) val¶osz¶³n}us¶egek, amennyiben p0 = 0,
B(n; p) binomi¶alis eloszl¶as¶uak, m¶³g i; j 6= 0 esetben az egyes ®i;k ¶es ¯j;k v¶altoz¶ok azonosan
0 ¶ert¶ek}uek. Ennek tudat¶aban a (3) kifejez¶es jelent}osen egyszer}usÄodik, ¶es eredm¶enyk¶ent a
B(n; p) eloszl¶ast kapjuk, amely n ! 1 esetben a de Moivre-Laplace t¶etel alapj¶an tart
a norm¶alishoz. A fenti egyszer}us¶³t¶esek a k¶erd¶eses v¶altoz¶ok azonos param¶eter}u eloszl¶a-
s¶anak felt¶etelez¶ese n¶elkÄul nem lenn¶enek elv¶egezhet}oek. Az azonos param¶eter}u eloszl¶as
felt¶etelez¶ese kÄozgazdas¶agilag is ¶ertelmes: hat¶ekony piacokon a piacon hozz¶a nem f¶erhet}o
inform¶aci¶o nem dikt¶alhat tart¶osan m¶ast, mint a piaci v¶arakoz¶as, mert annak szinte azon-
nal be kell ¶epÄulnie a v¶arakoz¶asokba az inform¶aci¶o adta el}ony els}o kihaszn¶al¶as¶at kÄovet}oen
(hat¶ekony piacok elm¶elete (EMH) alapj¶an).

4Expectation-Maximization algorithm
5A cikkben szerepl}o Äosszes sz¶am¶³t¶ast az R 3.0.1 szoftverrel v¶egeztÄuk el.
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n = 1000 p = 0:1, p0 = 0:05 n = 1000 p = 0:1, p0 = 0:05

1. ¶abra. Illeszked¶es vizsg¶alat

Egy¶eni vv. val¶osz¶³n}us¶eg Korrel¶aci¶o ¹1 ¾1 ¹2 ¾2 ®
p0=5% 7.66 0.84 12.64 1.12 0.92

p=8% p0=15% 6.88 0.79 21.95 1.22 0.91
p0=30% 5.65 0.72 35.63 1.51 0.91
p0=5% 14.23 1.08 19.21 1.30 0.85

p=15% p0=15% 12.76 1.05 27.73 1.42 0.84
p0=30% 10.50 0.98 40.56 1.56 0.84
p0=5% 23.77 1.32 28.72 1.51 0.75

p=25% p0=15% 21.25 1.30 36.27 1.55 0.74
p0=30% 17.48 1.20 47.44 1.57 0.74

1. t¶abl¶azat. A param¶eterbecsl¶es eredm¶enyei

Az 1. t¶abl¶azatban Äosszefoglal¶oan tal¶aljuk a p0 6= 0 esetekhez tartoz¶o, a
fenti elj¶ar¶asok seg¶³ts¶eg¶evel meghat¶arozott param¶etereket. A t¶abl¶azatb¶ol l¶at-
hatjuk, hogy a p param¶eter legink¶abb a kevert eloszl¶as els}o komponens¶enek
v¶arhat¶o ¶ert¶ek¶et befoly¶asolja, amely a p0 v¶altoz¶o, azaz a korrel¶aci¶o nÄoveked¶e-
s¶evel folyamatosan csÄokken. A korrel¶aci¶o nÄoveked¶es¶evel l¶athat¶o, hogy a m¶a-
sodik komponens v¶arhat¶o ¶ert¶eke is folyamatosan n}o, azaz a k¶erd¶eses eloszl¶as
egyre ink¶abb k¶etm¶odusz¶uv¶a v¶alik. A ¾1 param¶eterre p0 nÄoveked¶ese csÄokke-
n}oleg hat, amely azt jelenti, hogy az els}o komponens eloszl¶as egyre ink¶abb
cs¶ucsosabb¶a v¶alik. Az elmondottak a ¾2 param¶eterre ford¶³tva teljesÄulnek,
azaz p0 nÄoveked¶es¶evel n}o, ¶³gy a m¶asodik komponens eloszl¶as egyre laposab-
b¶a v¶alik. ¶Erdemes tov¶abb¶a megeml¶³teni, hogy mindk¶et k¶erd¶eses param¶eter
nÄoveked¶ese csÄokken}oleg hat az els}o komponens kever¶esi s¶uly¶ara, azaz egyre
hangs¶ulyosabb¶a v¶alik a m¶asodik komponens. A cikkÄunk harmadik fejezet¶eben
ismertet¶esre kerÄul}o kombin¶alt modellhez a fenti eredm¶enyeket, ¶es azok sz¶am-
szer}us¶³t¶es¶ehez szÄuks¶eges m¶odszereket a fentiek alapj¶an most m¶ar b¶atran al-
kalmazhatjuk.

2 A visszav¶as¶arl¶as, mint opci¶o

Ebben a szakaszban a bevezet}o r¶eszben eml¶³tett kombin¶alt modell alapj¶at
k¶epez}o, a visszav¶as¶arl¶ast, mint a kÄotv¶enytulajdonos sz¶am¶ara a szerz}od¶es tar-
tama alatt leh¶³vhat¶o opci¶o ¶araz¶as¶ara k¶epes modellt fogjuk bemutatni, azaz
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pontosabban annak csakis a kombin¶alt modell meg¶ert¶es¶ehez n¶elkÄulÄozhetetlen
r¶eszleteit, l¶ep¶eseit (az ¶erdekl}od}o olvas¶o Grosen-J¿rgensen [1999] cikk¶eben
tal¶alhatja meg a r¶eszletes modell bemutat¶ast, le¶³r¶ast). Amodell bemutat¶asa a
cikk t¶em¶aj¶ahoz jobban illeszked}o vegyes biztos¶³t¶as keretrendszer¶eben fog meg-
val¶osulni, amelyhez a szÄuks¶eges, az eml¶³tett szakirodalomhoz k¶epesti plusz
felt¶etelez¶esekre, param¶eterekre r¶eszletesen ki fogunk t¶erni a kÄovetkez}okben.
Az el}oz}o szakasz eredm¶enyeinek ezen modellbe tÄort¶en}o be¶ep¶³thet}os¶egeire a
harmadik szakaszban t¶erÄunk ki, a kombin¶alt modell ismertet¶ese sor¶an.
TegyÄuk fel, hogy egy piaci szerepl}o ¶ev elej¶en V egyszeri d¶³jat ¯zet a biz-

tos¶³t¶onak, azaz V egyszeri Äosszeg¶ert v¶as¶arol egy biztos¶³t¶asi term¶eket. Ezt az
Äosszeget a biztos¶³t¶o azonnal j¶ov¶a¶³rja az Äugyfele sz¶aml¶aj¶an, azaz P (0) = V ,
ahol P (i) az i-edik ¶ev elej¶en az Äugyf¶el sz¶aml¶aj¶anak egyenleg¶et jelenti. Ezt
az Äosszeget a biztos¶³t¶o azonnal befekteti, azaz S(0) = V , ahol S(i) az i-edik
¶ev elej¶en a biztos¶³t¶o eszkÄozeinek piaci ¶ert¶eke. FeltesszÄuk, hogy a biztos¶³t¶o az
eszkÄozeib}ol egy j¶ol diverzi¯k¶alt portf¶oli¶ot ¶ep¶³t fel, viszont nem teszÄunk kikÄo-
t¶est annak Äosszet¶etel¶ere. Ehelyett feltesszÄuk, hogy az eszkÄozÄok piaci ¶ert¶eke
geometriai Brown-mozg¶ast kÄovet, azaz k¶eplettel megadva:

dS(t) = ¹S(t) dt+ ¾S(t) dW (t) ; S(0) = V : (6)

A (6) ÄosszefÄugg¶esben a ¹ ¶es ¾ a drift ¶es volatilit¶as param¶eterei, a W (¢) pedig
egy standard Wiener-folyamat egy ¯ltr¶alt val¶osz¶³n}us¶egi mez}on ( ;F ; (Ft); P )
a [0; T ] v¶eges id}ointervallumon, ahol dW (t) = ²

p
dt, ² » N(0; 1). A kÄovet-

kez}okben jelÄolje T a szerz}od¶es tartam¶at, tov¶abb¶a tegyÄuk fel, hogy a biz-
tos¶³t¶o minden ¶ev elej¶en rp kamatot ¶³r j¶ov¶a a kÄotv¶enytulajdonos sz¶aml¶aj¶an
l¶ev}o Äosszegre vonatkoz¶oan, amelynek ¶ert¶ek¶et Grosen ¶es J¿rgensen [1999] a
kÄovetkez}ok¶epp de¯ni¶alt¶ak:

rp(t) = max

½
rg ; µ

µ
B(t¡ 1)
P (t ¡ 1) ¡ °

¶¾
(7)

A (7) k¶epletben az rg egy garant¶alt hozam, amelyet a biztos¶³t¶o mindenk¶epp
ny¶ujt, b¶arhogyan is alakul az eszkÄozeinek piaci ¶ert¶eke egy adott ¶ev alatt. A
B(t)-t a szerz}ok ,,pu®ernek" nevezik ¶es a kÄovetkez}ok¶epp de¯ni¶alj¶ak: B(t) =
S(t+1)¡P (t), azaz az eszkÄozÄok ¶ev eleji piaci ¶ert¶ek¶enek ¶es az el}oz}o ¶ev eleji, az
Äugyf¶el sz¶aml¶aj¶an l¶ev}o egyenleg kÄozti kÄulÄonbs¶eg. A ° az ¶ugynevezett ir¶anyad¶o
,,pu®er ar¶any", amely gyakorlatilag egy c¶elzott h¶anyad egy adott id}oszaki
pufferb}ol ¶es az adott id}oszak eleji sz¶amlaegyenlegb}ol k¶epzett h¶anyadosra vo-
natkoz¶oan ¶es ezt v¶egig konstansnak felt¶etelezÄunk a [1; T ]-n. A µ pedig azt az
ar¶anyt jelenti, hogy ha az adott id}oszaki pu®ernek az ¶ev eleji sz¶amlaegyenleg-
hez k¶epesti ar¶anya meghaladja a c¶elzott ar¶anyt, akkor ebb}ol mekkora r¶eszt
fog megkapni az Äugyf¶el. ÄOsszess¶eg¶eben teh¶at ez az ¶eves b¶onusz, amelyet em-
l¶³tettÄunk a fejezet elej¶en, hisz a garant¶alt hozam ¶es a befektet¶es j¶ol teljes¶³t¶ese
eset¶en a fenti m¶odon meghat¶arozott hozam kÄozÄul az Äugyf¶el mindig a nagyob-
bat kapja a (7) ÄosszefÄugg¶es alapj¶an. Ezek alapj¶an az Äugyf¶el sz¶aml¶aj¶an l¶ev}o
egyenleg alakul¶as¶ar¶ol pedig a kÄovetkez}ot mondhatjuk:

P (t) = (1 + rp(t))P (t¡ 1); t 2 [1; T ] (8)
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P (t) = P0

tY

i=1

(1 + rp(i)); t 2 [1; T ] : (9)

A (9) ÄosszefÄugg¶est a (8) P0-ra tÄort¶en}o rekurz¶³v visszavezet¶es¶evel kaptuk. A
tov¶abbi vizsg¶alatokhoz helyettes¶³tsÄuk be a (7) ÄosszefÄugg¶est (8)-ba, ekkor a
kÄovetkez}ot kapjuk:

P (t) = P (t¡ 1)
µ
1 +max

½
rg ; µ

µ
B(t¡ 1)
P (t ¡ 1) ¡ °

¶¾¶
(10)

= P (t¡ 1)
µ
1 + rg +max

½
0; µ

µ
S(t)¡ P (t¡ 1)

P (t¡ 1) ¡ °

¶
¡ rg

¾¶
(11)

A (11) ÄosszefÄugg¶esb}ol l¶atszik, hogy a garant¶alt hozam miatt van egy lehet}o
legkisebb ¶ert¶eke az Äugyf¶el jÄov}obeni sz¶amlaegyenleg¶enek, ha sohasem tudjuk
leh¶³vni a b¶onusz opci¶onkat. Ez pedig nem m¶as, mint P (T ) = (1 + rg)TP0.
M¶eg nem esett sz¶o a visszav¶as¶arl¶asr¶ol, mint az Äugyf¶el ¶altali leh¶³vhat¶o opci¶or¶ol.
TegyÄuk fel, hogy a biztos¶³t¶o portf¶oli¶oj¶aban olyan eszkÄozÄok vannak, amelyek
kÄolts¶egmentesen megbonthat¶oak ¶es azonnal ¶ert¶ekes¶³thet}oek. Ezen felt¶etelez¶es
mellett visszav¶as¶arl¶askor a kÄotv¶enytulajdonos a mindenkori aktu¶alis sz¶amla-
egyenleg¶et kapja vissza. De vajon mikor fog az Äugyf¶el visszav¶as¶arolni? A
k¶erd¶esre a v¶alasz az, hogy akkor, amikor a jÄov}obeli ki¯zet¶es v¶arhat¶o ¶ert¶ek¶e-
nek diszkont¶alt ¶ert¶eke kisebb az aktu¶alis sz¶amlaegyenlegn¶el. Azonban tudjuk,
hogy egy biztos¶³t¶asi szerz}od¶es kapcs¶an a biztos¶³t¶o oldal¶ar¶ol a kÄolts¶egek nagy
r¶esze a tartam elej¶en jelentkezik, ¶³gy ha az Äugyf¶el a tartam elej¶en v¶as¶arol visz-
sza, az a biztos¶³t¶o oldal¶ar¶ol n¶ezve semmik¶eppen nem el}onyÄos, mert a kezdeti
kÄolts¶egek ak¶ar magasabbak is lehetnek a befektet¶esen el¶ert tÄobblethozam
biztos¶³t¶on¶al marad¶o h¶anyad¶ahoz k¶epest. Ezt Grosen ¶es J¿rgensen [1999] cik-
kÄukben nem t¶argyalt¶ak, viszont az elv¶egzett sz¶am¶³t¶asaim sor¶an ¯gyelembe
veszem, azaz felteszem, hogy a kÄotv¶enytulajdonos az els}o m ¶evben nem v¶a-
s¶arolhat vissza. A sz¶am¶³t¶asokat ez annyiban befoly¶asolja, hogy az opci¶o ¶ert¶e-
k¶enek meghat¶aroz¶as¶ara szolg¶al¶o CRR6 modellben, azon belÄul is a binomi¶alis
f¶aban tÄort¶en}o visszafel¶e halad¶as sor¶an csak az m+1-edik ¶ev elej¶eig vesszÄuk a
v¶arhat¶o ¶ert¶ek diszkont¶alt ¶ert¶eke ¶es az aktu¶alis sz¶amlaegyenleg kÄozÄul a nagyob-
bikat, majd az ¶³gy kapott ¶ert¶eket a megfelel}o erm kifejez¶essel diszkont¶aljuk.
Az r a tov¶abbiakban a kock¶azatmentes hozamot jelenti.
Teh¶at amire k¶³v¶ancsiak vagyunk a kÄovetkez}okben, az a term¶ek val¶os

¶ert¶eke ¶es annak alakul¶asa kÄulÄonbÄoz}o param¶eterek mellett, valamint arra is
k¶³v¶ancsiak vagyunk, hogy az ¶³gy kapott ¶ert¶ek hogyan oszlik meg a garant¶alt
hozam, mint term¶ekkomponens, a b¶onusz opci¶o ¶es a visszav¶as¶arl¶asi opci¶o
kÄozÄott. Az el}obb eml¶³tett h¶arom komponens kÄozÄul az els}o kett}o ¶ert¶ek¶et ¶ugy
hat¶arozzuk meg, hogy feltesszÄuk, nincs visszav¶as¶arl¶as, azaz a sz¶amla egyen-
leg¶et csak a (T + 1)-edik ¶ev elej¶en kapjuk meg. Ez gyakorlatilag egy eur¶opai
opci¶onak felel meg, amelyet csak lej¶aratkor lehet leh¶³vni. Ennek az eur¶opai
opci¶onak az ¶ert¶ek¶eb}ol levonjuk a P (T ) = (1+rg)TP0 minim¶alis ¶ert¶eket, azaz a
garant¶alt hozam, mint term¶ekkomponens ¶ert¶ek¶et, ¶³gy rÄogtÄon kapjuk a b¶onusz

6Cox, Ross, Rubinstein



120 Szini R¶obert

opci¶o ¶ert¶ek¶et is. Ha van visszav¶as¶arl¶as, azaz b¶armikor hozz¶ajuthat a sz¶amla
egyenleg¶ehez az Äugyf¶el, akkor az ¶araz¶as egy amerikai opci¶o ¶araz¶as¶aval egyezik
meg, amely tetsz}oleges id}opontban leh¶³vhat¶o. Ha vesszÄuk az amerikai ¶es az
eur¶opai opci¶ora kapott val¶os ¶ert¶ek kÄulÄonbs¶eg¶et, akkor ¶epp a visszav¶as¶arl¶as,
mint opci¶o ¶ert¶ek¶et kapjuk.
Grosen ¶es J¿rgensen [1999] cikkÄukben egy megtakar¶³t¶asi t¶³pus¶u biztos¶³t¶as-

sal foglalkoztak, viszont a fejezet elej¶en eml¶³tett vegyes biztos¶³t¶as keretrend-
szer¶ehez tov¶abbi felt¶etelez¶esekkel kell ¶elnÄunk. Feltettem a tov¶abbiakban,
hogy a sz¶aml¶an l¶ev}o egyenleg csak akkor felvehet}o, ha az Äugyf¶el m¶eg ¶eletben
van, ha pedig id}okÄozben elhal¶alozik, akkor a vegyes biztos¶³t¶as kock¶azati kom-
ponense akkora biztos¶³t¶asi Äosszeget ¯zet, mint amennyi a szerz}od¶eskÄot¶eskor a
v¶arhat¶o jÄov}obeli sz¶amlaegyenleg a tartam v¶eg¶en. Ez a felt¶etelez¶es onnan jÄott,
hogy vegyes biztos¶³t¶asok eset¶en a kock¶azati ¶es el¶er¶esi komponensek biztos¶³t¶asi
Äosszegei az esetek t¶ulnyom¶o r¶esz¶eben megegyeznek. A modellben a hal¶aloz¶asi
val¶osz¶³n}us¶egekr}ol feltesszÄuk, hogy az ¶evek el}ore haladt¶aval, az egyszer}us¶eg
kedv¶e¶ert line¶arisan n}onek. Azt, hogy ezeket az eur¶opai ¶es amerikai opci¶ok
¶araz¶as¶an¶al mik¶ent vettÄuk ¯gyelembe, azt a kÄovetkez}okben t¶argyaljuk.
Az eur¶opai opci¶o megkÄozel¶³t¶es szerint az Äugyf¶el a szerz}od¶esben rÄogz¶³tett

tartam v¶eg¶en P (T ) ki¯zet¶esben r¶eszesÄul. A fentieknek megfelel}oen ezt az
¶ert¶eket kell megfelel}oen diszkont¶alni, amelyhez a kock¶azatmentes hozamot
fogjuk felhaszn¶alni. A tartam elej¶en a val¶os ¶ert¶ek meghat¶aroz¶asa a kÄovetkez}o
ÄosszefÄugg¶es alapj¶an tÄort¶enik7:

Y0 = E[qe¡r(T¡s)P (T ) j S(0); P (0)]; t¡ 1 · s < t; t 2 [1; T ] : (12)

A fenti (12) ÄosszefÄugg¶es levezet¶es¶et az ¶erdekl}od}o olvas¶o megtal¶alja Grosen-
J¿rgensen [1999] cikk¶eben. A q param¶eter az adott kÄotv¶enytulajdonos t¶ul¶el¶esi

val¶osz¶³n}us¶eg¶et jelenti a teljes tartam alatt, azaz q =
QT

i=1(1 ¡ qi), ahol qi
(i = 1; . . . ; T ) az i-edik ¶evi haland¶os¶agi val¶osz¶³n}us¶eget jelenti, amelyr}ol az
el}oz}o fejezetben feltettÄuk az egyszer}us¶eg kedv¶e¶ert, hogy line¶arisan n}o az ¶evek
m¶ul¶as¶aval. A harmadik szakaszban a (12) sz¶amszer}us¶³t¶es¶et R 3.0.1 szoftverrel
v¶egeztem el Monte Carlo szimul¶aci¶o alkalmaz¶as¶aval. A kÄovetkezetess¶eg ¶erde-
k¶eben egy rÄovid, pontokba szedett Äosszefoglal¶ot is kÄozlÄunk a sz¶am¶³t¶as mene-
t¶er}ol, mivel egyr¶eszt elt¶erÄunk az eredeti modell keretrendszer¶et}ol, m¶asr¶eszt
az ¶³gy kapott eredm¶enyek Äosszevet¶esre kerÄulnek a kombin¶alt modell eredm¶e-
nyeivel a harmadik szakaszban:

1. S(0) = V kezd}o¶ert¶ek mellett szimul¶aljuk a befektetett eszkÄozÄok piaci
¶ar¶anak egy lehets¶eges alakul¶as¶at a T -edik ¶ev v¶eg¶eig

2. (opcion¶alis) ¯gyelembe vesszÄuk, hogy az eszkÄozÄok piaci ¶ara ¶evkÄozben is
v¶altozhat, nem csak ¶evente egy alkalommal (Grosen-J¿rgensen [1999]
eredeti modellj¶eb}ol ez a l¶ep¶es hi¶anyzik)

3. lej¶aratig minden ¶evben meghat¶arozzuk a pu®er nagys¶ag¶at, amelynek se-
g¶³ts¶eg¶evel meghat¶arozhat¶o az ¶eves rp kamat nagys¶aga, ebb}ol pedig kÄovet-
kezik a minden ¶ev elej¶en a sz¶aml¶an rendelkez¶esre ¶all¶o Äosszeg nagys¶aga

7Grosen-J¿rgensen [1999] alapj¶an, kieg¶esz¶³tve t¶ul¶el¶esi val¶osz¶³n}us¶eggel a kock¶azati
komponenshez.
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4. a fentieket megism¶eteljÄuk k-szor, ¶es minden alkalommal elt¶aroljuk a szi-
mul¶alt P (T ) ¶ert¶eket

5. kisz¶amoljuk az adott qi-k alapj¶an a T -edik ¶evre vonatkoz¶o t¶ul¶el¶esi val¶o-
sz¶³n}us¶eget

6. vesszÄuk a szimul¶alt P (T )-k ¶atlag¶anak exp(rT )-vel diszkont¶alt ¶ert¶ek¶et
¶es megszorozzuk q-val, ¶³gy megkapjuk az el¶er¶esi biztos¶³t¶as aktu¶ariusi
szempontb¶ol korrekt ¶ar¶at (actuarially fair price)

7. a kock¶azati r¶esz aktu¶ariusilag korrekt ¶ar¶anak kisz¶am¶³t¶as¶ahoz vettÄuk a
szimul¶alt P (T )-k ¶atlag¶at, mint biztos¶³t¶asi Äosszeget ¶es k¶epeztÄuk a kiad¶asok
jelen¶ert¶ek¶enek v¶arhat¶o ¶ert¶ek¶et

8. a kock¶azati ¶es el¶er¶esi komponensek Äosszege adja a term¶ek aktu¶ariusilag
korrekt ¶ar¶at

Az amerikai opci¶o megkÄozel¶³t¶es szerint van visszav¶as¶arl¶as, azaz a kÄot-
v¶enytulajdonos b¶armikor hozz¶ajuthat a sz¶aml¶aj¶an l¶ev}o aktu¶alis egyenleghez.
TegyÄuk fel tov¶abb¶a, hogy ha s id}opontban (t ¡ 1 · s < t, t 2 [1; T ]) jelenti
be az Äugyf¶el visszav¶as¶arl¶asi sz¶and¶ek¶at, akkor P (s) = P (t ¡ 1) Äosszegre tart-
hat ig¶enyt, azaz ha ¶ev kÄozben szeretne visszav¶as¶arolni, akkor az ¶ev elej¶en a
sz¶aml¶aj¶an l¶ev}o Äosszeget kapja meg. A (12) ÄosszefÄugg¶eshez hasonl¶oan az ak-
tu¶ariusilag korrekt ¶arat meghat¶aroz¶o k¶eplet ebben az esetben, az s id}opontra
vonatkoz¶oan a kÄovetkez}o:

Y (s) = sup
¿2Ts;T

E[qe¡r(¿¡s)P (¿) j Fs] : (13)

A (13) ÄosszefÄugg¶esben szerepl}o Ts;T az Fs-meg¶all¶asi id}ok oszt¶alya [s; T ]-n, az
Fs ¾-algebra pedig s-edik id}opontig felhalmozott inform¶aci¶ok Äosszess¶ege. A
meg¶all¶asi id}o nem m¶as, mint egy v¶eletlen id}opont, amelynek bekÄovetkez¶ese a
¯ltr¶aci¶oban szerepl}o inform¶aci¶o alapj¶an eldÄonthet}o. A (13) ÄosszefÄugg¶esben az
aktu¶ariusilag korrekt ¶ar meghat¶aroz¶as¶ara az alapÄotlet a Cox-Ross-Rubinstein
(CRR8) modell alkalmaz¶asa volt, amelynek l¶enyege, hogy az S ¶arfolyam g
val¶osz¶³n}us¶eggel vagy u-szoros¶ara n}o ¢t id}o alatt, vagy (1¡g) val¶osz¶³n}us¶eggel
d-szeres¶ere csÄokkenhet, ahol d = 1=u.
A fentiek ¶ertelm¶eben teh¶at az eszkÄozÄok ¶arfolyam¶anak alakul¶as¶at egy bi-

nomi¶alis f¶aval fogjuk modellezni. Mint azt m¶ar az el}oz}oekben eml¶³tettÄuk, a
kÄotv¶enytulajdonos akkor fog visszav¶as¶arolni, azaz akkor fogja leh¶³vni a vissza-
v¶as¶arl¶asi opci¶ot, amint az aktu¶alis sz¶amlaegyenleg nagyobb lesz a jÄov}obeni
sz¶amlaegyenleg v¶arhat¶o ¶ert¶ek¶enek diszkont¶alt jelen¶ert¶ek¶en¶el (term¶eszetesen
a vegyes biztos¶³t¶as keretrendszer miatt ¯gyelembe kell venni a hal¶aloz¶asi va-
l¶osz¶³n}us¶egeket is). A kÄovetkez}oben feltesszÄuk, hogy az S minden id}oszakban
g val¶osz¶³n}us¶eggel u-szoros¶ara n}o, vagy (1 ¡ g) val¶osz¶³n}us¶eggel d-szeres¶ere
csÄokken, azaz itt megtartjuk az eredeti cikkben szerepl}o CRR koncepci¶ot,
viszont az id}oben tÄort¶en}o ,,visszatekint¶es" (teh¶at mikor visszafel¶e haladunk
a f¶aban a diszkont¶al¶as sor¶an) v¶egett nem az eg¶esz f¶at fogjuk sz¶amszer}us¶³teni,

8A modellt r¶eszleteiben nem t¶argyaljuk, arr¶ol az ¶erdekl}od}o olvas¶o Sz¶az [2009] kÄotet¶eben
olvashat.
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hanem szimul¶aci¶oval mindig egy-egy utat fogunk el}o¶all¶³tani, amelyen kÄo-
vethet}ov¶e v¶alik, hogyan is alakul az egyes id}oszakok pu®er ¶ert¶eke, amib}ol
term¶eszetesen kÄovetkezik rp, majd P megfelel}o ¶ert¶eke. Ezt pedig k-szor meg-
ism¶eteljÄuk. Az eur¶opai opci¶o eset¶en bemutatott, pontokba szedett l¶ep¶esekhez
hasonl¶oan itt is kÄozÄoljÄuk a sz¶am¶³t¶as menet¶et, visszautalva az eur¶opai opci¶o
pontjaira, amennyiben az megegyezik az amerikai opci¶o ¶ar¶az¶as¶anak menet¶evel:

1. S(0) = V kezd}o¶ert¶ek mellett veszÄunk egy v¶eletlen sz¶amot, amely g
val¶osz¶³n}us¶eggel u, (1¡g) val¶osz¶³n}us¶eggel d ¶ert¶eket vesz fel, ¶es el}o¶all¶³tjuk
a kÄovetkez}o id}oszaki ¶arfolyam ¶ert¶eket (azaz a f¶aban egy l¶ep¶est megyÄunk
el}ore)

2. ezt kÄovet}oen az eur¶opai opci¶o ¶araz¶as¶anak 2. ¶es 3. pontja szerint j¶arunk
el

3. elindulunk a f¶aban szimul¶alt ¶utvonalon visszafel¶e, diszkont¶alva a t-edik
id}oszaki sz¶amlaegyenleget, ¯gyelembe v¶eve a t¶ul¶el¶esi val¶osz¶³n}us¶eget

4. az el}oz}o id}oszaki sz¶amlaegyenleg ¶es a fent k¶epzett ¶ert¶ek kÄozÄul vesszÄuk a
nagyobbat, ¶es ezzel haladunk tov¶abb visszafel¶e az ¶utvonalon

5. (opcion¶alis) feltettÄuk, hogy az els}o m ¶evben nem v¶as¶arolhat vissza az
Äugyf¶el, ¶³gy az ¶utvonalon a fenti elj¶ar¶assal a P (m + 1) ¶ert¶ekig fogunk
eljutni, amelyet erm-mel diszkont¶alunk

6. az eddig le¶³rtakat k-szor megism¶eteljÄuk

7. az el¶er¶esi komponens aktu¶ariusilag korrekt ¶ar¶at az egyes szimul¶alt ¶ut-
vonalakhoz tartoz¶o korrekt ¶arak ¶atlagak¶ent sz¶am¶³tjuk ki

8. a kock¶azati r¶esz aktu¶ariusilag korrekt ¶ar¶anak kisz¶am¶³t¶as¶ahoz vettÄuk a
tartam v¶egi szimul¶alt sz¶amlaegyenlegek ¶atlag¶at, mint biztos¶³t¶asi Äosszeget
¶es k¶epeztÄuk a kiad¶asok jelen¶ert¶ek¶enek v¶arhat¶o ¶ert¶ek¶et

9. a kock¶azati ¶es el¶er¶esi komponensek aktu¶ariusilag korrekt ¶arainak Äosszege
adja a term¶ek aktu¶ariusilag korrekt ¶ar¶at

A visszav¶as¶arl¶asra, mint az Äugyf¶el ¶altal leh¶³vhat¶o opci¶o ¶ert¶ek¶ere vonatkoz¶o,
kÄulÄonbÄoz}o param¶eterek melletti eredm¶enyeket a cikk kÄovetkez}o szakasz¶aban
bemutat¶asra kerÄul}o kombin¶alt modell ismertet¶ese ut¶an, annak eredm¶enyeivel
egyÄutt fogjuk kÄozÄolni.

3 A kombin¶alt modell

A bevezet}oben eml¶³tett kombin¶alt modell c¶elja, hogy az els}o szakaszban is-
mertetett Loisel-Milhaud [2012] eredm¶enyeit ¯gyelembe tudjuk venni a m¶aso-
dik szakaszban t¶argyalt, m¶odos¶³tott keretrendszer}u Grosen-J¿rgensen [1999]
modellben, ¶es ez¶altal kÄulÄonbÄoz}o param¶eterek melletti sz¶am¶³t¶asokat v¶egez-
hessÄunk a term¶ek aktu¶ariusilag korrekt ¶ar¶ara vonatkoz¶oan. Az ¶³gy kapott
modellr}ol ¶all¶³tjuk, hogy az egyes param¶eterekben bekÄovetkez}o v¶altoz¶as jobb
megragad¶as¶ara, tov¶abb¶a az ¶arat mozgat¶o kÄuls}o t¶enyez}ok sz¶elesebb kÄor¶enek
¯gyelembe v¶etel¶ere egy alkalmasabb eszkÄozt kaptunk.
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3.1 A modell elm¶eleti h¶attere

TekintsÄunk egy n Äugyf¶elb}ol ¶all¶o portf¶oli¶ot, akik a cikk el}oz}o szakasz¶aban is-
mertetett vegyes biztos¶³t¶asi term¶ekbe fektetnek be. A realisztikuss¶ag kedv¶e¶ert
feltesszÄuk, hogy az egyes Äugyfelek kezd}o be¯zet¶esei kÄulÄonbÄoz}oek ¶es N (100; 20)
norm¶alis eloszl¶ast kÄovetnek. A biztos¶³t¶o a be¯zetett Äosszeget azonnal befek-
teti, ¶es az el}oz}o modellhez hasonl¶oan feltesszÄuk, hogy az eszkÄozÄok piaci ¶ert¶eke
geometriai Brown-mozg¶ast kÄovet (6) szerint. Az ¶ev elej¶en j¶ov¶a¶³rand¶o rp ka-
mat m¶ert¶eke szint¶en az el}oz}o modellhez hasonl¶oan (7) alapj¶an tÄort¶enik. Teh¶at
egy¶eni, azaz Äugyf¶el szinten Grosen-J¿rgensen [1999] modellj¶et}ol csak a vissza-
v¶as¶arl¶ast tekintve t¶erÄunk el, azaz m¶³g a szerz}op¶aros szerint akkor v¶as¶arol
vissza egy Äugyf¶el, ha az aktu¶alis sz¶amlaegyenleg nagyobb lesz a jÄov}obeni
sz¶amlaegyenleg v¶arhat¶o ¶ert¶ek¶enek diszkont¶alt jelen¶ert¶ek¶en¶el, addig mi Loisel-
Milhaud [2012] eredm¶eny¶ere t¶amaszkodunk. FeltesszÄuk az el}oz}o modellhez
hasonl¶oan, hogy az els}o k¶et ¶evben az Äugyfelek sz¶am¶ara nem enged¶elyezett
a visszav¶as¶arl¶as. A tartam tov¶abbi r¶esz¶eben azt, hogy az n Äugyf¶el kÄozÄul ki
v¶as¶arol vissza, azt az (1) k¶eplet, avagy a Ki indik¶ator val¶osz¶³n}us¶egi v¶altoz¶o
fogja meghat¶arozni. Ehhez viszont szÄuks¶egÄunk van Äugyf¶elszinten egy megfe-
lel}o Mi, K?i , valamint portf¶oli¶oszinten egy K0 v¶altoz¶ora. Ezen v¶altoz¶okr¶ol
viszont tudjuk, hogy a K0 ¶es K?i v¶altoz¶ok p param¶eter}u, valamint az Mi

p0 param¶eter}u indik¶ator v¶altoz¶ok. Teh¶at a feladatunk reduk¶al¶odik megfelel}o
p ¶es p0 v¶altoz¶ok e}o¶all¶³t¶as¶ara. El}oszÄor is tekintsÄuk a p param¶etert. A szak-
irodalom (Loisel-Milhaud-Maume-Deschamps [2010], Loisel-Milhaud [2012])
a visszav¶as¶arl¶asok szeml¶eltet¶es¶ere ¶ugynevezett sigmoid-fÄuggv¶enyeket aj¶anl,
amelyek el¶egg¶e jellegzetes S alakot vesznek fel. Az S alak j¶ol le tudja ¶³rni
a visszav¶as¶arl¶asok alakul¶as¶at ¢r fÄuggv¶eny¶eben: m¶³g a ¢r 0 kÄozeli, vagy
minim¶alis, addig az Äugyfelek nem motiv¶altak a visszav¶as¶arl¶asra, ¶³gy az S
gÄorbe ,,als¶o sz¶ara" alacsony visszav¶as¶arl¶asi ar¶anyt mutat. Egy bizonyos
nagys¶ag¶u ¢r ¶ert¶ek ut¶an a fÄuggv¶eny hirtelen er}oteljesen nÄovekedni kezd,
majd egy maxim¶alis visszav¶as¶arl¶asi szint el¶er¶ese ut¶an ism¶et v¶³zszintes alakot
Äolt (val¶os felt¶etelez¶es, hogy a visszav¶as¶arl¶asi sz¶and¶ekot nem kiz¶ar¶olag a ¢r
nagys¶aga mozgatja, biztosan lesz olyan Äugyf¶el, aki egy¶eb megfontol¶asb¶ol,
de magas ¢r eset¶en sem v¶as¶arol vissza). A k¶erd¶eses fÄuggv¶eny tal¶an leg-
egyszer}ubb t¶³pusa a logisztikus fÄuggv¶eny. A sz¶am¶³t¶asaink sor¶an mi ett}ol
egy elt¶er}o alakot fogunk haszn¶alni a sz¶amos kedvez}o tulajdons¶aga miatt.
Ezen fÄuggv¶enyalakot Enz [2000] haszn¶alta cikk¶eben, de nem visszav¶as¶arl¶asok
szeml¶eltet¶es¶ere, hanem a biztos¶³t¶asi piac fejletts¶eg¶enek (biztos¶³t¶asi penetr¶aci¶o
(d¶³jbev¶etel/GDP)) vizsg¶alat¶ahoz. Az Enz [2000] cikk¶eben szerepl}o fÄuggv¶eny-
alakot ¶es Loisel-Milhaud [2012] aj¶anl¶as¶at kombin¶alva a tov¶abbiakban haszn¶alt
fÄuggv¶enyalak a kÄovetkez}o lesz:

h(¢r) =
1

C1 + C2 ¢C¢r3
: (14)

A (14) alak param¶etereinek lehets¶eges ¶ert¶ekei, a fÄuggv¶eny alakj¶anak v¶altoz¶asa
kÄulÄonbÄoz}o param¶eterez¶es mellett mind megtal¶alhat¶oak Enz [2000] cikk¶eben.
Jelen cikkben a fenti alak csak azon kedvez}o tulajdons¶ag¶at emeljÄuk ki, amely
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miatt kiv¶alaszt¶asra kerÄult a k¶erd¶eses p ¶ert¶ek modellez¶ese kapcs¶an. A (14) alak
rendk¶³vÄul j¶ol testre szabhat¶o C1; C2 ¶es C3 ¶ert¶ekek megfelel}o megv¶alaszt¶asa
eset¶en, amelynek eredm¶enyek¶epp a fÄuggv¶eny maximuma, 0 helyen felvett
¶ert¶eke9 (h(0)), valamint az in°exi¶os pontja k¶³v¶ant nagys¶ag¶u lehet. Ehhez
meg kell oldanunk a kÄovetkez}o egyenletrendszert C1; C2; C3-ra

10:

h(0) =
1

C1 + C2
(15)

maximum =
1

C1
(16)

in°exi¶os pont =
log(C1)¡ log(C2)

log(C3)
: (17)

Az el}oz}o egyenletrendszer C1; C2; C3-ra tÄort¶en}o megold¶asa sor¶an azt sze-
retn¶enk, hogy a minim¶alis p ¶ert¶ek 2%, a maxim¶alis p ¶ert¶ek pedig 10% legyen,
azaz b¶armilyen ¢r mellett legal¶abb 2% legyen annak az es¶elye, hogy a piaci
v¶arakoz¶asok visszav¶as¶arl¶ast dikt¶aljanaknak (K0) ¶es az egyes Äugyfelek piaci
v¶arakoz¶asokon k¶³vÄuli inform¶aci¶oforr¶asa seg¶³ts¶eg¶evel meghozott dÄont¶ese pozit¶³v
eredm¶enyt induk¶aljon a visszav¶as¶arl¶assal kapcsolatban (K?i ). Hasonl¶o ¶ervel¶es
igaz a maxim¶alis 10%-os ¶ert¶ekre vonatkoz¶oan. Az S-gÄorb¶ek speci¶alis tulajdon-
s¶aga miatt, (14) eset¶en az ¶ert¶ekk¶eszlet mindig 0 ¶es a be¶all¶³tott maximum kÄoz¶e
fog esni, ¶³gy a k¶³v¶ant minim¶alis ¶es maxim¶alis ¶ert¶ek felv¶etel¶et ¶ugy oldottuk
meg, hogy az egyenletrendszer megold¶asakor a maximumot 8%-ra ¶all¶³tottuk
be, majd a sz¶amszer}us¶³tett gÄorbe minden pontj¶at 2%-kal p¶arhuzamosan felfel¶e
eltoltuk, el¶erve ezzel, hogy a k¶³v¶ant ¶ert¶ekk¶eszlet ¶epp 2% ¶es 10% kÄoz¶e essen
(teh¶at az egyenletrendszer megold¶as¶ab¶ol C1 = 12:5). Azaz a (14) alak helyett
a kÄovetkez}o, m¶odos¶³tott fÄuggv¶enyalakot alkalmaztuk p modellez¶es¶ere:

h¤(¢r) = h(¢r) + 0:02 : (18)

Visszat¶erve az egyenletrendszer param¶eterez¶es¶ehez: a h(0) ¶ert¶ek¶et az
egyenletrendszer megold¶asa sor¶an 1%-ra ¶all¶³tottuk be (azaz C2 = 87:5),
amely v¶egÄul a 2%-os p¶arhuzamos felfel¶e eltol¶as miatt 3%-ot vesz fel (l¶asd
2a. ¶abra). Az in°exi¶os pontot 1.5%-ban rÄogz¶³tettÄuk, amelynek megfelel}oen
a keresett S-gÄorb¶enk ¡1% kÄorÄul kezd hirtelen er}oteljesen emelkedni, vagyis
amikor m¶ar a biztos¶³t¶asi term¶ek ,,el}onye" kezd minim¶aliss¶a v¶alni a piaci ho-
zamhoz k¶epest, majd 1.5%-n¶al v¶alt konvexb}ol konk¶avba, ¶es 3% fÄolÄotti szin-
tekn¶el, azaz jelent}os kÄulÄonbs¶egek eset¶en megkÄozel¶³ti a maximum¶at, azaz a
10%-ot (C3 = 4:57 ¤ 10¡57). A k¶erd¶eses gÄorb¶et a 2a. ¶abr¶an l¶athatjuk.

9Enz [2000] cikk¶eben minimumot eml¶³t a h(0) kapcs¶an, ami abban az ¶ertelemben mini-
mum, hogy a (14)-ben szerepl}o ¢r helyett egy f}ore es}o GDP-t haszn¶al, amely ¶ertelmezhe-
t}os¶eg szempontj¶ab¶ol csakis nemnegat¶³v lehet (ellent¶etben a ¢r-rel), ¶³gy a 0 helyen felvett
¶ert¶ek tekinthet}o a penetr¶aci¶o als¶o hat¶ar¶anak. Jelen esetben viszont az S-gÄorbe als¶o sz¶ar¶anak
is van jelent}os¶ege ¶ertelmez¶esi szempontb¶ol a ¢r lehets¶eges negat¶³v ¶ert¶eke kapcs¶an.
10MegjegyezzÄuk, hogy az egyenletrendszer megold¶asa kapcs¶an a C3 < 1 felt¶etel tel-

jesÄul¶es¶ere sz¶am¶³tunk, mivel ebben az esetben h ¢r monoton nÄoveked}o fÄuggv¶enye lesz.
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S-gÄorbe p param¶eterhez (h¤(¢r) alapj¶an) S-gÄorbe p0 param¶eterhez (h(¢r) alapj¶an)

2. ¶abra. A modellben alkalmazott S-gÄorb¶ek

Visszat¶erve a fenti S-gÄorbe felhaszn¶al¶as¶ara: a modellez¶es sor¶an minden
egyes Äugyf¶elhez egy p param¶eter}u indik¶ator v¶altoz¶o (K?i ) seg¶³ts¶eg¶evel gene-
r¶alunk egy ¶ert¶eket, amely meghat¶arozza, hogy az adott Äugyf¶el a piaci v¶arako-
z¶asokon k¶³vÄuli inform¶aci¶oforr¶asa alapj¶an hogyan dÄont a visszav¶as¶arl¶assal kap-
csolatban, tov¶abb¶a gener¶alunk szint¶en egy p param¶eter}u indik¶ator v¶altoz¶ot
(K0) portf¶oli¶oszinten, ami eldÄonti, hogy mi a piaci v¶arakoz¶as. A k¶erd¶eses p
param¶etert pedig a ¢r fÄuggv¶eny¶eben a fenti S-gÄorbe fogja megadni.
Az (1) sz¶amszer}us¶³t¶es¶ehez szÄuks¶egÄunk van m¶eg az Äugyf¶elszint}u, p0 para-

m¶eter}u Mi v¶altoz¶okra, amely azt adja meg, hogy az Äugyf¶el piackÄovet}u ma-
gatart¶as¶u-e. A p0 param¶eter meghat¶aroz¶as¶ahoz az alapÄotlet az el}oz}oekben
ismertetett S-gÄorbe koncepci¶o volt (ezzel is biztos¶³tva, hogy mindk¶et k¶erd¶eses
param¶eter a ¢r nÄovekv}o fÄuggv¶enyei legyenek), ¶³gy a kÄovetkez}okben csak a
(15)-(17) param¶eterez¶es¶et mutatjuk be. A modellez¶es sor¶an alkalmazott p0
¶ert¶ekek minimuma ¶es maximuma (azaz az alkalmazott S-gÄorbe ¶ert¶ekk¶eszlete)
Loisel-Milhaud [2012] cikk¶eben szerepl}o sz¶am¶³t¶asok alapj¶an kerÄultek kiv¶a-
laszt¶asra. Loisel-Milhaud [2012] cikkÄukben kÄulÄonbÄoz}o p ¶es p0 param¶eterekre
vonatkoz¶oan meghat¶arozt¶ak 99.5%-os kon¯dencia szint mellett a portf¶oli¶oban
l¶ev}o, visszav¶as¶arl¶ok ar¶any¶ara vonatkoz¶o VaR ¶ert¶ekeket, mi pedig azon p0 pa-
ram¶etereket v¶alasztottuk ki tov¶abbi felhaszn¶al¶as c¶elj¶ab¶ol, amelyekhez racio-
n¶alis m¶ert¶ek}u (¶es nem csak az illusztr¶aci¶o kedv¶e¶ert szerepeltetett igen magas
m¶ert¶ek}u) VaR-okat kap a szerz}op¶aros. Ezt ¯gyelembe v¶eve a maxim¶alis p0
¶ert¶eket 15%-ban (azaz (16)-ban C1 = 6:67), a minim¶alis ¶ert¶eket pedig term¶e-
szetesen 0%-ban (azaz ebben az esetben nem alkalmaztunk felfel¶e tÄort¶en}o el-
tol¶ast a gÄorbe pontjait illet}oen) ¶allap¶³tottuk meg. A h(0) ¶ert¶eket a p param¶e-
tern¶el eml¶³tett 1%-ban ¶allap¶³tottuk meg, mivel a biztos¶³t¶asi term¶ek hozama ¶es
a piaci hozam egyenl}o volta kapcs¶an re¶alis felt¶etelez¶es, hogy a kÄotv¶enytulaj-
donosok egy r¶esz¶enek a term¶ek hozam¶anak jÄov}obeli alakul¶as¶aval kapcsolatos
v¶arakoz¶asai hasonl¶oak (negat¶³v, azaz visszav¶as¶arl¶ast terveznek), ¶³gy alkal-
mazhat¶o a korrel¶aci¶ot tekintve nem 0 ¶ert¶ek (teh¶at a C2 = 93:33). Az in°exi¶os
pont eset¶en szint¶en megfelel}onek tal¶altuk a p param¶eter eset¶en alkalmazott
1.5%-ot, mivel ha tekintjÄuk a 2b. ¶abr¶at, l¶athatjuk, hogy a k¶erd¶eses S-gÄorbe ¶er-
t¶ekk¶eszlet¶enek maximum¶at 3% kÄorÄul ¶erheti el, ¶es egy 3%-os hozamok kÄozÄotti
kÄulÄonbs¶eg semmilyen kÄorÄulm¶enyek kÄozÄott nem tekinthet}o margin¶alisnak (¶³gy
C3 = 4:05 ¤ 10¡77). A fenti m¶odon meghat¶arozott p ¶es p0 param¶eterek se-
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g¶³ts¶eg¶evel m¶ar sz¶amszer}us¶³thet}o az (1) k¶eplet, ¶es ¶³gy eldÄonthet}o mindenkir}ol,
hogy visszav¶as¶arol-e az adott ¶ev elej¶en, vagy sem.

A biztos¶³t¶ok, amennyiben az Äugyf¶el visszav¶as¶arol, ¶altal¶aban nem a teljes
Äosszeget t¶er¶³tik vissza Äugyfeleik sz¶am¶ara. A modell ¶ep¶³t¶ese sor¶an ez a val¶os
felt¶etelez¶es is be¶ep¶³t¶esre kerÄult a kÄovetkez}ok¶eppen: visszav¶as¶arl¶as eset¶en az
Äugyf¶el nem a teljes sz¶aml¶aj¶an l¶ev}o Äosszeget kapja meg, hanem annak egy el}ore
meghat¶arozott r¶esz¶et, tov¶abb¶a a biztos¶³t¶on¶al marad¶o h¶anyadon a biztos¶³t¶o ¶es
a portf¶oli¶oban marad¶o Äugyfelek 50%-50%-ban osztoznak. Az Äugyfelek eset¶en
a visszamarad¶o r¶esz 50%-a term¶eszetesen a portf¶oli¶o elemsz¶am¶aval osztand¶o,
¶es a kapott Äosszeget minden Äugyf¶el sz¶aml¶aj¶an j¶ov¶a¶³rjuk (ez is egyfajta kv¶azi
,,b¶onuszk¶ent" ¶ertelmezhet}o). Ez az Äosszeg term¶eszetesen az rp kamatszintet
nÄoveli, teh¶at a Grosen-J¿rgensen [1999] modellj¶eben tal¶alhat¶o rp a kombin¶alt
modell rp param¶eter¶ehez k¶epest kisebb/egyenl}o lehet. A visszav¶as¶arl¶o Äugyf¶el
¶altal megkapott h¶anyad kezd}o ¶ert¶eke 95%-ban kerÄult meg¶allap¶³t¶asra, amely
minden m¶asodik ¶evben 1%-ot emelkedik a tartam sor¶an, eg¶eszen a 99%-os
maxim¶alis szintig.

Most m¶ar mindent tudunk, hogyan jutunk el a tartam v¶egi, portf¶oli¶oban
marad¶o Äugyfelek sz¶amlaegyenleg¶eig. Ezen egyenlegek diszkont¶al¶as¶at az el}oz}o
szakaszban bemutatott ,,eur¶opai opci¶o" eset¶ehez teljesen hasonl¶oan qe¡rT -vel
v¶egezzÄuk, ahol a q a m¶ar ismertetett (line¶arisan nÄov}o) hal¶aloz¶asi val¶osz¶³n}u-
s¶egek alapj¶an sz¶amolt teljes t¶ul¶el¶esi val¶osz¶³n}us¶eg, T a tartam, r pedig a piaci
hozam. Ezen diszkont¶alt sz¶amlaegyenlegeknek minden egyes szimul¶alt eset
sor¶an vesszÄuk az ¶atlag¶at, majd k¶epezve az egyes szimul¶alt esetekhez tartoz¶o
¶atlagos sz¶amlaegyenlegek ¶atlag¶at, megkapjuk a vegyes biztos¶³t¶as el¶er¶esi kom-
ponens¶enek aktu¶ariusilag korrekt ¶ar¶at. A hal¶aleseti komponens ¶araz¶as¶an¶al az
el}oz}o szakaszhoz hasonl¶oan feltettÄuk, hogy a vegyes biztos¶³t¶asok k¶et kompo-
nens¶ehez tartoz¶o biztos¶³t¶asi Äosszegek megegyeznek. Ehhez k¶epeztÄuk minden
egyes szimul¶alt eset sor¶an a tartam v¶egi sz¶amlaegyenlegek ¶atlag¶at, majd ezen
szimul¶alt ¶atlagos sz¶amlaegyenlegek ¶atlagak¶ent ¶allap¶³tottuk meg a hal¶aloz¶asi
komponens biztos¶³t¶asi Äosszeg¶et. Innen a komponens aktu¶ariusilag korrekt
¶ara az el}oz}o szakaszban ismertetett m¶odon ad¶odik. A garant¶alt hozam kom-
ponens aktu¶ariusilag korrekt ¶ar¶anak meghat¶aroz¶as¶ahoz szint¶en az el}oz}o sza-
kaszban ismertetett megkÄozel¶³t¶est alkalmazom: P0(1 + rg)T e¡rT q, ahol je-
len esetben P0 az egyes szimul¶alt esetekhez tartoz¶o N (100; 20) eloszl¶asb¶ol
sz¶armaz¶o kezd}o be¯zet¶esek ¶atlag¶anak az ¶atlaga.

3.2 A sz¶am¶³t¶asok eredm¶enyei

E szakasz keretein belÄul bemutatjuk sz¶am¶³t¶asaink eredm¶enyeit, amelyek a
bevezet}oben megfogalmazottaknak megfelel}oen al¶at¶amasztj¶ak, hogy az egyes
param¶eterek v¶altoz¶as¶anak hat¶as¶at a kombin¶alt modell jobban megragadja,
mint a cikkben ismertetett, vegyes biztos¶³t¶asi keretrendszerben t¶argyalt mo-
dell (Grosen-J¿rgensen [1999] eur¶opai ¶es amerikai opci¶o szerinti ¶araz¶as meg-
kÄozel¶³t¶essel). Ezt kÄovet}oen megmutatjuk, hogy az els}o szakaszban ismertetett
param¶eterbecsl¶es eredm¶enyeit hogyan lehet be¶ep¶³teni a kombin¶alt modellbe
abb¶ol a c¶elb¶ol, hogy bizony¶³tani tudjuk azt, hogy a visszav¶as¶arl¶ok sz¶am¶a-
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nak eloszl¶as¶at meghat¶aroz¶o (3) ÄosszefÄugg¶es nem csak, hogy j¶ol kÄozel¶³the-
t}o a param¶eterbecsl¶est bemutat¶o szakaszban szerepl}o eloszl¶asok seg¶³ts¶eg¶evel,
de ezen eloszl¶asok kombin¶alt modellben tÄort¶en}o felhaszn¶al¶as¶aval az eredeti
kombin¶alt modell ¶altal adott aktu¶ariusilag korrekt ¶ar is szint¶en j¶ol kÄozel¶³thet}o.

Sz¶am¶³t¶asaink eredm¶enyeit Äosszefoglaltuk a 2. t¶abl¶azatban, amelyben kÄulÄon
szerepeltettÄuk a garant¶alt hozam, a b¶onusz ¶es a visszav¶as¶arl¶asi komponensek,
valamint az el¶er¶esi ¶es kock¶azati Äosszetev}ok aktu¶ariusilag korrekt ¶arait.

gar. hozam b¶onusz visszav. el¶er¶esi kock¶azati d¶³j Äosszesen
72.66 0 0 72.66 0.88 73.54

0% 72.66 0 21.19 93.85 0.88 94.73
72.66 0 0.33 72.99 0.88 73.87
72.66 14.85 0 87.51 1.06 88.57

µ 25% 72.66 14.85 7.26 94.77 0.95 95.72
72.66 14.83 1.42 88.91 1.08 89.99
72.66 25.5 0 98.16 1.19 99.35

50% 72.66 25.5 3.99 102.15 1.08 103.23
72.66 25.4 1.81 99.87 1.22 101.09
108.39 14.06 0 122.45 0.99 123.44

4% 108.39 14.06 0 122.45 0.99 123.44
108.39 14.05 0.65 123.11 1.00 124.11
88.74 19.26 0 108.02 1.07 109.07

r 6% 88.74 19.26 0.56 108.58 1.05 109.63
88.74 19.26 0.31 108.33 1.07 109.4
72.66 25.5 0 98.16 1.19 99.35

8% 72.66 25.5 3.99 102.15 1.08 103.23
72.66 25.5 1.71 99.87 1.21 101.08
72.66 28.33 0 100.99 1.22 102.21

5% 72.66 28.33 4.57 105.56 1.13 106.69
72.66 28.33 2.53 103.52 1.25 104.77
72.66 22.71 0 95.37 1.16 96.53

° 15% 72.66 22.71 4.15 99.52 1.03 100.55
72.66 22.70 3.62 98.99 1.2 100.19
72.66 18.48 0 91.14 1.10 92.24

25% 72.66 18.48 4.74 95.88 0.96 96.84
72.66 18.46 2.83 93.95 1.14 95.09
72.66 18.87 0 91.53 1.11 92.64

10% 72.66 18.87 6.15 97.68 1.03 98.71
72.66 18.74 3.29 94.69 1.15 95.84
72.66 32.55 0 105.21 1.28 106.49

¾ 20% 72.66 32.55 1.39 106.60 1.13 107.73
72.66 32.53 3.53 108.72 1.32 110.04
72.66 47.48 0 120.14 1.46 121.60

30% 72.66 47.48 0 120.14 1.46 121.60
72.66 47.5 1.17 121.33 1.47 122.8
59.94 32.68 0 92.62 1.25 93.87

3% 59.94 32.68 7.43 100.05 1.13 101.18
59.94 32.62 3.91 96.47 1.31 97.78
79.88 22.13 0 102.01 1.17 103.18

rg 6% 79.88 22.13 1.42 103.43 1.07 104.50
79.88 20.32 3.32 103.52 1.19 104.71
105.60 13.23 0 118.83 1.17 120.00

9% 105.60 13.23 0 118.83 1.17 120.00
105.61 13.22 0.91 119.74 1.18 120.92

2. t¶abl¶azat. A term¶ekkomponensek ¶ert¶ekei
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A t¶abl¶azat utols¶o oszlopa adja a term¶ek teljes nett¶o ¶ert¶ek¶et. SzÄuks¶eges
eml¶³tenÄunk az ¶ertelmez¶es kapcs¶an, hogy a sz¶am¶³t¶asokhoz az indul¶o param¶e-
terek a kÄovetkez}ok voltak (z¶ar¶ojelben jelzem a kombin¶alt modellben szerepl}o
elt¶er¶eseket): S(0) = 100 (N (100; 20)), r = 8%, T = 10, ¾ = 15%, µ = 0:5,
° = 0:1, rg = 5%, N = 100, q = 0:0005, l¶ep¶eskÄoz=0:00005, szimul¶aci¶ok sz¶ama
100 ezer, amerikai opci¶o ¶es kombin¶alt modell eset¶enm = 2, kombin¶alt modell
eset¶en a portf¶oli¶o elemsz¶ama 1000. A 2. t¶abl¶azat kapcs¶an minden egyes eset-
ben a fenti param¶eterek az ir¶anyad¶oak ¶es a t¶abl¶azat megfelel}o r¶esz¶eben jelzett
param¶eter v¶altoztat¶as¶anak a modell eredm¶enyeire gyakorolt hat¶as¶at sz¶amsze-
r}us¶³tettÄuk. Ezen param¶eterek a t¶abl¶azat alapj¶an: µ, r, °, ¾, ¶es rg. Tov¶abb¶a
az egyes param¶eterek eset¶en a fels}o sor mindig az eur¶opai opci¶ohoz, a kÄo-
z¶eps}o sor az amerikai opci¶ohoz, az als¶o pedig a kombin¶alt modellhez tartoz¶o
eredm¶enyeket tartalmazza.

J¶ol l¶athat¶o a t¶abl¶azatb¶ol, hogy az amerikai opci¶ora jellemz}o ¶araz¶asi tech-
nik¶at ig¶enyl}o el¶er¶esi komponens ¶ert¶eke minden esetben nagyobb vagy egyenl}o
eur¶opai t¶ars¶ahoz viszony¶³tva, amely nem meglep}o, hisz ezt v¶artuk. Egyenl}o
term¶eszetesen akkor lehet, ha a visszav¶as¶arl¶asi lehet}os¶eg gyakorlatilag ¶ert¶ek-
telen a kÄotv¶enytulajdonos sz¶am¶ara. A 2. t¶abl¶azatb¶ol vil¶agosan l¶atszik, hogy
min¶el nagyobb µ ¶ert¶eke, ann¶al ¶ert¶ekesebb mindh¶arom t¶³pus¶u term¶ek. Ez ter-
m¶eszetes, hisz ha j¶ol teljes¶³t a befektet¶es, akkor nagyobb µ miatt nagyobb
h¶anyadot kap vissza az Äugyf¶el b¶onuszk¶ent, amelyet term¶eszetesen a b¶onusz
komponens ¶ert¶ek¶enek nÄoveked¶ese is jelez. Azonban ezt a nÄoveked¶est ellens¶u-
lyozza a visszav¶as¶arl¶asi komponens ¶ert¶ek¶enek csÄokken¶ese, hisz min¶el nagyobb
h¶anyadot kap vissza az Äugyf¶el a b¶onusz komponensn¶el, ann¶al kev¶esb¶e val¶o-
szer}u, hogy vissza fog v¶as¶arolni. A kombin¶alt modell eset¶en, a visszav¶as¶arl¶a-
si komponens ¶ert¶ek¶enek kisebb volta (amerikai opci¶o megkÄozel¶³t¶es megfelel}o
¶ert¶ek¶ehez k¶epest) ahhoz kÄothet}o, hogy enn¶el a megkÄozel¶³t¶esn¶el a visszav¶as¶arl¶o
Äugyfelek sz¶amlaegyenleg¶enek biztos¶³t¶on¶al marad¶o h¶anyad¶anak 50%-a a tÄobbi
Äugyf¶el sz¶aml¶aj¶an visszaoszt¶asra kerÄul. Ez, mivel extra hozamot ny¶ujthat
az Äugyfelek sz¶am¶ara az eur¶opai ¶es amerikai opci¶o megkÄozel¶³t¶esekhez k¶epest,
csÄokkentheti a visszav¶as¶arl¶as val¶osz¶³n}us¶eg¶et.

Az r kÄulÄonbÄoz}o ¶ert¶ekei mellett l¶athatjuk, hogy ahogy r nÄovekszik, ¶ugy egy-
re csÄokken a garancia ¶ert¶eke, amely term¶eszetes, hisz egyre nagyobb ¶ert¶ekkel
diszkont¶alunk. A b¶onusz komponens ¶ert¶eke viszont ezt ellens¶ulyozza, mivel
nagyobb r-hez nagyobb g tartozik, azaz nagyobb val¶osz¶³n}us¶eggel fog az eszkÄoz
piaci ¶ara nÄovekedni a CRR modellben. Az eur¶opai opci¶o eset¶en pedig el¶eg
a (6) ÄosszefÄugg¶esre vetnÄunk egy pillant¶ast. Az r = 4% mellett az amerikai
opci¶o eset¶en az¶ert l¶athatunk 0-¶at a visszav¶as¶arl¶asn¶al, mert a garancia, azaz
rg = 5%, vagyis gyakorlatilag semmilyen kÄorÄulm¶enyek kÄozÄott nem ¶eri meg
visszav¶as¶arolni, teh¶at ez a komponens ¶ert¶ektelen. A ° param¶eter nÄoveked¶ese
eset¶en ahogyan azt v¶artuk, a b¶onusz komponens ¶ert¶eke csÄokken, hisz csÄokken
annak a val¶osz¶³n}us¶ege, hogy b¶onuszhoz jutunk. Ezzel egyetemben pedig a ter-
m¶ek ¶ert¶eke is csÄokken. A volatilit¶as ¶ert¶ek¶enek nÄoveked¶es¶evel a b¶onusz ¶ert¶eke
term¶eszetszer}uen n}o, m¶³g a visszav¶as¶arl¶as ¶ert¶eke csÄokken, hisz egyre ink¶abb
nem ¶eri meg visszav¶as¶arolni. P¶eld¶aul ¾ = 30% mellett m¶ar egy¶altal¶an nem ¶eri
meg, azaz az ¶ert¶eke 0 (amerikai opci¶o megkÄozel¶³t¶es eset¶en). Az rg garant¶alt
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hozam nÄoveked¶ese drasztikusan emeli a garancia ¶ert¶ek¶et, a visszav¶as¶arl¶as¶et
pedig csÄokkenti, amelyek okai nem szorulnak magyar¶azatra.
A kombin¶alt modell eredm¶enyei alapj¶an elmondhatjuk, hogy mind az

el¶er¶esi Äosszetev}o ¶ert¶eke, mind a teljes d¶³j ¶altal¶aban az amerikai opci¶ok¶ent
be¶arazott el¶er¶esi Äosszetev}o ¶ert¶eke ¶es annak teljes d¶³j¶anak szintje alatt marad.
L¶athat¶o, hogy a µ ¶es ° param¶eter v¶altoz¶asa olyan szempontb¶ol nincs hat¶assal
a kombin¶alt modell eredm¶eny¶ere, hogy az elmozduljon az eur¶opai ¶es amerikai
opci¶o megkÄozel¶³t¶essel kapott komponensek ¶ert¶ekei kÄozÄul. Viszont az r, ¾ ¶es
rg param¶eterek eset¶en l¶athat¶o, hogy a kombin¶alt modell tÄobbre ¶ert¶ekel egy
adott konstrukci¶ot az amerikai opci¶o megkÄozel¶³t¶eshez k¶epest, amennyiben az
Äugyf¶el sz¶am¶ara el}onyÄos v¶altoz¶as kÄovetkezik be az el}oz}o h¶arom param¶eterben:
amennyiben csÄokken az r (teh¶at a vegyes biztos¶³t¶as adta lehet}os¶eg relat¶³ve
,,jobb" lesz m¶as piaci lehet}os¶eghez k¶epest), vagy amennyiben n}o a ¾ (n}o an-
nak a val¶osz¶³n}us¶ege, hogy nagyobb hozam is el¶erhet}o a biztos¶³t¶o befektet¶ese-
in), vagy n}o rg (azaz egyre nagyobb garant¶alt hozamot¶³g¶er a biztos¶³t¶o), ¶ugy a
kapott ¶ert¶ekek meghaladj¶ak az amerikai opci¶o megkÄozel¶³t¶essel kapott ¶ert¶eke-
ket. Azaz ¶altal¶anoss¶agban elmondhatjuk, hogy a sztochasztikus megkÄozel¶³t¶es
modellbe tÄort¶en}o be¶ep¶³t¶es¶evel az egyes param¶eterekben bekÄovetkez}o v¶altoz¶as
az Äugyf¶el szempontj¶ab¶ol tÄort¶en}o konstrukci¶o ¶ert¶ekel¶es sor¶an jobb megraga-
d¶asra kerÄul az amerikai opci¶o megkÄozel¶³t¶eshez k¶epest, azaz a param¶eterekben
tÄort¶en}o v¶altoz¶asokat jobban kiemel}o ¶es jobban megragad¶o modellt kaptunk.
A fentiek al¶at¶amaszt¶as¶at a kÄovetkez}okben tÄobbf¶ele gra¯konnal fogjuk elv¶e-
gezni. Ehhez el}oszÄor is tekintsÄuk a 3. ¶abr¶at . Ezen azt pr¶ob¶aljuk szeml¶eltetni,
hogy hogyan v¶altozik a visszav¶as¶arl¶asi opci¶o ¶ert¶eke (amerikai opci¶o meg-
kÄozel¶³t¶essel ¶es eur¶opai megkÄozel¶³t¶essel kapott korrekt ¶arak kÄozti kÄulÄonbs¶eg)
kÄulÄonbÄoz}o param¶eterek mellett. A 2. t¶abl¶azathoz k¶epest a sz¶am¶³t¶as teljesen
hasonl¶oan tÄort¶enik, ¶³gy teh¶at minden egyes fÄuggv¶eny a gra¯kon magyar¶aza-
t¶aban szerepl}o param¶eter v¶altoz¶asa kapcs¶an mutatja a visszav¶as¶arl¶asi opci¶o
¶ert¶ek¶et.

L¶athatjuk a 3. gra¯konon, hogy a folytonos gÄorbe a µ param¶eter ¶ert¶ek¶enek
nÄoveked¶ese eset¶en monoton csÄokken. Ahogy azt az el}oz}oekben m¶ar tiszt¶aztuk,
pont erre a monoton csÄokken¶esre sz¶am¶³tottunk, hisz µ nÄoveked¶es¶evel egyre
nagyobb h¶anyadot kap vissza az Äugyf¶el b¶onuszk¶ent. M¶³g µ = 0 mellett a
visszav¶as¶arl¶asi opci¶o ¶ert¶eke 20.8, addig µ = 30% eset¶en m¶ar csak 6.2 ¶ert¶ek}u.

3. ¶abra. Visszav¶as¶arl¶asi opci¶o ¶ert¶ek¶enek alakul¶asa
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A szaggatott gÄorb¶en¶el, azaz az r param¶eter eset¶en m¶ar tÄobb ¶ujat tudunk
mondani, mint amit tudtunk a t¶abl¶azat ¶ert¶ekei alapj¶an. Fent levontuk a kÄo-
vetkeztet¶est, hogy alacsony r eset¶en mi¶ert is 0 a visszav¶as¶arl¶asi opci¶o ¶ert¶eke,
tov¶abb¶a levontuk azt a kÄovetkeztet¶est is, hogy r nÄoveked¶es¶evel a b¶onusz
opci¶o ¶ert¶eknÄoveked¶ese ellens¶ulyozza a garancia komponens ¶ert¶ekcsÄokken¶es¶et.
Azonban a szaggatott gÄorb¶er}ol l¶athatjuk, hogy ez nem teljesen igaz, hisz
a t¶abl¶azatban 8%-ig vizsg¶altuk az r param¶eter v¶altoz¶as¶anak hat¶as¶at, ¶³gy
nem vehettÄuk ¶eszre (¶es az eredeti modell szerz}oi sem, mivel cikkÄukben csak
t¶abl¶azatos form¶aban vizsg¶alt¶ak modelljÄuket, gra¯kusan nem) a kÄovetkez}ot: a
gÄorbe a maximum¶at kb. r = 11%-n¶al veszi fel, onnan kezdve a visszav¶as¶arl¶asi
opci¶o ¶ert¶eke csÄokken. Ez azt jelenti, hogy a b¶onusz opci¶o ¶ert¶eke csak egy ideig
nÄovekszik jobban, mint ahogy a garancia komponens ¶ert¶eke csÄokken, 11%-n¶al
bekÄovetkezik a fordul¶opont ¶es 20%-t¶ol m¶ar ism¶et 0 a visszav¶as¶arl¶asi opci¶o
¶ert¶eke. A pont-vonal alap¶u szaggatott gÄorbe alakja abszol¶ut nem meglep}o,
hisz ahogy azt fent jeleztÄuk, rg nÄoveked¶es¶evel egy bizonyos szint ut¶an m¶ar
soha nem fogja meg¶erni a visszav¶as¶arl¶as. A volatilit¶as ¶ert¶ek¶enek nÄoveked¶es¶e-
vel a b¶onusz ¶ert¶eke, ahogy azt fent is jeleztÄuk, n}o, m¶³g a visszav¶as¶arl¶as ¶ert¶eke
csÄokken, hisz egyre ink¶abb nem ¶eri meg visszav¶as¶arolni. Ezt al¶at¶amasztja a
¾ param¶eterhez tartoz¶o gÄorbe alakja, amely kb. 24% kÄorÄuli ¾ ¶ert¶ekt}ol kezdve
0 ¶ert¶eket vesz fel, teh¶at a visszav¶as¶arl¶asi opci¶o ¶ert¶ektelenn¶e v¶alik.

Miel}ott elemezn¶enk a 4. ¶abr¶at, el}otte m¶eg valamit tiszt¶aznunk kell. Cik-
kÄunk els}o szakasz¶aban utaltunk r¶a, hogy Loisel-Milhaud [2012] eredm¶enyei
kapcs¶an v¶egzett param¶eterbecsl¶eseink a cikk eme szakasz¶aban felhaszn¶al¶asra
kerÄulnek. Ezt ¶ugy tettÄuk meg, hogy a m¶ar megismert kombin¶alt modellt ¶at-
alak¶³tottuk ¶ugy, hogy m¶ar nem egy¶eni szinten, (1) alapj¶an hat¶arozzuk meg,
ki v¶as¶arolt vissza ¶es ki nem, hanem az els}o szakaszban ismertetett param¶e-
terbecsl¶esi elj¶ar¶as seg¶³ts¶eg¶evel meghat¶arozott norm¶alis ¶es kevert eloszl¶asb¶ol
sz¶armaztatva. Ezzel az a c¶elunk, hogy bel¶assuk, a Loisel-Milhaud [2012] ¶altal
bemutatott, a visszav¶as¶arl¶ok sz¶am¶anak eloszl¶as¶at meghat¶aroz¶o (3) ÄosszefÄugg¶es
nem csak, hogy j¶ol kÄozel¶³thet}o a k¶erd¶eses eloszl¶asok seg¶³ts¶eg¶evel, de ezen el-
oszl¶asok kombin¶alt modellben tÄort¶en}o felhaszn¶al¶as¶aval az eredeti kombin¶alt
modell ¶altal adott aktu¶ariusilag korrekt ¶ar is j¶ol kÄozel¶³thet}o. A kombin¶alt mo-
dell ¶atalak¶³t¶asa a kÄovetkez}ok¶epp tÄort¶enik: vesszÄuk a p ¶es p0 param¶etereket a
m¶ar ismertetett S-gÄorb¶ek seg¶³ts¶eg¶evel ¶es n-et, azaz a m¶eg nem visszav¶as¶aroltak
sz¶am¶at. Ezen param¶eterek seg¶³ts¶eg¶evel, az els}o szakaszban ismertetett m¶odon
tudjuk szimul¶alni az n-b}ol visszav¶as¶arl¶ok sz¶am¶at, amelyre p0 = 0 ¶es p0 6= 0 e-
seteknek megfelel}oen norm¶alis ¶es kevert eloszl¶ast illesztÄunk, ¶es az ismertetett
m¶odon ML m¶odszerrel vagy EM-algoritmussal meghat¶arozzuk az illesztett
eloszl¶asok param¶etereit. A visszav¶as¶arl¶ok sz¶am¶at p0 = 0 esetben az illesztett
norm¶alis eloszl¶as v¶arhat¶o ¶ert¶ekek¶ent azonos¶³tjuk, azaz vesszÄuk a ¹ param¶etert.
A p0 6= 0 esetben a v¶arhat¶o ¶ert¶ek (kever¶esi s¶ulyokkal s¶ulyozott Äosszege a
¹1 ¶es ¹2 param¶etereknek) v¶etele nem el¶eg konzervat¶³v, mivel Loisel-Milhaud
[2012] cikkÄukben pont a k¶etm¶odusz¶u eloszl¶as v¶arhat¶o ¶ert¶ek¶enek kev¶esb¶e infor-
mat¶³v volt¶ara h¶³vja fel a ¯gyelmet, mivel a v¶arhat¶o ¶ert¶ekhez k¶epest nagyobb
visszav¶as¶arl¶oi sz¶am nagyobb val¶osz¶³n}us¶eggel fordul el}o, mint a sima norm¶alis
eloszl¶as eset¶en. ¶Igy ebben az esetben a k¶et becsÄult param¶eter ¶atlag¶at vettÄuk a
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visszav¶as¶arl¶ok sz¶am¶anak meghat¶aroz¶as¶ahoz. Az n-b}ol pedig pontosan ennyi
visszav¶as¶arl¶ot fogunk v¶eletlen kiv¶alaszt¶assal meghat¶arozni minden egyes szi-
mul¶alt esetben. TekintsÄuk a 4. ¶abr¶at .
Ezeken a gra¯konokon a n¶egy korrekt ¶ar meghat¶aroz¶asi m¶od seg¶³ts¶eg¶evel

kapott ¶arakat l¶athatjuk az adott param¶eter fÄuggv¶eny¶eben (a ,,Kombin¶alt mo-
dell 2" jelzi a fentebb ismertetett, ¶atalak¶³tott kombin¶alt modell eredm¶eny¶et).
A 4a eset¶en l¶athatjuk, hogy kis r param¶eterek mellett, teh¶at ahol nagyon
meg¶eri az adott konstrukci¶oba fektetni, v¶egig a kombin¶alt modell adja a
legmagasabb ¶arat, ¶es az eur¶opai opci¶o megkÄozel¶³t¶essel kapott ¶ar szint¶en az
amerikai opci¶o megkÄozel¶³t¶es}u felett tal¶alhat¶o. Majd v¶egÄul egy kell}oen nagy r
ut¶an a 2. t¶abl¶azat eset¶en tapasztalt jelens¶eg l¶ep fel: a kombin¶alt modell ¶altal
kapott ¶ar a m¶asik k¶et koncepci¶o seg¶³ts¶eg¶evel kapott ¶ar kÄozÄott tal¶alhat¶o. A 4b
gra¯kon ehhez teljesen hasonl¶oan ¶ertelmezhet}o. A 4c eset¶en pont ford¶³tott
helyzetet l¶athatunk: egy bizonyos ¾ ¶ert¶eken (21.2%) t¶ul ¶ert¶ekeli a kombin¶alt
modell legtÄobbre az adott konstrukci¶ot ¶es az eur¶opai opci¶o megkÄozel¶³t¶essel
kapott ¶arak is ekkor lesznek magasabbak az amerikai opci¶o megkÄozel¶³t¶essel
kapottn¶al. Ez azt jelenti, hogy ilyen magas ¾ param¶eterek eset¶en egy¶altal¶an
nem ¶erdemes visszav¶as¶arolni, ¶es mindenk¶epp rosszul j¶ar az, aki m¶egis ezt teszi
(kell}oen alacsony param¶eter eset¶en pedig szint¶en a 2. t¶abl¶azatn¶al tapasztalt
jelens¶eget l¶athatjuk). A 4d eset¶eben pedig csak a 2. t¶abl¶azatn¶al tapasztal-
takat kapjuk vissza, azaz µ param¶eter b¶armilyen ¶ert¶eke eset¶en a kombin¶alt
modell ¶altal kapott ¶ar mindig a m¶asik k¶et koncepci¶o seg¶³ts¶eg¶evel kapott ¶ar
kÄozÄott tal¶alhat¶o.

(a) Aktu¶ariusilag korrekt ¶ar (r) (b) Aktu¶ariusilag korrekt ¶ar (rg)

(c) Aktu¶ariusilag korrekt ¶ar (¾) (d) Aktu¶ariusilag korrekt ¶ar (µ)

4. ¶abra. Az aktu¶ariusilag korrekt ¶ar alakul¶asa kÄulÄonbÄoz}o modellek eset¶en
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Amit viszont m¶eg ¶eszrevehetÄunk az az, hogy az ¶atalak¶³tott kombin¶alt
modell v¶egig a sima kombin¶alt modell eredm¶eny¶et kÄoveti minden gra¯konon
(igaz, kicsit hektikusabban viselkedik a gÄorb¶ei alapj¶an, de ez betudhat¶o an-
nak, hogy az olyan iterat¶³v jelleg}u algoritmus, mint az EM eset¶en az ered-
m¶enyek term¶eszetszer}uleg kis m¶ert¶ek}u instabilit¶ast mutathatnak). L¶athat¶o,
hogy mind a 4. gra¯kon, mind a 2. t¶abl¶azat ¶ert¶ekei a szakasz elej¶en megfogal-
mazott ¶all¶³t¶asainknak megfelel}o eredm¶enyt, ¶ert¶ekeket mutatnak, al¶at¶amasztva
cikkÄunk c¶elkit}uz¶eseit.

ÄOsszefoglal¶as

CikkÄunkben megmutattuk Loisel-Milhaud [2012], a szerz}od}ok visszav¶as¶arl¶as-
sal kapcsolatos dÄont¶esei kÄozti korrel¶aci¶ot is ¯gyelembe vev}o modellje eset¶en
hogyan is lehet sz¶amszer}uleg (illesztett eloszl¶asok param¶etereinek meghat¶aro-
z¶asa norm¶alis ¶es kevert eloszl¶as eset¶en) elv¶egezni az eredeti cikkben szerepl}o
¶erz¶ekenys¶egvizsg¶alatot.

Ezt kÄovet}oen Grosen-J¿rgensen [1999] cikk¶eben szerepl}o modellt vizsg¶al-
tuk, amely lehet}os¶eget adott arra, hogy a visszav¶as¶arl¶ast, mint az Äugyf¶el ¶altal
leh¶³vhat¶o opci¶ot be tudjuk ¶arazni, illetve meg tudjuk mutatni a term¶ek ak-
tu¶ariusilag korrekt ¶ert¶ek¶eben k¶epviselt m¶ert¶ek¶et. Az eredeti modellt elt¶er}o
keretben (vegyes biztos¶³t¶as) vizsg¶altuk, mint azt a szerz}ok tett¶ek, valamint
n¶eh¶any ¶uj, gyakorlati jelleg}u felt¶etellel ¶es param¶eterrel ¶eltÄunk a modell¶ep¶³t¶es
sor¶an.

V¶egÄul megmutattuk, hogyan lehet ¯gyelembe venni ¶es be¶ep¶³teni Loisel-
Milhaud [2012] eredm¶enyeit az el}oz}o modellbe, valamint ennek seg¶³ts¶eg¶evel
Äosszehasonl¶³t¶ast v¶egeztÄunk a m¶odos¶³tott keretrendszerben t¶argyalt Grosen-
J¿rgensen [1999] modell ¶altal adott ¶es a kombin¶alt modell ¶altal adott aktu¶a-
riusilag korrekt ¶arak kÄozÄott. Ezen k¶³vÄul bel¶attuk, hogy Loisel-Milhaud [2012]
eredm¶enyeinek be¶ep¶³t¶es¶evel kapott aktu¶ariusilag korrekt ¶arak is kÄozel¶³thet}oek
egy olyan modell eredm¶enyeivel, amelybe a cikkÄunk els}o szakasz¶aban ismer-
tetett becsl¶esi elj¶ar¶asok kerÄulnek be¶ep¶³t¶esre. ÄOsszess¶eg¶eben az eredm¶enyek
alapj¶an azt l¶athatjuk, hogy a kombin¶alt modell k¶epes az Äugyf¶el szempontj¶ab¶ol
tÄort¶en}o konstrukci¶o ¶ert¶ekel¶es sor¶an az egyes param¶eterekben bekÄovetkez}o v¶al-
toz¶as jobb megragad¶as¶ara,¶³gy Äosszess¶eg¶eben egy, a param¶eterek v¶altoz¶as¶anak
a modell eredm¶eny¶ere gyakorolt hat¶as¶at jobban kiemel}o modellt kaptunk.

FÄuggel¶ek

EM-algoritmus

Legyen adott egy p(xj£) s}ur}us¶egfÄuggv¶eny £ param¶eter mellett, valamint le-
gyen egy, az el}obbi s}ur}us¶egfÄuggv¶eny ¶altal meghat¶arozott eloszl¶asb¶ol sz¶armaz¶o,
N elem}u adathalmazunk, azaz X = fx1; . . .xNg. TegyÄuk fel, hogy az el}obbi
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eloszl¶as kevert ¶es s}ur}us¶egfÄuggv¶eny¶et a kÄovetkez}ok¶epp ¶³rhatjuk fel:

p(xj£) =
MX

i=1

µipi(xjµi) : (19)

A (19) ÄosszefÄugg¶esben szerepl}o param¶eterek teh¶at £ = (µ1; . . . ; µN ; µ1; . . . ;

µN), amelyekre igaz, hogy
PM

i=1 µi = 1, tov¶abb¶a az egyes pi-k a µi-k szerint
parametriz¶alt s}ur}us¶egfÄuggv¶enyek. A fenti k¶epletb}ol l¶athatjuk, hogy itt M
sz¶am¶u komponens kever¶es¶er}ol van sz¶o µi kever¶esi s¶ulyok ment¶en. A para-
m¶eterbecsl¶eshez szÄuks¶eges loglikelihood fÄuggv¶eny erre a s}ur}us¶egfÄuggv¶enyre
n¶ezve ekkor a kÄovetkez}o:

log(L(£jX)) = log
NY

i=1

p(xij£) =
NX

i=1

log
³ MX

j=1

µjpj(xijµj)
´
: (20)

A (20) loglikelihood fÄuggv¶eny optimaliz¶al¶asa neh¶ez feladat, mivel az Äosszeg
logaritmusa szerepel benne. Ha feltesszÄuk, hogy X eset¶en adathi¶any ¶all fenn
¶es l¶etezik egy Y = fyigNi=1 olyan l¶atens v¶altoz¶o, amelynek ¶ert¶ekei alapj¶an
eldÄonthet}o, hogy az adathalmazunk egyes elemei a kever¶es sor¶an felhaszn¶alt
eloszl¶asok kÄozÄul melyikb}ol sz¶armaznak, ¶ugy a k¶erd¶eses loglikelihood fÄuggv¶eny
jelent}osen egyszer}usÄodik, ¶³gy az optimaliz¶al¶as is j¶oval kÄonnyebb¶e v¶alik. Teh¶at
legyen yi 2 1; . . .M 8i-re, ¶es jelentse yi = k azt, hogy az i-edik meg¯gyel¶es
a k-adik eloszl¶as komponensb}ol sz¶armazik. Ekkor a loglikelihood fÄuggv¶eny a
kÄovetkez}o form¶ara egyszer}usÄodik:

log(L(£jX; Y )) = log(P (X; Y j£)) =
NX

i=1

log(µyipyi(xijµyi)) : (21)

Az EM-algoritmus l¶enyege, hogy (21)-b}ol kiindulva ¶ugy teszÄunk, mintha
ismern¶enk a param¶etereket (azaz kezd}o¶ert¶ek¶et adunk £-nak), majd az E-
l¶ep¶es sor¶an sz¶amszer}us¶³tjÄuk a pij = P (yj = i) i = 1; . . . ;M , j = 1; . . . ; N va-
l¶osz¶³n}us¶egeket (azaz minden egyes meg¯gyel¶eshez kisz¶am¶³tjuk, hogy mekkora
val¶osz¶³n}us¶eggel sz¶armazik az egyes komponensekb}ol). Az M-l¶ep¶es sor¶an k¶e-

pezzÄuk a l¶atens v¶altoz¶ok v¶arhat¶o ¶ert¶ek¶et (a fenti jelÄol¶esekkel
PM

i=1 P (Yj =
i) ¤ i, j = 1; . . . ; N), majd ezen v¶arhat¶o ¶ert¶ekek mellett megkeressÄuk azokat
a param¶etereket, amelyek maximaliz¶alj¶ak a loglikelihood fÄuggv¶enyt. Ezt az
elj¶ar¶ast a konvergenci¶aig ism¶eteljÄuk.
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VALUATION OF SURRENDER RISK WITH CORRELATED

INSURANCE RISKS

In recent years the claim of insurance companies arises to model di®erent risk
types more precisely which comes from the expected implementation of Solvency
II Directive. The purpose of this article is to describe the modelling possibilities of
surrender risk in surrender option concerned area and a possible way to improve a
model known in scienti¯c literature. First of all we introduce shortly the result of
Loisel-Milhaud [2012] so far complemented with parameter estimation results based
on own calculation which have not been the focus of the authors' investigation.
After this we describe how to handle the model of Grosen-J¿rgensen [1999] in
di®erent mixed insurance framework and calculate the option's price related to the
product. Next we show how can the result of Loisel-Milhaud [2012] be built into
the model of Grosen-J¿rgensen [1999] which is related to the increasing correlation
between surrender decisions in a stress period. This paper argues that this improved
model can calculate the actuarially fair price of a product with surrender option
more accurate and able to capture a wider range of external drivers.

Keywords: surrender risk, actuarially fair price, modelling, Solvency II. Journal of
Economic Literature (JEL) code: C15, C46, C63, G12, G22


