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VISSZAVASARLASI KOCKAZAT ERTEKELESE
KORRELALT BIZTOSITASI KOCKAZATOKNAL!

SZINI ROBERT
Magyar Nemzeti Bank

A Szolvencia II szabéalyozds varhaté bevezetésének hatasdra az utébbi évek-
ben megnévekedett a kiilonb6z6 kockazatok minél pontosabb modellezésének
igénye a biztositok részérol. Cikkiink célja a biztositok visszavasarlasi opcioval
érintett teriiletén felmeriil6 visszavasarlasi kockazat modellezési lehetoségei-
nek, valamint a szakirodalomban mar egy ismert modell lehetséges fejlesztésé-
nek, tovabbgondolasanak bemutatasa. Ehhez el6szor is roviden bemutatjuk
Loisel-Milhaud [2012] eddigi eredményeit, kiegészitve azt a szerzéparos vizs-
galatanak fokuszaba nem keriild, sajat szamitasokon alapulé paraméterbecslés
eredményeivel. A késébbiekben megmutatjuk, hogyan lehet Grosen-Jgrgensen
[1999] modelljét egy eltérd, vegyes biztositédsi keretrendszerben kezelni és igy
a visszavasérlast, mint egy biztositasi termékhez kapcsolodd opcidt bearazni.
Ezt kovetéen pedig bemutatasra keriil, hogyan lehet a mddositott keret-
rendszerben térgyalt Grosen-Jgrgensen [1999] modellbe Loisel-Milhaud [2012]
eredményeit beépiteni a stressz idoszak soran felmeril6 visszavaséarlasi don-
tések kozotti korrelacioval kapcsolatban. A cikkben azt allitjuk, hogy az
igy tovabbfejlesztett, kombinalt modellel a visszavasarlassal, mint az tigyfél
altal lehivhaté opciéval rendelkezé termék aktudriusilag korrekt dranak (ac-
tuarially fair price) meghatdrozdsira egy pontosabb, az arat mozgaté kiilsé
tényezok szélesebb korét megragado eszkézhoz jutunk.
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Bevezetés

A biztositasi szektort a tékepiacok eredménye és miikddése egyre inkdbb be-
folyasolja napjainkban, amelyet nagyrészt a banki és biztositdsi tevékenysé-
gek, termékek egyre szorosabb Gsszefonddédsa indukal. A biztositasi dgazat
ennek hatdsara egyre inkabb magasabb kockézati szintekkel szembesiil, ame-
lynek kezelését és mérését a biztositok szavatolotokéjére vonatkozo jelenlegi
szabdlyozés (Szolvencia I) egyre kevésbé tudja lefedni. Ennek hatédséra az
Eurépai Unié elinditotta a Szolvencia II projektet, amelynek célja, hogy a
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biztositok minimum tokekovetelményének szintje jobban tiikrozze az altaluk
vallalt kockazatokat.

A Szolvencia II keretrendszer mar lehetéséget nyijt olyan kockazattipusok
jobb megragaddaséara, szamszerisitésére is, amelyek nem keriiltek lefedésre a
Szolvencia I &ltal. A visszavésérldsi kockdzat (surrender risk), azaz jelen
cikk témaja pontosan ezen, az eredeti szabalyrendszer altal még nem lefedett
kockdzattipusok kozé tartozik. A szakirodalomban a visszavasdrlassal, mint
egy lgyfél altal lehivhaté opcidval, valamint annak arazasaval kapcsolatosan
szamos cikk sziiletett mar, amelyek az ar meghatarozasara kiilonféle médsze-
reket javasolnak. Tak Kuen Siu [2005] példdul mésodrendii, szakaszonként
linedris, kozonséges differencidlegyenletek segitségével jut el az aktuariusilag
korrekt arhoz, mig Bacinello [2003] CRR? modell, valamint egy rekurziv al-
goritmus alkalmazdsédval kapja a korrekt arat. A szakirodalom azonban még
nem foglalkozott az aktuariusilag korrekt arat meghatarozni képes modellek
kapcsén az Osszefiiggd (korrelalt) biztositdsi kockézatokkal, valamint annak
modellbe torténé beépithetéségével. A cikkiinkben ko6zolt 1j eredmények
egyike viszont pontosan ezzel a témakorrel kapcsolatos.

Cikkiink els6 szakaszdban bemutatjuk a szakirodalom még viszonylag 1j-
nak tekinthetd eredményeit a stressz idészak soran felmeril6 visszavasarlasi
dontések kozotti korrelacidjaval kapesolatban (Loisel-Milhaud [2012] nyomén),
majd a mésodik szakaszban egy mddositott keretrendszerben (vegyes biz-
tositds) targyaljuk a visszavdsédrldsi opcidval elldtott termékek aktudriusilag
korrekt ardnak meghatarozaséra képes Grosen-Jorgensen [1999] modellt. A
harmadik szakaszban pedig bemutatjuk, hogyan is vehetéek figyelembe Loisel-
Milhaud [2012] eredményei a mddositott keretrendszeri Grosen-Jgrgensen
[1999] modellben, amellyel kapcsolatosan kontrollszdmitdsokat is végziink.

1 A visszavasarlasi kockazat sztochasztikus
modellje

Az osszefoglaléban emlitett kombindlt modell bemutatésa el6tt, mely jelen
cikk f6 targyat képezi, roviden osszefoglaljuk Loisel-Milhaud [2012] modelljé-
nek eredményét, valamint annak a kombinalt modell matematikai hatterének
megértéséhez feltétleniil sziikséges alapjait. A részletes lépéseket és alkal-
mazott Osszefiiggéseket az érdekl6dé olvasé megtalalja Loisel-Milhaud [2012]
cikkében.

Legyen adott egy tetszoleges biztositasi termék, amelyet az iigyfél a tel-
jes tartam alatt visszavasarolhat. Jelolje a tovdbbiakban Ar a piacon, egyéb
befektetéssel elérheté hozamnak, valamint az adott biztositasi termékhez tar-
toz6 szerzodésben rogzitett hozamnak a kiilonbségét. Legyen K; egy olyan
indikator valészintiségi valtozo, amely 1 értéket vesz fel, ha az i-edik kot-
vénytulajdonos visszavasarol, 0-t pedig, ha nem vaséarol vissza. Hasonldan,
jelolje M; azt az indikator valdszintiségi valtozot, amely 1 értéket vesz fel,

2Cox, Ross, Rubinstein
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ha az i-edik kotvénytulajdonos piackévetd magatartasd, 0-t pedig, ha nem,
tovabba legyen az M; valdszinliségi valtozd paramétere py. Legyen tovabba
Ky az az indikator valdsziniiségi valtozd, amely a visszavaséarlassal kapcso-
latos piaci vérakozdsokat tiikrozi (1 értéket vesz fel, ha a piaci viszonyok a
visszavésdrlast diktdljék), valamint jeldlje Ki- az i-edik kotvénytulajdonos
minden, a piaci varakozasokon kivili informacioforrasa segitségével megho-
zott dontését a visszavasarldssal kapcsolatban (1 értéket vesz fel, ha vissza-
véséarlast diktdl minden egyéb informdcid). A kovetkezdkben tegyiik fel,
hogy Ko és K;- (i = 1,...) fiiggetlenek, és legyenek azonos eloszldstiak p
paraméterrel, tovabba legyen fiiggetlen M; (i = 1,...) Ko-tdl és K;--t6l
(1t = 1,...). Ezen feltételezések felhaszndldsat, valamint sziikségességét a
modell levezetése soran, a megfelelé helyen kiilon ismertetjiik. A visszavé-
sarlassal kapcsolatos dontést jelzé K; indikator valtozot az eddigiek alapjan
a kovetkezoképp irhatjuk fel egy adott kétvénytulajdonosra:

K; = M;Ko + (1 — M)K;- . (1)

Az (1)-ben szereplé K,; valtozérdl, azaz az egyéni visszavésarlasi dontések
valtozdjarol feltehetd, hogy annak a valészinlisége, hogy értéke 1, az Ar
novekvé fliggvénye.

A kovetkezékben bemutatjuk, hogy portfélié szinten hogyan tudjuk a
fentieket alkalmazni, tovabba a fenti paraméterek felhasznédlasdval milyen
eloszldshoz jutunk a kotvénytulajdonosok visszavésdrlasat illetGen (Loisel-
Milhaud [2012] alapjén). Vegyilink egy n > 2 kétvénytulajdonosokbdl &ll6
portfoliot. Jelolje a visszavasarlas mellett donté szerz6ddk szamat Z, azaz
Z =%, K;. Tovabbd jeldlje a piackovetd magatartdsi szerzéddk szamdt
Y, igy Y =371 ; M;. Most tegyiik fel, hogy a piaci virakozédsok a visszavd-
sarlast képviselik, azaz Ky = 1. Ekkor Z egyenld k € [0, n] egésszel, tovabba
az Y < k feltételnek is teljesiilnie kell, hisz a piackOveté6 magatartasiakon
kiviil més is donthet visszavasarlds mellett. Ehhez hasonléan, ha Ky = 0,
akkor Y < (n — k) fog teljesiilni, hisz ekkor (n — k) kotvénytulajdonos nem
fog visszavasarolni, akik koziil nem biztos, hogy mindenki piackévetd maga-
tartasi. Ezek és a teljes valdszintiség tétele alapjan felirhatjuk a P(Z = k)
valészintiséget minden 0 < k < n esetén:

P(Z=k)=P(Z=Fk|Ko=0)P(Ko=0)+P(Z=k|Ky=1)P(Ko =1).

2)
A fenti (2)-es kifejezést éltaldnosabb alakra hozhatjuk a piackévetd ma-
gatartasu kotvénytulajdonosok szamanak figyelembevételével, valamint ki-
hasznédlva az alkalmazott valtozdk fliggetlenségét (a részletes dtalakitasokért
lasd Loisel-Milhaud [2012]), a keresett eloszlas alakja a kévetkezd lesz:

n—k

"
P(Z=k)=p) aip+1-0) ) Bk 3)

Qi = <?>p8(1 —po)" " <Z - Z)p"'""(l —p)* (4)
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Bik = <?>p6(1 —po)" <n ,;j>p’“(1 —p)t Ik (5)

Loisel-Milhaud [2012] cikkiikben megmutatjdk, hogy amennyiben py = 0 és
n — oo, ugy a fenti (3) eloszlds j6l kozelitheté normélis eloszlassal, valamint
po # 0 esetben a keresett eloszlas kétmdduszi lesz. A korabbi feltételezésiink
hasznat, mely szerint az alkalmazott Ky és K (i = 1,...) valtozék nem
csak fuggetlenek, hanem azonos eloszlastak, azonos paraméterekkel, azt a
po = 0 eset mellett a (3) kifejezés atalakitdsa kapcsan léthatjuk (a po = 0
esetén analitikusan is belathatd, hogy a fenti (3) eloszlas jél kozelitheté nor-
malis eloszldssal®, mig a py # 0 esethez tartozé kétméduszi eloszlassal valé
kozelités helyességét csak a szimulacié eredménye alapjan tudjuk megallapi-
tani). A kés6bbiekben ismertetett kombindlt modellben ezen eredménycket
fogjuk felhasznalni, viszont a pg # 0 eset tovabbi vizsgalatokat kivan, mivel a
szerzoparos cikkiikben kizarélag a hisztogram alakja alapjan vizsgalta ezt az
esetet, és nem is kisérelték meg a kétmdduszi eloszlas kozelitését valamilyen
kevert eloszldssal, és annak paramétereinek kiszamitasdra sem tértek ki. A
tovabbiakban tehat megmutatjuk, hogy a pg # 0 esethez kapcsolddé eloszldst
két normalis eloszlas keverése soran el6alld kevert eloszlas segitségével lehet
kozeliteni, tovabba megfelel6 mdédszertan segitségével szamszerisitjik a nor-
malis eloszlasok p és o paramétereit, valamint a keverés soran alkalmazott
suly értékét.

Az elézbekben emlitett feladatot az EM-algoritmus® alkalmazaséval oldot-
tuk meg, amely az ML becslés iterativ szdmitdséra alkalmas. Bilmes [1988]
alapjan az algoritmusnak két f6 felhasznalasi tertilete 1étezik. Az egyik az
adathidny esete, amely példaul a megfigyelések nem megfelelé rogzitésébol
fakadhat, a masik teriilet pedig a likelihood fliggvény optimalizdlasdnak ne-
hezen kivitelezhetd esete, amely sordn egy tovabbi, hidnyz6 (14tens) valtozd
létezését feltéve a likelihood fiiggvény tovabb egyszeriisithetd. Jelen esetben
mi az utébbi probléma kapcsdn hasznaljuk majd az EM-algoritmust. Az ér-
dekl6do olvasd a cikk fiiggelékében talalhat egy révid médszertani osszefogla-
16t a kérdéses algoritmus kapcsan. Az EM-algoritmus segitségével meghatéaro-
zott paraméterii eloszlasok illeszkedésének josagat Q-Q plotokkal ellendriztiik,
amelyek koziil egy kivalasztott paraméterkészlethez tartozé esetet a kovetkezo
4bra mutat®.

3Beldthatd, hogy az i,j = O esetben (4) és (5) valdsziniiségek, amennyiben pg = 0,
B(n,p) binomidlis eloszldstiak, mig 4, j # 0 esetben az egyes a; 1, és 3, 1 valtozdk azonosan
0 értékiiek. Ennek tudatdban a (3) kifejezés jelentésen egyszeriisodik, és eredményként a
B(n,p) eloszldst kapjuk, amely n — oo esetben a de Moivre-Laplace tétel alapjin tart
a normalishoz. A fenti egyszerlisitések a kérdéses valtozék azonos paraméterii eloszla-
sanak feltételezése nélkiill nem lennének elvégezhetSek. Az azonos paraméterii eloszlas
feltételezése kozgazdasagilag is értelmes: hatékony piacokon a piacon hozzd nem férhetd
inform&cié nem diktdlhat tartésan mést, mint a piaci varakozas, mert annak szinte azon-
nal be kell épiilnie a varakozasokba az informécié adta elény els6é kihasznaldsat kovetSen
(hatékony piacok elmélete (EMH) alapjan).

4Expectation-Maximization algorithm

5A cikkben szereplé Gsszes szamitast az R 3.0.1 szoftverrel végeztiik el.



Visszavasarlasi kockazat értékelése korrelalt biztositasi kockdzatoknal 117

Normal Q-Q Plot

Minta kvantilisei
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Visszavéasarlasi arany(%) Elméleti eloszlas kvantilisei

n = 1000 p = 0.1, pg = 0.05 n = 1000 p = 0.1, pg = 0.05

1. dbra. Illeszkedés vizsgdlat

Egyéni vv. valdszintiség  Korreldcid w1 o1 o o2 a
po=5% 7.66 0.84 12.64 1.12 0.92
p=8% po=15% 6.88 0.79 2195 122 091

po=30% 5.65 0.72 35.63 1.51 0.91
po=5% 14.23 1.08 19.21 130 0.85
p=15% po=15% 12.76 1.06 27.73 142 0.84
po=30% 10.50 0.98 40.56 1.56 0.84
po=5% 23.77 1.32 2872 151 0.75
p=25% po=15% 21.25 1.30 36.27 1.55 0.74
Po=30% 17.48 1.20 4744 157 0.74

1. tabldzat. A paraméterbecslés eredményei

Az 1. tabldazatban oGsszefoglaléan talaljuk a py # 0 esetekhez tartozd, a
fenti eljardsok segitségével meghatérozott paramétereket. A tablazatbdl lat-
hatjuk, hogy a p paraméter leginkabb a kevert eloszlas els6é komponensének
varhato értékét befolyasolja, amely a pg valtozd, azaz a korreldcié novekedé-
sével folyamatosan csokken. A korreldcié névekedésével lathatd, hogy a mé-
sodik komponens varhaté értéke is folyamatosan né, azaz a kérdéses eloszlas
egyre inkdbb kétmddusziva vélik. A o; paraméterre py novekedése csokke-
noleg hat, amely azt jelenti, hogy az els6 komponens eloszlas egyre inkdbb
csicsosabbd valik. Az elmondottak a o, paraméterre forditva teljesiilnek,
azaz pg novekedésével nd, igy a masodik komponens eloszlas egyre laposab-
b4 valik. Erdemes tovdbba megemliteni, hogy mindkét kérdéses paraméter
novekedése csokkendleg hat az els6 komponens keverési silyara, azaz egyre
hangsilyosabba valik a mésodik komponens. A cikkiink harmadik fejezetében
ismertetésre keriil6 kombindlt modellhez a fenti eredményeket, és azok szam-
szerisitéséhez sziikséges modszereket a fentiek alapjan most méar batran al-
kalmazhatjuk.

2 A visszavasarlas, mint opcid
Ebben a szakaszban a bevezeto részben emlitett kombinalt modell alapjat

képez6, a visszavasarlast, mint a kotvénytulajdonos szamara a szerzodés tar-
tama alatt lehivhat6 opcid arazasara képes modellt fogjuk bemutatni, azaz
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pontosabban annak csakis a kombindlt modell megértéséhez nélkiilozhetetlen
részleteit, 1épéseit (az érdeklédd olvasé Grosen-Jorgensen [1999] cikkében
taldlhatja meg a részletes modell bemutatast, lefrast). A modell bemutatésa a
cikk tém&jahoz jobban illeszked$ vegyes biztositéas keretrendszerében fog meg-
valésulni, amelyhez a sziikséges, az emlitett szakirodalomhoz képesti plusz
feltételezésekre, paraméterekre részletesen ki fogunk térni a kovetkezSkben.
Az el6z6 szakasz eredményeinek ezen modellbe torténé beépithetdségeire a
harmadik szakaszban tériink ki, a kombinalt modell ismertetése soran.

Tegytik fel, hogy egy piaci szereplo év elején V' egyszeri dijat fizet a biz-
tositonak, azaz V egyszeri Gsszegért vasarol egy biztositasi terméket. Ezt az
Osszeget a biztosité azonnal jéviirja az tigyfele szdmldjén, azaz P(0) = V,
ahol P(i) az i-edik év elején az ligyfél szdmlajanak egyenlegét jelenti. Ezt
az Osszeget a biztosité azonnal befekteti, azaz S(0) = V, ahol S(i) az i-edik
év elején a biztositd eszkozeinek piaci értéke. Feltessziik, hogy a biztosité az
eszkozeibol egy jol diverzifikalt portféliot épit fel, viszont nem tesziink kiko-
tést annak Osszetételére. Ehelyett feltessziik, hogy az eszkozok piaci értéke
geometriai Brown-mozgast kovet, azaz képlettel megadva:

dS(t) = uS(t) dt + oS(t) dW(t), S(O0) =V . (6)

A (6) Osszefiiggésben a p és o a drift és volatilitds paraméterei, a W(-) pedig
egy standard Wiener-folyamat egy filtralt valészintiségi mezén (2, F, (F;), P)
a [0, T] véges id6intervallumon, ahol dW (t) = ev/dt, e ~ N(0,1). A kovet-
kezokben jelolje T a szerzodés tartamat, tovabbd tegyiik fel, hogy a biz-
tosité minden év elején 7, kamatot ir jéova a kotvénytulajdonos szdmléjan
1év6 Gsszegre vonatkozdan, amelynek értékét Grosen és Jgrgensen [1999] a
kovetkezoképp definidltak:

rolt) = max {0 (F=p =) | (7)

A (7) képletben az r, egy garantalt hozam, amelyet a biztosité mindenképp
nyuijt, barhogyan is alakul az eszkdzeinek piaci értéke egy adott év alatt. A
B(t)-t a szerzok ,,puffernek” nevezik és a kovetkez6képp definidljdk: B(t) =
S(t+1)—P(t), azaz az eszkozok év eleji piaci értékének és az el6z6 év eleji, az
igyfél szamlajan 1évo egyenleg kozti kiilonbség. A ~ az Ggynevezett irdnyadd
,,puffer ardany”, amely gyakorlatilag egy célzott hanyad egy adott id6szaki
pufferbdl és az adott idoszak eleji szamlaegyenleghol képzett hanyadosra vo-
natkozdan és ezt végig konstansnak feltételeziink a [1, T]-n. A 6 pedig azt az
aranyt jelenti, hogy ha az adott idészaki puffernek az év eleji szamlaegyenleg-
hez képesti aranya meghaladja a célzott aranyt, akkor ebbdl mekkora részt
fog megkapni az tigyfél. Osszességében tehét ez az éves bénusz, amelyet em-
litettink a fejezet elején, hisz a garantalt hozam és a befektetés jol teljesitése
esetén a fenti médon meghatarozott hozam koziil az tigyfél mindig a nagyob-
bat kapja a (7) Osszefliggés alapjén. Ezek alapjin az tigyfél szamldjan 1évé
egyenleg alakuldsardl pedig a kévetkez6t mondhatjuk:

P(t)=(1+r,(t))P(t—1), te[1,T] (8)
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t
P(t)=PR [+ 7)), te[1,T]. (9)
i=1
A (9) Osszefiiggést a (8) Py-ra torténd rekurziv visszavezetésével kaptuk. A
tovabbi vizsgdlatokhoz helyettesitsitk be a (7) Osszefiiggést (8)-ba, ekkor a
kovetkezot kapjuk:

Py =Pu—) (1+mfr0 (B=p 7)) (0)

=P(t—1) <1+rg+max{0,6<%—v> —rg}> (11)

A (11) osszefiiggésbél latszik, hogy a garantalt hozam miatt van egy lehetd
legkisebb értéke az iigyfél jovobeni szamlaegyenlegének, ha sohasem tudjuk
lehfvni a bénusz opciénkat. Ez pedig nem més, mint P(T) = (1 +r,)T P.
Még nem esett sz6 a visszavasarlasrol, mint az ligyfél altali lehivhato opciorél.
Tegyiik fel, hogy a biztosité portfolidjaban olyan eszk6zok vannak, amelyek
koltségmentesen megbonthatdak és azonnal értékesithetéek. Ezen feltételezés
mellett visszavasarlaskor a kotvénytulajdonos a mindenkori aktuélis szamla-
egyenlegét kapja vissza. De vajon mikor fog az ligyfél visszavédsarolni? A
kérdésre a valasz az, hogy akkor, amikor a jovébeli kifizetés varhatéd értéké-
nek diszkontélt értéke kisebb az aktudlis szdmlaegyenlegnél. Azonban tudjuk,
hogy egy biztositasi szerzodés kapcsan a biztosito oldalardl a koltségek nagy
része a tartam elején jelentkezik, igy ha az tigyfél a tartam elején vasarol visz-
sza, az a biztosito oldalardl nézve semmiképpen nem elényos, mert a kezdeti
koltségek akar magasabbak is lehetnek a befektetésen elért tobblethozam
biztositéndl maradé hanyadahoz képest. Ezt Grosen és Jorgensen [1999] cik-
kiitkben nem targyaltdk, viszont az elvégzett szamitasaim soran figyelembe
veszem, azaz felteszem, hogy a kotvénytulajdonos az elsé m évben nem va-
sarolhat vissza. A szamitdsokat ez annyiban befolyésolja, hogy az opcid érté-
kének meghatdrozasara szolgalé CRR® modellben, azon beliil is a binomialis
faban torténd visszafelé haladas soran csak az m+ 1-edik év elejéig vessziik a
varhato érték diszkontdlt értéke és az aktudlis szamlaegyenleg koziil a nagyob-
bikat, majd az igy kapott értéket a megfelel6 e kifejezéssel diszkontaljuk.
Az r a tovabbiakban a kockézatmentes hozamot jelenti.

Tehat amire kivancsiak vagyunk a kovetkezSkben, az a termék valds
értéke és annak alakuldsa kiillonb6z6 paraméterek mellett, valamint arra is
kivancsiak vagyunk, hogy az igy kapott érték hogyan oszlik meg a garantalt
hozam, mint termékkomponens, a bénusz opcié és a visszavasarlasi opcid
kozott. Az elé6bb emlitett hdrom komponens koziil az els6 ketté értékét ugy
hatarozzuk meg, hogy feltessziik, nincs visszavasarlas, azaz a szdmla egyen-
legét csak a (T + 1)-edik év elején kapjuk meg. Ez gyakorlatilag egy eurdpai
opciénak felel meg, amelyet csak lejaratkor lehet lehivni. Ennek az eurdpai
opciénak az értékébdl levonjuk a P(T) = (1+r,)” Py minim4lis értéket, azaz a
garantalt hozam, mint termékkomponens értékét, igy rogton kapjuk a bénusz

6Cox, Ross, Rubinstein
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opcio értékét is. Ha van visszavasarlas, azaz barmikor hozzajuthat a szamla
egyenlegéhez az Ugyfél, akkor az arazas egy amerikai opcié arazasaval egyezik
meg, amely tetszéleges idépontban lehivhatd. Ha vesszik az amerikai és az
eurdpai opciéra kapott valés érték kiilonbségét, akkor épp a visszavasarlas,
mint opcid értékét kapjuk.

Grosen és Jgrgensen [1999] cikkiikben egy megtakaritési tipusi biztosités-
sal foglalkoztak, viszont a fejezet elején emlitett vegyes biztositds keretrend-
szeréhez tovabbi feltételezésekkel kell élntink. Feltettem a tovabbiakban,
hogy a szamlan 1év6 egyenleg csak akkor felvehetd, ha az ligyfél még életben
van, ha pedig id6kozben elhalalozik, akkor a vegyes biztositas kockazati kom-
ponense akkora biztositasi Osszeget fizet, mint amennyi a szerzodéskotéskor a
varhato jovobeli szamlaegyenleg a tartam végén. Ez a feltételezés onnan jott,
hogy vegyes biztositasok esetén a kockazati és elérési komponensek biztositasi
Osszegei az esetek tilnyomo részében megegyeznek. A modellben a haldlozasi
valészintiségekrdl feltessziik, hogy az évek elére haladtdaval, az egyszeriiség
kedvéért linedrisan nének. Azt, hogy ezeket az eurdpai és amerikai opcidk
arazasandl miként vettiik figyelembe, azt a kovetkezokben targyaljuk.

Az eurdpai opcié megkozelités szerint az ligyfél a szerzédésben rogzitett
tartam végén P(T) kifizetésben részesiil. A fentieknek megfeleléen ezt az
értéket kell megfeleléen diszkontalni, amelyhez a kockazatmentes hozamot
fogjuk felhasznalni. A tartam elején a valés érték meghatarozasa a kévetkezd
Osszefiiggés alapjan torténik”:

Yy = Elge "T=9)P(T) | S(0),P(0)], t—1<s<t, te[l,T]. (12)

A fenti (12) osszefiiggés levezetését az érdeklédé olvasé megtaldlja Grosen-
Jorgensen [1999] cikkében. A ¢ paraméter az adott kétvénytulajdonos tilélési

valdszinliségét jelenti a teljes tartam alatt, azaz ¢ = H,-Tzl(l — q;), ahol ¢
(1t = 1,...,T) az i-edik évi halanddsdgi valészintiséget jelenti, amelyrél az

eloz6 fejezetben feltettiik az egyszeruség kedvéért, hogy linearisan né az évek
muldsdval. A harmadik szakaszban a (12) szdmszertisitését R 3.0.1 szoftverrel
végeztem el Monte Carlo szimulécié alkalmazasdval. A kdvetkezetesség érde-
kében egy rovid, pontokba szedett Gsszefoglalét is kozliink a szamitds mene-
térdl, mivel egyrészt eltériink az eredeti modell keretrendszerétdl, masrészt
az 1gy kapott eredmények Osszevetésre keriilnek a kombinalt modell eredmé-
nyeivel a harmadik szakaszban:

1. S(0) = V kezddérték mellett szimuldljuk a befektetett eszkozok piaci
drdnak egy lehetséges alakuldsdt a T-edik év végéig

2. (opcionalis) figyelembe vessziik, hogy az eszkézok piaci dra évkdzben is
vdltozhat, nem csak évente egy alkalommal (Grosen-Jorgensen [1999]
eredeti modelljébdl ez a lépés hidnyzik)

3. lejdratig minden évben meghatdrozzuk a puffer nagysdgdt, amelynek se-
gitségével meghatdrozhato az éves r, kamat nagysdga, ebbdl pedig kovet-
kezik a minden év elején a szamldn rendelkezésre dllo 6sszeg nagysdga

7Grosen-Jgrgensen [1999] alapjin, kiegészitve tulélési valdszintiséggel a kockazati
komponenshez.
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4. a fentieket megismételjik k-szor, és minden alkalommal eltdroljuk a szi-
muldlt P(T) értéket

5. kiszdmoljuk az adott q;-k alapjdn a T-edik évre vonatkozo tulélési valo-
szintséget

6. vesszik a szimuldlt P(T)-k dtlaganak exp(rT)-vel diszkontdlt értékét
€s megszorozzuk q-val, igy megkapjuk az elérési biztositds aktudriusi
szempontbdl korrekt drdt (actuarially fair price)

7. a kockdzati rész aktudriusilag korrekt drdnak kiszdmitdsdhoz vettik o
szimuldlt P(T)-k dtlagdt, mint biztositdsi dsszeget és képeztik a kiaddsok
jelenértékének varhato értékét

8. a kockdzati és elérési komponensek 0sszege adja a termék aktudriusilag
korrekt drat

Az amerikai opcié megkozelités szerint van visszavasarlas, azaz a kot-
vénytulajdonos barmikor hozzajuthat a szamlajan 1évé aktudlis egyenleghez.
Tegyiik fel tovabbd, hogy ha s idépontban (t —1 < s < ¢, ¢t € [1,T]) jelenti
be az ligyfél visszavdsarldsi szandékét, akkor P(s) = P(t — 1) Gsszegre tart-
hat igényt, azaz ha év kozben szeretne visszavasarolni, akkor az év elején a
szamlajan 16v6 Gsszeget kapja meg. A (12) Osszefliggéshez hasonléan az ak-
tudriusilag korrekt arat meghatarozé képlet ebben az esetben, az s idépontra
vonatkozdan a kovetkezo:

Y(s) = sup Elge™"IP(r) | F]. (13)

T€Ts, T

A (13) osszefliggésben szerepld 7, 1 az Fy-megéllasi id6k osztélya [s, T]-n, az
Fs o-algebra pedig s-edik idépontig felhalmozott informéacidk Osszessége. A
megallasi id6 nem mas, mint egy véletlen idépont, amelynek bekovetkezése a
filtrdcidban szerepld informacié alapjin eldénthet. A (13) Gsszefiiggésben az
aktudriusilag korrekt ar meghatarozasara az alapotlet a Cox-Ross-Rubinstein
(CRR®) modell alkalmazdsa volt, amelynek lényege, hogy az S 4rfolyam g
valdsziniiséggel vagy u-szorosira né At id6 alatt, vagy (1 — g) valészintiséggel
d-szeresére cstkkenhet, ahol d = 1/u.

A fentiek értelmében tehét az eszkézok arfolyaméanak alakuldsat egy bi-
nomidlis faval fogjuk modellezni. Mint azt mar az elézéekben emlitettiik, a
kotvénytulajdonos akkor fog visszavasarolni, azaz akkor fogja lehivni a vissza-
vaséarlasi opciét, amint az aktudlis szamlaegyenleg nagyobb lesz a jovébeni
szdmlaegyenleg vérhaté értékének diszkontalt jelenértékénél (természetesen
a vegyes biztositas keretrendszer miatt figyelembe kell venni a halalozasi va-
16szintiségeket is). A kovetkezOben feltessziik, hogy az S minden id6szakban
g valdszintiséggel u-szorosdra né, vagy (1 — g) valésziniiséggel d-szeresére
csokken, azaz itt megtartjuk az eredeti cikkben szereplé CRR koncepciot,
viszont az idében torténé ,,visszatekintés” (tehat mikor visszafelé haladunk
a faban a diszkontdlds sordn) végett nem az egész fat fogjuk szdmszeriisiteni,

8 A modellt részleteiben nem térgyaljuk, arrél az érdekl6dé olvasé Szaz [2009] kitetében
olvashat.
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hanem szimuldcioval mindig egy-egy utat fogunk elGallitani, amelyen ko-
vethetévé valik, hogyan is alakul az egyes idOszakok puffer értéke, amibol
természetesen kovetkezik r,, majd P megfelel6 értéke. Ezt pedig k-szor meg-
ismételjiik. Az eurdpai opcid esetén bemutatott, pontokba szedett 1épésekhez
hasonléan itt is kozoljilk a szamitds menetét, visszautalva az eurdpai opcid
pontjaira, amennyiben az megegyezik az amerikai opcio arazasanak menetével:

1. S(0) = V kezddérték mellett vesziink egy véletlen szamot, amely g
valdszinidséggel u, (1—g) valdsziniséggel d értéket vesz fel, és elédllitjuk
a kovetkezd iddszaki drfolyam értéket (azaz a fiban egy lépést megyiink
elére)

2. ezt kévetOen az eurdpai opcid drazasanak 2. és 3. pontja szerint jarunk
el

3. elindulunk a fdaban szimuldlt dtvonalon visszafelé, diszkontdlva a t-edik
1ddszaki szamlaegyenleget, figyelembe véve a tulélési valosziniiséget

4. az el6z6 iddszaki szdmlaegyenleg és a fent képzett érték kozil vesszik a
nagyobbat, €s ezzel haladunk tovdbb visszafelé az utvonalon

5. (opcionalis) feltettik, hogy az elsé m évben nem vdsdrolhat vissza az
tgyfél, igy az dtvonalon a fenti eljardssal a P(m + 1) értékig fogunk
eljutni, amelyet €""-mel diszkontdlunk

6. az eddig leirtakat k-szor megismételjiik

7. az elérési komponens aktudriusilag korrekt drdt az egyes szimuldlt ut-
vonalakhoz tartozo korrekt drak dtlagaként szdmitjuk ki

8. a kockdzati rész aktudriusilag korrekt drdnak kiszdmitdsdhoz vettik o
tartam végi szimuldlt szamlaegyenlegek dtlagdt, mint biztositdst osszeget
€s képeztik a kiaddsok jelenértékének vdrhato értékét

9. a kockdzati és elérési komponensek aktudriusilag korrekt drainak dsszege
adja a termék aktudriusilag korrekt drdt

A visszavasarlasra, mint az ligyfél dltal lehivhaté opcié értékére vonatkozd,
kiilonb6z6 paraméterek melletti eredményeket a cikk kovetkezo szakaszaban
bemutatésra keriilé kombindlt modell ismertetése utdn, annak eredményeivel
egytitt fogjuk kozolni.

3 A kombinalt modell

A bevezetében emlitett kombindlt modell célja, hogy az els6é szakaszban is-
mertetett Loisel-Milhaud [2012] eredményeit figyelembe tudjuk venni a maso-
dik szakaszban térgyalt, médositott keretrendszerii Grosen-Jgrgensen [1999]
modellben, és ezaltal kilonboz6 paraméterek melletti szamitasokat végez-
hessiink a termék aktudriusilag korrekt drara vonatkozéan. Az igy kapott
modellrdl allitjuk, hogy az egyes paraméterekben bekovetkezd valtozas jobb
megragadasara, tovabba az arat mozgatd kilsé tényezok szélesebb korének
figyelembe vételére egy alkalmasabb eszkozt kaptunk.
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3.1 A modell elméleti hattere

Tekintsiink egy n ligyfélbol allé portfélidt, akik a cikk el6z6 szakaszédban is-
mertetett vegyes biztositasi termékbe fektetnek be. A realisztikussag kedvéért
feltessziik, hogy az egyes tigyfelek kezd6 befizetései kiilonbozdek és (100, 20)
normalis eloszldst kovetnek. A biztosité a befizetett Osszeget azonnal befek-
teti, és az el6z6 modellhez hasonldan feltessziik, hogy az eszkozok piaci értéke
geometriai Brown-mozgést kovet (6) szerint. Az év elején jévairandé r, ka-
mat mértéke szintén az el6z6 modellhez hasonléan (7) alapjén torténik. Tehét
egyéni, azaz ligyfél szinten Grosen-Jgrgensen [1999] modelljétdl csak a vissza-
vaséarlast tekintve tériink el, azaz mig a szerzOparos szerint akkor vasarol
vissza egy ugyfél, ha az aktualis szamlaegyenleg nagyobb lesz a jovObeni
szamlaegyenleg varhaté értékének diszkontalt jelenértékénél, addig mi Loisel-
Milhaud [2012] eredményére tdmaszkodunk. Feltessziik az €l6z6 modellhez
hasonléan, hogy az els6 két évben az tigyfelek szaméra nem engedélyezett
a visszavasarlds. A tartam tovabbi részében azt, hogy az n iigyfél koziil ki
vésérol vissza, azt az (1) képlet, avagy a K; indikator valdsziniiségi valtozd
fogja meghatarozni. Ehhez viszont sziikségiink van iigyfélszinten egy megfe-
lel6 M;, K,L-L, valamint portfélidszinten egy Ky valtozdéra. Ezen valtozokrdl
viszont tudjuk, hogy a Kg és K;- valtozék p paraméterfi, valamint az M;
po paramétert indikator valtozok. Tehat a feladatunk redukalodik megfeleld
p és pg véltozok eballitdasara. Eloszor is tekintsiik a p paramétert. A szak-
irodalom (Loisel-Milhaud-Maume-Deschamps [2010], Loisel-Milhaud [2012])
a visszavasarldsok szemléltetésére igynevezett sigmoid-fiiggvényeket ajanl,
amelyek eléggé jellegzetes S alakot vesznek fel. Az S alak jol le tudja irni
a visszavasdrlasok alakuldsat Ar fiiggvényében: mig a Ar 0 kozeli, vagy
minimalis, addig az iigyfelek nem motivaltak a visszavasarlasra, igy az S
gbrbe ,,alsé szara” alacsony visszavéasarldsi aranyt mutat. Egy bizonyos
nagysagi Ar érték utdn a fliggvény hirtelen erdteljesen névekedni kezd,
majd egy maximalis visszavasdarlasi szint elérése utan ismét vizszintes alakot
olt (valds feltételezés, hogy a visszavdsarldsi szdndékot nem kizardlag a Ar
nagysaga mozgatja, biztosan lesz olyan tlgyfél, aki egyéb megfontolasbol,
de magas Ar esetén sem vésdrol vissza). A kérdéses fiiggvény taldn leg-
egyszerlibb tipusa a logisztikus fiiggvény. A szdmitdsaink sordn mi ettdl
egy eltéré alakot fogunk hasznalni a szamos kedvezé tulajdonsdga miatt.
Ezen fiiggvényalakot Enz [2000] hasznélta cikkében, de nem visszavésarldsok
szemléltetésére, hanem a biztositasi piac fejlettségének (biztositdsi penetracié
(dijbevétel/GDP)) vizsgalatdhoz. Az Enz [2000] cikkében szerepld fiiggvény-
alakot és Loisel-Milhaud [2012] ajdnlasat kombindlva a tovdbbiakban hasznalt
fuggvényalak a kovetkezo lesz:

1
h(Ar) = ———m——— . 14
(&) Cl"‘CQ'C?’AT (14)

A (14) alak paramétereinek lehetséges értékei, a fiiggvény alakjdnak valtozasa
kiilonb6z6 paraméterezés mellett mind megtaldlhatéak Enz [2000] cikkében.
Jelen cikkben a fenti alak csak azon kedvezo tulajdonsagat emeljiik ki, amely
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miatt kivalasztasra keriilt a kérdéses p érték modellezése kapcsédn. A (14) alak
rendkiviil jél testre szabhaté Cy,Cs és C3 értékek megfelelé megvalasztasa
esetén, amelynek eredményeképp a fliggvény maximuma, 0 helyen felvett
értéke” (h(0)), valamint az inflexiés pontja kivdnt nagysdgu lehet. Ehhez

meg kell oldanunk a kovetkezé egyenletrendszert Cy, Cy, Cy-ralo:

1
h(0) = —— 15
0)=orar (15
maximum = o (16)
inflexiés pont = 10g(Ci1 Lzéo)g(CQ) (17)
0g(C3

Az €l6z6 egyenletrendszer C, Cy, C3-ra torténé megolddsa sordn azt sze-
retnénk, hogy a minimaélis p érték 2%, a maximadlis p érték pedig 10% legyen,
azaz barmilyen Ar mellett legaldbb 2% legyen annak az esélye, hogy a piaci
vérakozasok visszavéisarlast diktdljanaknak (Kj) és az egyes tigyfelek piaci
varakozasokon kiviili informaciéforrasa segitségével meghozott dontése pozitiv
eredményt indukéljon a visszavasarldssal kapcsolatban (K;-). Hasonl6 érvelés
igaz a maximalis 10%-os értékre vonatkozdéan. Az S-gorbék specidlis tulajdon-
séga miatt, (14) esetén az értékkészlet mindig 0 és a bedllitott maximum kézé
fog esni, igy a kivant minimalis és maximalis érték felvételét tigy oldottuk
meg, hogy az egyenletrendszer megolddsakor a maximumot 8%-ra édllitottuk
be, majd a szamszertisitett gorbe minden pontjat 2%-kal parhuzamosan felfelé
eltoltuk, elérve ezzel, hogy a kivant értékkészlet épp 2% és 10% kozé essen
(tehat az egyenletrendszer megolddsabdl Cy = 12.5). Azaz a (14) alak helyett
a kovetkezd, mddositott fiiggvényalakot alkalmaztuk p modellezésére:

h*(Ar) = h(Ar) +0.02 . (18)

Visszatérve az egyenletrendszer paraméterezéséhez: a h(0) értékét az
egyenletrendszer megolddsa sordn 1%-ra allitottuk be (azaz Cp = 87.5),
amely végil a 2%-os parhuzamos felfelé eltolds miatt 3%-ot vesz fel (14sd
2a. dbra). Az inflexiés pontot 1.5%-ban rogzitettiik, amelynek megfeleléen
a keresett S-gorbénk —1% koriil kezd hirtelen erdteljesen emelkedni, vagyis
amikor mar a biztositasi termék ,,elénye” kezd minimélissa valni a piaci ho-
zamhoz képest, majd 1.5%-nal valt konvexbdl konkdvba, és 3% folotti szin-
teknél, azaz jelentés kiillonbségek esetén megkozeliti a maximumat, azaz a
10%-ot (C3 = 4.57 % 10757). A kérdéses gorbét a 2a. dbrdn lathatjuk.

9Enz [2000] cikkében minimumot emlit a h(0) kapcsén, ami abban az értelemben mini-
mum, hogy a (14)-ben szereplé Ar helyett egy fére es6 GDP-t haszndl, amely értelmezhe-
t8ség szempontjabdl csakis nemnegativ lehet (ellentétben a Ar-rel), igy a 0 helyen felvett
érték tekinthetd a penetracié alsé hataranak. Jelen esetben viszont az S-gorbe alsé szdranak
is van jelentOsége értelmezési szempontbdl a Ar lehetséges negativ értéke kapcsan.
10Megjegyezziik, hogy az egyenletrendszer megolddsa kapcsin a C3 < 1 feltétel tel-
jestilésére szamitunk, mivel ebben az esetben h Ar monoton névekedd fliggvénye lesz.
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2. dbra. A modellben alkalmazott S-gorbék

Visszatérve a fenti S-gorbe felhasznaldsara: a modellezés soran minden
egyes iigyfélhez egy p paraméterfi indikdtor véltozé (K;-) segitségével gene-
ralunk egy értéket, amely meghatarozza, hogy az adott ligyfél a piaci varako-
zasokon kiviili informéciéforrasa alapjan hogyan dont a visszavasarlassal kap-
csolatban, tovabba generalunk szintén egy p paramétert indikator valtozot
(Ko) portfdlidszinten, ami eldénti, hogy mi a piaci vérakozas. A kérdéses p
paramétert pedig a Ar fiiggvényében a fenti S-gorbe fogja megadni.

Az (1) szédmszeriisitéséhez sziikségiink van még az ligyfélszintili, py para-
métertt M; valtozokra, amely azt adja meg, hogy az tigyfél piackbvett ma-
gatartasi-e. A po paraméter meghatarozdsahoz az alapotlet az elézéekben
ismertetett S-gorbe koncepcié volt (ezzel is biztositva, hogy mindkét kérdéses
paraméter a Ar névekvd fiiggvényei legyenek), igy a kovetkezOkben csak a
(15)-(17) paraméterezését mutatjuk be. A modellezés sordn alkalmazott po
értékek minimuma és maximuma (azaz az alkalmazott S-gérbe értékkészlete)
Loisel-Milhaud [2012] cikkében szereplé szamitasok alapjén keriiltek kiva-
lasztésra. Loisel-Milhaud [2012] cikkiikben kilénb6z6 p és py paraméterekre
vonatkozdan meghatdroztdk 99.5%-o0s konfidencia szint mellett a portfélidban
1év6, visszavasarlok aranyara vonatkozé VaR értékeket, mi pedig azon pg pa-
ramétereket valasztottuk ki tovabbi felhasznalas céljabdl, amelyekhez racio-
nalis mértékii (és nem csak az illusztrécié kedvéért szerepeltetett igen magas
mértékil) VaR-okat kap a szerzOparos. Ezt figyelembe véve a maximalis py
értéket 15%-ban (azaz (16)-ban C7 = 6.67), a minimélis értéket pedig termé-
szetesen 0%-ban (azaz ebben az esetben nem alkalmaztunk felfelé torténé el-
toldst a gorbe pontjait illetéen) dllapitottuk meg. A h(0) értéket a p paramé-
ternél emlitett 1%-ban dllapitottuk meg, mivel a biztositdsi termék hozama és
a piaci hozam egyenld volta kapcsan redlis feltételezés, hogy a kotvénytulaj-
donosok egy részének a termék hozamanak jovébeli alakulasaval kapcsolatos
vérakozasai hasonléak (negativ, azaz visszavdsirldst terveznek), igy alkal-
mazhat6 a korrel4ciét tekintve nem 0 érték (tehdt a Co = 93.33). Az inflexids
pont esetén szintén megfelelonek taldltuk a p paraméter esetén alkalmazott
1.5%-ot, mivel ha tekintjik a 2b. 4brat, lathatjuk, hogy a kérdéses S-gorbe ér-
tékkészletének maximumat 3% koriil érheti el, és egy 3%-os hozamok kozotti
kiilénbség semmilyen koriilmények kozott nem tekintheté margindlisnak (igy
C3 = 4.05% 10777). A fenti médon meghatérozott p és py paraméterek se-
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gitségével mér szdmszeriisithetd az (1) képlet, és igy eldontheté mindenkirdl,
hogy visszavasarol-e az adott év elején, vagy sem.

A biztositok, amennyiben az ligyfél visszavdsarol, dltaldban nem a teljes
Osszeget téritik vissza tigyfeleik szaméra. A modell épitése soran ez a valds
feltételezés is beépitésre keriilt a kovetkezOképpen: visszavasarlas esetén az
igyfél nem a teljes szamlajan 1évo Osszeget kapja meg, hanem annak egy elore
meghatarozott részét, tovabba a biztositénal maradé hanyadon a biztosité és
a portfélicban maradé tigyfelek 50%-50%-ban osztoznak. Az tligyfelek esetén
a visszamaradd rész 50%-a természetesen a portféli6 elemszamaval osztandd,
és a kapott Gsszeget minden tigyfél szamldjan jovairjuk (ez is egyfajta kvdzi
,,b6nuszként” értelmezhetd). Ez az Osszeg természetesen az ), kamatszintet
noveli, tehdt a Grosen-Jorgensen [1999] modelljében talalhaté r, a kombinalt
modell 7, paraméteréhez képest kisebb/egyenld lehet. A visszavaséarld tigyfél
altal megkapott hdnyad kezdd értéke 95%-ban keriilt megéllapitisra, amely
minden mdsodik évben 1%-ot emelkedik a tartam sordn, egészen a 99%-os
maximalis szintig.

Most méar mindent tudunk, hogyan jutunk el a tartam végi, portfélioban
maradé iigyfelek szamlaegyenlegéig. Ezen egyenlegek diszkontdlaséat az el6z6
szakaszban bemutatott ,,eurépai opcié” esetéhez teljesen hasonléan ge= "7 -vel
végezziik, ahol a ¢ a mar ismertetett (linedrisan névé) haldlozasi valészinii-
ségek alapjan szamolt teljes tilélési valdszintiség, T a tartam, r pedig a piaci
hozam. FEzen diszkontalt szamlaegyenlegeknek minden egyes szimulalt eset
soran vesszilk az atlagat, majd képezve az egyes szimulalt esetekhez tartozo
atlagos szamlaegyenlegek atlagat, megkapjuk a vegyes biztositéds elérési kom-
ponensének aktudriusilag korrekt ardt. A haldleseti komponens drazdsansl az
el6z6 szakaszhoz hasonldan feltettiik, hogy a vegyes biztositasok két kompo-
nenséhez tartozo biztositasi Gsszegek megegyeznek. Ehhez képeztiik minden
egyes szimulalt eset soran a tartam végi szamlaegyenlegek atlagat, majd ezen
szimuldlt atlagos szamlaegyenlegek atlagaként allapitottuk meg a haldlozési
komponens biztositasi Osszegét. Innen a komponens aktuariusilag korrekt
ara az el6z6 szakaszban ismertetett médon adddik. A garantalt hozam kom-
ponens aktudriusilag korrekt aranak meghatirozasahoz szintén az el6z6 sza-
kaszban ismertetett megkozelitést alkalmazom: Py(1 + ry)Te™"Tq, ahol je-
len esetben Py az egyes szimuldlt esetekhez tartozé A(100,20) eloszldsbdl
szarmazo kezd6 befizetések atlaganak az atlaga.

3.2 A szamitasok eredményei

E szakasz keretein beliil bemutatjuk szamitdsaink eredményeit, amelyek a
bevezetcben megfogalmazottaknak megfeleléen alatamasztjak, hogy az egyes
paraméterek valtozasanak hatdsat a kombinalt modell jobban megragadja,
mint a cikkben ismertetett, vegyes biztositasi keretrendszerben targyalt mo-
dell (Grosen-Jgrgensen [1999] eurdpai és amerikai opcid szerinti drazis meg-
kozelitéssel). Ezt kovetéen megmutatjuk, hogy az els szakaszban ismertetett
paraméterbecslés eredményeit hogyan lehet beépiteni a kombinalt modellbe
abbdl a célbdl, hogy bizonyitani tudjuk azt, hogy a visszavasarlok szama-
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nak eloszldsat meghatdrozé (3) Osszefliggés nem csak, hogy jol kozelithe-
t6 a paraméterbecslést bemutatd szakaszban szereplo eloszlasok segitségével,
de ezen eloszlasok kombinalt modellben torténé felhasznalasaval az eredeti
kombinalt modell dltal adott aktudriusilag korrekt ar is szintén jol kozelitheto.
Szamitasaink eredményeit Osszefoglaltuk a 2. tdbldzatban, amelyben kilon
szerepeltettiik a garantalt hozam, a bénusz és a visszavasarlasi komponensek,
valamint az elérési és kockazati Gsszetevok aktudriusilag korrekt arait.

gar. hozam  bénusz visszav. elérési  kockdzati | dij Osszesen

72.66 0 0 72.66 0.88 73.54

0% 72.66 0 21.19 93.85 0.88 94.73
72.66 0 0.33 72.99 0.88 73.87

72.66 14.85 0 87.51 1.06 88.57

0 25% 72.66 14.85 7.26 94.77 0.95 95.72
72.66 14.83 1.42 88.91 1.08 89.99

72.66 25.5 0 98.16 1.19 99.35

50% 72.66 25.5 3.99 102.15 1.08 103.23
72.66 25.4 1.81 99.87 1.22 101.09

108.39 14.06 0 122.45 0.99 123.44

4% 108.39 14.06 0 122.45 0.99 123.44
108.39 14.05 0.65 123.11 1.00 124.11

88.74 19.26 0 108.02 1.07 109.07

r 6% 88.74 19.26 0.56 108.58 1.05 109.63
88.74 19.26 0.31 108.33 1.07 109.4

72.66 25.5 0 98.16 1.19 99.35

8% 72.66 25.5 3.99 102.15 1.08 103.23
72.66 25.5 1.71 99.87 1.21 101.08

72.66 28.33 0 100.99 1.22 102.21

5% 72.66 28.33 4.57 105.56 1.13 106.69
72.66 28.33 2.53 103.52 1.25 104.77

72.66 22.71 0 95.37 1.16 96.53

v 15% 72.66 22.71 4.15 99.52 1.03 100.55
72.66 22.70 3.62 98.99 1.2 100.19

72.66 18.48 0 91.14 1.10 92.24

25% 72.66 18.48 4.74 95.88 0.96 96.84
72.66 18.46 2.83 93.95 1.14 95.09

72.66 18.87 0 91.53 1.11 92.64

10% 72.66 18.87 6.15 97.68 1.03 98.71
72.66 18.74 3.29 94.69 1.15 95.84

72.66 32.55 0 105.21 1.28 106.49

o 20% 72.66 32.55 1.39 106.60 1.13 107.73
72.66 32.53 3.53 108.72 1.32 110.04

72.66 47.48 0 120.14 1.46 121.60

30% 72.66 47.48 0 120.14 1.46 121.60
72.66 47.5 1.17 121.33 1.47 122.8

59.94 32.68 0 92.62 1.25 93.87

3% 59.94 32.68 7.43 100.05 1.13 101.18
59.94 32.62 3.91 96.47 1.31 97.78

79.88 22.13 0 102.01 1.17 103.18

Tg 6% 79.88 22.13 1.42 103.43 1.07 104.50
79.88 20.32 3.32 103.52 1.19 104.71

105.60 13.23 0 118.83 1.17 120.00

9% 105.60 13.23 0 118.83 1.17 120.00
105.61 13.22 0.91 119.74 1.18 120.92

2. tdbldzat. A termékkomponensek értékei
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A téblazat utolsé oszlopa adja a termék teljes nettd értékét. Sziikséges
emliteniink az értelmezés kapcsan, hogy a szamitasokhoz az indulé paramé-
terek a kovetkezok voltak (zardjelben jelzem a kombindlt modellben szerepld
eltéréseket): S(0) = 100 (N (100,20)), r = 8%, T = 10, o = 15%, 6 = 0.5,
v=0.1,7ry = 5%, N = 100, ¢ = 0.0005, 1épésk6z=0.00005, szimulaciok szdma
100 ezer, amerikai opcié és kombinalt modell esetén m = 2, kombinalt modell
esetén a portfélié elemszama 1000. A 2. tablazat kapcsan minden egyes eset-
ben a fenti paraméterek az iranyaddak és a tablazat megfeleld részében jelzett
paraméter valtoztatdsanak a modell eredményeire gyakorolt hatdsat szamsze-
riisitettiik. Ezen paraméterek a tablazat alapjan: 0, r, v, o, és r,. Tovabba
az egyes paraméterek esetén a felsé sor mindig az eurdpai opcidhoz, a ko-
z¢éps6 sor az amerikai opcidhoz, az alsé pedig a kombindlt modellhez tartozo
eredményeket tartalmazza.

Jol lathaté a tablazatbol, hogy az amerikai opcidra jellemz6 arazési tech-
nikat igénylo6 elérési komponens értéke minden esetben nagyobb vagy egyenlo
eurdpai tarsahoz viszonyitva, amely nem meglepo, hisz ezt vartuk. Egyenlo
természetesen akkor lehet, ha a visszavasarlasi lehet6ség gyakorlatilag érték-
telen a kotvénytulajdonos szaméra. A 2. tabldzatbdl vildgosan latszik, hogy
minél nagyobb 0 értéke, anndl értékesebb mindharom tipusi termék. Ez ter-
mészetes, hisz ha jol teljesit a befektetés, akkor nagyobb 6 miatt nagyobb
héanyadot kap vissza az ligyfél bonuszként, amelyet természetesen a bdénusz
komponens értékének novekedése is jelez. Azonban ezt a névekedést ellensi-
lyozza a visszavasarlasi komponens értékének csokkenése, hisz minél nagyobb
héanyadot kap vissza az tigyfél a bénusz komponensnél, anndl kevésbé valé-
szerl, hogy vissza fog vésdrolni. A kombindlt modell esetén, a visszavasarlé-
si komponens értékének kisebb volta (amerikai opcié megkozelités megfeleld
értékéhez képest) ahhoz kothetd, hogy ennél a megkozelitésnél a visszavasirld
igyfelek széamlaegyenlegének biztositéndl marad6 hdnyadanak 50%-a a tobbi
igyfél szamldjan visszaosztdsra keriil. Ez, mivel extra hozamot nyijthat
az ligyfelek szamara az eurdpai és amerikai opcié megkozelitésekhez képest,
csokkentheti a visszavasarlas valoszintiségét.

Az r kiillonbozé értékei mellett lathatjuk, hogy ahogy r névekszik, gy egy-
re csokken a garancia értéke, amely természetes, hisz egyre nagyobb értékkel
diszkontdlunk. A bénusz komponens értéke viszont ezt ellensilyozza, mivel
nagyobb r-hez nagyobb g tartozik, azaz nagyobb valdszintiséggel fog az eszkoz
piaci dra névekedni a CRR modellben. Az eurdpai opcié esetén pedig elég
a (6) Osszefiiggésre vetniink egy pillantdst. Az r = 4% mellett az amerikai
opcid esetén azért lathatunk 0-at a visszavasarlasnal, mert a garancia, azaz
ry = 5%, vagyis gyakorlatilag semmilyen koriilmények kozott nem éri meg
visszavdsarolni, tehat ez a komponens értéktelen. A v paraméter névekedése
esetén ahogyan azt vartuk, a bénusz komponens értéke csokken, hisz csokken
annak a valészinisége, hogy bénuszhoz jutunk. Ezzel egyetemben pedig a ter-
mék értéke is csokken. A volatilitas értékének névekedésével a bénusz értéke
természetszerlien n6, mig a visszavasarlas értéke csokken, hisz egyre inkdbb
nem éri meg visszavasdrolni. Példaul o = 30% mellett mar egyaltaldn nem éri
meg, azaz az értéke 0 (amerikai opcié megkozelités esetén). Az r, garantalt
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hozam novekedése drasztikusan emeli a garancia értékét, a visszavasarlasét
pedig csokkenti, amelyek okai nem szorulnak magyarazatra.

A kombinélt modell eredményei alapjan elmondhatjuk, hogy mind az
elérési Osszetevd értéke, mind a teljes dij altaldban az amerikai opcidként
bearazott elérési Gsszetevo értéke és annak teljes dijanak szintje alatt marad.
Lathatod, hogy a 0 és v paraméter valtozasa olyan szempontbdl nincs hatéssal
a kombinalt modell eredményére, hogy az elmozduljon az eurdpai és amerikai
opcié megkozelitéssel kapott komponensek értékei koziil. Viszont az r, o és
T4 paraméterek esetén lathaté, hogy a kombindlt modell tobbre értékel egy
adott konstrukciét az amerikai opcié megkozelitéshez képest, amennyiben az
ugyfél szamara elonyos valtozas kovetkezik be az el6z6 harom paraméterben:
amennyiben csokken az r (tehdt a vegyes biztositds adta lehetGség relative
,,jobb” lesz més piaci lehetdséghez képest), vagy amennyiben né a o (né an-
nak a valdszintisége, hogy nagyobb hozam is elérheté a biztosité befektetése-
in), vagy né r, (azaz egyre nagyobb garantalt hozamot igér a biztositd), igy a
kapott értékek meghaladjak az amerikai opcié megkozelitéssel kapott értéke-
ket. Azaz dltaldnossiagban elmondhatjuk, hogy a sztochasztikus megkdozelités
modellbe torténd beépitésével az egyes paraméterekben bekovetkezo valtozas
az lgyfél szempontjabdl torténd konstrukcié értékelés soran jobb megraga-
désra keriil az amerikai opcié megkozelitéshez képest, azaz a paraméterekben
torténd valtozasokat jobban kiemel6 és jobban megragadd modellt kaptunk.
A fentiek aldtdmasztasit a kovetkezOkben tobbféle grafikonnal fogjuk elvé-
gezni. Ehhez el6szor is tekintsiik a 3. dbrdt. Ezen azt probéljuk szemléltetni,
hogy hogyan véltozik a visszavésarldsi opcié értéke (amerikai opcié meg-
kozelitéssel és eurdpai megkozelitéssel kapott korrekt drak kozti kiilonbség)
kiilénbozé paraméterek mellett. A 2. tabldzathoz képest a szdmitds teljesen
hasonléan torténik, igy tehat minden egyes fliiggvény a grafikon magyaraza-
taban szereplé paraméter valtozasa kapcsan mutatja a visszavasarlasi opcid
értékét.

Lathatjuk a 3. grafikonon, hogy a folytonos gérbe a 6 paraméter értékének
novekedése esetén monoton csokken. Ahogy azt az el6zéekben mar tisztaztuk,
pont erre a monoton csokkenésre szamitottunk, hisz € novekedésével egyre
nagyobb hanyadot kap vissza az ligyfél bonuszként. Mig 8 = 0 mellett a
visszavasarlasi opcié értéke 20.8, addig 0 = 30% esetén mar csak 6.2 értékii.
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3. dbra. Visszavasarlasi opcié értékének alakuldsa
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A szaggatott gorbénél, azaz az r paraméter esetén mér tobb wjat tudunk
mondani, mint amit tudtunk a tablazat értékei alapjan. Fent levontuk a ko-
vetkeztetést, hogy alacsony r esetén miért is 0 a visszavasarlasi opci6 értéke,
tovabba levontuk azt a kovetkeztetést is, hogy r novekedésével a bdénusz
opcid értéknovekedése ellensilyozza a garancia komponens értékcsokkenését.
Azonban a szaggatott gorbérdl lathatjuk, hogy ez nem teljesen igaz, hisz
a tdblazatban 8%-ig vizsgaltuk az r paraméter valtozdsinak hatdsat, igy
nem vehettiik észre (és az eredeti modell szerz6i sem, mivel cikkiikben csak
tabldzatos formaban vizsgaltdk modelljiiket, grafikusan nem) a kévetkezot: a
gorbe a maximumat kb. r = 11%-ndl veszi fel, onnan kezdve a visszavasdrldsi
opcio értéke csokken. Ez azt jelenti, hogy a bénusz opcio értéke csak egy ideig
novekszik jobban, mint ahogy a garancia komponens értéke csokken, 11%-nal
bekovetkezik a fordulépont és 20%-t6l méar ismét 0 a visszavasarldsi opcid
értéke. A pont-vonal alapu szaggatott gorbe alakja abszolit nem meglepd,
hisz ahogy azt fent jeleztiik, r, novekedésével egy bizonyos szint utdn mar
soha nem fogja megérni a visszavasdrlas. A volatilitas értékének névekedésé-
vel a bonusz értéke, ahogy azt fent is jeleztiik, né, mig a visszavasarlas értéke
csokken, hisz egyre inkabb nem éri meg visszavasarolni. Ezt aldtamasztja a
o paraméterhez tartozé gorbe alakja, amely kb. 24% koriili o értéktél kezdve
0 értéket vesz fel, tehat a visszavasarlasi opci6 értéktelenné valik.

Miel6tt elemeznénk a 4. abrat, el6tte még valamit tisztaznunk kell. Cik-
kiink elsé szakaszdban utaltunk rd, hogy Loisel-Milhaud [2012] eredményei
kapcsan végzett paraméterbecsléseink a cikk eme szakaszéaban felhasznélasra
keriilnek. Ezt gy tettiikk meg, hogy a mar megismert kombinalt modellt &t-
alakitottuk gy, hogy mar nem egyéni szinten, (1) alapjan hatdrozzuk meg,
ki vasarolt vissza és ki nem, hanem az els6 szakaszban ismertetett paramé-
terbecslési eljaras segitségével meghatarozott normalis és kevert eloszlasbol
szarmaztatva. Ezzel az a célunk, hogy beldssuk, a Loisel-Milhaud [2012] 4ltal
bemutatott, a visszavdsarlok szamanak eloszldsat meghatérozé (3) Osszefiiggés
nem csak, hogy jol kozelithetd a kérdéses eloszlasok segitségével, de ezen el-
oszlasok kombinalt modellben torténd felhasznalasédval az eredeti kombinalt
modell altal adott aktuariusilag korrekt ar is j6l kozelithetd. A kombinalt mo-
dell atalakitasa a kovetkezoképp torténik: vessziik a p és py paramétereket a
mar ismertetett S-gorbék segitségével és n-et, azaz a még nem visszavasaroltak
szamat. Ezen paraméterek segitségével, az els6 szakaszban ismertetett médon
tudjuk szimulélni az n-bél visszavasarlék szamat, amelyre pg = 0 és pg # 0 e-
seteknek megfeleléen normalis és kevert eloszlast illesztiink, és az ismertetett
moédon ML mddszerrel vagy EM-algoritmussal meghatdrozzuk az illesztett
eloszldsok paramétereit. A visszavasarlok szamat py = 0 esetben az illesztett
normalis eloszlas varhaté értékeként azonositjuk, azaz vessziik a p paramétert.
A py # 0 esetben a varhat6 érték (keverési silyokkal silyozott Gsszege a
11 és po paramétereknek) vétele nem elég konzervativ, mivel Loisel-Milhaud
[2012] cikkiikben pont a kétmdduszi eloszlds vérhaté értékének kevésbé infor-
mativ voltara hivja fel a figyelmet, mivel a varhaté értékhez képest nagyobb
visszavasarléi szam nagyobb valdszintiséggel fordul eld, mint a sima normalis
eloszlas esetén. fgy ebben az esetben a két becsiilt paraméter atlagat vettik a
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visszavasarlok szaménak meghatdrozésdhoz. Az n-bdl pedig pontosan ennyi
visszavasarlot fogunk véletlen kivalasztassal meghatarozni minden egyes szi-
mulalt esetben. Tekintsik a 4. dbrdt.

Ezeken a grafikonokon a négy korrekt ar meghatérozasi mod segitségével
kapott drakat lathatjuk az adott paraméter fiiggvényében (a ,,Kombinélt mo-
dell 2”7 jelzi a fentebb ismertetett, talakitott kombindlt modell eredményét).
A 4a esetén lathatjuk, hogy kis r paraméterek mellett, tehdt ahol nagyon
megéri az adott konstrukcidba fektetni, végig a kombinalt modell adja a
legmagasabb arat, és az eurdpai opcié megkozelitéssel kapott ar szintén az
amerikai opcié megkozelitési felett talalhatd. Majd végiil egy kelléen nagy r
utén a 2. tablazat esetén tapasztalt jelenség 1ép fel: a kombinalt modell altal
kapott dar a masik két koncepcié segitségével kapott ar kozott talalhaté. A 4b
grafikon ehhez teljesen hasonléan értelmezhets. A 4c esetén pont forditott
helyzetet lathatunk: egy bizonyos o értéken (21.2%) tul értékeli a kombinélt
modell legtobbre az adott konstrukciot és az eurdpai opcié megkozelitéssel
kapott arak is ekkor lesznek magasabbak az amerikai opcié megkdzelitéssel
kapottnal. Ez azt jelenti, hogy ilyen magas o paraméterek esetén egyaltalan
nem érdemes visszavasarolni, és mindenképp rosszul jar az, aki mégis ezt teszi
(kell@en alacsony paraméter esetén pedig szintén a 2. tdblazatndl tapasztalt
jelenséget lathatjuk). A 4d esetében pedig csak a 2. tdbldzatnél tapasztal-
takat kapjuk vissza, azaz 6 paraméter barmilyen értéke esetén a kombinalt
modell dltal kapott ar mindig a masik két koncepcié segitségével kapott ar
kozott talalhato.
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Amit viszont még észrevehetiink az az, hogy az dtalakitott kombinalt
modell végig a sima kombindlt modell eredményét koveti minden grafikonon
(igaz, kicsit hektikusabban viselkedik a gorbéi alapjén, de ez betudhaté an-
nak, hogy az olyan iterativ jellegli algoritmus, mint az EM esetén az ered-
mények természetszeriileg kis mértéki instabilitdst mutathatnak). Lathato,
hogy mind a 4. grafikon, mind a 2. tdblazat értékei a szakasz elején megfogal-
mazott allitdsainknak megfelel6 eredményt, értékeket mutatnak, alatamasztva
cikkiink célkitiizéseit.

(")sszefoglalés

Cikkiinkben megmutattuk Loisel-Milhaud [2012], a szerz&ddk visszavasarlds-
sal kapcsolatos dontései kozti korrelaciot is figyelembe vevé modellje esetén
hogyan is lehet szdmszertileg (illesztett eloszlasok paramétereinek meghataro-
zésa normélis és kevert eloszlds esetén) elvégezni az eredeti cikkben szerepld
érzékenységvizsgalatot.

Ezt kovetéen Grosen-Jorgensen [1999] cikkében szereplé modellt vizsgél-
tuk, amely lehetOséget adott arra, hogy a visszavasarlast, mint az tigyfél altal
lehivhaté opciét be tudjuk arazni, illetve meg tudjuk mutatni a termék ak-
tudriusilag korrekt értékében képviselt mértékét. Az eredeti modellt eltérd
keretben (vegyes biztositds) vizsgdltuk, mint azt a szerz8k tették, valamint
néhany 1j, gyakorlati jellegii feltétellel és paraméterrel éltiink a modellépités
soran.

Végil megmutattuk, hogyan lehet figyelembe venni és beépiteni Loisel-
Milhaud [2012] eredményeit az eléz6 modellbe, valamint ennek segitségével
Osszehasonlitast végeztiink a mddositott keretrendszerben targyalt Grosen-
Jorgensen [1999] modell dltal adott és a kombindlt modell 4ltal adott aktud-
riusilag korrekt arak kozott. Ezen kiviil beldttuk, hogy Loisel-Milhaud [2012]
eredményeinek beépitésével kapott aktuariusilag korrekt arak is kozelithetéek
egy olyan modell eredményeivel, amelybe a cikkiink elsé szakaszaban ismer-
tetett becslési eljarasok keriilnek beépitésre. Osszességében az eredmények
alapjan azt lathatjuk, hogy a kombinalt modell képes az tigyfél szempontjabdl
torténo konstrukceio értékelés soran az egyes paraméterekben bekovetkezo val-
tozas jobb megragadasara, igy Osszességében egy, a paraméterek valtozasanak
a modell eredményére gyakorolt hatasat jobban kiemel6 modellt kaptunk.

Fiiggelék

EM-algoritmus

Legyen adott egy p(x|0) siirliségfiiggvény © paraméter mellett, valamint le-
gyen egy, az elobbi stiriiségfiiggvény altal meghatarozott eloszlasbdl szarmazo,
N elemil adathalmazunk, azaz X = {xy,...xy}. Tegyiik fel, hogy az elbbi
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eloszlas kevert és stirtiségfliggvényét a kovetkezoképp irhatjuk fel:

p(x10) = S upi(x61) (19

A (19) 6sszefiiggésben szerepld paraméterek tehdt © = (01, ...,0n,01,. ..
On), amelyekre igaz, hogy Zf\il 0; = 1, tovabba az egyes p;-k a 0;-k szerint
parametrizalt stirtiségfiiggvények. A fenti képletbdl lathatjuk, hogy itt M
szamu komponens keverésérdl van sz 60; keverési silyok mentén. A para-
méterbecsléshez sziikséges loglikelihood fiiggvény erre a stirtiségfiiggvényre
nézve ekkor a kovetkezo:

)

log(L(6]X)) = log [ | p(x:1©) = Zlog(z Oipi(xil6y) . (20)

i=1

A (20) loglikelihood fliggvény optimalizlasa nehéz feladat, mivel az 6sszeg
logaritmusa szerepel benne. Ha feltessziik, hogy X esetén adathidany all fenn
és létezik egy Y = {y;}Y, olyan ldtens véltozd, amelynek értékei alapjin
eldonthetd, hogy az adathalmazunk egyes elemei a keverés sordan felhasznalt
eloszlasok koziil melyikbdl szarmaznak, tgy a kérdéses loglikelihood fiiggvény
jelentOsen egyszertisodik, igy az optimalizalds is joval konnyebbé valik. Tehat
legyen y; € 1,... M Vi-re, és jelentse y; = k azt, hogy az i-edik megfigyelés
a k-adik eloszlas komponensbdl szarmazik. Ekkor a loglikelihood fiiggvény a
kovetkezo forméra egyszertisodik:

log(L(6]X,Y)) = log(P(X, Y|0)) = "log(0,,py, (xil6,,)) . (21)

i=1

Az EM-algoritmus lényege, hogy (21)-bél kiindulva gy tesziink, mintha
ismernénk a paramétereket (azaz kezd6értékét adunk ©-nak), majd az E-
1épés sordn szdmszerlsitjik a p;; = P(y; =4)i=1,...,M,j=1,...,N va
16szintiségeket (azaz minden egyes megfigyeléshez kiszdmitjuk, hogy mekkora
valdsziniiséggel szarmazik az egyes komponensekbdl). Az M-1épés sordn ké-
pezziik a latens valtozdk véirhaté értékét (a fenti jelolésekkel Zf\il P(Y; =
i) x1, 7 =1,...,N), majd ezen varhaté értékek mellett megkeressiitk azokat
a paramétereket, amelyek maximalizaljdk a loglikelihood fiiggvényt. Ezt az
eljarast a konvergenciaig ismételjiik.
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VALUATION OF SURRENDER RISK WITH CORRELATED
INSURANCE RISKS

In recent years the claim of insurance companies arises to model different risk
types more precisely which comes from the expected implementation of Solvency
IT Directive. The purpose of this article is to describe the modelling possibilities of
surrender risk in surrender option concerned area and a possible way to improve a
model known in scientific literature. First of all we introduce shortly the result of
Loisel-Milhaud [2012] so far complemented with parameter estimation results based
on own calculation which have not been the focus of the authors’ investigation.
After this we describe how to handle the model of Grosen-Jgrgensen [1999] in
different mixed insurance framework and calculate the option’s price related to the
product. Next we show how can the result of Loisel-Milhaud [2012] be built into
the model of Grosen-Jgrgensen [1999] which is related to the increasing correlation
between surrender decisions in a stress period. This paper argues that this improved
model can calculate the actuarially fair price of a product with surrender option
more accurate and able to capture a wider range of external drivers.

Keywords: surrender risk, actuarially fair price, modelling, Solvency II. Journal of
Economic Literature (JEL) code: C15, C46, C63, G12, G22



