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Minimális elemmel rendelkező zárt konvex
halmazokról

Ebben a cikkben általánosítjuk Cottle és Veinott Jr. egy tételét, amelyben
szükséges és elégséges feltételt adtak arra, hogy valamely konvex poliedrikus
halmaznak legyen minimális eleme.

A H E R" halmaz minimális elemén - ha létezik - olyan x0 E H pontot
értünk, amelyre x 0 (ÓÍÍ x a ő* x ± H-ra.

A minimális elem fogalmából következik, hogy - amennyiben létezik -
egyértelmű. Tegyük fel ugyanis, hogy a H halmaznak két, egymástól külön
böző minimális eleme volna x1 és x2 .Akkor x1 minimális elem voltából követ
keznék: x1;;;;; x2 és hasonlóan: x 7mmmmm x1 = x1 = x 7a ami ellentmond annak a fel
tevésnek, hogy x1 ;;t: x2. 

A minimális elemmel rendelkező halmazok jellemzésének a matematikai
programozás szempontjából gyakorlati jelentősége van. Tekintsük ugyanis
a következő általános matematikai programozási feladatot:

f(x<: = min f(x),
XfH 

ahol f(x) tetszőleges monoton függvény.
, Az f(x) függvényt monotonnak nevezzük egy H ± R" halmazon, ha azon
ertelmezve van és bármely x1 :S: x2-re: (x1; x2 ± H)

f(x1) (ÓÍÍ f(x2).

Amennyiben H minimális elemmel rendelkező halmaz és minimális eleme
Xo, akkor Őn fenti matematikai programozási feladatnak x0 minimális megoldása
?ármilyen monoton függvény is szerepel benne. G. Wintgen nyomán azt mond
JUk, hogy egy ilyen feladat indifferens a monoton függvények osztályára nézve.

A ,11:1onoton függvények fontos alosztályát alkotják a nem negatív együtt-
ható] u lineáris függvények: .

A~ 1. Lemma alapján nyilvánvaló, hogy a nem negatív lineáris függvények
osztalyára vonatkozó indifferencia egyenértékű azzal a körülménnyel, hogy a
H halmaznak van minimális eleme. Ennek az ekvivalenciának az alapján mind
a~on tételek, amelyek a nem negatív függvények osztályára vonatkozóan
bizonyítanak indifferenciát, egyben feltételeket adnak arra, hogy a megenge
dett megoldások halmazában mi.nimális elem létezzék.

1. é e i n rn a K x1:;:;; x2 2{i c*x1 (ÓÍÍ c*x2 tetszőleges e* > O*-ra. Ha x1 < x2 és
e* o*, akkor: c*x1 :::;:: c nx 7c Ha c*x1 < c nx 7 minden e* :::?: o*-re:legyen
e* = e 1 (i = 1 2, ... , n). Ekkor: e bx 1 = (x1);:::;:: e bx 7 = (x2)= Lej ;-re és
xi;;;;; xz. 
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G. Wingtgen 1964-ben megmutatta, hogy amennyiben a l mátrix minden
sorában egy nem-negatív elemet tartalmaz és az összes többi elem nem-pozitív,
akkor a

H = { x 7 l x ~ b m x :2; 0}

halmaznak van minimális eleme [I].
1966-ban [2] alatti cikkemben szükséges és elégséges jellemzést adtam arra,

hogy egy olyan konvex poliéder, amely véges sok hipersík és a nem-negatív
ortáns közös részeként állítható elő, rendelkezzék minimális elemmel.

1971-ben R. W. Cottle és A. F. Veinott ] dn kimerítően jellemezték [3] alatti
cikkükben a minimális elemmel rendelkező konvex poliedrikus halmazok osz
tályát, vagyis az olyan minimális elemmel rendelkező halmazokat, amelyek
véges sok zárt féltér közös részeként állíthatók elő.

A továbbiakban olyan halmazokat vizsgálunk, amelyek véges sok folyto
nosan differenciálható konvex függvény meghatározott alsó nívóhalmazainak
közös részeként állíthatók elő.

Legyen adva tehát R"-ben egy H ± Ü11 zárt, konvex halmaz és ezen defi
niálunk g;(x) E C1 (i = I, 2, ... , m) véges sok konvex függvényt. +z általá
nosság megszorítása nélkül mondhatjuk, hogy legyen:

K1 = {x 7L E H; «1RL: s;; O}
és

m 
P: K= nK1• 

Í { 7 

Minthogy konvex függvények alsó nívóhalmazai konvexek és konvex hal
mazok közös része konvex, ezért K konvex halmaz. Tegyük fel, hogy nem üres.

T ,é 0
Legyen x0 E K. Definiáljuk az ] = {I, 2, ... , m} indexhalmaz következő

két diszjunkt részhalmazát:

] 1 { {i 7 g;(x0) { O}

J > = { Q f g=RL<: < 0}

Bebizonyítjuk a következő lemmát:

2. é e m ma K x 0 nem lehet minimális elem, ha k = 7 Jt 7 < n Tegyük fel a lemma
állításával ellentétben, hogy x0 minimális elem K-ban. Legyen ] 1 =
= {I, 2, ... , k} vagyis teljesüljön egyenlőségre az első kfeltétel. Tekintsük a

g1(x) = <0 i ± ] 1

k egyenletből álló n ismeretlenü nem-lineáris egyenletrendszert. Legyen

K«1(X) ... K«1RL: 
8x1 OXn 

4 ==Re: = · · · · · · '· · · · · · ·



MINIMÁLIS ELEMMEL RENDELKEZŐ HALMAZOKRÚL 63

Tegyük fel, hogy a rendszer Jacobi-mátrixának x<-ban teljes sorrangja van
es az első k oszlop lineárisan független (ha rang 6 g j aex 0) < k akkor a követ
keztetés még inkább helytálló.)
Minthogy

g;(x0) = <0 i ± ] 1

ezért az ún. ,,implicit függvények" tétele értelmében [4] létezik k egyértékü
függvény:

Líi e5 k rl m 5 kr 7m ccc 5n i 

aí z e5 ~ rl m 5 k r 7m · · · 5 n i 

amelyek az pont egy környezetében 1s folytonosak

úgy, hogy

ó: x 4 = aímex f r1 a x i r z a ccc a x ~ i i ± ] 1

b) minden ± < környezetében levő x vektorral meghatározott

'P1(x}
'P2(x)

X= 

'Pk(x) 
x 

kielégíti a g mex i = O; i E J1 egyenletrendszert. Legyen x = x0 - c] n :k a ahol
~ n :k az (n - k) elemű összegező (csupa egyesből álló) vektor. Válasszuk először
==g:t olyan kicsire, hogy x a megfelelő környezetbe essék. Utána vizsgáljuk meg
mily~n értéket vesznek fel a g mex im i ± 0 > függvények az x segítségével képe
zett x helyen. Minthogy g mex . i < O volt \/ i E 0 >-re és mivel a ,P;(.x) függvények
folytonosak, W pótlólag csökkenthető úgy, ha szükséges, hogy

g;(.x) :S:: O; V; E 0 >-re
érvényes maradjon. Mivel g;(x) = O V; E ] 1-re, ezért:

g;(x) :S:: < 6 Í ± J-re.
Tehát x ,~ Tc Azonban x utolsó (n - k) komponense határozottan kisebb x0 
:aef.felelo komponenseinél. Vagyis x 0 nem lehet minimális eleme a K halmaz-

Bebizonyítjuk a minimális elem létezésének alábbi elégséges feltételét.

l. [ é t e l K A P. alatt megfogalmazott K halmaznak van minimális eleme,
ha, létezik olyan x 0 E K, amely legalább n feltételben egyenlőséget ered
menyez és az egyenlőségre teljesülő feltételekből képezett Jacobi mátrix
nak x<-ban van n-ed rendű, nem-pozitív inverzű, bázisa.
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l i z o n y í t á s K Tegyük fel, hogy x<-nál az első k feltétel teljesül egyenlőségre.
Tehát a megfelelő Jacobi mátrix:

xdrQRL: n n x«1RL: 
xL1 8xn 

8gk(x) agk(x) --···---

: (k e n) méretű.

xL1 8xn _ 

A feltételnek megfelelően rang [vg11RL<:! = n c Tegyük fel, hogy az elsőn sor
lineárisan független. Legyen:

)x«=RLK: nnn x«=RLK:))1

B= 
xL1 8xg 

x«00RL0) ••• x«00RL0)

xL1 8xn 

Def ,111:1,1Juk a következő vektorokat:

n(Ó( 0 

u t = ói t 1Lm u i9 m u 1L = (-c*)B; u t = 0* E 80í )11
,

ahol e tetszőleges nem negatív vektor Rn-ben. Megmutatjuk, hogy óx 0; u<! 

kielégíti az
R/ E: f ex 0) = min c nx 

XE K

nem lineáris programozási feladat elégséges optimumfeltételeit, akármilyen
nem-negatív vektor is legyen e c Kuhn és Tucker nyomán ugyanis x 0 minimális
megoldása a P' feladatnak, ha létezik olyan u 0 vektor, hogy

E•.RL<: ; iitv'o(x. i = 0*

Minthogy

«RL<: 0)))( <n 

'U;\'(J(X0) = < 

u;\' (>( 0*.

x0 F K. «RL<: )((Í 0,

01(Xo) -

{ Ü E 

mert
ól me5 o i = 0; 0 g Í::;;: k a 

u m = [(-c*)B; 0*].;;:;,, 0*, minden e P 0 mellett.
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Végül:

e n ; [(-x)B; 0*] = 0*.

Tehát x0 tetszőleges nem-negatív lineáris célfüggvény mellett minimális meg
oldás, és így x0 a K halmaz minimális eleme.

1. á b r a 

Tekintsük az alábbi példát R=n l. ábra):

Legyen K { {x 7L E R2; gi(x) :S: 0; (i { 1, 2, 3)}

7c á b r a 

g1(x) = 16xi ; 7Bx ~ : 400

g7(x) = xf - 4x1 ; x7 ; 4

g3(x) = 5x1 - j x 2 - 20.

Legyen x0 = [0, -4]

«1(x0) = O; g7(x. i = O; «3(x0) < 0

[

32xl
v7g(x) = 2x1 - 4

I 

50X2 · 
1 ;

-4 

< 

-4 

X{ •= «==Re K:)·{ t t 1_[ 1 2000 ]:s:o.·
800 4

Tehát x. a K halmaz minimális eleme.
Mint ez a nem-lineáris programozás elméletében általános jelenség - a szük

séges feltételek az itt vizsgált problémánál sem esnek egybe az elégséges fel-

J Szigma
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tételekkel. A fenti 2. ábra minimális elemű halmazt mutat, anélkül hogy akár
a konvexitási akár a Jacobi mátrixra vonatkozó követelmények teljesülnének.

g1RL: = :x ~ ; x 2 < < 

g7(x) = :57 < < 

g' (x) = :5i ; OL1 ; x7 : O < <n 

Ahhoz, hogy az =n Tétel feltételei a konvex esetre szükségesek is legyenek, bi
zonyos regularitási feltételek teljesülését is ki kell kötni. Ilyen például az ún.
Slater-föle regularitási feltétel. AK halmaz eleget tesz a Slater-fele regularitási
feltételnek, ha relatív belseje nem üres, vagyis:

K0 = {x f g(x) < O} ~ 0.

2. [ é t e l K Ha x 0 a K halmaz minimális eleme úgy, hogy pontosan n feltétel
teljesül egyenlőségre és a K halmaz reguláris a Slater-féle regularitási
feltétel szerint, akkor: a vg11(x0) mátrix nem szinguláris és inverze nem
pozitív.

l i zo n y í t á s K Az l. Lemma értelmében x 0 minimális megoldása a P' feladat
nak tetszőleges e ~ O mellett. Minthogy i1 K halmazon teljesül a Slater-föle
regularitási feltétel, minden e ;2;: 0-hez létezik olyan u<(c) vektor, hogy
[x0; u0(c)J kielégíti a Kuhn-Tucker feltételeket. Vagyis:

e n ; Uó':(c) vg(x<: = O*

g(x<: ;$; < 

uó'(x)g(x<: = 0

uó'(c) (> O*

Tegyük fel, hogy az első n feltétel teljesül egyenlőségre. Akkor g,(x<: < 0,
(i = (n ; l); (n ; 2); ... ; m,) és g(x. i és u<(c) ortogonalitása miatt u;(c) =
= [u!(c); u:(c)]-ban: u!(c) = O*. Minthogy ] óL ec i (>( O*, a

e n ; ui(c) 6 g(x0) = O*

egyenletrendszernek minden e ;2;: O-ra van nem-negatív megoldása és így léte
zik nem negatív bázismegoldása is. ut(c) = O* miatt ez csak [uf(c); O*] alakú
lehet. Így a vg(x*) mátrix első n sorának lineárisan függetlennek kell lennie.
Ezért írható:

ut(c) = (-e*) •E (/11(xo)-1.

ut(c) nem-negativitása tetszőleges nem-negatív e mellett csak akkor áll fenn, ha

B = 'í7 (!11(Xo)-l ÓÍ 0.

Alkalmazzuk tételeinket arra az esetre, amikor K poliedrikus. Legyen:

L = {X f X E Rn; b : +x _s; 0},

ahol + K (m L n) méretű mátrix és b E Rm. Bizonyítjuk a következő állítást:
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Korollárium: x0 akkor és degenerációmentes esetben csak akkor minimális
eleme az L halmaznak, ha x0 ± L és x<-t egy nem-negatív inverzű bázis hatá
roz meg.

[ Azt mondjuk, hogy egy x vektort, amelyre Ax> b egy AB bázis határoz meg,
ha a sorok megfelelő átrendezése után a feladat particionálható

alakban és
AsX = bB, RL = A1i1bB)

ANx ~ bN-1 
A feltétel elégséges. Ha x0 ± L, és egy AB nem-negatív inverzű bázis határozza
meg, akkor

x0 = A1/bB
vagyis az L konvex halmazt meghatározó feltételek közül legalább n egyen-
lőségre teljesül. A

g(x) = b-Ax 

rendszer Jacobi mátrixa: [-A]. Minthogy A-nak van nem-negatív inverzű
bázisa, ezért az 1. Tétel feltételei teljesültek és így x0 minimális elem L-ben.

A feltétel szükséges. Ha x0 az L halmaz minimális eleme és pontosan n fel
tétel teljesül egyenlőségre (degenerációmentesség), akkor teljesültek a 2. Tétel
feltételei. A regularitási követelmény teljesülésére ugyanis most nincs szükség,
mert az L halmazt meghatározó függvények lineárisak. Így a • g11(x0) mátrix,
amely jelen esetben R)WX: nem szinguláris és inverze nem-pozitív. Vagyis:
A:a1

~ 0, és x0-t nem-negatív inverzű bázis határoz meg.
A Korollárium a Cottle-Veinott-féle tétel I. és 3. állítása közötti ekviva

lenciát bizonyítja közvetlenül. A hivatkozott tétel 2., 3. és 5. állításai követ
keznek a Korolláriumból.

Kiegészítő megjegyzések: A tett feltételezések több pontban gyengíthetők
ané_lkül, hogy állításaink érvényüket vesztenék. A K halmaz P alatt adott
definíciójában elegendő a g;(x) (i = 1, 2,3, ... ) függvények alulról félig foly
tonos voltát és kvázikonvexitásukat feltételezni.

Az =n _Tétel érvényességéhez nem szükséges valamennyi tfi(X) függvény kvázi
~onvexitása. Elegendő, ha az x0 pontban aktív feltételekben szereplő g;(x);
i ± J1 függvények kvázikonvexek és folytonosan differenciálhatók x0-ban. A 2. 
Tétel ~rvényességéhez elégséges a differenciálhatóságot az x0 pontban felté
telezni. A regularitási feltétel enyhíthető ún. gyenge regularitási feltételre,
ame~,Y csak ,a (J;(x); i ± J1 függvények meghatározta halmazra kívánja meg
f~lso por.it letezését. Végül nem szükséges valamennyi (J;(x) konvexitását meg
sövetelní. Elegendő, ha a (J;(x); i E J 

1
függvények pszeudokonvexek x0-ban.

(Beérkezett: 1974. október 10.)

5*
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ON CLOSED CONVEX SETS HAVING A LEAST ELEMENT

We generalize a theorem due to R. vV. Cottle and A. F. Veinott Jr. on polyhedral sets
having a least element to the class of the closed, convex sets defined by a finite number of
non-linear inequalities.

We consider sets of the form:

m 

K= íl Ki
l=l

Ki= {xi x EH e R"; gi(x) :s; O}
where the functions gi(x) E 01 are convex.

We prove the following stutemonte:
Theorem l. (sufficient criteria) The set 1( has a least element if there exists x0 EK yielding
in at least n constraints equality and the Jacobian matrix formed by the active constraints
at x0 has a non-positively invertible basis of order n.
Theorem 2. (necessary criteria) If x0 is the least element in J( yielding equality in exactly
n oonstraints and Karlin's constraint qualification holds on K, then the Jacobian matrix
formed by the active constraints at :i:0 is non-singular and has a non-positive inverse.

By applying the theorems on the polyhedral case one obtains as a corollary the equiva
lence (1) = (4) in theorem of Cottle and Veinott.

0 3AMJ{HYTb!X BbinYJ{JlbIX MHO}t{ECTBAX C Ml1H11MAJlbHbJM 3JlEMEHTOM

Mbl 060óU1aeM reopeay P. Y. Korna H A. <I>. Bcánor-ra MJJaAWCl'O, O nOJIH3,[(pH4CCl{HX MHO
)«ecrnax C MHHHMaJlbHbJM 3JJCMCHTOM Ha icnacc 3aMl{HYTb(X BblllYICJJblX MHO}l(CCTB, onpe,[(QJICH
Hb!X l(OHC'IHblM 4HCJIOM 1-1e11111-1efü11,1x HepaBCl·ICTB.

Mb! paCCMa-J'PHBaeM MHO}l(CCTBa BHAa:

m 

K=ílKi
1=1

K, = {x Ix EH ::::,R"; g1(x) :s; 0)

rue BblBC,[(CHHC BblnYl{JlbJX <i>YHl(QHtí gi(x) é C1 MOtl(CT Őbl'l'b öecnpcpsunrsra . .[(OKa)l(CM c11e,1y10-
111ee:

Teopeua 7. (AOCTaT04HblC YCJJOBH51). MHO}l(CCTOO I{ HMCeT MHHHMaJJhHbl?í 3JICMCHT, CCJIH cy
uiecrnyer TaKOC anaxenne Xo E I{, /1,!151 l(OTOJ)Ol'O no 1,pa1h1di Mepe HMCeTC51 n orpaHH4HTCJlbHb!X
ycJJOBHH H KOTOpoe naer paBCHCTBO, oöpasycaoe 113 yCJJOBHii MaTpHQbl f!l<OÓH H űaay Xonop-
51,[(l{a n e HCflOJIO)l<HTCJlbHblM 06pau.1eHHCM.

Teopeua 2 (HCOÚXO/l,HMblC yCJ!OllH51). ECJJH Xo MHl-lHMaJll,HblH, H MHO}l(CCTBO I{ 51BJl)'ICTC51 pery-
1151pHblM COl'JJaCI-IO ycJIOBH!O 3JJeMCHT MHO)KCCTBa l{, rare 41'0 OTHOCHTCJlbHO paBCHCTBa TO•IHO
OCYlJ.ICCTBJl51CTC51 n yCJJOBHH peryJJ.fl))HOCTH Kaprraaa, rorna oűpasoaaaan H3 al(THBHblX yCJJOBHii
MaTpuqa 511<0611 HC cnarynnpua B Xo, H ee 06paU1e1HIOe 3HaLICHHC HC nOJJO)l{HTCJlbHO.

Ecmr Mbl npHMCHHM naum TCOpCMbl OTHOCHTCJIMIO flOJUl3/lpH•!CCl(01'0 c11y•1a51, Mb( nony'IHM
B l(a'ICCTBC KOp011JJapH51 (jmryp11py10U1y10 B TCOpeMe l{OTJla H BciiHOITa 31(BHBaJICHTHOCTb co
rrracao CJICAYIO!J.ICMy: (!) ( <=>) (4).


