Bop PETER

Minimalis elemmel rendelkezd zart konvex
halmazokrél

Ebben a cikkben dltaldnositjuk Cottle és Veinott Jr. egy tételét, amelyben
sziikséges és elégséges feltételt adtak arra, hogy valamely konvex poliedrikus
halmaznak legyen minimélis eleme.

A H ¢ R" halmaz minimdlis elemén — ha létezik — olyan x, € H pontot
értiink, amelyre z, < z, Vo € H-ra.
A minimélis elem fogalmébdl kiovetkezik, hogy — amennyiben létezik —

egyértelm(. Tegyiik fel ugyanis, hogy a H halmaznak két, egyméstol kiilon-
b6z6 minimalis eleme volna ! és 22 .Akkor ! minimélis elem voltabdl kovet-
keznék: x! <~ 22 és hasonléan: a? <~ o' = 2! = 22, ami ellentmond annak a fel-
tevésnek, hogy x! # a2

A minimélis elemmel rendelkez$ halmazok jellemzésének a matematikai
programozis szempontjabol gyakorlati jelentGsége van. Tekintsiik ugyanis
a kovetkezd 4altalanos matematikai programozasi feladatot:

f(x,) = min f(z),
xeH

ahol f(z) tetsz6leges monoton fiiggvény.
Az f(x) fiiggvényt monotonnak nevezziik egy H € R" halmazon, ha azon
ertelmezve van és barmely a!' << a®-re: (x'; 2® € H)

f(2t) = £(2?).

Amennyiben H minimalis elemmel rendelkezd halmaz és minimdlis eleme
x,, akkor a fenti matematikai programozasi feladatnak x, minimdlis megoldasa
!)érmilyen monoton fiiggvény is szerepel benne. G. Wintgen nyomdn azt mond-
Juk, hogy egy ilyen feladat indifferens a monoton fiiggvények osztélydra nézve.

A monoton fiiggvények fontos alosztélyat alkotjak a nem negativ egyiitt-
hat6ja linedris fliggvények:

Az 1. Lemma alapjin nyilvidnvald, hogy a nem negativ linearis fiiggvénvek
osztélyira vonatkozé indifferencia egyenértékii azzal a koriilménnyel, hogy a
H halmaznak van minimdlis eleme. Ennek az ekvivalencidnak az alapjan mind-
azon tételek, amelyek a nem negativ fiiggvények osztalydra vonatkozoan

1zonyitanak indifferenciat, egyben feltételeket adnak arra, hogy a megenge-
dett megolddsok halmazdban minimélis elem létezzék. 4

L. Lemma: x' < 2% e c*x, < c*w, tetszbleges c¢* > 0*ra. Ha al < 22 és
c* > o*, akkor: c*x! < c*2?. Ha c*x! < c*2? minden c* > o*-re: legyen
c*=¢e} (1=12,...,n) Ekkor: efa!= (a!); < efx* = (2®); V,re és
@l < 42,
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G. Wingtgen 1964-ben megmutatta, hogy amennyiben a B métrix minden
sordban egy nem-negativ elemet tartalmaz és az dsszes tobbi elem nem-pozitiv,

akkor a
H'={z|Bz = b; « = 0}

halmaznak van minimélis eleme [1].

1966-ban [2] alatti cikkemben sziikséges és elégséges jellemzést adtam arra,
hogy egy olyan konvex poliéder, amely véges sok hipersik és a nem-negatfv
ortans kozos részeként allithaté eld, rendelkezzék minimélis elemmel.

1971-ben R. W. Cottle és A. F. Veinott Jr. kimeritéen jellemezték [3] alatti
cikkiikben a minimélis elemmel rendelkez$ konvex poliedrikus halmazok osz-
talyat, vagyis az olyan minimélis elemmel rendelkez$ halmazokat, amelyek
véges sok zart féltér kozos részeként allithatok eld.

A tovabbiakban olyan halmazokat vizsgdlunk, amelyek véges sok folyto-
nosan differencialhaté konvex fiiggvény meghatéirozott alsé nivéhalmazainak
kozos részeként allithaték els.

Legyen adva tehat R™-ben egy H ¢ R” zart, konvex halmaz és ezen defi-
nidlunk g;(z) € C* (1 =1, 2, ..., m) véges sok konvex fiiggvényt. Az altalé-
nosséag megszoritdsa nélkiill mondhatjuk, hogy legyen:

K; = {z|= ¢ H; g,(2) < 0}
és
m
B K= m K,- .
i=1

Minthogy konvex fiiggvények alsé nivéhalmazai konvexek és konvex hal-

mazok kozos része konvex, ezért K konvex halmaz. Tegyiik fel, hogy nem iires.
K =0

Legyen z, ¢ K. Definidljuk az J = {1, 2, ..., m} indexhalmaz kivetkezs
két diszjunkt részhalmazat:

J, = {i| gi(z,) = 0}
Jo = {i|giz,) < 0}

Bebizonyitjuk a kovetkezé lemmét:

2. Lemma: z,nem lehet minimélis elem, ha k = | J, | <~ n Tegyiik fel a lemma
éllitdsdval ellentétben, hogy z, minimélis elem K-ban. Legyen J, =
= {1, 2, ...k} vagyis teljesiiljon egyenlGségre az elss k feltétel. Tekintsiik a

gi(x) == 01 i E Jl
k egyenletbsl 4ll6 n ismeretlenii nem-linedris egyenletrendszert. Legyen
8g,(z)  Bg(x)
Ox, ox,
Vg_“(:lt) =L v s el e e me & e
Ogi(x) ~ Bgy(x)
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Tegyiik fel, hogy a rendszer Jacobi-matrixinak z,-ban teljes sorrangja van
€s az els6 k oszlop linedrisan fiiggetlen (ha rang Vg;.(ze) < k akkor a kovet-
keztetés még inkabb helytéalls.)
Minthogy

gilzo) =0, i € J,
ezért az un. ,,implicit fiiggvények” tétele értelmében [4] 1étezik k egyértékii
fiiggvény:

P1(@py1s Trgos - - - Zn)
Pa(Tr15 Trias - - - Tp)
Pr(Thirs Tiyos Tp),
Thi1
amelyek az , = T2 € R"-* pont egy kornyezetében is folytonosak
; “n
ugy, hogy
a) 2} = Q(afyy, PRygy - - 2Y) 1€,
b) minden #, kérnyezetében levé # vektorral meghatdrozott
F‘Pl(:&)
(@)
=] -
Pi(®)
| %

kielégiti g gi(x) = 0; i € J, egyenletrendszert. Legyen & = &, — A1,_,, ahol
lg-k az (n — k) elem(i osszegezs (csupa egyesbdl 4116) vektor. Valasszuk elészor
A -t olyan kicsire, hogy # a megfelel6 kirnyezetbe essék. Uténa vizsgaljuk meg
mlly§n értéket vesznek fel a g;(x); i € J, fiiggvények az & segitségével képe-
zett z helyen. Minthogy g(z,) < 0 volt Vi € J,-re és mivel a ¢,(%) fliggvények
folytonosak, 2 pétlélag csokkenthets gy, ha sziikséges, hogy

9/(x) < 0; V; € Jyre
érvényes maradjon. Mivel g,(%) =0 V; € J,-re, ezért:
gi(x) <0 V; € J-re.

Tehdt z € K. Azonban z utolsé (n — k) komponense hatérozottan kisebb Zo
II:lafskgfelelo komponenseinél. Vagyis z, nem lehet minimélis eleme a K halmaz-

Bebizonyitjuk a minimélis elem létezésének alabbi elégséges feltételét.

L. Tétel: A P. alatt megfogalmazott K halmaznak van minimélis eleme,
ha’ létezik olyan z, € K, amely legaldbb = feltételben egyenl8séget ered-
menyez és az egyenlségre teljesiils feltételekbs] képezett Jacobi métrix-
nak z,-ban van n-ed rendfi, nem-pozitiv inverzi, bézisa.
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Bizonyitds: Tegyiik fel, hogy x,-ndl az elsS k feltétel teljesiil egyenlSségre.
Tehat a megfelel6 Jacobi matrix:

9g,(x) e 9g,(x)

O, ox,
ngl(x) — 1 RPN o SR : (kX ) méret.
9g(x) p 8g(x)
ox, ox, _|

A feltételnek megfeleléen rang [yyg,,(2,)] = n. Tegyiik fel, hogy az els6 n sor
linedrisan fiiggetlen. Legyen:

Ol || Bgalxe) T
ox, dxg
B=| ..ovvvvva... <0
Ogn(@o) . On(xo)
ox, ox,

Delfiinayjuk a kiovetkez vektorokat:
ud = [uf; ud]; uf = (—c*)B; uf = 0* ¢ R"%,
ahol ¢ tetszileges nem negativ vektor R"-ben. Megmutatjuk, hogy [z,; %,]
kielégiti az
(P flieg) = min c*w
xe K

nem linedris programozasi feladat elégséges optimumfeltételeit, akarmilyen
nem-negativ vektor is legyen ¢. Kuhn és Tucker nyoman ugyanis 2, minimélis
megoldiasa a P’ feladatnak, ha létezik olvan u, vektor, hogy

VI(TU) F ugvg(x,) = 0*
glxy) = 0.
uyg(xy) = 0

1%k - ()*
ug = 0*.

Minthogy
z, € K = g(z,) < 0,
’_.'/l(‘l.1)) o
.’/u(a.‘t))
wto(vg) =" (=ct)B5 0¥ Tk fall 0O
71(2)
_(/,,(.)?U) -
mert

gi(x) = 0; 0 <73 < k

uy = [(—c*)B; 0*] > 0*, minden ¢ > 0 mellett.
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Végiil: [~ 9g,(,) b 89, () ]
ox, ox,
fe]
Vi) + uovgf(z,) = c* + [(—=)B; 0%] %9n(Zo) . In(@0) | _ 0% .
Oz, oz,

Tehdt x, tetszéleges nem-negativ linedris célfiiggvény mellett minimélis meg-
oldas, és igy z, a K halmaz minimalis eleme.

. e gfx)=0
00 : 9,x)=0
g,(x)=0 |
g,(y-o
\I
Q}*’
1. abra 2. abra
Tekintsiik az alabbi példat (1. 1. &bra):
Legyen K = {a|x € R? g(x) < 0; (i = 1,2, 3)}
g,(x) = 16a% + 2522 — 400
gala) = o% — 4o, + 25 + 4
g3(x) = 52y, — 4x3 — 20.
Legyen , = [0, —4]
gl(xo) = 0; ga(%y) = 0; gs(xo) <0
32z, 502, 0 —200
vI@) =] 92 —4 1 |; Vg 1(o) = ;
5 i —4 1
B = vyt = — 1 Lo 20 ].i 0.
800 | 4 0

Tehét z, a K halmaz minimélis eleme.
Mint ez a nem-lineéris programozés elméletében dltaldnos jelenség — a sziik-
séges feltételek az itt vizsgalt problémandl sem esnek egybe az elégséges fel-

6 Szigma
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tételekkel. A fenti 2. 4bra minimélis elem{ halmazt mutat, anélkiil hogy akéar
a konvexitdsi akar a Jacobi matrixra vonatkozé kivetelmények teljesiilnének.

gi(x) = —at + 2, <0
o(®) = —, << 0
gale) = —a? + 42, + w5 — 4 < 0.

Y

Ahhoz, hogy az 1. Tétel feltételei a konvex esetre sziikségesek is legyenek, bi-
zonyos regularitdsi feltételek teljesiilését is ki kell kotni. Ilyen példéul az un.
Slater-féle regularitdsi feltétel. A K halmaz eleget tesz a Slater-féle regularitdsi
feltételnek, ha relativ belseje nem iires, vagyis:

Ko%= {x|glx) < 0} = 8.

2. Tétel: Ha x, a K halmaz minimélis eleme ugy, hogy pontosan n feltétel
teljesiil egyenléségre és a K halmaz reguliris a Slater-féle regularitdsi
feltétel szerint, akkor: a Vg, (x,) matrix nem szinguldris és inverze nem-
pozitiv.

Bizonyitds: Az 1. Lemma értelmében z, minimélis megolddsa a P’ feladat-
nak tetszGleges ¢ > 0 mellett. Minthogy a K halmazon teljesiil a Slater-féle
regularitdsi feltétel, minden ¢ > 0-hez létezik olyan w,(c) vektor, hogy
[#o; wu,(c)] kielégiti a Kuhn—Tucker feltételeket. Vagyis:

¢* + ul(c) vgla,) = 0%

Tegyiik fel, hogy az els6 n feltétel teljesiil egyenléségre. Akkor g(x,) < 0,
(1= (n+ 1); (n+ 2);...;m) és g(x,) és u,(c) ortogonalitiasa miatt uj(c) =
= [u¥(c); u¥(c)]-ban: u¥(c) = 0*. Minthogy ug(c) = 0%, a

c* 4 uf(c) v glz,) = 0*

egyenletrendszernek minden ¢ > 0-ra van nem-negativ megoldésa és igy léte-
zik nem negativ bézismegoldésa is. uf(c) = 0* miatt ez csak [uf(c); 0*] alaka
lehet. fgy a vg(a*) métrix els6 n sordnak linedrisan fiiggetlennek kell lennie.
Ezért irhatd:
* — =i
ut(c) = (—c*) v g1(xy) "

u¥(c) nem-negativitdsa tetszileges nem-negativ ¢ mellett csak akkor all fenn, ha
B=vgnl@) <0
Alkalmazzuk tételeinket arra az esetre, amikor K poliedrikus. Legyen:
L= {zx|z¢R" b— Az <0},
ahol 4 : (mxn) méretli métrix és b € R™. Bizonyitjuk a kivetkezd allitdst:
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Korolldrium: x, akkor és degenerdciémentes esetben csak akkor minimélis
eleme az L halmaznak, ha x, € L és 2,-t egy nem-negativ inverz{i bézis hat4-
roz meg.

[Azt mondjuk, hogy egy & vektort, amelyre Az > b egy Ap bédzis hatéroz meg,
ha a sorok megfelel6 dtrendezése utdn a feladat particionélhaté

[ 2= 2]
AN bN
Apt = bp, (¥ = Aj'bp)

Ang = by.]

A feltétel elégséges. Ha x, € L, és egy Ap nem-negativ inverzii bézis hatérozza
meg, akkor

alakban és

xo = AL_ile

vagyis az L konvex halmazt meghatdrozo feltételek koziil legaldbb n egyen-
16ségre teljesiil. A
gx) = b — Ax

rendszer Jacobi méatrixa: [—A]. Minthogy A-nak van nem-negativ inverzi
bézisa, ezért az 1. Tétel feltételei teljesiiltek és igy x, minimdlis elem L-ben.

A feltétel sziikséges. Ha 2, az L halmaz minimaélis eleme és pontosan n fel-
tétel teljesiil egyenlGségre (degeneraciomentesség), akkor teljesiiltek a 2. Tétel
feltételei. A regularitdsi kivetelmény teljesiilésére ugyanis most nines sziikség,
mert az L halmazt meghatdrozé fiiggvények linedrisak. fgyavyg 1(2y) métrix,
amely jelen esetben (—Ap) nem szinguldris és inverze nem-pozitiv. Vagyis:
AB' >0, és x,-t nem-negativ inverzii bézis hatdroz meg.

A Korollarium a Cottle—Veinott-féle tétel 1. és 3. allitdsa kozotti ekviva-
lenciat bizonyitjzb kozvetleniil. A hivatkozott tétel 2., 8. és 5. allitdsai kovet-
keznek a Korollariumbol.

Kiegészits megjeqyzések: A tett feltételezések tobb pontban gyengithetdk
anélkiil, hogy 4llitasaink érvényiiket vesztenék. A K halmaz P alatt adott
definicigjghan elegendd a g,(x) (1 = 1, 2,3, . ..) filggvények alulrdl félig foly-
tonos voltat és kvazikonvexitdsukat feltételezni.

Az 1. Tétel érvényességéhez nem sziikséges valamennyi g,(x) fiiggvény kvézi-
]}()nvexitésa. Elegends, ha az x, pontban aktiv feltételekben szerepld g,(z);
v € J, fiiggvények kvazikonvexek és folytonosan differencidlhaték z,-ban. A 2.
Tétel érvényességéhez elégséges a differencidlhatésdgot az x, pontban felté-
telezni. A regularitési feltétel enyhitheté un. gyenge regularitdsi feltételre,
amely csak a, g,(x); i € J , fiiggvények meghatérozta halmazra kivénja meg
bf?lﬂo pont létezését. Végiil nem sziikséges valamennyi g,(x) konvexitdsét meg-
kovetelni. Elegends, ha a g:(x); i € J, fiiggvények pszeudokonvexek z,-ban.

b

( Beérkezett: 1974. oktéber 10.)

5*
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ON CLOSED CONVEX SETS HAVING A LEAST ELEMENT

We generalize a theorem due to R. W, Cottle and A. F. Veinott Jr. on polyhedral sets
having a least element to the class of the closed, convex sets defined by a finite number of
non-linear inequalities.

We consider sets of the form:

K; = {x|z € HC R"; g;(x) <0}

where the functions g,(x)€ C! are convex.
We prove the following statements:
Theorem 1. (sufficient criteria) The set K has a least element if there exists o, € K yielding
in at least » constraints equality and the Jacobian matrix formed by the active constraints
at @, has a non-positively invertible basis of order n.
Theorem 2. (necessary criteria) If @, is the least element in K yielding equality in exactly
n constraints and Karlin’s constraint qualification holds on K, then the Jacobian matrix
formed by the active constraints at x, is non-singular and has a non-positive inverse.
By applying the theorems on the polyhedral case one obtains as a corollary the equiva-
lence (1) <> (4) in theorem of Cottle and Veinott.

O BAMKHYTBIX BbIINYKJIbIX MHOYKECTBAX C MUHUMAJIbHBIM 3JIEMEHTOM

Mat oGoGutaem Teopemy P. Y. Koria u A. @. BeiinoTra miamuero, o n0JH3IPHYCCKHX MHO-
JKECTBAX C MHHHMAJIbHBLIM BJIEMEHTOM HA KJIACC 3AMKHYTBHIX BBIYKJIBIX MHOMKCCTB, ONpEI@JIeH-
HbIX KOHEUHBIM YHCJIOM HEJIMHEHHBIX HEPABEHCTB.

Mbt paccMaTpUBaeM MHOMCECTBA BHJIA:

m

K1={£IJ

z €HDR"; gy(x) < 0}

T/I€ BLIBE/ICHHE BBINYIJILIX (yHKUMH gi(x) ¢ C' moyicer ObiTh GecripepoiBHbIM. [lOKayeM CiIeyio-
jee:

Teopema 1. (nocratounnie ycaopus). Mumkecrso K HMeeT MHHHMATBHBI 9J1eMeHT, ¢cin cy-
UIECTBY T TAKOE 3HAUCHHE X, € K, JUIst KOTOPOTO 10 KpaiiHell Mepe HMeeTCst n OrpaHHIHTENbHBIX
YCJIOBHH H KOTOPOE JIaeT PaBeHcTBO, 00pasyemMoe U3 yCJIoBHIT MATPHIB! STKOGH M bagy X nop-
SIKA N C HEMOJIOYKHTEJIbHBIM 00paleHHeM.

Teopesa 2 (neoGxonumbie ycnoBust). Eciti X, MUHUMaJIbHBIH, H MHOYKECTBO K siBJIsieTCSI pery-
JISIPHBIM COTJIACHO YCJIOBHIO QJIEMCHT MHOMKECTBA K, TAaK 4TO OTHOCHTEJIBLHO PABEHCTBA TOYHO
OCYLIECTBJISICTCS 11 y CII0BHH peryJisipHocTi Kapiinua, Tora 06pasoBatist H3 AKTHBHBIX Y CJIOBHI
marpuia $IKoGu He CHHIYJIsIpHA B X, U ee 00pal{eHH0e 3HAUYCHHE HE MOJIOMKHTEIBLHO,

Eciim Mbl NDHMEHHM HAWM TEOPEMbI OTHOCHTEJILHO MOJHB/IPHYCCKOr0 CI1yyast, Mbl M0JIy YHM
B KauecTBe KOpoJiapHsi (GUrypupyoulyio B Teopeme Koria i BeiiHOTTa 9KBHBANCHTHOCTD CO-
raacHo caejgywouemy: (1) (<) (4).



