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Egy specialis kvadratikus feladat megoldasa

Bevezetés

Lineéris feltételek altal korlatozott kvadratikus programozasi feladatnak a
kivetkezd feltételes szélsGértékfeladatot nevezik:

Ax < b
Q(x) = p*x + x*Cx — max, (1)

ahol 4 egy m X n-es matrix, z, b, p vektorok és ' egy szimmetrikus métrix.1
(1) megolddsa 4ltaldban nehéz feladat, mivel lokdlis de nem globalis maxi-
mumpontok létezhetnek. (1) megolddsara, — tobbek kozott, — metszdsik
maodszerek kiillonboz6 varidnsait [1], [2], a korlatozéas és szétvalasztas modsz-
rét [3], vegyes egbszértékili programozisra vald visszavezetést [4] és kiilon-
boz6 kozelits és heurisztikus médszereket javasoltak. Ezen modszerek elméleti
tulajdonsdgainak és szamitastechnikai viselkedésének felderitése még korant-
sem befejezett. Ezért érdeklédésre tarthat szdmot minden olyan mddszer,
mely (1) valamely specidlis esetét megoldja és joval egyszeriibb, mint a fen-
tebb emlitett mddszerek.

ANAND és SwaruP [5], [6] azt a specidlis esetet vizsgdljak, amikor Q(x)
két linedris fliggvény szorzata. A feladat megoldésira ebben az esetben metsz6-
sik médszert javasolnak. Ugyanezen tipusu feladat célfiiggvényének paramet-
rizalasaval foglalkozik AcGArwaL és ARORA [7]. Ebben a cikkben szintén
ezzel a specidlis esettel foglalkozunk. Altaldnos és egyszerii (szimplex médszer
bonyolultsagii) médszert adunk (1) feladat megoldésdra abban az esetben,
amikor (' rangja 1. Néhdny olyan 4ltalanositdsra is felhivjuk a figyelmet,
melyek egyszer(i kovetkezményei a javasolt médszernek.

1. A modszer leirisa
Tekintsiik a kovetkez$ kvadratikus programozési feladatot
Ax < b
R(x) = (s*x + «) (r*z 4 ) — max (2)

Feltessziik, hogy L = {« | Az < b} nem iires és korldtos s igy (2) mindig meg-
oldhat6. Ha minden z € L esetén s*x + o < 0 és r*z + f > 0, tovdbbd van
olyan z, hogy vagy s*z 4 « = 0 vagy pedig r*z + f = 0, akkor (2) megolddsa.

! *.al jeldljitkk egy vektor vagy mdtrix transzpondltjdt.



5% FORGO FERENC

trividlis; barmely fenti tulajdonsigi z optimdlis és R(Z) = 0. Ezért csak a
kovetkezd két eset tarthat érdeklédésre szamot:

(I) s*zt+a>06ér*x+ <0 Vzxzel,
(IT) s*x o >0ésr*x 4+ >0 VzelL.

Minden egyéb eset vagy trividlis vagy a fenti kettére visszavezethets. Ha a (IT)
eset 4ll fenn, akkor Swarup [5] bebizonyitotta, hogy R(x) pszeudokonkéiv
L-en s igy minden lokalis maximumpont egyuttal globalis is. Az (I) esetben
lokélis és nem globalis maximumpontok létezhetnek.

Tekintsiik a kovetkezs t-ben parametrikus linedris programozési feladatot:

Ax < b
s*x o=+t (3)
z(x) = r*x 4+ B — max.

Legyen u(t) a (3) optimalis célfiiggvényértéke. A linedris programozis elméle-
tébsl ismeretesek az alabbiak:

1. Van olyan T, és T, érték, hogy u(t) értelmezve van minden t-re a [T,, T,]

- intervallumban és minden ezen kiviil es6 t-re (3)-nak nincs megolddsa. (Mi-
vel L korldtos, T, és T, véges szdmok).

2. u(t) t-nek szakaszonként linedris konkdv fiiggvénye. Az u(t) toréspontjait,
melyek szdma véges, karakterisztikus pontoknak fogjuk nevezni.

Tekintsiik a w(t) = tu(t) fiiggvényt és legyen t olyan, hogy
| w(t) > w(t) Ve [Ty Tyl

1. Tétel. w(t) a (2) optimélis célfiiggvényértéke és a (3) feladatnak t = t para-
" méterérték melletti minden optimélis megoldésa (2)-nek is optimélis
megoldésa.

- Bizonyitds. Legyen Z a (3)-nak egy optimélis megoldésa t = t mellett. Te-
gyiik fel, indirekt bizonyitést alkalmazva, hogy van olyan y € L, hogy R(y) -
> R(z), Legyen t’ = s*y + « > 0. Nyilvan t’ € [T,, T,] f;I;y R(y) = t'(r*y +
4 B) < t'u(t’) = w(t’) = R(z), ami ellentmondaés.

Minthogy w(t) egy egyvaltoz6s, szakaszonként kvadratikus fiiggvény, ezért
maximalizildsa egyszer( feladat. Tegyiik fel, hogy a karakterisztikus pontok
a kovetkezik

Ty = tf <o L v th =T,

u(t) szakaszonként linedris, vagyis
u(t) = 4t + g, ha t,_, <t <t, (=1, s.2G);

Tgy w(t) monoton novekvs ebben az intervallumban, ha u(t) monoton nem
esokken. A (II) esetben w(t) maximuma vagy karakterisztikus pontban van,
vagy olyan [t,_,, t,] szakasz belsejében, ahol u(t) monoton csikken (ehhez
sziikséges, hogy 4, <~ 0 legyen), s igy elegend csak ezeket a szakaszokat és a
karakterisztikus pontokat vizsgalni. A kvadratikus fiiggvények maximalizé-
ldsa elemi feladat. Ezzel egyuttal egy algoritmust is adtunk (2) megoldésira
a (II) esetben.
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A fentieknek egyszer(i kovetkezménye az, hogy (II) esetben (2)-nek feltét-
leniil van olyan optimdlis megoldasa, mely vagy L egy csucspontja, vagy L
valamelyik élén fekszik, hiszen valamennyi karakterisztikus ponthoz tartozik
L-nek egy olyan csticspontja, mely (3)-at maximalizilja és a (3)-nak t-hez
tartozé barmely optimdlis bazismegoldésa kifejezhetd a t-hez legkozelebbi két
karakterisztikus ponthoz tartozé bazismegolddsok konvex linearis kombind-
cibjaként.

(I) esetben u(t) << 0, Vte [T, T;]. Ha u(t) monoton nemnidvekvd egy
[tx—y, t] intervallumban, akkor w(t) monoton csokken ugyanitt. Ha u(t)
monoton novekszik, akkor 4, > 0 és w(t) egy konvex kvadratikus fiiggvény,
mely maximumét a t,_, és t, pontok egyikében felveszi. Ennek kovetkez-
ménye, hogy w(t) maximumat egy olyan karakterisztikus pontban felveszi,
ahol u(t) nem csokkend. (2) megoldasa tehat gy torténik, hogy meghatérozzuk
(3) karakterisztikus pontjait T -bdl kiindulva midaddig, amig a célfiggvény-
érték nem kezd el ecsokkenni, s kivalasztjuk ezek koziil azt, amelyikhez a maxi-
malis w(t) tartozik. Ez biztosan L egy csuicspontja, ami teljesen 6sszhangban
van azzal a ténnyel, hogy egy pszeudokonvex fiiggvény L legalabb egy cstics-

pontjaban felveszi a maximumét.
Példaként tekintsiik az aldbbi feladatot [(2) feladat (I) eset]:

2, 23 >0
82, + 5z, < 40
5x, + 31, < 40
—(9 —x,) (10 — x,) — max.
Léthatjuk most, hogy a (2) feladat (I) esete all fenn. A feltételekhez az x, = 9-t
feltételt csatolva:

-
Et:~gg, ha 1<t <4
3 3

u(t) = o
3t——, ha 4 <t <9
5 5
it2—g§t, ha 1<t<4
3 3

w(t) =
3 31
=it ha 410,
5 5

Az 1, 4 és 9 karakterisztikus pontok koziil a t = 1-hez tartozik w(t) maxi-
muma és ehhez az x = 8, x, = 0 optimdlis megoldéds tartozik.

%ekmtsiik most az (1) feladatot és tegyiik fel, hogy C rangja 1. Ekkor C
felirhat6 két vektor diadikus szorzataként, C = rs*, és Q(z) a kovetkezs for-
mat olti:

Qx) = p*z 4 (r*z) (s*z).
Tegyiik fel, hogy az (1) feltételei a kivetkezSképpen particionalhatok:
Ax <'by,

Azx == b2,
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valamint, hogy p kifejezhets A4, sorainak és r, s vektoroknak line4ris kombi-
nacidjaként:
p* = u*d, + ar* 4 Bs* (4)

7

Egyszerii behelyettesitéssel meggy6zédhetiink ekkor arrél, hogy
Qx) = (x + s*x) (B + r*2) + K

ahol K konstans és K = u*b — «f8. Ebben az esetben (1) ugyanolyan alaku,
mint (2) és a fentiekben leirt médszer alkalmazhaté megoldasara.

Valamivel bonyolultabb a helyzet, ha p nem tesz eleget (4)-nek. Ekkor (3)
helyett a kovetkez$ t-ben paraméteres linedris programozési feladatot te-
kintjiik:

Az <b
8*e =1 (5)
z(z, t) = p*x + t r*x — max.

A parametrikus linedris programozds elméletébdl ismeretes, hogy most is van
olyan [T, T,] intervallum, ahol minden t ¢ [T, T,]-re (5) megoldhaté és
t ¢ [Ty, T,]-re nem, tovabbd létezik karakterisztikus pontok véges sorozata:

Ty=t, <tg<...t,=T,

melyekre az jellemzG, hogy (5) optimalis célfiiggvényértéke, u(t), minden
[t t] (B =1,...q) szakaszon t-nek kvadratikus fiiggvénye.

A karakterisztikus pontok meghatirozisa hasonléan torténik, mint a esak
célfiiggvényben vagy csak a jobboldalban parametrikus feladat esetében.
Az (1) feladat megoldasit tehat ugy kapjuk meg, hogy meghatirozzuk u(t)
maximumat a [T, T,] intervallumon és vessziik az (5) feladat ezen maximu-
mot szolgdltatd t paraméterérték melletti optimdalis megolddsait.

Nyilvan ez az eljaras alkalmazhaté a (2) feladat megoldasira is.

2. Néhany egyszerii altalinositis

Az (1) és (2) feladat megoldaséinak visszavezetése egy parametrikus prog-
ramozdsi feladat megoldésira lehetdvé teszi ennek a gondolatnak néhdany
rokon probléma megoldasara valé kiterjesztését. Az aldbbiakban ezek koziil
néhdnyat megemlitiink.

1. A (2) feladat egyik természetes altalanositdsa a kovetkezd:

Ax < b
5 ¥ ¢
R, (x) = (8tx + ;) (83 + o) . . . (8f2 + o) — max. (6)
Ennek megoldisat vissza lehet vezetni a kovetkezd k—1 paraméteres feladat
megoldasara:
Ax < b
5 -
8% 4o, =t (7)

Sga® gy =ty
z2(Z, by, .« - oy bpg) = bibs . . L b, (SRZ + ) — max.
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Természetesen nagy k esetén a modszer nem praktikus, egyrészt a karakterisz-
tikus tartomanyok (4ltaldban k — 1 dimenziésak) nagy szdma, és az optimdlis
célfiiggvényérték fiiggvény, u(ty, ts. .., t,_,) bonyolult alakja miatt.

2. Ha az (I) feladatban a ¢' matrix rangja k, akkor C felirhat6 k darab dia-
dikus matrix osszegeként s igy (1) a kovetkezd alaku lesz:

Ax <b (8)
Q(x) = p*z + (rfz) (sfx) + (r32) (s3z) + ...+ (rkz) (sfr) —> max.

Hasonléan, mint az (5) feladat esetén (8)-nak a megoldééa is visszavezethet6
az alabbi k paraméteres feladat megoldasara:

Ax <b
e =t (9)

*e
i =ty
z(z, by, .« . ., b)) = P + st + . .. 4 b sEr — max.

A helyzet annyiban kedvez&bb, mint a (6) feladatndl, hogy a karakterisztikus
tartomanyok poliéderek és az u(t,, ..., t,) optimalis célfiiggvényérték fiigg-
vény kvadratikus. Ily médon (8)-nak a megolddsat vissza lehet vezetni annyi
k viltozos kvadratikus programozési feladat megolddséara, ahdny karakterisz-
tikus poliédere van (9)-nek. Ha k kicsi, akkor ez (8) megoldésdnak gyakorlati-
lag is lehetséges médja.

3. A (2) feladat egy mdsik irdanyu altalanositdasa a kovetkezd:

Ax < b
R(z) = (s*x + «) f(x) — max. (10)

ahol f(x) egy konkav fiiggvény L-en. A feladatot ugyanigy parametrizalhatjuk,
mint (3)-at. A kiilonbség az lesz, hogy (3) célfiiggvénye most nemlinedris. Ha
f(x)-re tovdabbi megszoritdsokat is alkalmazunk (differencidlhatésdg), tgy
a nemlinedris parametrikus programozas modszereivel meg tudjuk (3)-at ol-
dani, s ezen keresztiil (10)-et is.

_ 4. Bizonyos egészszami nemlineédris programozisi feladatok megolddséra
i8 lehet a parametrizalds médszerét alkalmazni. Tekintsiik eldszor a kovetkezd
nulla—egy kvadratikus programozasi feladatot:

el =i b 2= egész (11)
(s*x 4 ) (r*z 4 f) — min.,

ahol s*r + o ~ 0 és r*x + f > 0 minden 0 <<z < 1 esetén. Ha az egészérté-
kiiségi kikiotést elhagyjuk, akkor (11) a (2) feladat (I) esete. Ekkor az optima-
lis megolddsok kozott szerepel (3)-nak legalibb egy karakterisztikus pontja,
ami egytttal (11) cstcspontjat adja. gy ez egészértékii megolddsa (11)-nek
és a 2. pontban leirt médszer alkalmazhaté (11) megolddséra.
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Tekintsitk most a kovetkez6 nemlinedris egészértékii feladatot:

0<Lz<d, © = egész (12)

( 3f,(z,) + a)
J

‘jgj(xj) 3 .3] — max,
j=1

ahol f(x;) egész minden egész x esetén és o, f§ egészek. (12) megolddsa ekkor
visszavezethetS az alabbi parametrikus feladat megoldasara:

0<xe<Ld, v =egész

e +a=t (13)

(13) megoldésdra a dinamikus programozas médszerét hasznalva ([8]) egytittal
t minden szébajohets értékére megkapjuk (13)-nak a megolddsat s ebbdl (12)
megolddsa egyszer(ien nyerhets.

( Beérkezett: 1974. janudr 28.)
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THE SOLUTION OF A SPECIAL QUADRATIC PROBLEM

Making use of parametric programming we present a method on the level of complexity
of the simplex method for the solution of the quadratic programming problem:
Az < b
Q (x) = p*z + a*Cx — max
for the case when the rank of C is 1. This problem is a special case of the one containing

the product of two linear functions as the objective function. The solution of this latter
problem with the proposed method is much easier than the approaches suggested in the
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literature so far. If the rank of C is greater than 1 but it is not too large, then multipara-
metric linear programming can be applied for the solution of the problem. The article
also considers some further simple generalizations.

PEIIEHUE OOHON CIELMAJIbBHON KBAIPATUYHON 3AIOAUU

C nomowpo napaMmeTpuyeCcKoro nporpaMMHpOBaHHsT Mbl 3aZla€M METOX CJIOXKHOCTH CHM-
TUIEKCHOI'0 METOJa JJIs1 PEIIEHHs 3a/laud KBAaAPAaTHYECKOro nNporpaMMHpOBaHHA

Ax<b
Q(x) = p*x 4+ x*Cx - max

ecsi panr C paseH 1. CnenHasbHBIM CJIy4aeM JaHHOH npoOiemMbl ABJISETCS 3afaya, cogeprKaiast
B KayecTBe 1eJI0BOil yHKIMM NPOH3Be/IeHHEe ABYX JIMHEHHBIX QYHKIHH, pelIeHHe KOTOpoi Ta-
KHM Crioco00M HAMHOT0 IpoLe, YeM MeTOJaMH, MPHMEHSIEMbIMH B JIHTEpPAaType A0 HACTOSILIEro
momenTa. Ecnu panr C Gosbiue 1, HO He CJIHIIKOM BEJIHK, TO JIHHEHHOE NMpPOrpaMMHPOBaHHE
C MHOTHMH MapamMeTpaMH MPHMEHHMO JIJIsl PelieH s 3aja4yl. B cTaTbe HMEeTCs TakyKe HEeCKOJIbKO
JIPYrUX NpOCTHIX 0000LIeHHH.



