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h g y s p e c i á l i s k v a d r a t i k u s f e l a d a t m e g o l d á s a 

Ke v e z e t é s 

Lineáris feltételek által korlátozott kvadratikus programozási feladatnak a
következő feltételes szélsőértékfeladatot nevezik:

Ax< b 

Q(x) = p*x + x*Cx - max, (1) 

ahol A egy m X n-es mátrix, x, b, p vektorok és O egy szimmetrikus mátrix."
(1) megoldása általában nehéz feladat, mivel lokális de nem globális maxi­
mumpontok létezhetnek. (1) megoldására, - többek között, - metszősík
módszerek különböző variánsait [l ], [2 ], a korlátozás és szétválasztás módsz­
rét [3], vegyes egészértékű programozásra való visszavezetést [4] és külön­
böző közelítő és heurisztikus módszereket javasoltak. Ezen módszerek elméleti
tulajdonságainak és számítástechnikai viselkedésének felderítése még koránt­
sem befejezett. Ezért érdeklődésre tarthat számot minden olyan módszer,
mely i J á valamely speciális esetét megoldja és jóval egyszerűbb, mint a fen­
tebb említett módszerek.

ANAND és SwARUP [5], [6] azt a speciális esetet vizsgálják, amikor Q(i}
két lineáris függvény szorzata. A feladat megoldására ebben az esetben metsző­
sík módszert javasolnak. Ugyanezen típusú feladat célfüggvényének paramet­
rizálásával foglalkozik AGGARWAL és ARORA [7]. Ebben a cikkben szintén
ezzel a speciális esettel foglalkozunk. Általános és egyszerű (szimplex módszer
bonyolultságú) módszert adunk (1) feladat megoldására abban az· esetben,
amikor O rangja I. Néhány olyan általánosításra is felhívjuk a figyelmet,
melyek egyszerű következményei a javasolt módszernek.

ld L m ó d s z e r l e ír á s a 

Tekintsük a következő kvadratikus programozási feladatot

Ax~b 

R(x) = (s*x + <X) (r*x + fJ)--+ max (2}

Feltesszük, hogy L = {x I Ax~ b} nem üres és korlátos s így (2) mindig meg­
oldható. Ha minden x EL esetén s*x + <X ~ 0 és r*x + fJ ~ 0, továbbá van
olyan x, hogy vagy s*x + <X = O vagy pedig r*x + fJ = 0, akkor (2) megoldása.

1 *-al jelöljük egy vektor vagy mátrix transzponáltját.
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triviális; bármely fenti tulajdonságú x optimális és R(x) = 0. Ezért csak a
következő két eset tarthat érdeklődésre számot:

(I) 
(II)

s*x + a > 0 és r*x + (3 < 0 V x E L,

s*x + a > 0 és r*x + (3 > 0 V x E L.

Minden egyéb eset vagy triviális vagy a fenti kettőre visszavezethető. Ha a (II)
eset áll fenn, akkor SwARUP [5] bebizonyította, hogy R(x) pszeudokonkáv
L-en s így minden lokális maximumpont egyúttal globális is. Az (I) esetben
lokális és nem globális maximumpontok létezhetnek.

Tekintsük a következő t-ben parametrikus lineáris programozási feladatot:

Ax:S:b 
s*x + rx, = t

z(x) = r*x + (3 -+- max.

Legyen u(t) a (3) optimális célfüggvényértéke. A lineáris programozás elméle­
téből ismeretesek az alábbiak:

(3) 

1.-Van olyan T0 és T1 érték, hogy u(t) értelmezve van minden t-re a [T0, T1]

· intervallumban és minden ezen kívül eső t-re (3)-nak nincs megoldása. i M i ­ 
vel L korlátos, T0 és T1 véges számok).

2. u(t) t-nek szakaszonként lineáris konkáv függvénye. Az u(t) töréspontjait,
melyek száma véges, karakterisztikus pontoknak fogjuk nevezni.

Tekintsük a w(t) = tu(t) függvényt és legyen t olyan, hogy

w(t) :2'.: w(t) Vt E [T0,T1].

l. Tétel. w(t) a (2) optimális célfüggvényértéke és a (3) feladatnak t = t para­
, méterérték melletti minden optimális megoldása (2)-nek is optimális

' megoldása.

Bizonyítás. Legyen x a (3)-nak egy optimális megoldása t = t mellett. Te­
gyük fel, indirekt bizonyítást alkalmazva, hogy van olyanJJ E L, hogy R(y) >
> R(x), Legyen t' = s*y + rx, > 0. Nyilván t' E [T0, T1] Igy R(y) = t'(r*y + + {3) :S: t'u(t') = w(t') = R(x), ami ellentmondás.

Minthogy w(t) egy egyváltozós, szakaszonként kvadratikus függvény, ezért
maximalizálása egyszerű feladat. Tegyük fel, hogy a karakterisztikus pontok
a következők

T0 = t0 < t1 < ... < tq = T1

u(t) szakaszonként lineáris, vagyis

u(t) = .?.1ct + µ1,, ha t1c-i :S: t _:s;: t,, (k = 1, ... q). 
'fgy w(t) monoton növekvő ebben az intervallumban, ha u(t) monoton nem
csökken. A (II) esetben w(t) maximuma vagy karakterisztikus pontban van,
vagy -olyan [t1<_1, t1c] szakasz belsejében, ahol u(t) monoton csökken (ehhez
szükséges, hogy A1c < 0 legyen), s így elegendő csak ezeket a szakaszokat és a
karakterisztikus pontokat vizsgálni. A kvadratikus függvények maximalizá­
lása elemi feladat. Ezzel egyúttal egy algoritmust is adtunk (2) megoldására
a (II) esetben.
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A fentieknek egyszerű következménye az, hogy (II) esetben (2)-nek feltét­
lenül van olyan optimális megoldása, mely vagy L egy csúcspontja, vagy L
valamelyik élén fekszik, hiszen valamennyi karakterisztikus ponthoz tartozik
L-nek egy olyan csúcspontja, mely (3)-at maximalizálja és a (3)-nak t-hez
tartozó bármely optimális bázismegoldása kifejezhető a t-hez legközelebbi két
karakterisztikus ponthoz tartozó bázismegoldások konvex lineáris kombiná­
ciójaként.

(I) esetben u(t) < 0, Vt E [T0, Ti]. Ha u(t) monoton nemnövekvő egy
1:t,(_1, td intervallumban, akkor w(t) monoton csökken ugyanitt. Ha u(t)
monoton növekszik, akkor ).k > 0 és w(t) egy konvex Jrvadratikus függvény,
mely maximumát a tk-I és tk pontok egyikében felveszi. Ennek következ­
ménye, hogy w(t) maximumát egy olyan karakterisztikus pontban felveszi,
ahol u(t) nem csökkenő. (2) megoldása tehát úgy történik, hogy meghatározzuk
(3) karakterisztikus pontjait T0-ból kiindulva midaddig, amíg a célfüggvény­
.érték nem kezd el csökkenni, s kiválasztjuk ezek közül azt, amelyikhez a maxi­
mális w(t) tartozik. Ez biztosan L egy csúcspontja, ami teljesen összhangban
van azzal a ténnyel, hogy egy pszeudokonvex függvény L legalább egy csúcs­
pontjában felveszi a maximumát.

Példaként tekintsük az alábbi feladatot [(2) feladat (I) eset]:

X1, X2 ~ 0 
3X1 + 5X2 S:: 40 
5x1 + 3x 2 S:: 40 

-(9 - x1) (10 - x2) -->- max.

Láthatjuk most, hogy a (2) feladat (I) esete áll fenn. A feltételekhez az x1 = 9-t
feltételt csatolva:

I~ t -
25 , ha 1 S:: t S:: 4

3 3
u(t) =

3 37
- t - - , ha 4 S:: t S:: 9
5 5

5 25 - t2 - - t, ha 1 S:: t S:: 4
3 3

w(t) =
~ t2 - 3 7 t, ha 4 S:: t S:: 9 .
5 5

.Az 1, 4 és 9 karakterisztikus pontok közül a t = 1-hez tartozik w(t) maxi­
muma és ehhez az x = 8, x2 = 0 optimális megoldás tartozik.

Tekintsük most az (1) feladatot és tegyük fel, hogy O rangja 1. Ekkor 0 
felírható két vektor diadikus szorzataként, C = rs*, és Q(x) a következő for­
mát ölti:

Q(x) = p*x + (r*x) · (s*x). 

Tegyük fel, hogy az (1) feltételei a következőképpen particionálhatók:

Á1X s;: b1, 
Á2X = b2,
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valamint, hogy p kifejezhető A2 sorainak és r, s vektoroknak lineáris kombi­
nációjaként:

p* = u*A2 + cxr* + {3s* 
Egyszerű behelyettesítéssel meggyőződhetünk ekkor arról, hogy

Q(x) = (ex + s*x) (/3 + r*x) + K
ahol K konstans és K = u*b - cx/3. Ebben az esetben (1) ugyanolyan alakú,
mint (2) és a fentiekben leírt módszer alkalmazható megoldására.

Valamivel bonyolultabb a helyzet, hap nem tesz eleget (4)-nek. Ekkor (3)
helyett a következő t-ben paraméteres lineáris programozási feladatot te­
kintjük:

(4)

Ax:S:b 

s*x = t

z(x, t) = p*x + t r*x _,_ max.

A parametrikus lineáris programozás elméletéből ismeretes, hogy most is van
olyan [T0, T1] intervallum, ahol minden t E [1\, T1]-re (5) megoldható és
t ~ [T 0, 1\]-re nem, továbbá létezik karakterisztikus pontok véges sorozata:

To = tl < t 2 < ... tq = Tl
melyekre az jellemző, hogy (5) optimális célfüggvényértéke, u(t), minden
[t1,_1, tk] (le= 1, ... q) szakaszon t-nek kvadratikus függvénye.

A karakterisztikus pontok meghatározása hasonlóan történik, mint a csak
célfüggvényben vagy csak a jobboldalban parametrikus feladat esetében.
Az (1) feladat megoldását tehát úgy kapjuk meg, hogy meghatározzuk u(t}
maximumát a [T0, T1] intervallumon és vesszük az (5) feladat ezen maxirnu­ 
mot szolgáltató t paraméterérték melletti optimális megoldásait.

Nyilván ez az eljárás alkalmazható a (2) feladat megoldására is.

( 5)

2. Néhány egyszerű általánosítás

Az (1) és (2) feladat megoldásának visszavezetése egy parametrikus prog­
ramozási feladat megoldására lehetővé teszi ennek a gondolatnak néhány
rokon probléma megoldására való kiterjesztését. Az alábbiakban ezek közül
néhányat megemlítünk.

l. A (2) feladat egyik természetes általánosítása a következő:
Ax :S: b 

max. (6}

Ennek megoldását vissza lehet vezetni a következő k-1 paraméteres feladat
megoldására:

Ax :S: b 
(7)

81'-1X + CX1,-1 = tk-1 

z(x, t1, ... , t"_1) = t1t2 ... t"_1(sZx +ex")-+ max.
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Természetesen nagy k esetén a módszer nem praktikus, egyrészt a karakterisz­
tikus tartományok (általában k - 1 dimenziósak) nagy száma, és az optimális
célfüggvényérték függvény, u(t1, t2 ... , tk_1) bonyolult alakja miatt.

2. Ha az (I) feladatban a O mátrix rangja k, akkor O felírható k darab dia­
dikus mátrix összegeként s így ( 1) a következő alakú lesz:

Ax<b (8)

Q(x) = p*x + (rfx) (sfx) + (ri'x) (six) + ... + (r!x) (skx) -+ max.

Hasonlóan, mint az (5) feladat esetén (8)-nak a megoldása is visszavezethető
az alábbi k paraméteres feladat megoldására:

Ax::;;::b 

(9) 

rtx = tk 

z(X, t1, ... , ti<) = p*X + t1SiX + ... + tkSÍ<X-+ max.

A helyzet annyiban kedvezőbb, mint a (6) feladatnál, hogy a karakterisztikus
tartományok poliéderek és az u(t1, ... , t,J optimális célfüggvényérték függ­
vény kvadratikus. Ily módon (8)-nak a megoldását vissza lehet vezetni annyi
k változós kvadratikus programozási feladat megoldására, ahány karakterisz­
tikus poliédere van (9)-nek. Ha k kicsi, akkor ez (8) megoldásának gyakorlati­
lag is lehetséges módja.

3. A (2) feladat egy másik irányú általánosítása a következő:

Ax::;;:: b 

R(x) = (s*x + cc) f(x) -► max. (10) 

ahol f(x) egy konkáv függvény L-en. A feladatot ugyanúgy parametrizálhatjuk,
mint (3)-at. A különbség az lesz, hogy (3) célfüggvénye most nemlineáris. Ha
f(x)-re további megszorításokat is alkalmazunk (differenciálhatóság), úgy
a nemlineáris parametrikus programozás módszereivel meg tudjuk (3)-at ol­
dani, s ezen keresztül (10)-et is.
. 4. Bizonyos egészszámú nemlineáris programozási feladatok megoldására
is lehet a parametrizálás módszerét alkalmazni. Tekintsük először a következő
nulla-egy kvadratikus programozási feladatot:

Ü::;;:: X::;;:: 1, x = egész (11)

(s*x + cc) (r*x + /3) -+ min.,

ahol s*x + cc > O és r*x + f3 > 0 minden O ::;;:: x ::;;:: 1 esetén. Ha az egészérté­
kűségi kikötést elhagyjuk, akkor (11) a (2) feladat (I) esete. Ekkor az optimá­
lis megoldások között szerepel (3)-nak legalább egy karakterisztikus pontja,
ami egyúttal (11) csúcspontját adja. Így ez egészértékű megoldása (11)-nek
és a 2. pontban leírt módszer alkalmazható (11) megoldására.
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Tekintsük most a következő nemlineáris egészértékű feladatot:

0::;;: x::;;: d, x = egész

(jfi(xi) +a)) (
1
Jgj(x1) + ~J-+ max,

ahol f1(x1) egész minden egész x esetén és a, ~ egészek. (12) megoldása ekkor
visszavezethető az alábbi parametrikus feladat megoldására:

0 ::;;: x ::;;: d, x = egész

(12) 

n 
~f1(xi)+a=t 
J=I 

(13) 

n 
h(x) = ~gj(x1) +~-+max.

j=l 

(13) megoldására a dinamikus programozás módszerét használva ([8]) egyúttal
t minden szóbajöhető értékére megkapjuk (13)-nak a megoldását s ebből (12) 
megoldása egyszerűen nyerhető.

( Beérkezett: 1974. január 28.) 
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THE SOLUTION OF A SPECIAL QUADRATIC PROBLEM

Making use of parametric programming we present a method on the level of complexity
of the simplex method for the solution of tho quadratic programming problem:

Ax,:£; b 
Q (x) = p*x + x*Ox ..... max

for the case when the rank of O is 1. This problem is a special case of the one containing
the product of two linear functions as the objective function. The solution of this latter
problem with the proposed method is much easier than the approaehea suggested in the
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literature so far. If the rank of O is greater than l but it is not too large, then multipara­
metric linear programming can be applied for the solution of the problem. The article
also considers some further simple generalizations.

PEUJEHHE O~HOA CTIEUHAflbHOA KBA~PATH4HOA 3A~A4H 
C ITOMOll(bIO napaaerpavecrcoro nporpaMM11p0B3Hl1H Mb( 33/:13CM MCTOA CJIO)l(HOCTl1 CttM­ 

ITJICKCHOrO MCT0/:13 AJIH peurenna 33/:13'111 KB3/:lp3TH'ICCKOro nporpaaaapoeaans: 

Ax~b 
Q(x) = p*x + x*Cx ..... max

CCJIH panr C paaea 1. Cne1.111aJihHblM crrysaev /:13HHOH npOOJICMbl HBJI~eTCH 33/:13'13, conepscautas 
B Ka secrae LICJIOBOH <PYHKLIHl1 np0113BC.[ICHtte ABYX Jll1HCHHblX q,yHKLIHH, peurenne KOTOpOH Ta­ 
I<HM CITOCOOOM H3MHOro npouie, 'ICM MCT0/:13MH, npHMCHHCMblMH B rmreparype AO H3CT0Hll(Cro 
MOMCHTa. ECJIH paar C OOJlbUJC !, HO He CJIHUJKOM BCJIHK, TO Jll1HCHHOC nporpaaaaposaaae 
C MHOrHMH napaaerpaan rrpttMCHl1MO AJIH peUJCHHH 33/:13'11'1. 8 CT3The 11MCCTCH T31()1(C HCCl(OJibKO 
npyrax npocrux OOOOII(CHl1H. 


