
STAH L JÁNOS

Egy LP-dekompozíciós eljárásról 

1. A korlátos eset összefoglalása 

Ebben a részben azon lineáris programozási dekompozíciós eljárásra vonat­
kozó eredményeket foglaljuk össze és egészítjük ki némileg, mellyel [5]-ben
foglalkoztunk. A külön összefoglalást az említett kiegészítésen túl az indo­
kolja, hogy egyrészt a jelöléseket egyszerűsítendő (5]-höz képest - különö­
sebb magyarázatot nem igénylő - más jelöléseket használunk, másrészt a
?:e9értést szeretnénk megkönnyíteni, mivel az (5]-beliekre, mint eredeti el­
Jarasra több alkalommal is hivatkozunk majd.

[5]-ben az

bCfCA 

Áo1 Xi~ bo 

A10Xo ~ Á11X1 ~ A12Xz :s;,: b1

Á21X1 ~ Á22X2 ~ b2 

és

bCfÜA 

P1Á10 ~ Co

PoÁ01 ~ PiÁu ~ P2Á21 ~ C1

PiÁ12 ~ P2Á22 ~ Cz 

Po, P1, Pz ~ : 

min (p0b0 ~ p1m1 ~ pzb2) 
primál-cluál lineáris programozási feladatpárt vizsgáltuk és feltettük, hogy az

6£1 = {x1: A01x1 ~ b0, x1::::: O}
és

§'1 = {Pi: P1Á10 ~ Co, P1::::: 0}

halmazok nem üresek és korlátosak. (Kisbetűvel, az indexektől eltekintve, sor
vagy oszlopvektort jelölünk, nagybetű mátrixot, írott nagybetű poliédert,
görög kisbetű skalárt jelöl.)
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p1-re vonatkozó feladatnak neveztünk egy

Á10Xo+ ~i,(Auxli+ Á12X2;)+~µiAuxlj+ Á12X2j):S::b1
I j 

(1.3) ~A;= l
I

max [c0x0 + ~ é 1(c1xli + c2x2;) + ~µ1(c1 x11 + c2W2)]
i j 

alakú programozási feladatot, ahol az (xli, X2;)-k illetve az (xlj> X2j)-k az

6l = {(x1, X2): Á01x1 :S:: b0, A21x1 + A22x2 :S:: b2, Xi, X2 z O}
poliéder elemei illetve irányai, és hasonlóan, x1-re vonatkozó feladat egy

P0Áo1 + ~a;(PliÁ11 + P2;Á21) ~ ~-r:iP1JAll + P21Á21) 2 C1
i j 

~a;= l
i

Po, a;, ri 2 : 
min [p0 bo ~ ~ a1(P.u b1 + P21 b2) ~ ~ -r:j(J>1J Au ~ P21 Á21)]

I j 

alakú lineáris programozási feladat volt, ahol a b«11, «21)-k illetve a (p11, _p21)-k

f = {(P1, P2) : P1Á10 2 Co, PtÁ12 -!-- P2Á22 2 C2, P1, P2 2 0}
poliéder elemei illetve irányai.

6£1 illetve f1 korlátosságából (1.3)-ban illetve (1.4)-ben 5;11= 0 illetve p11 = 0
és ugyanezen feltevésekből egy (1.3) illetve (1.4) feladatnak mindig van le­
hetséges megoldása. Az is egyszerűen belátható, hogy amennyiben egy (1.3) 
illetve (1.4) alakú feladat nem korlátos, akkor az (1.2) duális feladatnak illetve
(1.1)-nak nincs lehetséges megoldása. Sőt ekkor már f = 0 illetve 6£ = 0 és
ezen állítások érvényességéhez nem szükséges 6£1 illetve t1 korlátossága.
A javasolt dekompozíciós eljárás egy iterációs lépésében először megoldunk

egy (1.3) és egy (1.4) alakú feladatot.
A lépés második felében az előbbi feladatok b«1, ÍÍX0) illetve bW1, z 0) megol­

. dása .alapján adódik az
Á22X2 :S:: b2 -A21X1

X2z Ü 

max (cÜ -p1Au)x2 

lineáris programozási feladat. Legfeljebb végesszámú alkalommal fordulhat
elő, hogy (1.5)-nek nincs lehetséges megoldása, vagy a feladat nem korlátos,

. mikoris az (1.4) feladatba egy alkalmas -r: illetve az (1.3) feladatba egy alkalmas
µ változót bevezetve a megfelelő feladat megoldása után új W1 illetve «1 adódik.

(1.5)
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Ellenkező esetben, ha i:2 (1.5), p2 pedig (1.5) duálisának optimális extremális
?1egoldása, (xi, ÍX2) E a£ illetve b«1, «2) E 2 és ezen elemeknek megfelelő A
illetve a változókkal bővítjük az (1.3) illetve (1.4) feladatokat, melyek meg­
oldása után adódik az új Pi és ÍX1.

Ha az (1.1) feladatnak nincs optimális megoldása, az eljárás lépéseinek vé­
gesszámú végrehajtása után befejeződik. Ellenkező esetben vagy az eljárás
végesszámú lépésben megoldja a feladatot, vagy az adódó Pi-re és Xi-re vo­
natkozó feladatok optimumértékeinek monoton nem csökkenő illetve mono­
ton nem növekvő sorozata konvergál az (1.1) feladat optimumértékéhez.
Ha egy Pi-re (xi-re) vonatkozó feladat tartalmaz}. (a) változót és a feladatnak
van lehetséges megoldása, ennek alapján nyilvánvaló módon adódik az (1.1) 
[a duális (1.2)] feladat egy lehetséges megoldása.

[5]-ben megmutattuk továbbá, hogy ha az eljárás végtelen, végtelen sok­
s~or változik ÍX1 is és p1 is, valamint azt, hogy az eljárásra vonatkozó előbbi állí­
tasok akkor is érvényesek, ha a p1-re (az x1-re) vonatkozó feladatba csak akkor
vezetjük be az (xi, ÍX2) [a b«1 «2)] meghatározta }. beA változót, ha

c1W1 ~ c2W2 > p1bé 1iÍv ~ é12X2) ~ ÍGX0[ha
p1b1 ~ P2b2 < (JJ1Áu ~ JJ2Á2i)Xi ~ Co]

azaz a bevezetendő új változó a meglevő feladat duálisának egy optimális
megoldása alapján a célfüggvény javulását igéri.

Az a£ 1-re és 8l\-re tett feltevés alapján az eddig elmondottakat korlátos eset­
nek nevezhetjük.

, A továbbiakban először egyrészt az eljárás azon esetre történő kiterjeszté­
~evelfoglalkozunk, mikor az 6li-re és @1-re vonatkozó ezen feltevéseket elhagy­
juk (altalános eset), másrészt pedig azzal, ha csak az egyiket tartjuk meg (félig
korlátos eset). Utóbbi külön vizsgálatát az indokolja, hogy gyakorlati alkal­
mazás s~empontjából több-kevesebb joggal a szóbajövő legáltalánosabb eset­
nek tekmthető.

A bef~j_ező részben a szóbanforgó eljárások alkalmazásaként egy olyan de­
kfmpozic1ós eljárást származtatunk, mikor egy lineáris programozási feladatot
: f yan részfeladatok megoldásain keresztül oldunk meg, mely feladatok mát­
nxai__ az er~deti feladatok mátrixának tetszőleges részei. Ezt a lehetőséget ne­
vezzük teljes dekompozíciónak.

2. Az általános és félig korlátos eset 

á
Tekintsük az eredeti (1.1)-(1.2) primál-duál lineáris programozási feladat­

P r helyett az
e { C S: /3 

Áo1X1 S: bo

=et; + é10x0 ~ A11x1 ~ A12x2 S: b1 
Á21X1 ~ Á22X2 s: b2(2.1) 

C, x0, Xi, X2 2 Ü 

max b-y C ~ C0 Xo ~ C1 X1 ~ X2C2)
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-Pie2-y 
PiÁ102Co 

ne+ P0Áo1 ~ PiÁu ~ P2Á21 2 C1 
P1Á12 ~ P2Á22 2 C2

n, Po, Pi, P2 2 : 
min (n/3 + p0b0 + Pi b1 + P2b2) 

primál-duál lineáris programozási feladatpárt, ahol f3 és y rögzített nem-nega­
tív számok, az e-k pedig olyan alkalmas méretű vektorok, melyeknek minden
komponense l.

Az eredeti (1.1)-(1.2) és amost bevezetett (2.l)-(2.2) felaclatpár kapcso­
latát foglalják össze a következő egyszerű lernmák.

(2.2)

2.1. lemma: Ha az

és a

Á21Xi ~ Á22X2 2 b2 
Xi, X2 2 Ü 

P1Á12 ~ P2Á22 2 C2 
P1,P22 : 

feltételrendszerelrnek van lehetsóges megoldása, akkor (2.1)-nek van
olyan bázisa, mely optirnália minden alkalmasan nagy (/3, y)-ra.

Bizonyítás: 
Tekintve (2.1) egy tetszőleges bázisit és megvizsgálva a szóbanforgó bázis

primál lehetséges voltának feltételeit, ezen feltételek teljesülnek, ha fJ egy zárt
(esetleg üres) intervallumba esik. Ugyanígy adódik minden bázishoz y-értékek
egy olyan zárt (és esetleg ugyancsak üres) intervalluma, melybe eső y-k esetén
a bázis duál lehetséges.

Ha a szóbanforgó feltételrendszereknek van lehetséges megoldásuk, akkor
(2.1) és (2.2) minden elég nagy (fJ, y)-ra megoldható, tehát van olyan bázis,
mely egy ilyen (fJ, y) esetén egyszerre primal és duál lehetséges. Minthogy a
szóbajövő bázisok száma véges, van olyan bázis, mely optimális minden alkal­
masan nagy (fJ, y)-ra.

(1.1) megoldásához nem szükséges egy rögzített ((3, y) esetén (2.1) optimális
megoldását meghatározni.

Rögzítsünk a továbbiakhoz egy olyan bázist, melynek létezését a 2.1. lemma
állítása biztosítja. A változók (2.1)-beli sorrendjét megtartva jelöljük az ehhez
tartozó mátrixot B-vel és legyenek (C*, Xji, W•A és (:n*, Pi;, p:) a bázishoz tar­
tozó - optimális - primál és duál bázismegoldások.
2.2. lemma. A 2.1. lemma feltételei mellett C* és n* mindegyike konstans,

azaz nagyságuk független (fJ, y)-tól

Bizonyítás: 
Ha C bázis változó, akkor

(C*, ~i, ~1) = <-1 ((3, b1, b2) 
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ahol az aláhúzások azt jelölik, hogy csak bázisváltozókra szorítkozunk. Innen

C* = ex fJ ~ (ci, c2)b' 
adódii, ahol (ex, b') a B-1-nek első sorát jelöli. Abból, hogy minden elég nagy
fJ-ra C* ~ 0 teljesül, ex ~ O következik.

Hasonlóan,
(n*, ~i• En = (-y, Qv Q2) <-1

n* = -yex ~ (Qi, QÜA b" 

~s ex S: 0 következik. Így ex = 0, amivel az erre az esetre vonatkozó állítást
igazoltuk.

Ha C nem báeisvaitozó, akkor(* = O és n* = (c1, c2) (ex, b"), amivel a másik
esetet is elintéztük.
2.3. lemma. Tegyük fel, hogy teljesülnek a (2.1) lemma feltételei. Legyen

s> : tetszőlegesen rögzített és (fJ, y) olyan, hogy (2.1)-nek van optimális
megoldása. Legyen (C, i\, x2) (2.1) egy olyan lehetséges megoldása, mely­
hez tartozó célfüggvényérték (2.1) optimumértékénél legfeljebb s-nal
kisebb. Akkor Iirn [ = C*. (A határértékképzés nyilván úgy értendő,

~0-- • 
hogy oo-hez tartozó fJ-k és y-k egy sorozatára, illetve az ezekhez tartozo
(2.1) feladatok fenti tulajdonságú lehetséges megoldásaira szorítkozunk.)

Bizonyítás: 
Induljunk ki az alábbi egyenlőségből

amiből

-ye+ C1X1 ~ C2X2 = -yC* ~ C1Xi ~ C2x: ~ EnjCj 
ahol az összegzés a bázisba nem tartozó j indexekre vonatkozik, nj-a· j-edik
változóhoz tartozó, ezen bázisra vonatkozó relatív költség, éj pedig ((, x1, X2)
megfelelő ko~ponense. Minthogy nj ~ O és Ej ~ O minden j-re és feltételünk
szermt -EnJC1- qXX s azért -n*C / s is fennáll minden nem bázisváltozóhoztarto ' · · d ' 1 1 ::::o. ,· ·· zo .J m exre.

Külön~öztessünk meg két esetet aszerint, hogy C bázisváltozó-e vagy sem.
Az elso esetben valamennyi n~ a y-nak lineáris függvénye, azaz ni = exjy ~ 

~ ex_i és nj S: O-ból exj S: ü kö~etkezik. -,;:,jéj qXX s alapján viszont adódik,
h?gy olyan esetben, mikor exj < ü teljesül, Cj tetszőlegesen kicsiny lesz. Más­
reszt fenná~l most a E = C* ~ ).,a e. egyenlőség is. Minthogy t értékében
csak 1 . · r 1 1 • ,, 

f f : yan srknek van szerepük, melyekre exj 7":- 0 és ezekre Cj tetszolegesen
kicsmy lesz, e~é~t ugyanez igaz f, és (* eltérésére is.H: C nem baz1sváltozozó, akkor a változóhoz tartozó relatív költség -y-ex* 
alaku és a (y _+ ex*)C' < s egyenlőtlenségből adódik az állítás.
t t~ ,\Y + ex*)C < s egyenlőtlenségből egyébként az is következik, hogy y(; 
e s~olegesen kevéssel nagyobb s-nál. Egy megfelelő állítás az első esetben is

érvenye~ akkor, ha C* = üp azaz az (1.1) feladat megoldható. Ugyanis yf, =
k ~ex1yCj, az összeg egyes tagjai s-nál legfeljebb ex*C~-mal, azaz tetszőlegesen

ev ssel na~y?bbak és meghatározott számú tagot kell összegeznünk.

k Hasonló alhtás és megjegyzés érvényes a (1.2) és (2.2) duális feladatokkal
apcsolatban is.



42 STAHL JÁNOS

Legyen most é > 0 tetszőlegesen rögzített szám. Legyen továbbá O t {31 t 
t {32 t fff p 0 t y1 t y2 t fff p f3n->- oo, Yn->- oo , Rögzített {3h és Yh mellett
alkalmazzuk a korlátos esetre vonatkozó eljárást a (2.1) feladat megoldására.
éz 1.-beliek szerint az eljárás lépéseinek végesszámú alkalmazása után az
alábbi három eset valamelyike adódik:
2.a (2.1) egy (C, xóh,xih, x;:,,) megoldását és (2.2) egy (:n:*, Pó,,, Pih, Pih) meg­
oldását kapjuk, melyekre -:n:'í;/31i ~ Póhbo ~ pf,,b1 ~ Pi1,b2 ~ y,zCt - C2Xó11 -
- C1Xih - C2Xih < é.

2.b (2.1)-nek nincs lehetséges megoldása;

2.c (2.2)-nek nincs lehetséges megoldása.

Feltehető, hogy valahonnan kezdve mindig a 2.a eset áll fenn. Ugyanis,
ha pl. (2.1)-nek valamilyen /31,-ra van lehetséges megoldása, akkor van lehet­
séges megoldása minden ennél nagyobb {311 esetén is, illetve ha pl. a 2.b eset
végtelen sokszor fordulna elő, akkor az

A21 X1 ~ Á22 X2 _:s;: b2 
{ Cp X2 2: Ü 

feltételrendszer nem oldható meg, mort ellenkező esetben alkalmas {311-ra az
{ C _:s;: Yh 

A21 X2 ~ Á22 X2 _:s;: b2 
{ Cp X2 2: Ü 

feltételrendszernek is lenne megoldása. (Az 1. részben ezerint az eljárás tulaj­
donképpen a most felírt feltételrendszernek nem megoldható voltát jelzi 2. b
esetén.)

l. tétel. (1.1)-nek akkor és csak akkor van lehetséges megoldása, ha lim Cr; = 0,
h-- 

(1.2)-nek akkor és csak akkor van lehetséges megoldása, ha lim :n:/2 = O.
h-oo

Bizonyítás: 
Ha (1.1)-nek van lehetséges megoldása, akkor a 2.1 lemma alapján C* = 0.

C* = 0 esetén nyilván van (l.1)-nek lehetséges megoldása. A 2.3 lemma sze­
rint azonban lim C~ = C*. Ugyanígy adódik az (1.2)-re vonatkozó állítás is.

h-~ 
A továbbiakhoz szükségünk van még a következő tételre:

2. tétel [13]: Ha egy h-ra Cr; B 0 és :n:;. B 0 és az aktuális Pi-re és x1-re vonat­
kozó feladatból a C illetve :n: változót elhagyva a megmaradó (1.3) és (1.4)
feladatoknak van nem degenerált bázismegoldásuk, akkor a továbbiak­
ban az eredeti eljárás szerint eljárva az adódó j\-k és W1-k egy-egy korlátos
halmaz elemei.

Ebből következik, hogy amennyiben bárhonnan kezdve Cí; = O és nt = 0,
lényegében a korlátos feladatnál tárgyalt azon esetnél vagyunk, mikor a p1-re
és x1-re vonatkozó feladatok optimumértékei konvergálnak (2.1) optimumér­
tékéhez. Azért lényegében, mert még be kell vezetnünk a nemdegenerált bá­
zismegoldások létezésére vonatkozó feltevést, amit nem tekintünk különö­
sebb megszorításnak.
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· Tulajdonképpen az sem problematikus, hogy egy adott feladat vagy szá­
mológép esetén milyen határtól tekinthető ch és n:, zérusnak. Ha ch és Tlh elég
kicsiny, ami mindig bekövetkezik, ha (1.1 )-nek van optimális megoldása, a
t és n változókat elhagyjuk és az (1.3) és (1.4) feladatokat megoldhatónak
tekintjük. Esetleg megváltoztatjuk b1-t és w1-t a kis c:, és nh-nak és annak meg­
f~lelően, hogy nemdegenerált bázismegoldásokat kapjunk és az eredeti eljá­
rasnak megfelelően folytatjuk tovább. Tulajdonképpen az eljárás folytatása is
esetleges, hiszen a (2.3) lemma utáni megjegyzés szerint yhCh és n:,{Jh mindegyike
egyike kis e esetén maga is kicsiny elég nagy h-ra. Azaz (xtfl, xt\, x:!h) és
(póh• Pih• Pih) egy majdnem lehetséges és majdnem optimális megoldása az
(l.1)-(1.2) primál-duál lineáris programozási feladatpárnak.

Problematikus azonban a {JI! és Yh értékek hatékony megváiaaztésa és vál­
toztatása. Azaz, hogy milyen {Jh és Yh értékek mellett oldjuk meg (1.2)-t és
egy-egy rögzített {Jh és Yh mellett meddig optimalizáljuk (e megválasztása).

Most tűnik elő a korlátossági feltevések lényege. Ez nem az, hogy az eljárás
konvergenciájának bizonyításakor \Í01 és 6£1 korlátossága folytán könnyen tud­
t1:1-n~ az eljárás folyamán adódó «1-kből és i\-kből konvergens részsorozatot
k1valasztani, hanem az, hogy az (1.3) és (1.4) feladatok megoldhatók.

Részben az eddigieket közvetlenül felhasználva, részben pedig már alkal­
ma~ott gondolatmenetek átültetésével tárgyalható azon még hiányzó eset is,
amikor az eljárás során elhagyjuk a C és n változók közül azt, amelyik először
lesz zérus.

~egyen például valamilyen c:, = O. A most következők alkalmazhatók ter­
mesze_tesen akkor is, ha 3 c:, 3 elég kicsiny, vagy a bz•p xth, x:!h)-t szolgáltató
(2.1) feladat egy - közbülső - megoldásában a C változó abszolút értéke kicsi
és a C változót a korábban tárgyalt módon elhagyjuk.

C elhagyása után egy

(2.1') 

e { C _:s;: {J 

Áo1 X1 _:s;: bo 
A10 x0 + A11 x1 + A12 x2 :s;: m1

Á21X1 + Á22X2 :s;: b2 
Xo, X1, X2 2 Ü 

max (c0 x0 ~ c1 x1 ~ c2 x2)

?-Cakú lineáris programozási feladat adódik, ahol is az (1.1) feladatnak van egy
ismert lehetséges megoldása. A duális

Pi A10 2 z ü 

ne+ Po Ao1 + P1Á11 + P2Á21 2 C1
(2.2')

PiÁ21+P2Á222 C2 

n, Po, P1, P2 2 : 
min (nfJ ~ P1 b1 ~ P2 b2)

lineáris programozási feladatnak mindig van lehetséges megoldása.
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Az 1.-beliek következményeként a korlátos esetre vonatkozó eljárást elég
nagy fJ esetén úgy alkalmazva, hogy felhasználjuk a Pi-re vonatkozó feladat
rendelkezésre álló lehetséges megoldását, véges-számú lépés után (2.1 ') és
(2.2') olyan (xfh, x!h) illetve (nt p;,,, p;,,) lehetséges megoldásai adódnak,
melyekhez tartozó célfüggvényértékek abszolút eltérése legfeljebb e. limn*

h-- 
most is létezik és megegyezik (2.l') azon bázisához tartozó duális bázismeg­
oldás n komponensének értékével, mely (2.1') optimális bázisa minden elég
nagy fJ esetén. (1.2)-nek akkor és csak akkor van lehetséges megoldása, ha
limn;= 0.
h-- 

Ha tehát (1.1)-nek van optimális megoldása, a C változó elhagyása után
adódó n~-k tetszőlegesen kis pozitív számok lesznek - egyébként könnyen
belátható, hogy monoton nernnövekvőek - és így (2.2')-ből an-változó a ko­
rábbiakhoz hasonlóan elhagyható. Mindenesetre, ha elfogadjuk azon [4]-beli
megjegyzés érvényességét, mely szerint minden nagyméretű probléma elég
egyedi ahhoz, hogy a modell alkotói meg tudjanak adni pl. egy Xi~ {31 alakú
feltételt, az általunk félig korlátosnak nevezett esethez jutunk. Ezen fejezet
további részében tehát azzal az esettel foglalkozunk röviden, mikor az (1.1)­
(1.2) feladatpárral kapcsolatban csak ~t korlátosságát tesszük fol.

Nem lesz szükség a C változó és y bevezetésére és ennek megfelelően y vál­
toztatására, az eredeti eljárás némi módosításával ez az eset is kezelhető. A ki­
terjesztés - a korábbi esettel szemben - különösebb számítástechnikai prob­
lémát sem jelent az eredeti eljáráshoz képest.

Kissé pontatlanul fogalmazva, most az előbbi y = oo -nek megfelelően a
Si' poliéder olyan irányait is figyelembe vesszük az Xi-re vonatkozó feladatban,
melyekre Pi ~ 0.

Minthogy az x1-re vonatkozó feladat feltevésünk folytán megoldható és ha
a Pi-re vonatkozó feladat is az, akkor a 2. tétel alapján már elintézhető azon
esethez jutunk, mikor (1.1)-nek és (1.2)-nek ismerjük egy-egy lehetséges meg­
oldását, elegendő tehát azzal az esettel foglalkoznunk, ha az p1-re vonatkozó
feladatnak végig nincs lehetséges megoldása.

Most (1.5) helyett az

bÜf6A 

lineáris programozási feladatot vizsgáljuk, ahol «1-re teljesülnek a
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feltételek.

A korlátos esethez képest csak annyi az eltérés, hogy az xi-re vonatkozó fel­
adatot azon -F változóval bővítjük, melyet ­! (p1, «ÜA eleme határoz meg, ha
(2.3.J-n,a~ van optimális megoldása és p2 ekkor (2.3) duálisának egy extremális
optimahs megoldása.

Az adódó «1-ket úgy normálva, hogy legnagyobb komponensük 1 legyen,
belátható, hogy ha (1.1)-nek van lehetséges megoldása, az adódó Pi-re vonat­
kozó feladatok optimumértékei monoton nemnövekedve zérushoz tartanak.
(A Pi-re bevezetett normálás azt jelenti, hogy a Pi-re vonatkozó feladathoz a

~ A1(A11i\; ~ A12x2i) ~ ~ µiA12 5:2i - t-; ~ b1 
j 

~A;= 1 
i

max (-ex: A 

lin,eáris programozási feladat megoldásának segítségével, ahol I alkalmas
meretű egységmátrix, keresünk megoldást.)

I~:ym~don elég nagy h-ra a p1-re vonatkozó feladatot megoldhatónak tekint­
het1uk es ettől kezdve már alkalmazható a korlátos esetre vonatkozó eljárás

3. Teljes dekompozíció 

C t.z előzőek alkalmas felhasználásával egy olyan dekompozíciós eljárást nyer­t un!{, melynek során egy lineáris programozási feladat megoldását olyan
m_eáris programozási feladatok megoldásán keresztül kapjuk meg, mely fel­
:dtat~,k mátrixa_i a kiindulásul szolgáló feladat mátrixának tetszőleges (például
e szolegesen kwsi) részei.

Legyen az

(3.1) 

max ex 
lineáris programozási feladatban

(3.2)
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és

b6fCA megoldásához
Aijx S:: y 

Xij2 : 

max C/.;JxiJ 

alakú feladatok (i = 1, 2, ... , rn;j = l, 2, ... >A megoldásain keresztül jutunk
el, ahol az fo-k és qiJ-k mindig alkalmasan megválasztott vektorok.

Az eljárás alapja az, hogy paramétereinek és változóinak előbbi partíciója
mellett b6 .1) nyilván ekvivalens az x1, YiJ és X;J változókra vonatkozó

~YiJ S:: b; (i = 1, 2, ... , F>A 
j 

x1 - xiJ B 0 (i B 1, 2, ... , rn; j B I, 2, ... , n) 

b6f6A -Y;J + A,1 xii S:: 0 (i B 1, 2, ... , rn; j B l, 2, ... , >A 

»» X;J 2 Ü 
max~c1x1 

j 
lineáris programozási feladattal.
p1, q11 és piJ-vel jelölve b6f6A első, második és harmadik feltételcsoportjának

megfelelő duálváltozókat, b6f6A duálisa e 

~q;J z c1 (j = 1, 2, ... , n) 
i

b6f£A 

P; - Pii= (j B I, 2, , n; i B l, 2, , F>A 

--% ~ PiJ A,1 2 : (i = I, Üp p rn; j = l, Üp p n)

P1, P112 : 

min _2'p1 b1 
I

lineáris programozási feladat. [ b6f£A is olyan kapcsolatban van (3.1) 

pAzc 

pzO 

minpb 

duálisával. mint (3.3), a (3.1)-gyel.J
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A (3.3)-(3.4) feladatpárt a következő séma szemlélteti.

47 

P1 1-- - - -­
P2 I

3 
3 
3 

Pm l
I-----

I

I
3 

P111
P12

C 

3 
3 

Pin 3 
P21C 

P22 3 
3 
3 
3 

3 3 3 
3 3 3 

-3 
-3 

-3 
-3 
-3 

-3 

------ - 3~ 

3 mÜ 
3 
3 
3 
3 
3 bm 

-3 
-3 

-3 
-3 
-3 

-3 

----- --'.....--------------'-----------

(3.3) illetve a (3.3)-(3.4) feladatpár megoldására többféleképpen is alkal­
mazhatjuk a korábbi eljárások valamelyikét. Az ottani A22-knek mindenkép­
pen a~ előző séma jobb alsó részén szereplő AiJ-kből álló rész felel meg és ez
már biztosítja, hogy a bevezetőben említett alakú részfeladatokhoz jussunk.

A ZY;J .:S: b,-, illetve "'li.'q .. Ü e- feltételek egyszerű szerkezete is indokolttá
} ~ : 1 

teszi _hogy az ezekben feÍrépő együtthatók egy 1. fejezetbeli A
01

, illetve A10 
fátrixnal~ feleljenek meg. Az Cf fejezetbeli korlátos esettel szemben a szóban-
or96 feltetelek nem határoznak meg korlátos poliédert. Ezért a 2. fejezet ál­
talanos __ esetének megfelelően vagy bevezetünk fJ és y paramétereket, vagy
fel~esszuk, hogy az Yirkre vagy a qiJ-kre megadhatók olyan feltételek, melyek
a (3:3) vagy (3.4) feladatnak az eredeti feladatok valamelyikével való ekviva­
lenc1á1át nem befolyásolják és az yiJ-k vagy qiJ-k egy korlátos poliéder elemei
lesz~:k. (Ezen utóbbi esetekben így a korlátos vagy félig korlátos esetnek meg­
felelo esethez jutunk.)
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Egy olyan lineáris programozási feladat esetén, ami egy szokásos erőforrás
allokáló probléma matematikai modellje, általában bevezethetők az Y;rkre
és a qiJ-kre olyan (egyedi) alsó és felős korlátok, melyek a szóbanforgó ekviva­
lenciát megtartják. Ezért és az ennek következményeképpen adódó néhány
egyszerűsödésért mi ezt a feltételezést vezetjük be a továbbiakhoz. De még­
egyszer hangsúlyozni szeretnénk, hogy e feltevéstől függetlenül (3.3) felírása
és valamelyik előző eljárás alkalmazása módot nyújt arra, hogy (3.1) megoldá­
sát olyan lineáris programozási feladatok megoldásán keresztül végezzük el,
melyeknek együtthatómátrixai az Aij mátrixok.

(A 8\\ és 6£1 halmazok korlátosságára vonatkozó feltevés közgazdasági al­
kalmazások szempontjából sem jelent általában különösebb megszorítást.)

Legyen pl. (1.1) egy olyan probléma matematikai modellje, amelyben x1
központilag irányított tevékenységeket, xÜ egymással közvetlenül össze nem
függő részegységekbeli tevékenységeket reprezentál - aminek kifejezésekép­
pen A22 blokkdiagonális szerkezetű - a valamennyi változót tartalmazó
A01x0 ~ Aux1 ~ ACÜxÜXXyX b1 feltételek valamilyen közös erőforrás kihaszná­
lásának vagy közös kibocsátási kötelezettségnek felelnek meg.

Ilyen esetben az 6£1 halmaz, azaz a központilag irányított tevékenységek
nem üres és korlátos volta kézenfekvő. Az x0 változókat a közös erőforrások
bővítési lehetőségét kifejező változóknak gondolva, ~ 0Í korlátos és nemüres volta
volta annak felel meg, hogy a központi erőforrások mindig bővíthetők a kívánt
mértékben, illetve nincs olyan bővítés, amely ne járna ráfordítással.)

A továbbiakban a

egyenlőtlenségek, ahol y = (yu, y12, ... , Y,nr,l, szolgálnak a ~ YiJ::;:: b; (i =
J = 1, 2, ... , m) feltételek és az Y;rkre vonatkozó alsó és felső korlátok össze-

foglalására; a

egyenlőtlenségek pedig, ahol q = (q11, qCÜp ff Lf ,q111n), a E;q;J c1 (j = 1, 2, ... n)
feltételek és a q1rlue vonatkozó alsó és felső korlátok összefoglalására. Fel­
tesszük végül, hogy e feltételrendszerek mindegyikének van megoldása.

A korlátos esethez képest eltérünk abban, hogy az ottani PJ-re és xcre vo­
natkozó feladatok helyett esetünkben duálisukkal foglalkozunk, azaz az yiJ-k 
és q;rk közvetlenül adódnak majd egy-egy lineáris programozási feadat meg­
oldásából. Ennek oka, hogy a most bevezetett By::;:: b0 illetve qO XÜX c: egyen­
lőtlenségek explicite megjelennek majd e lineáris programozási feladatokban
és így e feladatok megoldására alkalmazható az általánosított felsőkorlátos
technika [2] vagy annak duálisa [3]. Ezen megjegpzés nélkül eljárásunkat,
mint szé.mításbechnikai eszközt, esetleg figyelmen kívül is lehetne hagyni.
(Valamivel pontosabban, ez attól függ, hogy bés e mely részeit kell ,,felbonta­
nunk"; ami egy későbbi megjegyzésünk szerint tetszőleges lehet, de egy adott
feladat esetén minden esetre annak szerkezetétől függ. Továbbá az is szerepet
játszhat, hogy milyen becslésünk van egy induló felbontáshoz tartozó célfügg­
vényértékekre.) Az általánosított felsőkorlátos technika alkalmazhatóságát
számítástechnikai szempontból az eljárás nagyon lényeges tulajdonságának
tartjuk.
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Az eljárás a következő:

3.1. Az y-ra vonatkozó, a 1P változó maximalizálását előíró feladat e 

By:S:b0 

lineáris programozási feladat, fi legyen ennek tetszőleges lehetséges meg­
oldása, a q-ra vonatkozó, a <p változó minimalizálását előíró feladat pedig a

qO > c: 

lineáris programozási feladat és legyen q ennek tetszőleges megoldása.
Legyen végül 1j1 B oo és i'p B -oo.

3.2. Oldjuk meg az

(3.5)
A;j x,j :s;: fjij 
xij~ : 

3.3.

maxqijx;; 

lineáris programozási feladatokat (i = 1, 2, ...m;j = l, 2, ... n). Ha ezen
feladatok mindegyikének van optimális megoldása, folytassuk 3.3-tól.

Minden olyan (i, j)-re, melyre (3.5) nem korlátos, bővítsük aq-ra vonat­
kozó feladatot a

-q1jxij > ü 
feltétellel, ahol :i\ olyan extremális eleme {x;j: A;1x;1 :S: 0, x;1 > 0}-nak,
melyre (J; -XÍv < o.

Minde~ olyan (i, j)-re, melyre (3.5)-nek nincs lehetséges megoldása, bő­
vítsük az y-ra vonatkozó feladatot

-pij Y;i :S: : 

feltétellel, ahol P;J olyan extremális eleme {Pii/: pi/Ai/> 0, Pi/> 0}-nak,
melyre p -y- .. < 0F• I] I] ·. 

olytassuk 3 .4-től.
Le1_y~n x;1 (3._5)_, Pii pedig (3.5) duálisának egy optimális megoldása (i =

, , • .. m, J - 1, 2, ... n). 
Bővítsük a q-ra vonatkozó feladatot a

- ~qijx;1 ~ <p ~ ü 
i,j 

feltétellel, az y-ra vonatkozó feladatot pedig a

- ~ PiJYiJ ~ 1/J :s;: : 
feltétellel. i,J 

3.4. Old:juk meg a q-ra és az y-ra vonatkozó feladatot.
,Ha a q-ra vonatkozó feladatnak nincs lehetséges megoldása, az eljárás

vegetér; a duális (3.4) feladatnak és így (3.1) duálisának nincs lehetséges
megoldása. ·

Ha az y-ra vonatkozó feladatnak nincs lehetséges megoldása, az eljárás
végetér; a (3.3) feladatnak és így (3.1)-nak nincs lehetséges megoldása.

£ Szigma



50 STAHL JÁNOS

Egyébként legyen bí5p ép) a q-ra vonatkozó feladat optimális megoldása
vagy q egy tetszőleges lehetséges megoldása és ép = -oo, ha a feladat még
nem tartalmazza explicite a cp változót és legyen by p ip) az y-ra vonatkozó
feladat optimális megoldása vagy y egy tetszőleges lehetséges megoldása
és ip = oo , ha a feladat még nem tartalmazza explicite a 1P változót.

Ha ip 2 ip, az eljárás végetér. x* = (xt, x!, ... x~) optimális megoldása
(3.2)-nek, ahol xj az utoljára megoldott q-ra vonatkozó feladat ,;Eq;j 2 ej 

i
feltételeinek megfelelő duális változók értékei a duális egy (tetszőlegesen
rögzített) optimális megoldásában (j = 1, 2, ... n).

Ha ép < ip, folytassuk 3.2-től.
A következő tétel bizonyítását elhagyjuk, mivel az korábbi állítások ([5])

esetünkre vonatkozó specializálásai.
3. tétel. A 3.1-3.4 eljárás vagy végetér az egyes lépések végesszámú alkalma­

zása után, mikor is a 3.4-beli konklúziók helyesek, vagy az adódó q:,-k
monoton növekedően, a v,-k pedig monoton csökkenően konvergálnak
(3.1) optimumértékéhez.

Ha (3.1)-nek nincs optimális megoldása, a 3.1-3.4 eljárás végesszámú
lépés után végetér.

Véges ip [ 11'] érték esetén a megfelelő q-ra [y-ra] vonatkozó feladat duá­
lisa egy optimális megoldásában a ,;Eq;j 2 ej [ ;EYij ~ b;] feltételeknek

i J 
megfelelő változók értéke (3.1) [(3.1) duálisa] olyan lehetséges megoldását
adják, melyhez tartozó célfüggvényérték ip [ ip ]. 

Ha az eljárás végtelen, valahonnan kezdve ip és ip mindegyike véges és
mind q, mind if végtelen sokszor változik.

Valamennyi eddigi állítás igaz akkor is, ha 3.3-ban a q-ra vonatkozó
feladatba csak ,;Eq1jxiJ > rpesetén, az y-ra vonatkozó feladatba pedig csak

/,} 
~ piJ v., < 1/! esetén vezetjük be a 3.3-beli megfelelő feltételt.
i,J 

Csak a jelöléseket egyszerűsítendő foglalkoztunk az A mátrix előbbi (és a
korábbi paraméterek és változók ennek megfelelő) partíciójával. Lévén pél­
dául az

Á11X1 ~ Á12X2 ~ Á13X3 ~ bl

Á2i Xi+ Á22 X2 ~ Á23 X3 ~ b2

Á3iX1 ~ Á32X2 ~ Á33X3 ~ b3

X1, Xz, X3 ~ Ü 

max (cl Xi+ Ci X1 ~ CzX2 ~ C3X3)

lineáris programozási feladat egyenértékű az

Y21 ~ Y22 ~ b2 

Y31 ~ Ya2 ~ b3
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X3 = X13 = X 23 _; X 23

Au Xu + A12 X12 + A13 X13 ~ b1

-Ya1 + Aa1X11 ~ : 

--Y21 + A21X21 + A22X22 ~ : 

-Ya2 + Aa2 X22 + Aaa X33 ~ : 

-Y32 + A23 X23 < : 

5} 

1 J .·'
ypy•Í 

max (c1 x1 ~ c2 x2 ~ c3 x3)

lineáris programozási feladattal, a korábbiakhoz hasonlóan fogalmazható
meg egy olyan dekompozíciós eljárás, melynek részfeladatai az

Au Xu+ A12X12 + A13 X13 < b1

A31 X11 ~ !J31

X11, X12, X13 2 : 
max bD11 X11 + t/12X12 + </13 X1a),az

A21 X21 + A22X22 ~ '!h1 

Aa2 X22 + A33 X33 < '!J32 

X21, X22, X23 2 : 
max (ii21 X21 + </.22 X22 + ij33 X33)

A 23 X23 ~ Y22
X23 2 : 

max ij23 x23

lineáris programozási feladatok.
Legyen most (3.2)-ben n = 1, azaz tekintsük az

Á1X ~ bl 
b6faA A zX ~ m

Ü 

és az

max ex 

lineáris programozási feladatot. Ekkor alkalmazható a félig korlátos esetnek
mesfelelő eljárás, mivel most az 6£, = {X1 : A 01 X1 ~ b1, X1 2 0} halmaz sze­
repet egyetlen pont, (b1, b2, ••• , bm) játssza. Sőt, belátható, hogy ebben az
esetben az eljárás minden további feltétel bevezetése nélkül is véges.

4*
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AN LP-DECOMPOSITION METHOD

In a former paper [5) we have elaborated a decomposition procedure for the solution
of the (I. l )-(1.2) primal-dual pair of LP problems. Then we assumed that the sets

'i£1={x1:A01x1_sb0, x, 0} and ~'i={p1:p,Arn2:c0, p1~0}

are bounded.
In the first part of the present paper we summarize and extend the results concerning

this procedure. In the second part first the case is considered that is obtained by omitting
the assumpt.ion of boundedness ofstets<\£1 and&,. We show that applying the original
procedure to appropriately chosen problems of type (2. l)-(2.2) the solution to the pair
of problems ( l. l)-( l .2) is obtained. Further in tho second part the variant is investigated,
that can be considered as the most general one from tho viewpoint of practical appli­
cations, i.e. the case when at least one of 'll, and & 1 is bounded. ln this case a slight modifi­
cation on by of tho orig inul procedure is needed for ·the solution of tho pair of problems
(L.1.)-(l.2). ln the third part, IJ,S 11n application of tho procedures in question, a decom­
position method is presented in which the LP-problem is solved by moans of sub­
problems, whose rnat.rices are arbitary parts o[ the matrix of the original problem.

06 orruoa ,[lEJ{OMCT03vll.11-10HHOvl nPOLjE,[IYPE LP

H

B OAHOH H3 npemuecrnyroutax 1-1aw11x paűor ([5]) Mbl paspaűoranu ACl<OMl103111.(HOHHYJO npo-
1.ICAYPY AMI peurennn npHM3JlbHO-).J,yaJJbJ-!Oi-i rrapu 3a/~3'1 LP (J.1.)-( 1.2). npw 3TOM Mb! npen­
nonarana, <iTO MHO)!(CCTBa

<\£1 = { X1: A,,, X1 S b0, X1 0}

líY1={p;_:p1A1o~C.,,p, O}
orpaHH'ICHhl.

B ncpuna <IaCTH /taHflOIÍ CTaTbH Mbl 06olí11(aCM 11 HOllOJlHHCM pC3YJlbT3Tbl, OTHOC5JU.(11CCH 1{3TOi-i
npoueuype. Bo BTOpO~Í '1,:tCTH Mbl paccaarpauacw cny-raii, J(OTOJ)b111 B03HMIGICT, 1(01'/.\a Mbl ony­
CKaeM ycrromrc orpaauueuuocra MJJO)l(CCTII 'l!'. II <11',. M1>1 ílOKa:u,IBaCM, 'ITO npHMCJifül nepaorra­
<JaJlbHYIO npoucnypy l(J151 pc111c1111H cccrucrcruyrounr« olípa:ioM rn,1Gpa1111b1x 3a/~a'l m1na (2.1.)­
(2.2.), Mbl 11 B 3TOM cny-rae IIOJIY'IMM pc111c1111c 11ap1,1 3iJJ(a4 ( 1.1.)-( 1.2). Bo DTOJ)OM YaCTH pac­
caarpanaercn raroicc 11 Ta C TO'll(M 3J)C1111H IIJ)al(TM'ICCl(IIX np11Me11cm1F1, noncanyü, 1-1a116011ec
06U1aH 003MO)l(HOCTb, «orna no MClll,IIICt'.°I M pc 0/\110 1-13 x, II P, orpa111- .1•1c110. 8 ~)TOM cny-rae ).~a­
xce Ma11efüuee H3MCJ·ICHHC nepDOl·fél'l<IJlbllMi 11pOt(C/(Yl}l,I MO)l(CT ÜblTb IICl"IOJlb30BaHO /V151 peiueuua
napsr sanas ( 1.1)-(1.2) B TJ)CTbCi-i 'liJCTII O J(a4CCTIJC ílJ)HMCffCHI-IIÍ OblWCynOMHHYTulX npoue­
IWP Mb! npou3001~11M Ta1<y10 JWKOMrr0311L(HOJJ11yro rrpOL\C/WPY, o «oropoii aana-ra LP peuJaCTCH e
TTOMOlJ.lblO HCCJIC).J,ODa1-111,1 -racruux 3a/~a,,, MaTJ)Hl.(bl l(OTOJ)IAX 511JJ15HOTCH np0113DOJlbHblMH '13CT5l·
MU MaTpHI.( HCXOAHbIX 33/J,a'I.


