StAHL JANOS

Egy LP-dekompozicios eljarasrol

1. A korlatos eset osszefoglalasa

Ebben a részben azon linedris programozasi dekompoziciés eljardsra vonat-
kozé eredményeket foglaljuk ossze és egészitjilk ki némileg, mellyel [5]-ben
foglalkoztunk. A kiilon sszefoglaldst az emlitett kiegészitésen til az indo-
kolja, hogy egyrészt a jeloléseket egyszerfisitends [5]-hoz képest — kiilono-
sebb magyardzatot nem igényls — més jeloléseket hasznilunk, mésrészt a
megértést szeretnénk megkonnyiteni, mivel az [5]-beliekre, mint eredeti el-
Jardsra tobb alkalommal is hivatkozunk majd.

[6]-ben az
Ay 2, < b

(L.1) Aty + Ay 2, + Ajpzy < b,
Ao 2, + Agszy < by
Ty, Xy, 3 >0
és max (¢, Zy + ¢, 2, + Ca%s)
P11 = Co

i) Podo + P Ay + Pady =0

1Ay + Padas > Co

Por P1» P2 =0

min (po by + P16; + Paba)

primal-dudl linegris programozési feladatpért vizsgaltuk és feltettiik, hogy az

% = {2, : A2, < by, 2, > 0}

8, = {p1:P1410 < € P >0}

halmazok nem iiresek és korlétosak. (Kisbettivel, az indexektdl eltekintve, sor
vagy oszlopvektort jeloliink, nagybet(i métrixot, irott nagybet(i poliédert,
gorog kisbetii skalért jelol.)
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p,-re vonatkozé feladatnak neveztiink egy

Ayo2y + 3 Ai(Ay Ty + Ay %) + Spidyy 5-51/' 15 A12:§:2j) <b,
i i

(1.3) >Siu=1
i
Ty Ay pj >0

max [cyx, -+ 2&'(01‘2‘1:' + €Zy) + 2.“]'(01 9:51/‘ i 025721‘)]
7 7

alaki programozasi feladatot, ahol az (&,;, #,,)-k illetve az (:f:lj, af‘zj)-k az
X = {(@y 2y) 1 Ay 2y < by, Ay @y + Agymy < by, x,, 73> 0}

poliéder elemei illetve irdnyai, és hasonléan, x,-re vonatkoz6 feladat egy
Podo + Zﬂi(f)xiAu + Do ds) + 2 Tj(f—’x/An wp 7:)2jA21) =€
i 7

So=1
i
Py 0pp T, =0

min [pyby + N oi(py; by + Daibs) + 21’,‘(1:’1;‘4411 + paj A3)]
i J

alak linedris programozasi feladat volt, ahol a (py;, ps)-k illetve a (f)lj,z:azj)-k
& = {(p1, P2) : P1A10 = €y P1A12 + P2A e > Cy, Py, P2 > 0}
poliéder elemei illetve irdnyai.

%, illetve &, korlatossagabol (1.3)-ban illetve (1.4)-ben z,;= 0 illetve f)lj =10
és ugyanezen feltevésekbdl egy (1.3) illetve (1.4) feladatnak mindig van le-
hetséges megolddsa. Az is egyszer(ien belathaté, hogy amennyiben egy (1.3)
illetve (1.4) alaka feladat nem korldtos, akkor az (1.2) dudlis feladatnak illetve
(1.1)-nak nincs lehetséges megolddsa. S6t ekkor mar & — @ illetve % = § és
ezen 4allitdsok érvényességéhez nem sziikséges %, illetve &, korldtossiga.

A javasolt dekompozicios eljards egy iterdcios lépésében elGszor megoldunk
egy (1.3) és egy (1.4) alaka feladatot.

A 1épés mésodik felében az elGbbi feladatok (p,, ,) illetve (&, {;) megol-
désa alapjan adédik az

Agpy < by — A4,

(1.5) 29 >0
max (¢, — Py Ays) o

linedris programozdsi feladat. Legfeljebb végesszdmi alkalommal fordulhat
el6, hogy (1.5)-nek nincs lehetséges megoldésa, vagy a feladat nem korldtos,
-mikoris az (1.4) feladatba egy alkalmas 7 illetve az (1.3) feladatba egy alkalmas
u valtozét bevezetve a megfelels feladat megolddsa utén 4j z, illetve p, adédik.
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Ellenkez§ esetben, ha #, (1.5), p, pedig (1.5) dudlisdnak optimélis extremélis
megoldisa, (&, Z,) € X illetve (P, Ds)€F és ezen elemeknek megfelels A
illetve ¢ véltozokkal bévitjilk az (1.3) illetve (1.4) feladatokat, melyek meg-
oldésa utén adédik az Gj p, és #,.

Ha az (1.1) feladatnak nincs optimélis megoldésa, az eljirs lépéseinek vé-
gesszdmu végrehajtésa utdn befejezédik. Ellenkez8 esetben vagy az eljirds
vegesszamu lépésben megoldja a feladatot, vagy az adéd6 p,-re és x;-re vo-
natkozé feladatok optimumértékeinek monoton nem csokkend illetve mono-
ton nem novekvs sorozata konvergil az (1.1) feladat optimumértékéhez.
Ha egy pyre (z;-re) vonatkozé feladat tartalmaz A (o) valtozét és a feladatnak
van lehetséges megoldésa, ennek alapjan nyilvanvalé médon adédik az (1.1)
[a dudlis (1.2)] feladat egy lehetséges megolddsa.

[5]-ben megmutattuk tovabb4, hogy ha az eljirds végtelen, végtelen sok-
szor valtozik z, is és p, is, valamint azt, hogy az eljardsra vonatkozé el6bbi alli-
tasok akkor is érvényesek, ha a p,-re (az 2;-re) vonatkozé feladatba csak akkor
vezetjitk be az (&, x,) [a (P, P.)] meghatarozta 4 (o) véltozét, ha

€Ly + €%y > Py(A 1 &y + A12Ts) + 7,
P1by + Paby < (P Ay + D2 Aa) @y + éo]

azaz a bevezetendd 0j viltozé a meglevd feladat dudlisinak egy optimélis
megolddsa alapjan a célfiiggvény javuldsat igéri.

Az ¥,-re és §,-re tett feltevés alapjdn az eddig elmondottakat korldtos eset-
nek nevezhetjiik.

s A tovabbiakban elészor egyrészt az eljards azon esetre torténd kiterjeszté-
§evel ’fogla.lkozunk, mikor az %,-re és §,-re vonatkozo ezen feltevéseket elhagy-
juk (dltalinos eset), masrészt pedig azzal, ha csak az egyiket tartjuk meg (félig
korlatos eset). Utobbi kiilon vizsgdlatdt az indokolja, hogy gyakorlati alkal-
mazis szempontjihol tobb-kevesebb joggal a szébajovs legaltaldnosabb eset-
nek tekinthetd.

A bef?j_eZ('f részben a szébanforgé eljirasok alkalmazdsaként egy olyan de-
kompoziciés eljardst szdrmaztatunk, mikor egy linedris programozési feladatot
0'1ya‘n részfeladatok megoldésain keresztiil oldunk meg, mely feladatok mét-
rixar az eredeti feladatok métrixénak tetsz6leges részei. Ezt a lehetSséget ne-
vezziik teljes dekompoziciénak.

[ha

2. Az altalinos és félig korlitos eset

: é'fel}:;il;:iié{aa;z eredeti (1.1)—(1.2) primal-dudl lineéris programozési feladat-
ex; < f

Az < by
—el + Aypxg + A1 2y + A1, < by
(2.1) Ay 2y + Agazy < by
&, g, X1, 3 > 0
max (—y C + ¢, %y + €%, + Z3C,)
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és
—Py 8 = Y
Py A0 > ¢
e+ podo + prAy + Pada >0
(2.2) P1Ais+ Padss > cy

7T, po’ plr 1022 0
min (wf + poby + p1 by + Paby)

primal-dudl linedris programozasi feladatpart, ahol § és y rogzitett nem-nega-
tiv szdmok, az e-k pedig olyan alkalmas méretii vektorok, melyeknek minden

komponense 1.
Az eredeti (1.1)—(1.2) és amost bevezetett (2.1)—(2.2) feladatpar kapeso-
latat foglaljik ossze a kovetkezd egyszeri lemmdk.

2.1. lemma: Ha az

Agay + Agpy > by
@y, Xy >0

PrA e+ prAy >y
Py P2 >0

feltételrendszereknek van lehetséges megolddsa, akkor (2.1)-nek van
olyan béazisa, mely optimalis minden alkalmasan nagy (B, y)-ra.

és a

Bizonyitds:

Tekintve (2.1) egy tetszbleges bazisat és megvizsgdlva a szébanforgd bézis
primal lehetséges voltinak feltételeit, ezen feltételek teljesiilnek, ha f egy zart
(esetleg iires) intervallumba esik. Ugyanigy adédik minden bézishoz p-értékek
egy olyan zirt (és esetleg ugyancsak iires) intervalluma, melybe es6 p-k esetén
a bazis dudl lehetséges.

Ha a sz6ébanforgé feltételrendszereknek van lehetséges megoldésuk, akkor
(2.1) és (2.2) minden elég nagy (f, y)-ra megoldhaté, tehat van olyan bézis,
mely egy ilyen (f3, y) esetén egyszerre primal és duél lehetséges. Minthogy a
sz6bajovs bazisok szama véges, van olyan bézis, mely optimdlis minden alkal-
masan nagy (f, y)-ra.

(1.1) megolddsahoz nem sziikséges egy rogzitett (8, p) esetén (2.1) optimélis
megolddsit meghatdrozni.

Rogzitsiink a tovabbiakhoz egy olyan bazist, melynek létezését a 2.1. lemma
allitasa biztositja. A valtozok (2.1)-beli sorrendjét megtartva jeloljiik az ehhez
tartozé matrixot B-vel és legyenek (0*, a}, x¥) és (n*, p¥, p¥) a bézishoz tar-
toz6 — optiméalis — primal és dudl bazismegoldasok.

2.2. lemma. A 2.1. lemma feltételei mellett (* és n* mindegyike konstans,
azaz nagysaguk fiiggetlen (f, y)-tél

Bizonyitds:
Ha { béazis valtozo, akkor
(C*: Zl" 2;) = B~} (ﬂ’ bl: bz)
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ahol az alahtizdsok azt jelolik, hogy csak bazisvéltozékra szoritkozunk. Innen

C¥ = af + (e, co)b’

adédii, ahol (x, b’) a B~ !-nek elsd sordt jeloli. Abbél, hogy minden elég nagy
fra {* > 0 teljesiil, « > 0 kivetkezik.
Hasonléan,
T, (7*, pt, P3) = (—p, ¢1, €2) BT
amibd] 2k
m* = —pa + (¢, ¢5) 0"

68 a < 0 kovetkezik. fgy « = 0, amivel az erre az esetre vonatkozé allitast

1gazoltuk. ;

Ha ¢ nem bézisvaltozo, akkor * — 0 és m* = (¢1, €3) (e, b"), amivel a masik
esetet is elintéztiik.

2.3. lemma. Tegyiik fel, hogy teljesiilnek a (2.1) lemma feltételei. Legyen
& = 0 tetszGlegesen rogzitett és (B, ) olyan, hogy (2.1)-nek van optimalis
megolddsa. Legyen ({, #,, &,) (2.1) egy olyan lehetséges megolddsa, mely-
hez tartozo célfiiggvényérték (2.1) optimumértékénél legfeljebb e-nal
kisebb. Akkor lim ¢ = *. (A hatdrértékképzés nyilvan tgy értendd,

Byy)>=
hogy oo-hez tartozé f-k és y-k egy sorozatéra, illetve az ezekhez tartozé

(2.1) feladatok fenti tulajdonsdga lehetséges megolddsaira szoritkozunk.)
Bizonyitdas:
Induljunk ki az aldbbi egyenlGséghdl
—¥E + 6, %; + ca &y = —pl* + ¢ af + cpaf + Zntl;

al’lol az Gsszegzés a bizisba nem tartozé j indexekre vonatkozik, z¥-a j-edik
valtozéhoz tartozs, ezen bazisra vonatkozé relativ koltség, ¢ ; pedig (€, %, &5)
meg.felel(j komponense. Minthogy af¥ < 0 és ¢ ;== 0 minden j-re és feltételiink
:zermt' ‘2'75}'51 < &, azért —a*t, < ¢ is fenndll minden nem bézisvaltozéhoz
artozé j indexre. b

I;;ilgi;ll)(}ztessiink meg két esetet nszeriqt, hogy { bézisvaltozé-e vagy sem.
h lsti esethen valamennyi @} a y-nak linedris fiiggvénye, azaz o} = oy +
+af és 7} << 0-bol a; << 0 kovetkezik. ‘n}"zj < ¢ alapjén viszont adédik,
hf’gy olyan esetben, mikor « ;<= 0 teljesiil, ¢ ; tetszblegesen kicsiny lesz. Més-
részt, fennzil-l most a { = {* Zocjf ; egyenlGség is. Minthogy ¢ értékében
lc::k olyan ¢ j-k’nek van szerepijk_, melyekre a; # 0 és ezekre .C i tetszGlegesen
ﬁ':)é }1‘3:;; ngf{‘t l}gyanez, igaz ( és Cz" eltérésére is. ! . Ty
in g Alsv*fxlt’ozozo, akkorﬂa valt’ozé”h()z thr‘tozo rela’tlv koltség —y—a*
Nl Fa*)l < e egyenlGtlenséghdl adédik az allités. i
tetsz(jlye ges:n)i:( (;ée egyen16tlenség1261 egyébként az is ’ki)vetkezilf, hogy »{’
gy ssel nagyobb e-ndl. Egy megfelels allitds az els6 esetben is
erv;nye; akkor, ha ¢* — 0, azaz az (1.1) feladat megoldhaté. Ugyanis yf 3
= ~0Y6;, az O8szeg egves tagiai e-nal 1 i *E 6
kevéssel nagyobbal% ééj }r’negha{;tjgrf():oréf szzgr:i’:]g:;)og kcejlln;iaéls’zzzzzzrfgﬁiz.degesen

Hasonl6 4llitas ¢ j ;
kapesolatban is_S 8 megjegyzés érvényes a (1.2) és (2.2) dualis feladatokkal
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Legyen most ¢ > 0 tetsz6legesen rogzitett szdm. Legyen tovabba 0 <~ f;, <~
< B <oy 0y << .., By — 00, Y, — oo. Rogzitett f, és y, mellett
alkalmazzuk a korlatos esetre vonatkozd eljarast a (2.1) feladat megoldasira.
Az 1.-beliek szerint az eljards lépéseinek végesszami alkalmazdsa utédn az
aldbbi harom eset valamelyike adddik:

2.a (2.1) egy (C, @3ty x3,) megoldasat és (2.2) egy (*, pp, PTs, P3p) meg-
oldasat kapjuk, melyekre —ampf, + pgnby + Pinby + PEnb2 + yulk — coxg, —
— c @y — Crdy < &

2.b (2.1)-nek nincs lehetséges megoldasa;

2.¢c (2.2)-nek nincs lehetséges megoldasa.

Feltehet, hogy valahonnan kezdve mindig a 2.a eset all fenn. Ugyanis,
ha pl. (2.1)-nek valamilyen f,-ra van lehetséges megoldasa, akkor van lehet-
séges megolddsa minden ennél nagyobb £, esetén is, illetve ha pl. a 2.b eset
végtelen sokszor fordulna eld, akkor az

Ag 2y + Agsxy < by
2y, 3 >0
feltételrendszer nem oldhaté meg, mert ellenkezd esetben alkalmas f,-ra az
y :< Yh
Ay xy + Apywy < by
@y e =0

feltételrendszernek is lenne megolddsa. (Az 1. részben ezerint az eljiris tulaj-
donképpen a most felirt feltételrendszernek nem megoldhat6 voltat jelzi 2. b
esetén.)

1. tétel. (1.1)-nek akkor és csak akkor van lehetséges megoldasa, ha lim (} = 0,

Resow

(1.2)-nek akkor és csak akkor van lehetséges megolddsa, ha lim =} = 0.

h—+ oo

Bizonyitds:

Ha (1.1)-nek van lehetséges megolddsa, akkor a 2.1 lemma alapjin {* = 0.
{* = 0 esetén nyilvan van (1.1)-nek lehetséges megoldasa. A 2.3 lemma sze-
rint azonban lim {} = *. Ugyanigy adédik az (1.2)-re vonatkozé allitds is.

Ras oo
A tovabbiakhoz sziikségiink van még a kovetkezd tételre:

2. tétel [13]: Ha egy h-ra } = 0 és n} = 0 és az aktudlis p,-re és x,-re vonat-
koz6 feladatbdl a { illetve z valtozot elhagyva a megmaradé (1.3) és (1.4)
feladatoknak van nem degeneralt bdzismegolddsuk, akkor a tovébbiak-
ban az eredeti eljérds szerint eljirva az ad6dé p,-k és Z,-k egy-egy korlitos
halmaz elemei.

Ebbél kovetkezik, hogy amennyiben barhonnan kezdve {} — 0 és aj = 0,
lényegében a korlatos feladatndl targyalt azon esetnél vagyunk, mikor a p,-re
és x,-re vonatkoz6 feladatok optimumértékei konvergdlnak (2.1) optimumér-
tékéhez. Azért lényegében, mert még be kell vezetniink a nemdegenerdlt ba-
zismegolddsok létezésére vonatkozé feltevést, amit nem tekintiink kiilono-
sebb megszoritdsnak.
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Tulajdonképpen az sem problematikus, hogy egy adott feladat vagy szi-
molégép esetén milyen hatartdl tekinthetd (% és zf zérusnak. Ha (¥ és af elég
kicsiny, ami mindig bekovetkezik, ha (1.1)-nek van optimdlis megoldésa, a
C és @ véltozdkat elhagyjuk és az (1.3) és (1.4) feladatokat megoldhaténak
tekintjiik. Hsetleg megvaltoztatjuk b;-t és ¢,-t a kis £¥ és af-nak és annak meg-
f(?lelfien, hogy nemdegeneralt bazismegolddsokat kapjunk és az eredeti elja-
rasnak megfelelSen folytatjuk tovabb. Tulajdonképpen az eljards folytatdsa is
esetleges, hiszen a (2.3) lemma utdni megjegyzés szerint y,¥ és wtf, mindegyike
egyike kis ¢ esetén maga is kicsiny elég nagy h-ra. Azaz (af,, a¥,, a¥,) és
(P& Yns PE) egy majdnem lehetséges és majdnem optimdlis megoldésa az
(1.1)—(1.2) primél-dudl linedris programozési feladatparnak.

Problematikus azonban a g, és y, értékek hatékony megvdiasztisa és vél-
toztatdsa. Azaz, hogy milyen B, és y, értékek mellett oldjuk meg (1.2)-t és
egy-egy rogzitett f, és y, mellett meddig optimalizaljuk (¢ megvalasztasa).

Most tiinik els a korldtossagi feltevések lényege. Ez nem az, hogy az eljaras
konvergencigjénak bizonyitdsakor §, és %, korlatossaga folytan konnyen tud-
tl.m%i az eljaras folyaman adédé p,-kbdl és &,-kbdl konvergens részsorozatot
kivélasztani, hanem az, hogy az (1.3) és (1.4) feladatok megoldhatok.

Részben az eddigieket kozvetleniil felhaszndlva, részben pedig mar alkal-
mazott gondolatmenetek atiiltetésével targyalhaté azon még hidnyzoé eset is,
amikor az eljards soran elhagyjuk a ¢ és @ valtozok koziil azt, amelyik el§szor
lesz zérus.

’Legyen példaul valamilyen {} — 0. A most kovetkez8k alkalmazhatdk ter-
meszetesen akkor is, ha | (¥ | elég kicsiny, vagy a (Cf, a¥,, x¥,)-t szolgéltaté
(2.1) feladat egy — kozbiils6 — megolddsaban a  valtozo abszolat értéke kicsi
és a ¢ valtoz6t a korbban targyalt médon elhagyjuk.

¢ elhagyésa utdn egy

e, < B
Ay 2, < by
(2.1) Ajpgxo+ Ay + 4122, < by
Ay 2y + Agpy < by
Xy Tps Xg >0
max (€, y + €, 2, + €2 %y)

alaka lineéris’pmgramozési feladat adddik, ahol is az (1.1) feladatnak van egy
1smert lehetséges megoldésa. A duilis

p1 Ay >
we + pog Aoy + P14y + pady >
Pr A + Paday > cy
T, Poy Py P2 => 0

min (7 + p; by + pyby)
line4ris programozdsi feladatnak mindig van lehetséges megoldésa.

(2.2')
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Az 1.-beliek kovetkezményeként a korlatos esetre vonatkozé eljarast elég
nagy f esetén tgy alkalmazva, hogy felhasznaljuk a p,-re vonatkozé feladat
rendelkezésre 4ll6 lehetséges megoldédsat, véges-szamu lépés utan (2.1°) és
(2.2°) olyan (x%},, «¥,) illetve (i}, p¥,, p3,) lehetséges megolddsai addédnak,
melyekhez tartozé célfiiggvényértékek abszolut eltérése legfeljebb e. lim a*

h—+ oo

most is 1étezik és megegyezik (2.1’) azon bazisdhoz tartozé dudlis bazismeg-
oldds 7 komponensének értékével, mely (2.1’) optimdlis béazisa minden elég
nagy f esetén. (1.2)-nek akkor és csak akkor van lehetséges megolddsa, ha
lim 7} = 0.

h~o

Ha tehat (1.1)-nek van optimdlis megolddsa, a { valtozé elhagydsa utén
ad6dé nf-k tetszilegesen kis pozitiv szamok lesznek — egyébként konnyen
belathaté, hogy monoton nemniovekviek — és igy (2.2")-bél a z-valtozéd a ko-
rabbiakhoz hasonléan elhagyhats. Mindenesetre, ha elfogadjuk azon [4]-beli
megjegyzés érvényességét, mely szerint minden nagyméretli probléma elég
egyedi ahhoz, hogy a modell alkotéi meg tudjanak adni pl. egy =, << 8, alaka
feltételt, az altalunk félig korlitosnak nevezett esethez jutunk. Ezen fejezet
tovabbi részében tehat azzal az esettel foglalkozunk roviden, mikor az (1.1)—
(1.2) feladatpdrral kapesolatban csak %, korlatossigiat tessziik fel.

Nem lesz sziikség a £ valtozé és y bevezetésére és ennek megfelelGen y val-
toztatdsira, az eredeti eljards némi modositasaval ez az eset is kezelhets. A ki-
terjesztés — a kordbbi esettel szemben — kiilonosebb szdmitdstechnikai prob-
lémat sem jelent az eredeti eljarashoz képest.

Kissé pontatlanul fogalmazva, most az el6bbi y = oo -nek megfelelGen a
§ poliéder olyan iranyait is figyelembe vessziik az x,-re vonatkozo feladatban,
melyekre p, # 0.

Minthogy az z,-re vonatkozo feladat feltevésiink folytan megoldhaté és ha
a p,-re vonatkozé feladat is az, akkor a 2. tétel alapjin mér elintézheté azon
esethez jutunk, mikor (1.1)-nek és (1.2)-nek ismerjiik egy-egy lehetséges meg-
oldasat, elegendd tehit azzal az esettel foglalkoznunk, ha az p,-re vonatkozo
feladatnak végig nincs lehetséges megoldasa.

Most (1.5) helyett az
Agpxy < by — Ay &,
(2.3) 25> 0
max (—p; A5 ,)
linedris programozdisi feladatot vizsgéljuk, ahol p,-re teljesiilnek a
Py A >0
DAy 2y + AypFy) +7%2>0 ((=1,2,..)

PrApEy >0 (j=12,...)
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z

es

p.b, + 7 <0
feltételek. A2

A korlétos esethez képest csak annyi az eltérés, hogy az x,-re vonatkozé fel-

adatot azon 7 véaltozéval bévitjiik, melyet & (p,, p,) eleme hatdroz meg, ha
(2-3')-nak van optimélis megolddsa és 7, ekkor (2.3) dudlisdnak egy extremalis
optimalis megolddsa.

A,Z ad6dé p,-ket Ggy norméilva, hogy legnagyobb komponensiik 1 legyen,
bela’th?,té, hogy ha (1.1)-nek van lehetséges megoldésa, az ad6dé p,-re vonat-
kozé feladatok optimumértékei monoton nemnévekedve zérushoz tartanak.

Pyre bevezetett normélds azt jelenti, hogy a p,-re vonatkozé feladathoz a

S hlAy &y + AppEy) + 3 il &y — Iz, < b
i J
k=1
i

Ais hjp o > 0
max (—ex,)

lm’eé,ris programozisi feladat megolddsianak segitségével, ahol I alkalmas
méretii egységmdtrix, keresiink megoldast.)

I!y médon elég nagy h-ra a p,-re vonatkozé feladatot megoldhaténak tekint-
hetjiik és etts] kezdve mar alkalmazhaté a korltos esetre vonatkozé eljards

3. Teljes dekompozicio

A7 elézbek alkalmasg felhasznalésdval egy olyan dekompoziciés eljirdst nyer-
l}etlin'k, melynek sorgn egy linedris programozési feladat megolddsdt olyan
Nearls programozgsi feladatok megolddsdn keresztiil kapjuk meg, mely fel-
adatok matrixaj g kiinduldsul szolgal6 feladat métrixanak tetszéleges (példaul
tetszGlegesen kicsi) részei.

Legyen az

Ax<b
(3.1) v
max ex
linedris programozgsi feladatban
G
(3.2) i) O R T
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b= (b, bs...0,)

6= [C5,/C5 4 §15.6p)
és
=" (Zy5 Ly« L)
(3.1) megoldasahoz
A,-j:l: g "9
;>0

max q” x,-j
alaku feladatok (1 = 1, 2,...,m;j = 1, 2, ... n) megolddsain keresztiil jutunk
el, ahol az 7,;,-k és ¢;;-k mindig alkalmasan megvélasztott vektorok.

Az eljaras alapja az, hogy paramétereinek és véltozoinak el6bbi partici6ja
mellett (3.1) nyilvan ekvivalens az x;, y;; és x;; véltozokra vonatkozo

2?/” g bl ('l./ p— 1, 2, ..y WL)
J
s =0 == Ny Daming M0 Jie= 15 &ty 1)
(3.3) "J,’j ‘!“ A,/x,j g 0 ('i/ == l, 2, . ooy T j - 1, 2, ey n)
x, x,~,2 0
max 2‘(:]-:1:,
J
lineédris programozasi feladattal.

Pi» 4:j 68 py-vel jelolve (3.3) elsé, masodik és harmadik feltételesoportjanak
megfelel6 dudlvaltozokat, (3.3) dudlisa a

2 (j=1,2,...,n)

i

Pi plj: (j::l,2,...,n;i:l,2,...,m)
(3.4) gy +pydy20(i=12...mJi=12.G.,n)

PiPij =0

M Al
min >'p; b;
i

linedris programozasi feladat. [(3.4) is olyan kapesolatban van (3.1)
pA>c
p>0
min pb
dudlisdval, mint (3.3), a (3.1)-gyel.]
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A (3.3)—(3.4) feladatpart a kovetkez6 séma szemlélteti.

] (T T |
d ] o

LB
o
~
WS

Al!

n Y Yizee- Yin Yo Yoo oo- Yono Typ Tygee. Xy Loy Ty .- Ty

m(3i13) illetve a (3.3)—(3.4) feladatpér megoldéséra tibbféleképpen is alkal-
azhatjuk a kordbbi eljarasok valamelyikét. Az ottani 4 ,,-knek mindenkép-
Irfg a;:_ elOZ’O_ séma jobb alsé részén szerepls A, ;-kbél 4116 rész felel meg és ez
T Diztositja, h9gy a bevezetGben emlitett alaku részfeladatokhoz jussunk.
12 Yij < by, illetve D'q;j = ¢ feltételek egyszer( szerkezete is indokolttd

i J

;?Zﬁ iz(r)lgi ?Z ezekben felléps egyiitthatok egy 1. fejezetbeli 4, illetve A,,
Pondt feliil: A tlalel]enek meg. Az 1. fejezetbeli korlatos esettel szemben a széban-
e i ctelek nem hataroznak meg korlatos poliédert. Ezért a 2. fejezet 4l-
feltessz"ige}t,ének megfeleléen vagy bevezetiink f és y paramétereket, vagy
a (3.3) ‘\1’ » Nogy az y,.-kre vagy a q;-kre megadhatdk olyan feltételek, melyek
lohodq é,tagy (3.4) feladatnak az eredeti feladatok valamelyikével valé ekviva-

18t nem befolyédsoljék és az Yiik vagy q;;-k egy korlatos poliéder elemei

lesznek. (Ezen utébbi i ! 2
D e i klsasetekben igy a korlatos vagy félig korlatos esetnek meg-
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Egy olyan linedris programozasi feladat esetén, ami egy szokdsos erdforrds
allokdlé probléma matematikai modellje, dltaliban bevezethetdk az y,-kre
és a q,;-kre olyan (egyedi) als6 és felSs korlatok, melyek a szébanforgé ekviva-
lenciat megtartjak. Ezért és az ennek kiovetkezményeképpen adédé néhdany
egyszeriisodésért mi ezt a feltételezést vezetjiik be a tovabbiakhoz. De még-
egyszer hangsilyozni szeretnénk, hogy e feltevéstdl fiiggetleniil (3.3) felirdsa
és valamelyik el6z0 eljards alkalmazisa médot nyajt arra, hogy (3.1) megolda-
sat olyan linedris programozési feladatok megoldasin keresztiil végezziik el,
melyeknek egyiitthatomatrixai az A4;; matrixok.

(A &, és %, halmazok korlatossagira vonatkozé feltevés kozgazdasigi al-
kalmazdsok szempontjab6l sem jelent altalaban kiilonosebb megszoritast.)

Legyen pl. (1.1) egy olyan probléma matematikai modellje, amelyben x,
kozpontilag iranyitott tevékenységeket, x, egymdassal kozvetleniil 6ssze nem

fliggd részegységekbeli tevékenységeket reprezental — aminek kifejezésekép-
pen A,, blokkdiagondilis szerkezeti — a valamennyi valtozét tartalmazé

Agxy + Ayx, + A2y << by feltételek valamilyen kozos eréforras kihasznd-
lasanak vagy kozos kibocsatasi kotelezettségnek felelnek meg.

Ilyen esetben az %, halmaz, azaz a kozpontilag irdnyitott tevékenységek
nem iires és korlatos volta kézenfekvd. Az x, viltozokat a kozos erdforrasok
bévitési lehetGségét kifejezs valtozoknak gondolva, &, korlatos és nemiires volta
volta annak felel meg, hogy a kizponti eréforrdsok mindig bévithetSk a kivant
mértékben, illetve nincs olyan bévités, amely ne jarna raforditassal.)

A tovabbiakban a

By < b,

egyenlStlenségek, ahol y = (yy1, Y19, - - -, Ymn), 8z0lgdlnak a Ny, < b; (i =

J
=1,2,...,m) feltételek és az y,-kre vonatkoz6 als6 és felsé korlatok ossze-
foglalasara; a

qC > ¢,

egyenlStlenségek pedig, aholq = (¢,1, ¢y2, - - - \Gn), 2 23q;; > ¢; (1= 1,2,.. .n)
feltételek és a q;;-kre vonatkozo alsé és felsé korlitok osszefoglaliséra. Fel-
tesszitk végiil, hogy e feltételrendszerek mindegyikének van megolddsa.

A korlatos esethez képest eltériink abban, hogy az ottani p,-re és x,-re vo-
natkozé feladatok helyett esetiinkben dudlisukkal foglalkozunk, azaz az y, -k
és q;;-k kozvetleniil adédnak majd egy-egy linedris programozési feadat meg-
olddsabol. Ennek oka, hogy a most bevezetett By < b, illetve ¢C > ¢, egyen-
16tlenségek explicite megjelennek majd e linedris programozisi feladatokban
és igy e feladatok megoldasara alkalmazhaté az altalanositott felsGkorldtos
technika [2] vagy annak dudlisa [3]. Ezen megjegpzés nélkiil eljardsunkat,
mint szamitdstechnikai eszkozt, esetleg figyelmen kiviil is lehetne hagyni.
(Valamivel pontosabban, ez attél fiigg, hogy b és ¢ mely részeit kell | felbonta-
nunk”, ami egy kés6bbi megjegyzésiink szerint tetszéleges lehet, de egy adott
feladat esetén minden esetre annak szerkezetétdl fiige. Tovabbd az is szerepet
jatszhat, hogy milyen becslésiink van egy indulé felbontéshoz tartozé célfiigg-
vényértékekre.) Az dltalanositott felsGkorlitos technika alkalmazhatésiagat
szamitdstechnikai szempontbdél az eljards nagyon lényeges tulajdonsiginak
tartjuk.
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Az eljérds a kovetkezs:

3.1.

3.2

(3.5)

3.3.

3.4,

4

172

Az y-ra vonatkozd, a y valtozé maximalizdlisat elsiré feladat a

By < b,
linedris programozési feladat, 7 legyen ennek tetsz6leges lehetséges meg-

PR

oldésa, a g-ra vonatkozo, a ¢ valtozdé minimalizéldsat el6irs feladat pedig a
9C > ¢,
linedris programozasi feladat és legyen ¢ ennek tetszGleges megoldésa.
Legyen végiil § = oo és ¢ = —oo.
Oldjuk meg az 1
A2y < 7y
Z;; >0
max q;; ;;
linearis programozasi feladatokat (1 = 1,2, ...m;5 =1, 2, ... n). Ha ezen
feladatok mindegyikének van optimalis megoldésa, folytassuk 3.3-t6l.

Minden olyan (i, j)-re, melyre (3.5) nem korlatos, b6vitsiik ag-ra vonat-

kozo feladatot a
—q;;%;; => 0
feltétellel, ahol T;; olyan extremalis eleme {x; : 4;x,; <0, x; > 0}-nak,
melyre G, % — 0. ; ]

Minden olyan (i, j)-re, melyre (3.5)-nek nincs lehetséges megolddsa, bs-
vitsiik az y-ra vonatkozé feladatot

—Pi Yy < 0
feltétellel, ahol Pyj olyan extremdlis eleme {p;|: p;A4;; > 0, p;; > 0}-nak,
mel‘yre Difil; < 0.

Folytassuk 3.4-t41. ‘
Legyen ;; (3.5), py; pedig (3.5) dudlisdnak egy optimalis megolddsa (i =
= 1’,’2’,...771,; et I A

Bévitsiik a q-ra. vonatkozé feladatot a

,,,,2‘(1,./- a":,-j- S >0
ij

feltétellel, az, y-ra vonatkozod feladatot pedig a
"'2‘131’/'?/17 + p =D
feltétellel. "
Oldjuk meg a g-ra és az y-ra vonatkozé feladatot.

,H:L a q-ra vonatkozd feladatnak nines lehetséges megolddsa, az eljaras
vegetér; a dudlis (3.4) feladatnak és igy (3.1) dudlisénak nincs lehetséges
megolddsa,.

Ha az y-ra vonatkozé feladatnak nincs lehetséges megoldasa, az eljards
végeter; a (3.3) feladatnak és gy (3.1)-nak nincs lehetséges megolddsa.

Szigma
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Egyébként legyen (g, ¢) a g-ra vonatkozé feladat optimélis megoldésa
vagy q egy tetszileges lehetséges megoldésa és ¢ = —oo, ha a feladat még
nem tartalmazza explicite a ¢ valtozét és legyen (¥, p) az y-ra vonatkozé
feladat optimélis megoldésa vagy i egy tetszileges lehetséges megoldéasa
és P = oo, ha a feladat még nem tartalmazza explicite a p valtozot.

Ha 9 2 @, az eljards végetér. x* = (af, 23, . . . x};) optimalis megoldéasa

(3.2)-nek, ahol 27 az utoljdra megoldott ¢-ra vonatkoz6 feladat >'¢;; > ¢;

1
feltételeinek megfelel dudlis valtozdk értékei a dudlis egy (tetszilegesen
rogzitett) optimdlis megolddsaban (j =1, 2,...n).

Ha ¢ <7 o, folytassuk 3.2-t6l.

A kovetkezs tétel bizonyitdsat elhagyjuk, mivel az korabbi allitdsok ([5])

esetiinkre vonatkozé specializdldsai.
3. tétel. A 3.1-—3.4 eljards vagy végetér az egyes lépések végesszdmu alkalma-

zdsa utén, mikor is a 3.4-beli konkluziok helyesek, vagy az adédd ¢-k
monoton novekedden, a -k pedig monoton csokkenden konvergélnak
(3.1) optimumértékéhez.

Ha (3.1)-nek nincs optimalis megoldasa, a 3.1—3.4 eljards végesszamu
lépés utdn végetér.

Véges ¢ [p] érték esetén a megfelel§ g-ra [y-ra] vonatkozé feladat dué-
lisa egy optimélis megolddsdban a ¥'¢;; > ¢; [ ¥y < b;] feltételeknek

J
megfelels valtozok értéke (3.1) [(3.1) ldué,lisa,] olyan lehetséges megoldésat

adjak, melyhez tartoz6 célfiiggvényérték ¢ [p].

Ha az eljarés végtelen, valahonnan kezdve ¢ és  mindegyike véges és
mind ¢, mind 7 végtelen sokszor véaltozik.

Valamennyi eddigi 4llitds igaz akkor is, ha 3.3-ban a g-ra vonatkozé
feladatba csak 2 i %;; > g esetén, az y-ra vonatkoz6 feladatba pedig csak

Dii i < esetén vezetjiik be a 3.3-beli megfelels feltételt.
1Y) < 9P ] g

Csak a jeloléseket egyszer(isitendd foglalkoztunk az A maétrix el6bbi (és a

korédbbi paraméterek és véltozok ennek megfelelé) particiéjaval. Lévén pél-
déul az

Ay + A2y + Ajyzy < b,

Ag @y + Agp 2y + Apyay < by

Ay 2y + Agp 2y + A3y < by
Ty, Xy 23 > 0

max (¢; 2, + ¢, 2; + ¢, 25 + c323)

linedris programozési feladat egyenértékii az

Yo + Y22 < by
Ys1 + Ya2 < by
Ty = Zy = Ty

Tg = Tyg = Ty
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Xy = Ty3 = T93 = Xpg
Ay 2y + Apa s + 41323 < by
—Ya1 + A3, <O _ owsrait]
Yo+ Ag Ty + Ape2, <O
—Y3s T Aga oy + Agy %y <O
—Y3a + Aoy %ay <O
Ly gy Tgy T Tags < 5 s =0
max (¢, %, + C3 %y + C35)

linedrig programozési feladattal, a kordbbiakhoz hasonléan fogalmazhaté
meg egy olyan dekompozicids eljards, melynek részfeladatai az :

Ay + Aja2ip + 413255 < by
Az 20 < Yn
Zyps Tyg X3 2> 0

Lo max (G;; €31 + ¢12%12 + Q13 %13)s

Ag g + Agp ey < ¥y
Agy Tay + Ay T3 < Yso
Zgy, Tag, Tog > 0

P max (¢g; ) + G22 %22 + {33 Za3)

Azgxza < 3722
Zoy >0
MAax g Loy

““I‘ﬁris Programozési feladatok.
gyen most (3.2)-ben n = 1, azaz tekintsiik az

Ax < by
o Ag <,

@ >0
max cx

line4rig Erogramozé,si feladatot. Ekkor alkalmazhaté a félig korldtos esetnek
megfeleld eljérds, mivel most az % — {2, : Ay 2, < b,, , > 0} halmaz sze-
repét egyetlen pont, (b,,b,,...,b,) jitssza. S6t, beldthato, hogy ebben az
esetben az eljardas minden tovébbi feltétel bevezetése nélkiil is véges.

4*
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AN LP-DECOMPOSITION METHOD

In a former paper [5] we have elaborated a decomposition procedure for the solution

of the (1.1)—(1.2) primal-dual pair of LP problems. Then we assumed that the sets
By ={x : 42, <b, ©, >0} and &, ={p:p 4y >c¢p P >0}
are bounded.

In the first part of the present paper we summarize and extend the results concerning
this procedure. In the second part first the case is considered that is obtained by omitting
the assumption of boundedness of stets ¥, and &,. We show that applying the original
procedure to appropriately chosen problems of type (2.1)—(2.2) the solution to the pair
of problems (1.1)—(1.2) is obtained. Further in the second part the variant is investigated,
that can be considered as the most general one from the viewpoint of practical appli-
cations, i.e. the case when at least one of %, and & is bounded. In this case a slight modifi-
cation on by of the original procedure is needed for the solution of the pair of problems
(1.1)—(1.2). In the third part, as an application of the procedures in question, a decom.-
position method is presented in which the LP-problem is solved by means of sub-
problems, whose matrices are arbitary parts of the matrix of the original problem.

0B OJIHON MEKOMITO3UILIMOHHON TTPOLIEYPE LP

B oH0ii U3 npemuecTsyomux Hamux pabor ([5]) Mpl paspaborasiu JCKOMITOSHIHOHHY KO TPO-
LEAYpYy ISt PELICHHsT NPHMAJIbHO-JyaiibHoil maper sajau LP (1.1.)—(1.2). I1pu aTom mbl 11pe-
1oJiarajam, YTo MHOXKECTBA

%= (%8s 0 < b X =0}
H

&f‘ iy {pl: N Alu >Cypp =20 }
OrPAHHUYCHDL.

B nepsoit yactH JaHHOI CTATLH MBI 00001IAEM H JIOTIOJIHSIEM PE3YJILTATD, OTHOCSIHECs K 9TOIf
npouesype. Bo Bropoii yacTd Mpl pacCMaTpUBACM CJIydai, KOTOPbIH BOSHHKACT, KOTJIA MbL OI1y=
CKaeM yCJI0BHE OFPAHHYCHHOCTH MHOXECTB & M §). Mbl 110Ka3bIBaeM, UTO NPHMEHsIsSE IIepBOHA-
YAJIbHYIO IPOLEYPY JIUIsT PEHICHHS COOTBETCTBYIOILHM l)()[)élii()M lil»ll’)[)(lllllhl.‘( 3aJlav BHJa (21) -
(2.2.), Mbl M B 9TOM CJiydae nojyunm pemenue napol sajay (1.1.)—(1.2). Bo Bropoii yactu pac-
CMATPHBACTCS! TAIOKE H Ta € TOUKH 3PCHHST NPAKTHUCCKHX TIPHMCHEHHI, nokaayii, naudosee
o01ast BO3MOYKHOCTD, KOI/IA 110 MEHbIICIT Mepe 0/iHo H3 X, H PP orpanuyeHo. B srom cayuae ja-
YKe MaJieiiiee HBMEHCHHE MEPBOHAUAILHOM HIPOLEY PLl MOYKET ObITh HCIOJIL30BAHO JUIs PEIICHHST
napst 3ajau (1.1)—(1.2) B rperneii yacti B KauecTse npUMEHEHHI BHILIEYTOMSIHYTBIX 11POLe-
AyP Mbl IPOU3BOJMUM TAKYI0 JCKOMIO3HIHOHHYIO HPOUEAYPY, B KOTOPOii 3ajtaua LP pewaercs ¢
IOMOIBIO HMCCJIEIOBAHMSI YACTHBIX 3a/144, MATPHILL KOTOPLIX SIBJISHIOTCS NPOH3BOJILHLIMH YacTsi~
MH MaTpPHIL] HCXO/IHBIX 3a/lau.



