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Dualitás és dekompozició egészéttékű programozási
feladatok esetéhen

Bevezetés

A lineáris programozás elmélete és a megoldó algoritmusok többsége vala
milyen módon támaszkodik a feladat paramétereiből alkotott két programozási
feladat, a primál és duál feladat közötti kapcsolatra. A duális változók árként
(,,árnyékárként") való interpretációja és a közgazdasági elemzésekben való
felhasználása már régóta vita tárgyát képezi. Anélkül, hogy ebben a vitában
állást foglalnánk annyit feltétlenül megállapíthatunk, hogy a duális feladat,
az árnyékárak hasznos információkat nyújtanak a probléma szerkezetéről és
a közgazdasági elemzés hasznos eszközei.

A lineáris programozás dualitás elméletét többféle irányban is sikeresen álta
lánosították fl] (konvex programozási feladatokra, végtelen dimenziós te
rekre stb.). Gomory és Baumol (2] voltak az elsők, akik egészértékű lineáris
programozási feladatok esetén is értelmeztek árnyékárakat és ki is számították
őket. Alcaly és Kleoorick f3] tökéletesítették a számítási módszert. Ezeknek
a vizsgálatoknak a legfőbb korlátja, hogy a kapott árnyékárak függnek attól,
hogy az eredeti ogéHzértékí't lineáris programozási feladatot milyen algoritmus
sal, sőt, ezen belül is milyen Iépéssorrenddcl oldottuk meg. m legutóbbi időben
Bell és 8ha71iro fl 3] egy konstruktív módszert ad meg, mely egy olyan duális
feladatot gcneril, mely az eredeti egészértékű feladat optimális megoldása
körnvczotébcn a lehetséges egész pontok konvex burkolóját közelíti meg.
AlgoriLmUfmk gyidcjűleg oldja meg a primal 6s duál feladatot. Balas (4], [5]
VC'/.O'('S <:'géf-'zértél<ű fol adatokkal foglalkozik. Az ő duális feladatai semmit
mondóak a ] isz ta cgészértékű esetben.

Ebben n cikkben egy, az eddigiektől különböző duális feladatot és árnyék-'
áralrnL konstruálunk, melyek az alábbi legfontosabb tulajdonságokkal rendel
keznek:

] . Az árnyékárn.k közga,zdaságiJa,g interpretálhatók.
2. Megadható olyan algori1 mus, mely a primál és duál feladatot egyidejűleg

oldja meg. .
3. A duális változók scgíi.f,égével lehetővé válik speciális szerkezetű egész

értékű progrr1,mozftsi feladatok deko rnpoz.íoiója. Két dekompozíciós mód
szert is adunk, melyek amollot.t, >HXW számítási megtakarításokat tesznek
lehetővé, ,1z indirekt irányítás egy fajtájának modelljéül is szolgálhatnak.

Le Ez a dualítis igen egyszerűen terjcez.thetó ki bizonyos nem-lineáris
cgészértékű programozási feladatokra is.

A dol roznt.ban közölt algorit.musok semmiképpen sem tekinthetők kész;
kiforrott és számitástechnikailag igazolt eljárásoknak. Az algoritmusok egy
részének számítástechnikai kipróbálása jelenleg folyamatban van. A dolgozat
ban közölt eredménvok inkább tekinthetők egy kutatási irány kiindulópont-
jának, mint, kész, befejezett. munkának. . \
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1. Dualitás egészértékű programozási feladatok esetében

<\ alábbi tiszta egészértékű lineáris programozási feladattal foglalkozunk:

P: z =ex-+ max

Ax= b 
0 ~ x ~ d L mL b L d L e egészek A} z 

x = egész,

ahol m egy m · n típusú mátrix, x,e,b,d pedig megfelelő dimenziójú vektorok·
<\ általánosság megsértése nélkül feltehetjük, hogy b 2'. 0. Feltesszük azt is'
hogy A} z lehetséges megoldásainak halmaza

L={xjAx=b, O~x~d, x=egész}

nem üres. (Ez a feltétel a későbbiekben sok helyen feloldható, az egyszerű
tárgyalhatóság miatt alkalmaztuk.) Mivel L korlátos, ezért (I) optimális
megoldásainak halmaza, L0 nem üres. Jelöljük \ , -al A} z optimális célfüggvény
értékét. Definiáljuk az Lu halmazt a következőképpen

Lu={x[uAx=ub, O~x~d, x=egész},

ahol u egy nem-negatív ogész vektor. A} z föladat föltételeit az ii vektorral
súlyozva egy feltétolbo ,,sűrítettük" ezáltal. Nyilvánvaló, hogy ezért L Ü Lu· 
Legyen

és
U = {u c u 2'. , ) max ex= \ , } 

Í bnQ 

U= {u[u~O, cx0=max{exJxELu} és mmM0ELu=x0EL0}.

U mindazokat az u 2'. O súlyokat t.artalmazza, melyekkel ogy foltétclbe sű
rj_tve (1) egyenlöségcit a ex célfüggvény-érték maximuma változatlan marad.
U pedig azokat a nem-nogatív súlyokat tartalmazza., melyekkel A} z feltételeit
sűrítve az optimális megoldások halmaza változatlan marad. Világos, hogy
U Ü U, és ha valamely u EU esetén a

ex-+ max

(2)

feladatnak csak egy Hü]OC á[ OY megoldása van, akkor V = { i 
<\ alábbi egészértőkű programozási feladatot (l) duálisának fogjuk nevezni

D: ub-+ min
AEz 

a következő feladatot pedig (l) erős duálisának

D: ub -► min

uEV 

A következő tétel P és ezáltal U nem ürességét biztosítja.
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1. tétel. (Bradley [6]). Van olyan u > 0, hogy Lu= L. 

Következmény. u bű ) mivel max e x = zJ és Lu = #i 
xEL;;

Mivel Dés p célfüggvénye alulról korlátos (egy alsó korlát a 0), mind D-nek
mind pedig D-nek van optimális megoldása.

Fel szeretnénk hívni a figyelmet arra, hogy mind D-nek, mind pedig D-nek
a definíciója független attól, hogy milyen módszerrel oldottuk meg a primál
P feladatot.

Minden uE { vektort interpretálhatunk árrendszerként. Tegyük fel, hogy P 
egy gazdasági egység tevékenységét modellezi. Az Ax = b feltételek a te
vékenység ,,naturális" korlátozottságát fejezik ki. Az u árrendszer segítségével
a tevékenységet a (2) feladatban csak az uAx = ub ,,pénzügyi" feltétel,
valamint az alsó és felső korlátok korlátozzák. Az u árrendszer biztosítja
azt, hogy ha a pénzügyi feltételt kielégítjük, akkor a naturális feltételek auto
matikusan teljesülnek, amennyiben az x tevékenységvektor az optimális
értéket veszi fel. Ezáltal a gazdasági egységet optimális működésre lehet
ösztönözni egy árrendszerrel és azáltal, hogy a pénzügyi egyensúly betartását
megköveteljük.

Ha i l b { L akkor csak azt állíthatjuk, hogy az x tevékenységvektornak van
olyan optimális értéke, mely mellett a pénzügyi feltételek kielégítéséből a
naturális feltételek kielégítése következik.

A_ fennO feltételeket kielégítő árrendszerekből természetesnek tűnik olyan
i l EU ( vagy ui EU) árakat választani, melyek az erőforrások összértékét,
i i b-t minimalizálják. Ez pedig pontosan az, amit D és ¥¥ feladatban csinál
tunk.

A fenti interpretáció különösen jól illik olyan feladatokra, ahol P egy, a
beruházási alternatívák közül válogató program. A beruházások területén
pedig különösen hasznos egy olyan árrendszer, mely a pénzügyi és naturális
fol tételeket koordinál ja.

m most bevezetett dualítás egy fontos tulajdonsága, hogy nem közvetlen
általánosítása a lineáris programozás dualításelméletének. Ennek oka az
hogy az l. tétel nem igaz lineáris programozási feladatok esetén. Ennek elle
nére, a lineáris programozás dualítás tételei közül egy, amely a marginális
közgazdaságtanban alapvető, továbbra is érvényes marad.

Tegyük fel, hogy (l) i-ik feltétele az alábbi alakú

ALz 

ahol x j egy egész kiegészítő változó, e j - 0 és 7(j = 0. Ez azt jelenti, hogy (4)
tulajdonképpen egyenlőtlenség:

aíx ~ b; 

Az i-ik erőforrást, melynek a korlátozottságát ez a feltétel kifejezi, szabad
jószágnak nevezzük, ha (1) célfüggvény-értéke nem növelhető bj növelésével.

2. tétel. Annak szükséges és elégséges feltétele, hogy az i-ik erőforrás szabad
jószág legyen az, hogy létezik a D (vagy éu feladatnak olyan u optimális
megoldása, melynek az i-ik komponense U; = 0.
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Bizonyítás. Tegyük először fel, hogy az i-ik jószág szabad, vagyis a

ex - max
A'x = b' 

0 s;: x s;: d 

x = egész

feladatnak ugyanaz az optimális célfüggvény-értéke, mint (1 )-nek. Itt az
Ax= b feltételek közül az i-iket kihagytuk Így ha x (I) optimális megoldása,
akkor (5)-nek is optimális megoldása. (5) duálisának egy ü megoldását az i-ik
helyen egy O-val kiegészítve D (vagy 15) egy olyan megoldását kapjuk, mely
a kívánt tulajdonságú.

Ha viszont ü a D-nek (vagy a .D-nek) egy megoldása és u; = 0, akkor (5)
nek ugyanaz az optimális célfüggvény-értéke, mint (1)-nek. Ez viszont éppen
azt jelenti, hogy az i-ik jószág szabad. _ _

Tegyük most fol, hogy m ~ 0. Legyen .{ D-ne~ (vagy a D-nek) egy opti
mális megoldása. T£gy tetszőleges 'UE { (vagy ilE { u esetén a (2) feladat meg
oldása, mely tulajdonképpen egy há,LizR{Lk föladat:

(5)

r,r - , mttx

j l m~ ( = ub 

Vu '''pp g < d 

(G)

x = egész,

annál nehezebb, ha a leginkább hm;znáhLoH di11a111ik11,• programozrist (ICL;;d Pl)
ulkalmnxxuk, minél nagyobb ,LZ j ij b jobboldal . .Így u il¥ éH é felad.uok mogoldá
saként kapot.í, u a Icltótolok Rz1Í,111ÍLÚRtechnilrni szcmpont.hól vot.t legjobb
aúlyozúsn.. Bradlei] I ű ] jj Ljl L (1) feladat mcgold{tH/Írri, a (G) hútizHúk fcladatru való
visszuvczotóaí. javusolja olyan u. szorzóklrnl, mclvokro L; = l~. Ezek a, szorzók
álta.láhan igen n1tgyok éH jelen I g Li8z1,úz,dfan még, hogy 1t fcltótoloknok ezek
kel az u LLüm d le y pCé l o d szorzókk.a l ogv fcltétolbe vn.ló sfuit ésc ud-o HduníLás
technikai előnyöket. Az opLim(dis rnogoldáH mogkcrcsésc szcmpont.jri.ból viszont
folosleges, hogy /,,, = /, legyen. j ~ jl L a,z ok a a.nnn.k , hogy az általunk J f'in iá.lt
duúliH változók 1mg_yH1ígre11clokkol kisebbek lohot.nol a f m d l e y pfó l o szorzók
nál. l~zi láLHzik nlút{1111aszL,Lni az a osokélv HZtLmíLáHLechnik:1i 1a,pa.HzLafaL,
ami eddig rcndclkczésűnkro (Lil Tonuószot osou a.z is lohot., hogy t, duáli» vál
tozók még íg_v is igen ,rng_vok <'H n (G) h{ttizstd{ foltLd,tL rnrgoldásn, nchrzelJIJ,
mint ,tz orodeLi prnhl<·mAó. l•~z ,L kérd(;HL, í,gy t.íínik, hogy ci-;ak LapaRzLn.l,tLi
i'i Lo11 lo hut f i,:z: {L;,,1, i. ·

A követ.kezéíkl1011 folv{,zol1111k egy ,1lgoriLmus(, mely eg_viclojCílcg ni goldja,
a P és a I) (v:.Lgy D) fol,ul.tL()L. Az n,lgOl'i1,m11H iLen'u:iókhól ;\,JI Minden 'g_ve1:,
iLer{1ciól.ia11 n1 ·gh;,LLároz11nk og_v n O vokLorL és megoldjuk ,L (G) hil izsá.k
fela,daLoL. Ha (6) optirnúliH 111cgolcl(L8:L lehcLHóges rn golc.l{Lsn, (] )-nek, a,klrnr"
egyí,Ltal (l) optimáliH megold{LH,t iH.

Indulásl<éppen oldjuk meg n.z alábbi (Lriviális) fcla,cl,ttoL:

vb-,. min

.ll 0, u = egész. (7)
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Legyen u0 egy optimális megoldás. (Általában u0 = 0.) Oldjuk meg az
alábbi hátizsák feladatot:

ex-+ max

(8)

x = egész.

Legyen x0 (8) egy optimális megoldása. Ha Ax0 = b, akkor x0 nyilvánvalóan
(1) egy optimális megoldása, u0 pedig D optimális megoldása. Ha Ax0 ¥L b, 
akkor csatoljuk a következő feltételt (7) feltételrendszeréhez:

(9)

Ezáltal uJ-t kizártuk (7) lehetséges tartományából és ezért a következő lépés
ben (7) optimális megoldása, u1 különböző lesz u0-tól.

Általában a lc-ik lépésben először megoldjuk az alábbi programozási fel
adatot:

ilb-+ min

u = 0, u = egész

u,Ax, , ub, (r = 0, 1, ... , le - 1).

Legyen i t j L a (10)-nek egy optimális megoldása és oldjuk meg az alábbi hátizsák
feladatot:

(10)

ex-+ max

u"Ax = u"b 

0 :S:: x :s;: d L x = egész.

(11)

Ha (11) egy xj L optimális megol<lása (1) lehetséges megoldása, akkor xj L P-nek,
1.1," pedig D-nek optimális megoldása. Ez azért igaz, mivel (10) lehetséges tarto
mányából cs..tk olyan u-kaL zártunk ki, melyekre u~ U. l\1-ivel (11) lehetséges
mcgoldása.inu.k szá.ma véges és .ili dj L , x LL Vr = 0,1, ... , lc-1), az algoritmus
véges számú lépésben konvergál
A7. aJgoritrnus leírásánál nem tértünk ki azokra a problémákra, melyek

a (10) Lípusú feladatok megoldása, során keletkeznek elsősorban a szokatlan

(12)

feltételek miatt. Mivel minden változó és konstans egész, ezért (12) azt jelenti,
hogy az alábbi két egyenlőtlenség közül pontosan az egyiknek kell teljesülni:

uAx, :s;: ub - 1
uAx, = 1.1,b + 1

(13)

(14)

Természetesnek tűnik ezáltal, hogy (10) feladatot a korlátozás és szétválasztás
módszerével oldjuk meg. Mindannyiszor, amikor (10) feladathoz egy (12)
típusú feltételt csatolunk, egy szétválasztást hajtunk végre (13) és (14)-nek
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megfelelően, a korlátozást és szétválasztást reprezentáló fa azon csúcspontjá
ból, melyhez a minimális ub érték tartozik. A fa minden egyes csúcspontjához
hozzárendelünk egy (13) vagy (14) típusú feltételt, egy nem-negatív, egész u 
vektort, mely az ub célfüggvényt minimalizálja a kérdéses csúcsponthoz és
elődjeihez tartozó feltételek mellett, és egy B korlátot, mely ennek a program
nak az optimális célfüggvény-értéke. (Ez definíciószerűen =, ha ennek a
programnak nincs lehetséges rnegoldása.) Ezen kívül bizonyos csúcspontok
hoz - azokhoz, amelyekből a szétválasztás megtörténik - a (11) típusú
hátizsák feladat optimális megoldását is hozzárendeljük.

Az előzőekből nyilvánvaló, hogy ez a korlátozás és szétválasztás módszerén
alapuló algoritmus is véges, feltéve, hogy az előforduló, egészértékű programo
zási feladatokat véges számú lépésben konvergáló algoritmusokkal oldjuk
meg.

A módszer számítástechnikai realizációjával kapcsolatban két megjegyzést
szeretnénk tenni.

1. H~1 csupán a P primál feladat megoldására vagyunk kiváncsiak és az
ii EU vektorra csak azért van szükségünk, hogy P megoldását megkönnyítsük,
akkor természetesen a számításokat kezdhetjük tetszőleges nem-negatív egész
u-val. (ű lehet például D vagy J) optimális megoldásának valamilyen becslése.)
Ezt a becslést például (1) folytonos duál optimális megoldásából nyerhetjük
alkalmas kerekítéssel vagy egyéb heurisztikus módszerrel. Ekkor viszont
a (10) feladat foltóteleihez az

ub ~ üb 

egyenlőtlenséget is csatolnunk koll. Nyilván ahhoz, hogy (11) jól kezelhető
legyen, üb-nek nem szabad nagynak lenni.

2. Ha csak f1 primál feladat megoldása érdekel bennünket, akkor meg
elégedhetünk a (10) föladat egy jó lehetséges megoldásával, ami általában
sokkal egyszerűbben határozható meg, mint az optimális. Itt is egy jó lehet
séges megoldáshoz kiindulópontul szol14álhatll'1k a korlátozás és szétváiaazt.ás
hoz tartozó fa csúcspontjaihoz rendelt egészértékű programozási feladatok
folytonos változatainak megoldásai (ezek lineáris programozási feladatok).

A primál és duál feladat egyidejű megoldására szolgáló fonti algoritmus
illusztrációjaként oldjuk meg az alábbi feladatot:

+ 3x0 -• max

Xi+ 2X2 + X3 + X4 + 2x5 + 4:ro = 4

3xi. + 2x3 + x4 + x5 + x6 = 3

x1E{0, l}, (j = 1, ... , 6)

(15)

A megoldás menete legjobban a korlátozás és szétválasztáshoz tartozó fán
követhető. Az u vektorokat meghatározó programok célfüggvénye mindig

A feltételeket, az optimális megoldásokat, a korlátokat, és ahol kiszámítot
tuk a (11) hát.izsák feladat megoldásait mind feltüntettük a fa csúespontjai
ban.
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Nincs feltétel
Optimális u megoldás: u1 = 0, u2 = 0. Korlát: B = 0 
Optimális x megoldás: x = (l,l,0,0,0,l) 

3u1 + U2:::;: -1
Nincs lehetséges u, B = = 3ul + U2 2 1

u1 = o, u2 = 1, B = 3
1 x = (0,l,l,0,0,l) 

!---------------
}

U1:::;: -1
Nincs lehetséges u, B = =

'U12 1
u1 = 1, u2 = o, B = 4

x = (0,0,0,0,0,l) 

u2:::;: ~l
Nincs lehetséges u, B = oo

U2 2 l
u1 = 1, u2 = 1, B = 7

x = (0,1,0,0,0,l) 

U1 - 'l.l2:::;: -1 
u1 = 1, u2 = 2, B = 10

x = (0,0,0,0,l,l) 

U1 - U2 2 1
u1 = 2, u2 = 1, B = 11 

x = (0,l,l,l,0,0) 

I Optimális megoldás '---------~}___}__
- 2U1 + U2 2 1

u1 = 1, u2 = 3, B = 13
2u1 - u2:::;: 1 

u1 = 2, u2 = 3, B = 17

Láthatjuk, hogy a primál optimális megoldás x0 = (0,l,1,1,0,0) az optimális
célfüggvény-érték z0 = 0, a duális feladat optimális megoldása u0 = (2, 1)
a hozzátartozó hátizsákprobléma pedig:

+ 3x6-+ max

x1 E {0,1}, (j = l, ... , 6) 
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Az előzőekben tárgyalt tételek és módszerek könnyen általánosíthatók
bizonyos nem-lineáris egészértékű feladatokra. Legyen PN a következő nem
lineáris programozási feladat:

/(x)------>- max

g(x) = b (16) 

0 s:;: x s:;: d, x = egész,

ahol /(x) és g(x) egészértékű minden egész x-re. Ekkor az L, Lu, U, U halmazo
kat és a D, D duál feladatokat a Lineáris esettel analóg módon lehet definiálni.
Az l. tétel továbbra is érvényben marad (lásd Braclley [6]). Ugyanígy a 2. 
tétel is. A primál és duál feladatot egyidejűleg megoldó algoritmust is ugyan
úgy lehet a (16) feladatra is alkalmazni. Természetesen, míg a (10) feladat

ub -, min

i1, 2: 0, n = ogész (17)

11r7(::r,.) # ub, (r = 0, ... , k - I)

továbbra is Jineál'ir, marad, addig a ( 11) liáti:a,{d( feladat

0 s:;: x s:;: d, x = egés:,,

nem-lineáris é8 {dLn,bilmn csak akkor oldható meg hatékonyan, ha a,z f és g 
függvények szcpurábil: iak, va ryii:;

II

/(x) = 2,' /1(~) 
J~l

11

u(x) - ~ y/ri)
}=I

Ebben az esetben n, dinamikus progn1n1<1,,úH módszere csaknem olyan haté
kony, mint a lineáris esethon.

2. Egészértékű programozási feladatok dekompozíciója

Speciális struktúrájú lineáris programozási feladatok dckompozíciójával
csaknem húsz éve foglalkoznak matematikusok, számítástechnikai szakern
berek és közgazdászok. A dekompozíció megkönnyítheti a feladat megoldását,
u~yanakkor modelljéül is szolgálhat egy központilag tervezett, de az alsóbb
szmtokon decentralizált gazdaságban végbemenő bizonyos döntési folyamatok
nak is (Jásd [8], [9], [ll]). A problémát leggyakrabban az alábbi formában
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fogalmazzák meg:

L: 

Xo, Xi, . . . , X, ~ Ü
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(18)

'B, x, = b,.
(19)

{18) az ún. ,,központi" feltételeket, (19) pedig a ,,szektor" feltételeket jelöli.
A legtöbb dekompozíciós algoritmus egy ,,ár - termelés" mechanizmussal
dolgozik. Minden egyes iterációban a szektorok elkészítenek egy termelési
tervet és ennek, valamint korábbi információknak a segítségével a központ
meghatározza a központi erőforrások egy árrendszerét. A szektorok ezeken
az árakon kapják a számukra szükséges központi erőforrásokat és módosítják
termelési tervüket. (Részletesen lásd [8], [10], [11]-ben.) Ezt a mechanizmust
lehet nem-lineáris konvex programozási feladatokra általánosítani [11], de
nem-konvex és egészértékű problémák esetében eredeti formájában nem mű
ködik.

Az, első részben bevezetett duális változókra támaszkodva két dekompozíciós
algoritmust adunk meg speciális struktúrájú egészértékű programozási fel
adatok megoldására. Ezek természetesen alapvetően különböznek a lineáris
programozásnál használt dekompozíciós eljárásoktól, de közgazdaságilag
ugyancsak interpretálhatók és az eredeti feladat könnyebb megoldását elősegít
hetik.

Természetesen itt is csak lehetőségről van szó, az algoritmusokban felhasznált
duális változók nagyságrendje itt is kritikus szerepet játszik. Túl nagy duális
változók azt jelenthetik, hogy az ismertetendő algoritmusok a gyakorlatban
nom működnek.

Mostantól kezdve tegyük fel, hogy L valamennyi változója egész és korlá
tos, vagyis az

xs = egész

0 :S: Xs :S: ds, (s= 0,1, ... , r) 

feltételeket csatoljuk (18) és (19)-hez. Azt is feltesszük, hogy L-nek van lehet
séges megoldása.

I. Algoritmus

Indulásképpen minden szektor megoldja a saját programját és annak duá
lisát:

B, xs = bs, (s= 1, ... , r) 

0 _::;:: X5 :S: ds, X5 = egész.
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Erre a célra lehet használni az I. részben leírt algoritmust. Legyen egy
primál és duál optimális megoldás x~ és u~, (s = 1, ... , r).

A szektorok az u~ súlyokkal nyert ,,pénzügyi" feltételüket elküldik a köz
pontnak, amely most az alábbi központi programot oldja meg:

c0 x0 + c1 x1 + + Cr x, -+ max

A0x0 + A1x1 + + Arx, = b0 
(20)

'll~ B, x, = 1/~ b,
0 .:S:: X8 .:S:: d8, X5---: egész, (s = 1, ... , r).

A (20) feladatot bármilyen módszerrel megoldhatjuk, többek között az 1. rész
módszerével is. Ha xg, xt ... , x~ a (20) optimális megoldása és mindegyik
szektor-egyenletrendszert kielégíti, akkor L-nek is optimális megoldása. Ha
x~ nem lehetséges megoldása a s-ik szektorfeladatnak, akkor az

(21) 

feltételt csatoljuk az s-ik szektor (10) típusú feladatához és új u} árnyókárakat
határozunk meg. Ezek segítségével új pénzügyi feltételt küldünk a szektornak,
amely új (20) tí1 usú föladatot old meg stb.

Az általános lépés ugyanúgy megy. A szcktorfeladatok duálisai (21) típusú
feltételekkel bővülnek, és a központi program minden lépésben új megoldá
sokat szolgáltat. E;,;6rt az algoritmus konvergens és véges számú lépésben meg
határozza L egy optimális megoldását.

Érdemes megjegyezni, hogy ez az algoritmus bizonyos értelemben ,,fordítva"
működik mint a lineáris programozás legtöbb dekompozíciós algoritmusa.
A szektorok árrendszert határoznak meg, pénzügyi feltételeiket a központnak
küldik, amely termelési (beruházá i) tervet határoz meg és ezt a megvalósít
hatóság cllcnőrzóséro visszaküldi a szektornak. Ha ii termelési (beruházási)
terv valamelyik szektorban nem megvalósítható, akkor új pénzügyi feltételt
határozunk meg és küldünk vissza a központnak, mindaddig, míg a központi
program minden szektorban megvalósítható lesz.

Az algoritmust egy példával szemléltetjük. Oldjuk meg az alábbi programo
zási föladatot:

3x1 - x2 + 2x3 + 4x1

X1 + 2x2 + x3 + 3x1

+ 5x7 - x8 -+ max

+ x5 + 2x0 + 5x7 + x8 = l0

+ X7 + x8 = 3

2x1 + x~ + Xa 3
x3 -1- 2x4 : 2

X5 + x6 + 2X7 + x8 = 3

x6 + x7 - I

x1E{0,l}, (j =I, ... , 8)
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Először oldjuk meg a két szektorprogramot

1.
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(23)

X3 + 2x4 = 2

xjE {0,1}, (j = 1, ... , 4).

Ennek optimális megoldása x~ = (l,l,0,l), a duálisnak optimális megoldása
pedig u~ = (1,1).

2. + 5x7 - x8 -+- max

X5 + x6 + 2x1 + Xg = 3

x6 + x1 = 1

xiE{0,l}, (j=5, ... ,8)

A prirnál optimális megoldás xg = · (0,0,1,1 ), a duál pedig ug = (1,1).
Ezek után a központi program a következőképpen néz ki

+ 5x7 - x8 -+- max

(24)

x5 + 2x6 + 3x7 + x8 = 4

xiE{0,l}, (i = 1, ... , 8)

Ennek optimális megoldása x0 = (1,1,1,0,0,0,l,1), ami az I. szektor felté
teleit nem elégíti ki. Ezért a

-Ul + U2 # 0

feltételt csatoljuk az I. szektor duális feladatának feltétel rendszeréhez és új
optimális megoldásként az Ui = (2,1) árnyékárakat kapjuk, melyek segít
ségével nyert

4x1 + 2x2 + 3x3 + 2x,1 = 8

feltétellel helyettesítjük (25) harmadik egyenlőségét. Az ezek után nyert
x1 = (l,l,0,l,l,l,0,1) optimális megoldás mindkét szektorban lehetséges és
így a (22) feladat optimális megoldása.

II. Algoritmus

Ez az eljárás más elven nyugszik, mint az előző. Most először a központ
határozza meg a központi erőforrások árnyékárait és egy paramétertől függő
pénzügyi feltételt ír elő a szektoroknak. A szektorok egy parametrikus feladatot
oldanak meg, melynek optimális célfüggvény-értékét (a paraméter függvényé
ben) elküldik a központnak. A központ ezek figyelembevételével újra felosztja
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a rendelkezésre álló ,,pénzt" (tulajdonképpen ez a paraméter) a szektorok
között úgy, hogy az összhatékonyság növekedjék. Ha ez a program nem való
sítható meg valamely központi naturális (eredeti) feltétel megsértése miatt,
akkor a központi feladat duálisának egy új megoldását és ezáltal új pénzügyi
feltételt határozunk meg és az egész eljárást megismételjük. Tesszük ezt
mindaddig, amíg a szektorprogramok valamennyi központi feltételt is kielé
gítik.

Az egyszerűség kedvéért feltesszük, hogy As 2 0 (s= 0,1, ... , r) és b0 2 0. 
Legelőször oldjuk meg a központi programot és annak duálisát, a szektor
feltételek figyelmen kívül hagyásával. Legyen egy optimális duál megoldás
ug, az ezzel nyert pénzügyi feltétel pedig

ug A0 x0 + il8 A1 x1 + ... + ug A, x, = u8 b0. 

Jelöljük ezt az egyenlőséget egyszerűen a következőképpen

P8 x0 + p~ x1 + ... + p?- x, = t0 (26)

A következő lépésben megoldjuk az alábbi parametrikus szektorprogramokat

cs x5 ->- max

Es Xs = bs 
(s= J, ... , r) (27

és az alábbi feladatot,
c0 x0 -, max

P8 Xo = 2o (28)

0 s;: x0 s;;: d0, x0 = egész,

ahol z0, z1, .... , z, egész paraméterek. A (27) és (28) feladatok megoldására
a dinamikus programozás módszerét lehet használni kombinálva a nem
parametrikus feltételek duál is változók segítségével való egy feltételbe sűrí
tésével. (27) és (28) megoldásaként az

fs(z5), (s= 0,1, ... , r)

0 s;: zs s;;: t O, Zs = egész

optimális célfüggvény-értók függvényeket kapjuk. (Definíciószerűen fs(zs) =
= - oo, ha a szektorprogram nem megoldható valamely zs-re).

Itt jegyezzük meg, hogy ha az As 2 0 feltételt elhagyjuk, akkor zs alsó és
felső korlátai változnak csak, egyebekben az egész eljárás változatlan marad.

Oldjuk meg most a következő központi erőforrás elosztó programot:

F(z) = /0(z0) + /1(z1) + ... + /,(z,) -->- max

z0 -\- z1 + ... + z, = to 
z0, z1, ... z, 2 0, z0, z1, ... z, = egész

(29)

Ezt a feladatot a dinamikus programozás módszerével oldhatjuk meg.
Legyen zg, z~, ... z~ egy optimális megoldás és xg, x~, ... x~ a hozzátartozó
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megoldásvektorok, melyek nyilván a szektorok lehetséges megoldásai, F(z0) =
= - oo nem állhat fenn, hiszen L-nek van legalább egy lehetséges megoldása.
Ha xg, x~, ... , x~ kielégíti a központi feltételeket, akkor az L egy optimális
megoldása. Ha nem, akkor egy

(30)

feltételt csatolunk a központi feladat duálisának feltételrendszeréhez és UJ
u~ árnyékárakat határozunk meg, melyekkel egy új központi pénzügyi fel
tételt nyerhetünk és az egész eljárást megismételhetjük.

Mivel minden lépésben L legalább egy lehetséges megoldását kizárjuk,
ezért ez az algoritmus· is véges számú lépésben konvergál.

Oldjuk meg most a (22) feladatot ezzel a módszerrel is. Indulásképpen az
u~ = 0 és u~ = 0 árnyékárakkal képezzük a pénzügyi feltételeket és utána
megoldjuk a szektorprogramokat:

l. 3x1 - x2 + 2x3 + 4x4--+ max

0x1 + 0x2 + 0x3 + 0x,1 = z1

2x1 + X2 + x3 = 3 

X3 + 2x4 = 2

XjE{0,l}, (j = 1, ... , 4);

-2x5 + 5x7 - x8 --+ max

0x5 + 0x6 + 0x7 + 0x8 = z2

X5 + Xs + 2X7 + Xs = 3

X6 + x7 = 1 

X1E {0,1}, (j = 5, ... , 8).

Mivel z1 és z2 csak a 0 értéket veheti fel, /1(0) = 6 és /2(0) = 4, a megfelelő
optimális megoldások pedig

2.

xr = (1,1,0,l) 

xg = (0,0,1,l),

amelyek nem elégítik ki a központi feltételeket és így egy új

2u1 - U2 =;6 0

kikötést teszünk a duál változókra. Az új duál változók u½ = 0, u½ = 1, 
a szektor programok pedig az alábbiak:

1. 3x1 - x2 + 2x3 + 4x4-+ max

X2 + X4 = Z1

2X1 + X2 + x3 = 3

x3 + 2x4 = 2

xi E {0,1}, (i = 1, ... , 4);

5 Szigma
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2. 
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+ 5x7 - x8 -• max

X7 + Xg = Z2

x5 + x6 + 2x7 + x8 = 3

X6 + X7 = 1 
XjE {0,1 }, (j = 5, ... , 8).

Az /1(z1) és /2(z2) függvények az alábbiak

f,(z,) 

0 - 00

I - 00

2 6
3 - 00

'• f,(z,) 

0 - 00

I 3
2 4
3 - 00

A központi erőforráselosztó program a következő

f1(z1) + f2(z2) -• max

z1 + z2 = 3

z11 z2 2. 0, z11 z2 = egész,

melynek az optimális megoldása z1 = 2, z2 = 1; a megfelelő megoldás vektorok
pedig

Xi= (1,1,0,1) 
x½ = (l,0,1,0),

melyek szintén nem elégítik ki a szektor feltételeket. Ezen megoldások segít
ségével egy

1£1 7"" 0

feltételt csatolhatunk a központi feladat duáljához s így az ur = 1, i,~ = O·
új árnyékárakhoz jutunk, melyek az alábbi szektorprogramokhoz vezetnok;

l. 3x1 - x2 + 2x3 + 4x4-► max

Xi+ 2x2 + X3 + 3x1 = Z1 

2x1 + X2 + X3 = 3

X:1 + 2x,1 = 2

::i;jE{O,l}, (j = 1, ... , 4);

2.

x5 + 2:r0 + 5x7 + x8 = z2

X5 + ::r6 --/- 2X7 --/- x8 = 3

x6 + X7 = 1
x1E {0,1}, (j = 5, ... , 8).
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Az /1(z1) és /2(z2) függvények az alábbiak

z, f,(z,) z, I (z,)

0 00 0 00

1 00 1 00

2 00 2 00

3 00 3 00

4 00 4 3
5 00 5 00

6 6 6 4
7 - 00 7 00

8 00 8 00

9 00 9 00

10 00 10 00

f1(Z1) + f2(Z2)

z1 + z2 = 10

Z1, Z2 :2: 0, Zi, Z2 = egész

erőforráseloszt6 program optimális megoldása z1 = 6, z2 = 4, melyekhez az

XI= (1,1,0,1) 
x~ = (1,1,0,1) 

megoldásvektorok tartoznak. Ezek kielégítik a központi feltételeket és így L 
feladat optimális megoldását adják.

Végezetül meg kell említenünk, hogy mindkét dekompozíciós algoritmust
könnyen ki lehet terjeszteni olyan nem-lineáris egészértékű feladatokra,
melyekkel az 1. részben is foglalkoztunk.

( Beérkezett: 1976. [ebruár 6.) 
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DUALITY AND DECOMPOSITIO:\f IN INTEGER PROGRAMMING

To tne integer linear programming (primal program) problem we define a dual program.
The optimum solutions (shadow prices) of the dual program are economically interpreted,
and an algorithm is given to solve the primal and dual programs simultaneously. The
introduction of tho dual variables enables the decomposition of some specially-struc
tured integer programming problems. Two decomposition methods are presented which,
in addition to potentially yielding computational advantages, may even serve as a model
for a type of i ndiroct control. This kind of duality can very simply be extended to certain
types of non-linear integer programming problems.

The results offered in the atudy are to be considered (primarily from computational
aspects) as lL sturting-point for a research line rather than as a finished work.
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