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Dualitas és dekompozicié egészértéki programozisi
feladatok esetében

Bevezetés

A linedris programozis elmélete és a megoldd algoritmusok tobbsége vala-
milyen médon tdmaszkodik a feladat paramétereibdl alkotott két programozési
feladat, a primal és dudl feladat kozotti kapesolatra. A duélis valtozok drként

sarnyékarként”’) valé interpretacidja és a kozgazdasigi elemzésekben vald
felhasznalasa mar régota vita targyat képezi. Anélkiil, hogy ebben a vitdban
allast foglalndnk annyit feltétleniil megallapithatunk, hogy a dudlis feladat,
az arnyékarak hasznos informécidkat nydjtanak a probléma szerkezetérdl és
a kozgazdasigi elemzés hasznos eszkozei.

A linedris programozas dualitds elméletét tobbféle irdnyban is sikeresen 4lta-
lanositottik [1] (konvex programozisi feladatokra, végtelen dimenzids te
rekre sth.). Gomory és Bawmol [2] voltak az elsék, akik egészérték{i lineédris
programozasi feladatok esetén is értelmeztek drnyékarakat és ki is szaimitottak
Sket. Alcaly és Klevorick [3] tokéletesitették a szamitdsi modszert. Ezeknek
a vizsgdlatoknak a legfGbb korlitja, hogy a kapott drnyékarak fuggnek attol,
hogy az eredeti egészértékii linedris programozasi feladatot milyen algoritmus-
sal, s6t ezen beliil is milyen Iépéssorrenddel oldottuk meg. A legutébbi idében
Bell és Shapiro [13] egy konstruktiv médszert ad meg, mely egy olyan dudlis
feladatot generdl, mely az eredeti egészértéki feladat optiméalis megoldisa
kornyezetében a lehetséges egész pontok konvex burkol6jat kozeliti meg.
Algoritmusuk egyidejileg oldja meg a primal és dudl feladatot. Balas [4], [5]
vegves egéezértékii feladatokkal foglalkozik. Az & dudlis feladatai semmit-
mondoak a tiszta egészérték( esetben.

Ebben a cikkben egy, az eddigiektdl kiillonbozé dudlis feladatot és arnyék-
arakat konstrudlunk, melyek az alabbi legfontosabb tulajdonsdgokkal rendel-
keznek:

1. Az drnyékdrak kozgazdasigilag interpretalhatok.

2. Megadhat olyan algoritmus, mely a primdl és dudl feladatot egyidejtileg

oldja meg. ‘
3. A dudlis valtozok segiteégével lehetGvé vialik specidlis szerkezetli egész-

értéki programozasi feladatok dekompoziciéja. Két dekompoziciés maod-
szert is adunk, melyek amellett, hogy szdmitdsi megtakaritdsokat tesznek
lehetévé, az indirekt irdnyitds egy fajtdjanak modelljéiil is szolgalhatnak.

4. Bz a dualitds igen egyszer(ien terjesztheté ki bizonyos nem-linedris

egészérték programozisi feladatokra is.

A dolgozatban kozolt algoritmusok semmiképpen sem tekinthetdk kész,
kiforrott ¢s szamitdstechnikailag igazolt eljardsoknak. Az algoritmusok egy
részének szamitastechnikai kiprobdldsa jelenleg folyamatban van. A dolgozat-
ban kozolt eredmények inkabb tekinthet6k egy kutatdsi irdny kiindulépont-
Jdnak, mint kész, befejezett munkdnak. _ \
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1. Dualitds egészértékii programozasi feladatok esetében

Az aldbbi tiszta egészértékii linedris programozdsi feladattal foglalkozunk:

P Zz = cx — max
Ax =0
0<Lx<<d, A,b,d, cegészek (1)

x = egész,

ahol 4 egy m - n tipusi méatrix, z,c,b,d pedig megfelel§ dimenziéji vektorok'
Az 4ltaldnossdg megsértése nélkiil feltehetjik, hogy b > 0. Feltessziik azt is’
hogy (1) lehetséges megolddsainak halmaza

L={zx|Ada=05, 0 <2< d, = egész}

nem iires. (Ez a feltétel a késGbbickben sok helyen feloldhaté, az egyszerfi
targyalhatosig miatt alkalmaztuk.) Mivel L korlitos, ezért (1) optimalis
megoldédsainak halmaza, I, nem iires. Jeloljiik z,-al (1) optimalis célfiiggvény-
értékét. Definidljuk az L, halmazt a kovetkezSképpen

L,= {z|udz = ub, 0 < 2z < d, x = egész},

ahol % egy nem-negativ egész vektor. (1) feladat feltételeit az u vektorral
stlyozva egy feltételbe , sfiritettiik’ ezaltal. Nyilvanval6, hogy ezért I < L,.
Legyen
U= {u|u >0, max ez = z,)
XELy
és

U= {u|u>0, cx, = max {cx|x € L,} és ay€L, = xy€L,}.

U mindazokat az u > 0 stlyokat tartalmazza, melyekkel egy feltételbe sfi-
ritve (1) egyenléségeit a cx célfiiggvény-érték maximuma véltozatlan marad.
U pedig azokat a nem-negativ silyokat tartalmazza, melyekkel (1) feltételeit
sliritve az optimalis megolddsok halmaza viltozatlan marad. Vildgos, hogy
U c U, és ha valamely ue U esetén a

cx — max
v€elL, (2)

feladatnak csak egy optimalis megoldasa van, akkor U = U.
Az aldbbi egészérték( programozasi feladatot (1) dudlisdnak fogjuk nevezni

D: uZE>Umlrl (3)
a kovetkezs foladatot pedig (1) erds dudlisinak
D: ub — min
uelU

A kiovetkezd tétel U és ezbltal U nem lirességét biztositja.
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1. tétel. (Bradley [6]). Van olyan uw > 0, hogy Ly = L.

Kovetkezmény. ucU, mivel max cx =z, és Ly = L.
xELE

Mivel D és D célfiiggvénye alulrél korlatos (egy alsé korlat a 0), mind D-nek
mind pedig D-nek van optimalis megolddsa.

Fel szeretnénk hivni a figyelmet arra, hogy mind D-nek, mind pedig D-nek
a definiciéja fiiggetlen attél, hogy milyen mddszerrel oldottuk meg a primal
P feladatot.

Minden u € U vektort interpretalhatunk érrendszerként. Tegyiik fel, hogy P
egy gazdasigi egység tevékenységét modellezi. Az Ax = b feltételek a te-
vékenység ,,naturalis” korlatozottsagat fejezik ki. Az w drrendszer segitségével
a tevékenységet a (2) feladatban csak az wuwdx = ub ,,pénzigyi’ feltétel,
valamint az alsé és felsG korlatok korlatozzak. Az w arrendszer biztositja
azt, hogy ha a pénziigyi feltételt kielégitjiik, akkor a naturalis feltételek auto-
matikusan teljesiilnek, amennyiben az z tevékenységvektor az optimaélis
értéket veszi fel. Ezaltal a gazdasagi egységet optimdlis miikodésre lehet
osztondzni egy arrendszerrel és azaltal, hogy a pénziigyi egyensily betartasat
megkoveteljiik.

Ha we U, akkor csak azt allithatjuk, hogy az x tevékenységvektornak van
olyan optimdlis értéke, mely mellett a pénziigyi feltételek kielégitésébdl a
naturalis feltételek kielégitése kovetkezik.

A fenti feltételeket kielégité drrendszerekbdl természetesne k tiinik olyan
welU (vagy weU) éarakat valasztani, melyek az erSforrdsok osszértékét,
w b-t minimalizaljak. Ez pedig pontosan az, amit D és D feladatban csinél-
tunk.

A fenti interpretdcié kiilonosen jol illik olyan feladatokra, ahol P egy, a
beruhézasi alternativik koziil véalogaté program. A beruhdzésok teriiletén
pedig kiilondsen hasznos egy olyan arrendszer, mely a pénziigyi és naturalis
feltételeket koordindlja.

A most bevezetett dualitis egy fontos tulajdonsiga, hogy nem kozvetlen
Altalinositdsa a linedris programozds dualitaselméletének. Ennek oka az
hogy az 1. tétel nem igaz linedris programozisi feladatok esetén. Ennek elle-
nére, a linedris programozis dualitds tételei koziil egy, amely a margindlis
kozgazdasdgtanban alapvetd, tovabbra is érvényes marad.

Tegyiik fel, hogy (1) i-ik feltétele az aldbbi alaka

a;x + xj = bi’ ((1( 2 O) (4)

ahol z; egy egész kiegészits viltozo, ¢; = 0 és a;; = 0. Kz azt jelenti, hogy (4)
tulajdonképpen egyenlétlenség:
ajx < b;

Az i-ik eréforrast, melynek a korlatozottsigit ez a feltétel kifejezi, szabad
j6szagnak nevezziik, ha (1) célfiiggvény-értéke nem ndvelhets b; novelésével.

2. tétel. Annak sziikséges és elégséges feltétele, hogy az i-ik er6forrés szabad
j6szdg legyen az, hogy létezik a D (vagy D) feladatnak olyan w optimélis
megolddsa, melynek az i-ik komponense u; = 0.
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Bizonyitds. Tegyiik elszor fel, hogy az i-ik jészag szabad, vagyis a

C¥ — maXx

Az =10
0<z<d (5)

x = egész

feladatnak ugyanaz az optimdlis célfiiggvény-értéke, mint (1)-nek. Itt az
Az — b feltételek koziil az i-iket kihagytuk. Igy ha @ (1) optimalis megolddsa,
akkor (5)-nek is optimdlis megoldisa. (5) dudlisinak egy » megoldasat az i-ik
helyen egy 0-val kiegészitve D (vagy D) egy olyan megoldédsit kapjuk, mely
a kivint tulajdonsagu.

Ha viszont u a D-nek (vagy a D-nek) egy megolddsa és u;, — 0, akkor (5)-
nek ugyanaz az optimalis célfiiggvény-értéke, mint (1)-nek. Ez viszont éppen
azt jelenti, hogy az i-ik joszig szabad. i

Tegyiik most fel, hogy A4 > 0. Legyen uw D-nek (vagy a D-nek) egy opti-
malis megoldisa. Egy tetszbleges we U (vagy we U) esetén a (2) feladat meg-
olddsa, mely tulajdonképpen egy hitizsik feladat:

¢ — max
wAx = ub (6)
0<a<d
x = egdbsz,

annal nehezebb, ha a leginkabb hasznalatos dinamikus programozist (lasd [7])
alkalmazzuk, minél nagyvobb az ub jobboldal. Tgy a D és D feladatok megoldd-
saként kapott u a feltételek szamitastechnikai szemponthol vett legjobh
silyozisa. Bradley (6] az (1) feladat megolddsara a (6) hitizsak feladatra valo
visszavezetdst javasolja olyan w szorzokkal, melyekre Ly = L. Ezek a szorzok
altaldban igen nagyok és jelenleg tisztazatlan még, hogy a feltételeknek ezek-
kel az w ,, Bradley-féle” szorzokkal egy feltételbe valo siiritése ad-o szamitdis-
technikai elényoket. Az optimdlis megoldis megkeresése szempontjabol viszont
felesleges, hogy L, — L legyen. Kz az oka annak, hogy az altalunk definidlt
dudlis viltozok nagysigrendekkel kisebbek lehetnek a Bradley-féle szorzok-
nil. Bzt litszik aldtdmasztani az a csekély szamitdastechnikai tapasztalat,
ami eddig rendelkezésiinkre all. Termdészetesen az is lehet, hogy a dudlis vil-
tozok még igy is igen nagyok ¢és a (6) hatizsdik feladat megoldisa nehezebb,
mint az eredeti problémaé. Kzt a kérddést, dgy tiinik, hogy csak tapasztalati
uton lehet ticzldzii.

A kovetkezékben felvizolunk egy algoritmust, mely egyvidejiileg megoldja
a P és a D (vagy D) feladatot. Az algoritmus iterdciokbhol dll. Minden egves
iterdcioban meghatirozunk egy « — 0 vektort és megoldjuk a (6) hatizsik
feladatot. Ha (6) optimdlis megolddsa lehetséges megoldisa (1)-nek, akkor
egyuttal (1) optimalis megoldisa is.

Indulisképpen oldjuk meg az aldbbi (trividlis) feladatot:

ub — min

w >0, u= egész. (7)
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Legyen u, egy optimalis megoldds. (Altalaban u, = 0.) Oldjuk meg az
alabbi hatizsdk feladatot:
cx — max

ugdxr = ugh (8)
Ozt 2 <C'd
x = egész.

Legyen x, (8) egy optiméalis megoldasa. Ha Ax, = b, akkor x, nyilvinvaldéan
(1) egy optimalis megolddsa, u, pedig D optimalis megolddsa. Ha Ax, 5= b,
akkor csatoljuk a kovetkezs feltételt (7) feltételrendszeréhez:

uAx, == ub (9)

Ezaltal u -t kizartuk (7) lehetséges tartomanyabodl és ezért a kovetkezs 16pés-
ben (7) optimalis megoldésa, u, kiilonbozs lesz u,-t6l.
Altaldban a k-ik lépésben elészor megoldjuk az aldbbi programozisi fel-

adatot:
ub — min

>0, u=egész (10)
uAz, s« ub, (r=0,1,...,k—1).

Legyen u;, a (10)-nek egy optimélis megoldasa és oldjuk meg az alabbi hatizsik
feladatot:
cx — max

?l/‘.A.T, = 7["_[) (1 1)
0 < x< d, x= egész.

Ha (11) egy a, optimalis megoldasa (1) lehetséges megoldasa, akkor x, P-nek,
u, pedig D-nek optiméalis megolddsa. Kz azért igaz, mivel (10) lehetséges tarto-
manyabol esak olyan w-kat zartunk ki, melyekre v ¢ U. Mivel (11) lehetséges
megolddsainak széma véges és x, == x,, (r =0,1,...,%k 1), az algoritmus
véges szamu lépésben konvergdl.

Az algoritmus leirdsdndl nem tértiink ki azokra a problémékra, melyek
a (10) tipusa feladatok megolddsa sordn keletkeznek elsésorban a szokatlan

uAx, = ub (12)

feltételek miatt. Mivel minden valtozo és konstans egész, ezért (12) azt jelenti,
hogy az alibbi két egyenldtlenség kiziil pontosan az egyiknek kell teljesiilni:

udx, < ub — 1 (13)
udx, > ub + 1 (14)

Természetesnek tiinik ezaltal, hogy (10) feladatot a korldtozds és szétvalasztis
madszerével oldjuk meg. Mindannyiszor, amikor (10) feladathoz egy (12)
tipust feltételt csatolunk, egy szétvalasztdst hajtunk végre (13) és (14)-nek
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megfelelGen, a korlatozast és szétvalasztist reprezentalé fa azon csticspontjé-
bél, melyhez a minimalis ub érték tartozik. A fa minden egyes csticspontjihoz
hozzarendeliink egy (13) vagy (14) tipusa feltételt, egy nem-negativ, egész u
vektort, mely az ub célfiiggvényt minimalizilja a kérdéses cstcsponthoz és
el6djeihez tartozé feltételek mellett, és egy B korldtot, mely ennek a program-
nak az optimalis célfiiggvény-értéke. (Kz definicidszeriien oo, ha ennek a
programnak nincs lehetséges megolddsa.) Ezen kiviil bizonyos ecstiespontok-
hoz — azokhoz, amelyekbdl a szétvalasztas megtorténik — a (11) tipusd
hatizsak feladat optimdlis megolddsit is hozzirendeljiik.

Az el6zbekbdl nyilvanvald, hogy ez a korlatozis és szétvialasztas mdodszerén
alapulé algoritmus is véges, feltéve, hogy az elGforduld, egészértékii programo-
zasi feladatokat véges szama lépéshen konvergalé algoritmusokkal oldjuk
meg.

A moadszer szimitastechnikai realizacidéjaval kapesolatban két megjegyzést
szeretnénk tenni.

1. Ha csupan a P primal feladat megolddsira vagyunk kivancsiak és az
w€ U vektorra csak azért van sziikségiink, hogy P megoldasat megkonnyitsiik,
akkor természetesen a szimitdsokat kezdhetjilk tetszéleges nem-negativ egész
w-val. (@ lehet példdul D vagy D optimélis megolddsinak valamilyen becslése.)
Ezt a becslést példaul (1) folytonos dudl optimalis megoldasabél nyerhetjiik
alkalmas kerekitéssel vagy egyéb heurisztikus moédszerrel. Ekkor viszont
a (10) feladat feltételeihez az

ub > ub

egyenlGtlenséget is csatolnunk kell. Nyilvdn ahhoz, hogy (11) jol kezelhetd
legyen, wb-nek nem szabad nagynak lenni.

2. Ha csak a primal feladat megolddsa érdekel benniinket, akkor meg-
elégedhetiink a (10) feladat egy jé lehetséges megoldasiaval, ami dltaliban
sokkal egyszer(ibben hatdrozhaté meg, mint az optimdalis. Itt is egy jo lehet-
séges megoldashoz kiindul6pontul szolgilhatnak a korlatozds és szétvilasztis-
hoz tartoz6 fa cstespontjaihoz rendelt egészértéki{i programozdsi feladatok
folytonos véltozatainak megolddsai (ezek linedris programozisi feladatok).

A primdl és dudl feladat egyidejli megoldisira szolgdlé fenti algoritmus
illusztriciéjaként oldjuk meg az aldbbi feladatot:

z2=2x, |+ x, - X, + 3xg — max
¥y + 20y + 23 A @4 + 205 + dag = 4 (15)
3z, + 223 + 24 + 2, + 24 =3

2,c{0,1}, (j=1,...,6)

A megoldds menete legjobban a korlatozds és szétvélasztishoz tartozé fan
kovethetd. Az u vektorokat meghatdrozé programok célfiiggvénye mindig

4u, -t 3u, — min.

A feltételeket, az optimalis megoldésokat, a korlatokat, és ahol kiszdmitot-

}tuk a (11) hatizsdk feladat megoldésait mind feltiintettiik a fa csticspontjai-
han.
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Nincs feltétel
Optimélis v megoldés: u, =0, u, = 0. Korlat: B =10
Optiméalis  megoldés: = = (1,1,0,0,0,1)

l

Bu; +u, < — 1 Su, +u, >1
Nincs lehetséges u, B = oo O =l Py=1, B=8

v g =1(0}1,1;0,0,1)
|
i }

] u < — 1 Uy 1

Nincs lehetséges u, B = oo By= 1, 8,=10 D=4
b — - % = (0,0,0,0,0,1)

A |
Uy < —1 Uy > 1
Nincs lehetséges u, B = oo = 1, 8, =1, B=1"
a— z = (0,1,0,0,0,1)

i = ey |

} |

Uy — Uy < — 1 | Uy — Uy > 1
%=1 %=2 B=10 U =2 Ug=1 B=11
| x = (0,0,0,0,1,1) @ =(0,1,1,1,0,0)

| Optimdlis megoldds
} |

— 2uy + uy >1 2uy, — Uy < 1
Uy =1, U8 B=1) Uy =32 =198 B=11

Lathatjuk, hogy a primél optimalis megoldéds x, = (0,1,1,1,0,0) az optimélis
célfiiggvény-érték z, — 0, a dudlis feladat optimdlis megoldasa u, = (2,1)
& hozzitartozé hatizsdkprobléma pedig:

22, + x, — X, + 3x¢ — max
5z, + 4z, + 4x; + 3z, + bx; + 8z = 11

z,€{01}, (j=1,...,6)
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Az el6z6ekben targyalt tételek és moddszerek konnyen altalanosithaték
bizonyos nem-linedris egészértékii feladatokra. Legyen Py a kivetkezd nem-
linedris programozasi feladat:
Py f(x) - max
glx) = b (16)
0 <2z<d, = egész,
ahol f(x) és g(x) egészérték(i minden egész a-re. Ekkor az L, L, U, U halmazo-
kat és a D, D dudl feladatokat a linedris esettel analég médon lehet definialni.
Az 1. tétel tovabbra is érvényben marad (l4sd Bradley [6]). Ugyanigy a 2.
tétel is. A primdl és dudl feladatot egyidejfileg megoldd algoritmust is ugyan-
ugy lehet a (16) feladatra is alkalmazni. Természetesen, mig a (10) feladat
ub — min
w > 0, w— eglsz (17)
ug(x,) = ub, (r=20,...,k—1)
tovdbbra is linedris marad, addig a (11) hatizedk feladat
[(x) ~ max
wy, g(x) = b
0<xu<d, = egész

nem-linedris és altaliban csak akkor oldhaté meg hatékonyan, ha az f és g
fliggvények szepardbilisak, vagyis

Ebben az esetben a dinamikus programozis mdadszere csaknem olyan haté-
kony, mint a linedris escthen.

2. Egészértékii programozasi feladatok dekompozicioja

Specidlis struktirdja linedris programozisi feladatok dekompozicidjaval
csaknem husz éve foglalkoznak matematikusok, szamitdstechnikai szakem-
berek és kozgazdaszok. A dekompozicié megkonnyitheti a feladat megoldéasat,
ugyanakkor modelljéiil is szolgdlhat egy k()zp()nt.,ilz'l.;_r, tervezett, de az alsébb
szinteken decentralizilt gazdasdghan végbemend bizonyos dontési folyamatok-
nak is (lasd (8], [9], [11]). A problémat leggyakrabban az alabbi formaban
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fogalmazzik meg:

L Co%y+ €2 + ...+ ¢z, > max
Dy oy = o w5 0 220
Ayxg+ Ayx, + ...+ A, 2, = b, (18)
By = s
' 19
B,:l‘,:b,. ( )

(18) az un. ,kozponti” feltételeket, (19) pedig a ,szektor’ feltételeket jeloli.
A legtobb dekompoziciés algoritmus egy ,4r — termelés” mechanizmussal
dolgozik. Minden egyes iteraciéban a szektorok elkészitenek egy termelési
tervet és ennek, valamint kordbbi informacidknak a segitségével a kozpont
meghatdrozza a kozponti erdforrdsok egy arrendszerét. A szektorok ezeken
az arakon kapjik a szamukra sziikséges kozponti eréforrasokat és modositjak
termelési terviiket. (Részletesen liasd [8], [10], [11]-ben.) Ezt a mechanizmust
lehet nem-linedris konvex programozési feladatokra altaldnositani [11], de
nem-konvex ¢és egészértékili problémak esetében eredeti formajiban nem mii-
kodik.

Az elsG részben bevezetett dudlis valtozokra tdmaszkodva két dekompozicids
algoritmust adunk meg specidlis struktiaraju egészértékii programozési fel-
adatok megolddsira. KEzek természetesen alapvetden kiilonboznek a linedris
programozisnil hasznalt dekompoziciés eljardsoktol, de kozgazdasigilag
ugyancsak interpretdlhatok és az eredeti feladat konnyebb megoldasit elGsegit-
hetik.

Természetesen itt is csak lehetGségrdl van szé, az algoritmusokban felhasznalt
dudlis valtozok nagysdgrendje itt is kritikus szerepet jatszik. Tul nagy dudlis
valtozok azt jelenthetik, hogy az ismertetendd algoritmusok a gyakorlatban
nem miikodnek.

Mostant6l kezdve tegyiik fel, hogy L valamennyi valtozdja egész és korla-
tos, vagyis az

x, = egész

V<o <d, B=0]1,...,¥)
feltételeket csatoljuk (18) és (19)-hez. Azt is feltessziik, hogy L-nek van lehet-
séges megoldasa.

I. Algoritmus
Induldsképpen minden szektor megoldja a sajat programjat és annak dué-
lisét:
Cs X, — max
B,z,=b, (8=1,...,7)
0 < x, < dg, 23 = egész.
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Erre a célra lehet haszndlni az 1. részben leirt algoritmust. Legyen egy
primél és dudl optimdlis megoldéas z0 és u?, (s =1, ..., 7).

A szektorok az u? silyokkal nyert ,,pénziigyi”’ feltételiiket elkiildik a koz-
pontnak, amely most az aldbbi kézponti programot oldja meg:

Co%y+ €2y + ...+ ¢ 2, > max
Agxg+ Ay 2+ ...+ 4,2, = b,
) B, z, = ud by (20)

162 B x, = 7’2 br
e oy <5 @i, el (8 =1, . i)

A (20) feladatot barmilyen mddszerrel megoldhatjuk, tébbek kozott az 1. rész
modszerével is. Ha af), af, ..., 2% a (20) optimdlis megoldisa és mindegyik
szektor-egyenletrendszert kielégiti, aklkor L-nek is optimdlis megolddsa. Ha
2y nem lehetséges megolddsa a s-ik szektorfeladatnak, akkor az

Ug B, 2 % u, b, (21)

feltételt esatoljuk az s-ik szektor (10) tipusi feladatdhoz és Gj u! drnyékérakat
hatérozunk meg. Ezek segitségével G pénziigyi feltételt kiildiink a szektornak,
amely Gj (20) tipusa feladatot old meg sth.

Az dltaldnos lépés ugyanigy megy. A szektorfeladatok dudlisai (21) tipusi
feltételekkel béviilnek, és a kozponti program minden lépésben Gj megolda-
sokat szolgdltat. Ezért az algoritmus konvergens és véges szimi lépéshen meg-
hatirozza L egy optimélis megoldisat.

Erdemes megjegyezni, hogy ez az algoritmus bizonyos értelemben ,,forditva’”
miikodik mint a linedris programozis legtobb dekompoziciés algoritmusa.
A szektorok drrendszert hatdroznak meg, pénziigyi feltételeiket a kozpontnak
kiildik, amely termelési (beruhdzdsi) tervet hatdroz meg és ezt a megvaldsit-
hatdsdg ellendrzésére visszakiildi a szektornak. Ha a termelési (beruhdzisi)
terv valamelyik szektorban nem megvalésithatd, akkor Gj pénziigyi feltételt
hatdrozunk meg és kiildiink vissza a kozpontnak, mindaddig, mig a kozponti
program minden szektorban megvaldésithatd lesz.

Az algoritmust egy példaval szemléltetjiik. Oldjuk meg az alibbi programo-
zasi feladatot:

32, — =z, + 24 4 4z, - 2, + 5x; — 23 — max
2 + 22, + 245+ 32, 1 + 5+ 225 4 527 4 25 = 10
2y + Z + X+ ag= 3

2x1 * .xz ;.*' ) PR el REE

g -+ 2z, = 2
...................................... r5+ TB+ 2r7+x8 i
xg + = 1
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Elészor oldjuk meg a két szektorprogramot

L 3z, — x, + 2x5 + 424 - max
22 + @, + x5 =3 (23)
T3+ 22, = 2
3 10,1} o lf = Ly St 4,

Ennek optimélis megoldasa 29 = (1,1,0,1), a dualisnak optimélis megoldédsa
pedig «$ = (1,1). '

2. — 2, + 52, — xg — max
x5 + g + 227, + 25 =3 (24)
g + w5 =1}

z,c{0,1}, (j=5,...,8)

A primél optimalis megoldéds 29 = (0,0,1,1), a dudl pedig g = (1,1).
Ezek utin a kézponti program a kovetkezSképpen néz ki

3, — 2y + 225 + 4y — 225 -+ 51, — g — max
%y, + 2%y + 23 + x4+ x5 + 226 + 52, + 253 = 10 (25)
z, + =z, + 2t 2= 3

2¢, + w5 4 225 -+ 22, =
g + 2¢5 4 32y 4 253 = 4
{01}, (f=1...48)

Ennek optimélis megolddsa 2° = (1,1,1,0,0,0,1,1), ami az 1. szektor felté-
teleit nem elégiti ki. Ezért a
— Uy + Uy~ 0

feltételt csatoljuk az 1. szektor dudlis feladatinak feltétel rendszeréhez és 1j
optimélis megoldisként az u} = (2,1) drnyékarakat kapjuk, melyek segit-
ségével nyert

4, + 2%, + 325 + 22, = 8

feltétellel helyettesitjiik (25) harmadik egyenlségét. Az ezek utéin nyert
a! = (1,1,0,1,1,1,0,1) optimalis megoldds mindkét szektorban lehetséges és
fgv a (22) feladat optimalis megolddsa.

II. Algoritmus

Ez az eljards mds elven nyugszik, mint az el6z6. Most elészor a kozpont
hatdrozza meg a kozponti eréforrasok drnyékérait és egy paramétertsl fiiggd
pénziigyi feltételt ir el6 a szektoroknak. A szektorok egy parametrikus feladatot
oldanak meg, melynek optimdlis célfiiggvény-értékét (a paraméter fiiggvényé-
ben) elkiildik a kozpontnak. A kézpont ezek figyelembevételével tjra felosztja
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a rendelkezésre 4ll6 ,,pénzt” (tulajdonképpen ez a paraméter) a szektorok
kozott gy, hogy az dsszhatékonysig novekedjék. Ha ez a program nem valé-
sithaté meg valamely kozponti naturdlis (eredeti) feltétel megsértése miatt,
akkor a kozponti feladat dudlisdnak egy 1j megoldasat és ezaltal 0ij pénziigyi
feltételt hatdrozunk meg és az egész eljarast megismételjiik. Tessziik ezt
mindaddig, amig a szektorprogramok valamennyi kézponti feltételt is kielé-
gitik.

Az egyszerliség kedvéért feltessziik, hogy 4, > 0 (s = 0,1,...,7)és by > O.
LegelGszor oldjuk meg a kozponti programot és annak dudlisdt, a szektor-
feltételek figyelmen kiviil hagydsaval. Legyen egy optiméalis dudl megoldas
ug), az ezzel nyert pénziigyi feltétel pedig

0 0 — o0
wWAygx, +ud Ay, + ...+ ud 4, 2, = uf by,
Jeloljiik ezt az egyenlGséget egyszeriien a kovetkezéképpen
Mg+ P82+ ...+ plu, =10 (26)
A kovetkezG lépésben megoldjuk az alabbi parametrikus szektorprogramokat
Cs T, — Max
RS Xy = [Js
Pl 0, =2, (@=L 1) (27
0 < 2, < dg, &, = egesz,

és az alabbi feladatot
Co Xy — MAX

0y —
Py 2, = 2z, (28)
0. <imy < dy, '@qi==10ge8Z,

ahol z, z,, . ..., 7 egész paraméterek. A (27) és (28) feladatok megoldisira
a dinamikus programozis modszerét lehet hasznilni kombindlva a nem-
parametrikus feltételek dudlis valtozok segitségével valo egy feltételbe siri-
tésével. (27) és (28) megoldisaként az

T 2 oad " (e (VL Pty
0 < 2, < 1Y 2, = ogész
optimélis célfiiggvény-ért¢k fliggvényeket kapjuk. (Definicidszeriien f (z,) =
= — oo, ha a szektorprogram nem megoldhaté valamely zg-re).
Itt jegyezziik meg, hogy ha az A, > O feltételt elhagyjuk, akkor z alsé és
felsé korlatai valtoznak csak, egyebekben az egész eljards viltozatlan marad.
Oldjuk meg most a kovetkezs kozponti erdforrds eloszté programot:
F(2) = folzo) + f1(2)) + - . . + [(2,) — max
2o+ 2+ ...+2 =10 (29)

T PR = W R 2 R ST

Ezt a feladatot a dinamikus programozis moédszerével oldhatjuk meg.
Legyen z), 29, . . . 2 egy optimdlis megoldéds és 2, f, . . . 2? a hozzdtartozo
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megolddsvektorok, melyek nyilvan a szektorok lehetséges megoldésai, F(2°) =
= — oo nem 4llhat fenn, hiszen L-nek van legaldbb egy lehetséges megoldésa.

Ha af, 2}, ..., 2} kielégiti a kozponti feltételeket, akkor az L egy optimalis
megolddsa. Ha nem, akkor egy
wg Ao ) + ug Ay a5 + ...+ ug A, 2% 5= uy b (30)

feltételt csatolunk a kozponti feladat dudlisénak feltételrendszeréhez és j
uy drnyékirakat hatdrozunk meg, melyekkel egy tj kozponti pénziigyi fel-
tételt nyerhetiink és az egész eljardst megismételhetjiik.

Mivel minden lépésben L legalibb egy lehetséges megolddsat kizdrjuk,
ezért ez az algoritmus is véges szamu lépésben konvergal.

Oldjuk meg most a (22) feladatot ezzel a médszerrel is. Induldsképpen az
ul = 0 és uy = 0 arnyékarakkal képezziik a pénziigyi feltételeket és uténa
megoldjuk a szektorprogramokat:

113 3x;, — x, + 22, + 42, > max
0z; 4 Oxy + Oxy 4 Ox, = 2,
22, + x4+ 4 =3
x3+ 20, =2

z;e{0,1}, (G=1,...,4)

2. — 2, + Sx; — %3 > max
0z5 + Oxg + Ox, 4 Oxg = 2,
T+ g+ 20, + x5 =3

g + =

z,€{0,1}, (§=05,...,8).

Mivel z, és z, csak a 0 értéket veheti fel, f,(0) = 6 és f,(0) = 4, a megfelels
optimalis megoldisok pedig

i

o) =" (1,150,1%
2 = {0,0,1,1),

amelyek nem elégitik ki a kozponti feltételeket és igy egy 1j
2uy — Uy 5% 0

kikotést tesziink a dudl valtozékra. Az Gj dudl véltozék u! = 0, 0 =1,
a szektor programok pedig az aldbbiak:

1 3z, — @, 4 225 4 4x, — max
Lo + Zy=2
22, + %y + a4 =3
X3 + 22, = 2

2y €{01); v (f=1,s..,4)

5 Szigma



66 FORGO FERENC
2. — 2% + 52, — g — max
Ty g = 25
Ty + wg + 207 + x5 =3
xg + =, =1
z;€{0,1}, (j=35,...,8).
Az f,(z)) és f,(z,) fiiggvények az aldbbiak

Sfi(#) % Sa(22)

0 — oo 0 — oo
1 — oo 3 3
2 6 2 4
3 — oo 3 — oo

A kozponti erdforrdseloszté program a kiovetkezd
Fi(z) + fa(z) — max
& 1 By =3
2,2, >0, 2,2, = egész,

melynek az optimélis megolddsa z, = 2, z, = 1; a megfelels megolddsvektorok
pedig
#1 = [1,1,0.1)

melyek szintén nem elégitik ki a szektor feltételeket. Kzen megolddsok segit-
ségével egy
Uy 7 0

feltételt csatolhatunk a kozponti feladat dudljdhoz s igy az u} — 1, ug =
j drnyékdrakhoz jutunk, melyek az aldbbi szektorprogramokhoz vezetnek:

1h 3o, — x, + 224 + 42, — max
)+ 20, + 3+ 32y =2,
20, 4+ w4 x4 = 3
Xy + 22, = 2

’rje{(),l}, (e i i )

2. 2x, + 5z, — x5 — max
Zs + 225 4 b, + w3 =2
Ty -+- Ty - 2.’1’7 + Xg = 3

3'6 *f—- .T-; =1

z€{0,1}, (j=5,...,8).
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Az fi(z)) és [,(z,) fiiggvények az aldbbiak

£ fi(z) 2y (23)
0 — oo 0 — oo
1 — oo 1§ — oo
2 — oo 2 — oo
3 -_— 00 3 -— OO
4 — oo 4 — 3
5 — oo 5 — oo
6 6 6 4
7 — oo 7 — oo
8 00 8 — oo
9 oo 9 — oo

10 oo 10 — oo

f1(z1) + fa(2,)
21+ 2, =10
Ry 2 = 0, 2y 25 = €068Z
eréforraseloszté program optimélis megolddsa z, = 6, z, = 4, melyekhez az
28 =(1,1,0;1)
aai=(1,4,0,1)

megolddsvektorok tartoznak. Ezek kielégitik a kozponti feltételeket és igy L
feladat optimdlis megoldésat adjék.

Végezetiill meg kell emliteniink, hogy mindkét dekompoziciés algoritmust
konnyen ki lehet terjeszteni olyan nem-linedris egészértékii feladatokra,
melyekkel az 1. részben is foglalkoztunk.

( Beérkezett: 1976. februdr 6.)
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DUALITY AND DECOMPOSITION IN INTEGER PROGRAMMING

To tne integer linear programming (primal program) problem we define a dual program.
The optimum solutions (shadow prices) of the dual program are economically interpreted,
and an algorithm is given to solve the primal and dual programs simultancously. The
introduction of tho dual variables enables the decomposition of some specially-struc-
tured integer programming problems. Two decomposition methods are presented which,
in addition to potentially yielding computational advantages, may even serve as a model
for a type of indirect control. This kind of duality can very simply be extended to certain
types of non-linear integer programming problems.

The results offered in the study are to be considered (primarily from computational
aspects) as a starting-point for a research line rather than as a finished work.

JBOUCTBEHHOCTb M JEKOMITIO3ULIMS B 3AJIAUAX [EJIOYHMCIIEHHOIO
ITPOI'PAMMHMPOBAHWMSI

K sajiaue nes0uncsieHHoro JIMHEHHOT0  niporpaMmupoBanust (npsiMast sajaua) Onpeeum
JBOHCTBEHHYI0 3ajavy. JlajmM 9KOHOMHUECKYIO HHTEPHPETAIHI0  ONTHMAJILHLIX  PerieH il
(TenenbIX 1eH) JIBOICTBEHHOI 3a/1aUH, JTAJICe ONPEJICIIHM AJTOPHTM, KOTOPBII COBMECTHO peract
H NPSAMYIO H JIBOHCTBEHHYI0 3aJ1aui. C MOMOIIBIO JIBOHCTBEHHBIX MEPEMCHHBLIX CTAHET BO3MOMK-
HBIM JICKOMITOBHIHS H{EJIOUHCICHHBIX 3a/1a4 POIPAMMHPOBAHHMS CO CICHHAILHOH CTPYKTYPOIL.
B crathe Mol noKasbizaem JiBa JICKOMIIOSHIMOHHBIX METOJIA, KOTOPLIE, KPOME TOT0, YTO MOTYT
HMETH HEKOTOPHIE MOTCHIHAJILHLIC CUCTHO-TEXHHUYCCKHE MPEHMYILIECTBA, MOT'YT CIYIKHTH H
MOJICJIBIO  ONPEJIEJICHHOTO BHJA KOCBEHHOrO yrnpasieHusi. Taikoil BHI JIBOICTBEHHOCTH JICI'KO
pacnpocTpansieTcsi Ha HEKOTOPbLIC 3a[aUd HEJMHEITHOI0 1eJ0UHCIEHHOT0 POTPAMMHDOBAHHST.

Peaynbrartel, nanaraembie B JJAHHOH CTaThe, CKOPEE MOXHO Ha3BaTh (B NEPBYIO 0uYCPE/Ib C
TOYKH 3PEHHsI CYETHOH TEXHHKH) HCXOJHBIM MTYHKTOM HANPABJACHHS HEKOTOPBLIX MCCJIC0BAHHIT,
YeM ToToBOI, saBepueHHoi paboToil,



