Grész MIxLOS

Egy leszamlélasi algoritmus a halmaz lefedési
probléma megold4séara

Szdmos kozgazdasagi és mfiszaki probléma visszavezethets egy specidlis
tn. halmaz lefedési problémara (Set Covering Problem) [1]. Ezenkiviil Forgé
Ferenc [3] megmutatta, hogy egy tetszbleges nulla-egy kvadratikus progra-
mozasi feladatot tobbek kozott egy halmaz lefedési feladatté lehet transzfor-
mélni. A transzformalt feladat matrixdban egy sorban sines négynél tobb
egyes. Hasonl6képpen igen ritka métrixokkal talalkozunk az éllefedési prob-
léma [3] esetében, ahol a cstcs-él incidencia métrix soraiban legfeljebb két
egves talalhato.

Egy attekinté cikkiikben Christofides és Korman [5] vizsgdljik az irodalom-
ban ismertetett médszerek szdmitdstechnikai eredményeit a halmaz lefedési
probléma megoldasdra. S{ir(i egyiitthaté mitrixok esetén az ismertetett méd-
szerck hatékonynak bizonyultak. Ezek a mdédszerek azonban 4ltaldban
segédeljardsként egy linedris programozisi feladatot alkalmaznak, ami jelen-
tdsen noveli a gépi program memoriaigényét, és nem haszndljak fel e specidlis
probléma sajitossdigat ritka matrixok esetén.

E dolgozatban bemutatunk egy olyan leszamlélasi algoritmust, amely ritka
métrixok esetén anndl hatékonyabb, minél ritkabb az egyiitthaté métrix,
¢s semmiféle segédeljirast (pl. linedris programozés) nem vesz igénybe. A
halmaz lefedési probléma a kovetkezSképpen frhaté fel:
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Bevezetjiik a kovetkezs jeloléseket:

n m
o= Ja; és fi= Zaij,
=1 i=1
valamint egy definiciot:

Az A métrix oszlopainak rendszerét lefedési rendszernek nevezziik, ha ebben
a rendszerhen minden egyes sorban legaldbb egy 1-es van.

Ennek kovetkeztében a hal maz lefedési probléméat (1) tgy is értelmezhetjiik,
hogy keresiink egy olyan A’ lefedési rendszert, amelyre nézve a célfiiggvény
lértéke minimalis. Bzt optimalis lefedési rendszernek fogjuk hfvni. Minden
efedési rendszernek egyértelmiisn az (1) probléma kiovetkezs lehetséges meg-
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oldésa felel meg:
ol {0, ha a j-edik oszlop anA'
s

1, ha a j-edik oszlop a;e€A4’.

Ezekutdn konnyen beldthaté, hogy o? >1 (i =1,2,...,m) sziikséges és
elégséges feltétele az (1) probléma megoldhatésigdnak.

Ezért a tovabbiakban feltételezziik, hogy «9 > 1, (i = 1,2,...,m). Az A
métrix méreteit a kiovetkezSképpen lehet csokkenteni:

1. Ha b; = e, (k-ik egységvektor), akkor x, = 1 minden lehetséges meg-
olddsban és az a; oszlopot ki lehet hagyni. (b; az A métrix i-edik sora, @, az
A matrix k-ik oszlopa.)

2. Ha b, > b, valamely f-re és p-re, akkor a b, sort ki lehet hagyni.

3. Ha valamilyen 8 oszlophalmazra és valamely k oszlopra igaz, hogy

N ’
jzcs aj > a 68 2’53 ;i < Cro
2 j

akkor a k-ik oszlopot ki lehet hagyni.
Tehdt, az A métrixbél egy olyan B részmétrixot kapunk, amelyre nézve

teljesiil:

0= > a; 68 ;> 2, i€l
J€Jo

ahol
’ ’ ’ - z ’
Iy=1{12,...,m'}, Jo={12,...,0'}, W <m és n' <n

Ezt az eljardst 1. teszinek nevezziik.

Lemke, Salkin és Spielberg (2] egy olyan heurisztikus médszert adtak,
amely az optimumhoz kozeldlld lehetséges megolddst (lefedési rendszert)
szolgaltat.

Tekintsiik a
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szdmokat, ahol d egy tetsz6legesen nagy széma és
B = 5 — (ay apy
Most kivdlasztjuk a -k koziil azt a yj-t, amelyre teljesiil:

Vi = min pk.
JeJs
A megfelels x;, értékét egyenlévé tesszitk 1-el. Azokat a sorokat, ahol az
a;, oszlopban egyes volt, kihagyjuk. [gy kapjuk a I, halmazt:

I, e Lay (B=12..5

Ezt az eljérést addig folytatjuk, amig van eleme a I, halmaznak. Ily médon
nyeriink egy x° = (2}, a9, . . ., %) lehetséges megoldést, amelynek Z, cél-
fiiggvény érték felel meg. Bzt az értéket kiindulé korldtként fogjuk hasznélni
a tovabbiakban. Ez lesz a 2. teszt.
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A leszamlaldsi algoritmus azon az elgondolason alapul, hogy 1épésrél 1épésre
bevélasztunk oszlopokat a rendszerbe. Minden p-edik lépésnek megfelel egy I,
és J, halmaz, valamint y, célfiggvény érték. Az I, halmaz tartalmazza azokat
a sorindexeket, amelyek még lefedetleniil maradtak a p-edik 1épéshen. A J,
halmaz viszont tartalmazza azokat az oszlopindexeket, amelyek ebben a lé-
pésben bevalaszthaték a rendszerbe. A J, halmazt gy kapjuk, hogy az I, ,
halmazon kivélasztjuk azt a sort, amelyhez a minimdlis o?~1 sorosszeg tar-
tozik:

al}“‘l — min {ai}’ (p = 1,2, . e .).
i€Jp—

E sor nem nulla elemeinek az oszlopindexei a J » halmazt alkotjak.

Az algoritmus végrehajtdsa soran a kovetkezd esetek egyike all eld:

1. Az I, halmaz nem iires és y, <z, akkor a megfelel6 J, halmazbol
valasztunk egy j elemet (a kivéilasztott elemet elhagyjuk a J, halmazbél)
és folytatjuk a leszamldlast a (p 4 1)-edik 1épésnél:

Ipv}-I:: Ip\T" (p:O:la --)»
Jp = Jp\{j}’ (p=12,...)

ahol 7'j a j-edik oszlop nem nulla elemeinek megfelel$ sorindexek halmaza.

2. Az I, halmaz iives és y, <7 z,, vagyis egy olyan lefedési rendszert kapunk,
amelyhez kisebb y, célfiiggvény érték tartozik, mint a z, korldt. Ekkor a to-
vébbiakban ezt haszniljuk korlatként és a kapott lefedési rendszert meg-
jegyezzik.

3. Ha a J, halmaz iires vagy y, > z,, akkor visszatérink a (p —1)-edik
lépésre és visszadllitjuk az of és af~1 értékét nullara.

Minden p-edik lépésben elég csak az i-edik sor (amelyhez minimalis of
tartozik), nem nulla elemeinek megfeleld oszlopokat megvizsgélni, mivel le-
fedési rendszereket keresiink és ezekbdl legalabb egy oszlop eleme lesz minden
lefedési rendszernek. A minimalis «f sorosszeg minden p-edik 1épésben garan-
tédlja a minimdlis varidcick szadmét. Ugyanakkor megkapjuk az osszes lefedési
rendszereket, amelyekhez kisebb célfiiggvény érték tartozik, mint a kiindulé
vagy a menet kozben kapott korlat.

Az algoritmus leirasa

1. Legyen p = 0 és y, = 0.

2. Alkalmazzuk az 1. tesztet az A métrixra. Kapunk egy A’ almétrixot,
amelyhez a sorindexek [, halmaza és az oszlopindexek J, halmaza tartozik.

3. Alkalmazzuk a 2. tesztet, melynek segitségével egy lehetséges megolddst
nyeriink z, célfiiggvény-értékkel.

4. A métrix sorosszegeibdl kivélasztjuk az I, halmazon a minimdlisat:

o = min {a;}
i€ly
Ha a vélasztés nem egyértelmi, akkor tetszés szerint vélasztunk (pl. kisebb
Indexfit). A kivdlasztott sorban legalabb két egyes van («f > 2 i€1, az 1.
ttliizt alkalmazisa utén), ezeknek a megfelels oszlopindexei egy J, ., halmazt
alkotnak.
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5. A J, ., halmazbdl tetszblegesen kivilasztunk egy j elemet és rogzitjik
a megfelel§ xP*1 értékét
i ptlge 1,

vagyis bevalasztottuk a j-edik oszlopot a rendszerbe.
6. A J,,, halmazbél elhagyjuk az 5.-ben kivalasztott j elemet:

o1 = Jp\{7}-
7. Kiszdmitjuk a célfiiggvény értékét a (p 4 1)-edik lépésre:
Ypi1i= Yp + c;aftl.

8. Ha y,,, <"z, akkor 9., egyébként 12.

9. Azokat a sorindexeket, ahol a kivilasztott j-edik oszlopban egyesek van-
nak, 7';-vel jeloljiik. Ezcket a sorokat elhagyjuk az I, halmazbdl és igy nyer-
jik a (p + 1)-edik lépésnek megfelels 7,,, halmazit:

T iq = I5NT, (p=0,1,...)

10. Ha [, iires halmaz, akkor kaptunk egy jobb lehetséges megolddst
és folytatjuk 11.-nél, egyébként 18.-ra tériink at.

11. A tovabbiakban a kapott lehetséges megoldas célfiiggvény értékét hasz-
niljuk korlatként:

Zo ' = Yps1:
Ezt a lehetséges megolddst taroljuk és a 15.-re tériink At.

12. Ha J,,, halmaz iires, akkor visszatérimk a (p—2)-edik lépésre, mivel
ez azt jelenti, hogy a J, halmaznak egy eleme volt, de azt mar megvizsgaltuk
és a 13.-ndl folytatjuk. Ha J 41 halmaz nzm iires, akkor 19.-re tériink at.

13. Visszadllitjuk a aPt, al, ah =1 és a p paraméter értckét a (p —2)-edik
lépésnek megfelelGen:

RFL = R il i=10), p = p—2.

14. Ha p > 0, akkor 15., egyébként 20.

15. Ha J, | halmaz nem iires, akkor visszatériink 5.-re, egyébként folytat-
juk 16.-ndl.

16. Mivel J,;, halmaz iires, visszatériink a (p -1)-edik lépésre:

ehtli=oh:=0 é p=p—1.

17. Vigszatériink a 14.-re
18. Noveljiikk a p paraméter értékét eggyel:

' ) D=9+ 1
¢s visszatériink a 4.-re.
19. Mivel a 12.-ben a J,;, halmaz nem volt iires, ezért visszadllitjuk az
xPhtl értékét:
P,“'] S —
bt i=0

és megvizsgdljuk a tobbi lehetdségeket. Visszatériink az 5.-re.

20. A korlitként hasznalt érték a célfiiggvény optimalis értéke és a meg-
felel6 lehetséges megoldds egyuttal optimdlis megoldds is.

Az ismertetett algoritmust mar a gyakorlatban is alkalmazzuk a kisfesziilt-
ségfll villamos hélézat beruhdzisi koltségeinek optimalizdldsdra. A gépi progra-
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mot a SZAMGEP SIEMENS 4004/151 tipust elektronikus szdmitégépére
dolgoztuk ki FORTRAN nyelven. A program kidolgozasénal donté szempont
volt a halmaz lefedési probléma megoldasira hasznalt algoritmus memoria-
igénve és hatékonysiga ritka méatrixok esetén. A rendelkezésiinkre 4ll linedaris
programozasi feladatokat megoldé konyvtari program memodriaigénye tobb,
mint 100 KB volt. Ez tette sziikségessé az ismertetett algoritmus kidolgozasat.

Példa: Oldjuk meg az aldbbi feladatot:
132, + 9z, + 112y + 152, + Tz + 182 + 102, — min

xy + xy +  Tg =

% + 3+ x4+ x5 =

% + x4 + T+ 2, =1

%y + z, > 1

xy + + x5+ - |

X3 + T, >1

Ty + ¥y + e >1

Xy + X5+ 2 =1

%+ x4+ 23+ Zq >

x + x5 + By =1

&y + xy + Xg =1
z;€{0,1}, L RN L

A 2. teszt alapjin az 2° = (1,1,0,0,1,0,1) lehetséges megoldast kapjuk, amely-
hez z, = 39 célfiggvény érték tartozik.

A megoldis menete jol kivethet§ az 1. tdbldzaton és az 1. dbran. Az élek
mentén feltiintettiik azokat a j indexeket, amelyeknek megfelels x; véltozé
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értéke 1. A vizszintes vonal azt jelenti, hogy kaptunk egy lehetséges megoldést,
amelyhez kisebb célfiiggvény érték tartozik, mint a korldt. A korokbe irt
szdm a célfiiggvény értéke, amelyet a megfelel§ rendszer hatdroz meg.

Az optimélis megoldds z = (1,1,0,0,0,0,1), amelyhez z = 32 célfiiggvény
érték tartozik.

(Beérkezett: 1975. oktdber 1.)
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AN ENUMERATIVE ALGORITHM TO SOLVE THE SET-COVERING PROBLEM

In this paper a special set covering problem of a O—1I linear program is dealt with.
In the case of dense coefficient matrices the methods outlined in the literature proved
efficient. The trouble with them is that these methods apply linear programs as subrouti-
nes, hence considerably increasing the memory requirements of the computer programme
and do not make exploit the peculiarity of this special problem in care of sparse matrices.

The sparser the coefficient matrix, the more efficient the enumerative algorithm
introduced in this study is, and it does not require any memory intensive auxiliary pro-
cedures (e.g. linear programming). To determine the initial solution a heuristic method
is applied yielding near optimal feasible solution.

The introduced algorithm is already employed in practice to optimize the investment
costs of low-voltage electric networks. The computer programme has been worked out

n FORTRAN language for SIEMENS 4004/151 computer.

AJICOPUTM TIEPEBOPA IJIs1 PEUIEHMS 3AIOAUM TTOKPBITHST MHO)KECTBA

B jnannoii crathe paccmaTpuBaeTcs crenuanbHas 3afaya JuHeiHoro «0— 1y nporpammuposa-
HHs1 — 3a/laya MOKPLITHSI MHOYKecTBA. B cityyae rycTeix MaTpPHL METO/Ibl H3BECTHBIC M3 JIHTEpa-
Ty pol ABAAI0TCS 9QPerTHBHLIMH. OIHAKO B OCHOBHOM BCe 9TH METOMIbI B KAYeCTBE BCIIOMOTaTe-
JILHOTO aJIFOPHTMA HCMOJIB3YIOT 3a/lauy JIMHEHHOr0 nporpaMMHPOBAHHs], KOTOpasi B 3HAUHTEI-
LHOH CTeNeHH YBEJIMUMBAET JUISI JAHHOH mporpammel noTpeOHOCTb B NMAMSITH, M He MCNOJIb-
BYIOT B JIOCTATO4HOI Mepe cneuH(HKY JaHHOI crienpabHO 3a/jaui B CJIyyae peiKkuX MaTpHILL.

B nannoii crathe paccmaTpuBaeTcst Takoif anroputm mnepebopa, KOTOPHIH B ciyuyae pemKmx
MaTpui TemM s PeKTHBHee, YeM peXke MaTpHua, H B KOTOPOM He MCIOJNb3YIOTCSI BCIIOMAraTe lb-
Hble anropuT™Mbl (HanpuMmep, 3ajada JHHeHHOro NporpaMMHPOBaHus), Tpebywuue 60aboro
00nema namaTd. Jast HaX0XIeHHsT HCXOJIHOTO PELICHHsT HCITONIb3YeTCsl 3BPHCTHUYECKHIT MeToJI,
KOTOpBIi maeT BO3MOYKHOE peureHHe OJIH3KOe K ONTHMAJILHOMY.

Paccmarpusaembiif AJITOPUTM HCIOJIL3YeTCs Y)Ke Ha NMPAaKTHKE NMPH ONTHMH3alHH KanuTallb-
HLIX BJIOYKEHHH HM3KOBOJILTHBIX 9JIeKTpHyeckux cerei. ITporpamma miust SBM tuna SIEMENS
4004/151 paspaGorana B uncturytre CAMIEIT Ha sisbike FORTAN.



