A. CiampI

Egy két-termékes gazdasag egyszeri dinamikus
modelljének megoldasa

1. Bevezetés

Ezekben az években, a gazdaségi rendszerek statikus modelljeinek [4] jelentds
sikere utdn, nagy erdfeszitést forditottak a dinamikus gazdasdgi modellekre.
Altaldban a gazdasigot mint n termék egyiittesét definidljuk; mindegyik
terméket mennyiségével, x-vel, és drdval, p-vel irjuk le. gy egy (», p) pont
az R"™ x R" térben a gazdasdg &llapotat irja le adott idében, ahol z = (;,
Ty, ooy ) 68 D = (Py, Pay - - - Pp). Egy gazdasig palydjat a kovetkezd tipust
differencial egyenlet rendszer irja le:

& = F(x; p)
p = G(z; p) (1.1)

ahol a pont az id8szerinti derivalast jeloli. Az (1.1) egyenlet formdja azt a
mechanikai alapfeltevéséhez hasonlé feltevést fejezi ki, hogy a termékek
mennyisége és dra adott pillanatban elegend6 a késébbi pillanatok mennyiségei-
nek és drainak teljes meghatdrozésdhoz. Az F és @ figgvények specifikdlisa
szolgdltatja a dinamikus modellt.

E dolgozatban szerepls modell specidlis esete (n = 2) egy Brédy éltal java-
solt modellnek [1]. Brody modellje az egyszerti wjratermelés, azaz a stagndlé
rendszer mozgésit irja le. Ez a rendszer nem tartalmaz t&kefelhalmozést,

ezért teljesen meghatérozza egy 4 = (a;) [i,j = 1, 2, . . ., n] métrix, amely-
nek nem-negativ elemei vannak — a kovetkez6 értelmezéssel: a;; a j-edik

termék egységének termeléséhez sziikséges i-edik termék mennyisége. Az A

métrixot a folyé réaforditdsok métrixdnak hivjuk; jelentését és haszndlatat

részletesen leirja [2] és [8].

Brédy modelljének alapfeltevései a kovetkezdk:

(a) az i-edik termék relativ novekedési iiteme, #;/x;, egyenld a relativ tobblet-
profittal: [p, — (pA);1/p;-vel.

(b) az i-edik termék 4rédnak relativ csokkenése, — p;/p;, egyenls a relativ
tobblet-termeléssel: [z; — (Ax);]/x-vel.

Legyen C = I — A, C = (c;;). Ekkor ezek a feltevések az alabbi alakot 6ltik:

n
_x;:_iz‘v‘c""p" ! 1=1,2,...,1n
Zi Pi (1.2)
n
_pi: kzlclkxk s ?4—1,2, » n
Pi Z;

1 Szigma
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Esetiinkben, ahol n = 2, azt kapjuk, hogy
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Mi foltessziik, hogy mind a foly6 réforditdsok méatrixa, mind az egyensilyi
mennyiségi ardnyok pozitivak. Ezek a feltevések a kivetkezs, egyiitthatéinkra
vonatkozo, megszoritdsokban tiikrozédnek:

€1y Cag = 0, Cgy, €12 <0 (1.4)

Egy két-termékes gazdasig természetesen nagyon irredlis dolog. Gazdasé-
gunkat egy Robinson Crusoe tipust gazdasdgnak tekinthetjiik [2], vagy més-
képpen szemlélve, olyan gazdasignak, amelynek termékei — \ég](,tesen lcegv-
szer(isitve — két tdg osztdlyba tartoznak: pl. | mezlgazdasigi” és | ipari’
osztalyba. Ez utébbi értelmezésben z; és p, rendre az isszes mezdgazdasigi
termék mennyisége és dra lenne, mig x, és p, rendre az Osszes ipari termék
mennyisége és ara. Ekkor egy sztochasztikus modell megfelel6bh lenne. A be-
mutatdsra keriil§ megoldds azonban igy is érdekes, mint az altaldnos modell
megértéséhez vezets elsé lépés. Az dltalinos modell taglalisa a jelen pillanat-
ban nagyon nehéznek latszik, méginkabb ilyen a megoldésa. Remélhets, hogy
ez a vizsgalat hasonléan hasznos lesz az dltalanos vizsgalatndl, ahogyan a két-
dimenzidés Volterra—Lotka modell hasznos volt «z n egymésrahaté populécio
dinamikéjanak tanulményozasaban.

2. Az (1.3) egyenlet megoldasa a valtozok visszavezetésével
A modellt n = 2 esetén egy specidlis szimmetria teszi megoldhatévé
Valoban, az dltalanossig csorbitdsa nélkiil feltehetjiik, hogy

(2.1),

C1a =0 7= Cq

mivel ¢;, + ¢, esetén az aldbbi egyszer(i transzformécié (a mennyiségi és az
ar mértékegységek megvaltoztatdsa):

7~71 = V“N";plv ) = L/tLA’;;i'TIv Pa = V”— Cy Py Xy = Vj’i"‘Tz Ty,

(1.3)-at a kivint alakra hozza, ahol ¢, = —| ¢,y ¢q. (Megjegyezziik, hogy
(1.4)-et is folhasznaltuk.)
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Most 4j véltozékat vezetiink be:

w = In Ll
Ty

(2.2)
v=In i
P2

és tjra szemiigyre vessziik (1.3)-at. Kivonva a mésodik egyenletet az els6bdl
¢s a negyediket a harmadikbdl, és felhasznalva w és v véaltozdkat, a kovetkezd
méasodrendii differencidl-egyenletrendszert kapjuk
#w= A + Bsinhv
v = —(A + Bsinh u) (2.3)
A = ¢y — Cg9, B= —2c,.
(2.3) megoldasai konnyen adjak (1.3)-éit:

2.1 Tétel
(1.3) megoldasa adott [2,(0), x,(0), p;(0), p5(0)] esetén

x,(t) = 2,(0) exp [c11t + ¢ ’( exp (—v(s))ds]

x

=

(t) = x,(0) exp [cant + € j’exp ((s))ds]
! (2.4)

t
PAlt) = P(0)exp [yt —cq [ exp (—iis))ds]

Palt) = Pa(0) oXP [—eaul — c | exp(ii(s))ds],

\

ahol u(t), v(t) (2.3) megolddsa az alabbi kezdeti feltételek esetén:
bl 5(0) = n 2200).
x,(0) P2(0)

Ebbél a tételbsl kozvetleniil adédik az a fontos kovetkeztetés, hogy pozitiv
kezdeti drak és mennyiségek pozitivak maradnak, mint ahogy ezt barmely
értelmes dinamikus modellben elvarhatjuk.

Most a (2.3) egyszer(isitett rendszer tanulményozdséra tériink 4t. E rendszer-
nek van egyensilyi pontja: (x, «), ahol & = sinh~!(—A/B), amely megfelel
az eredeti (1.3) rendszer egyensilyi pdalydjanak, azaz (1.3) egyensilyi pélya
minden pontjdnak w és v koordinataban (e, ).

u(0) = In

2.2. Tétel

(2.3) megoldésai periodikus idéfiiggvények. Pélydik az (w, v)-sikban zart
gorbék, kozpontjuk az egyensulyi pont, egyenletik

* Beosh w + A w + Bcosh v + A v = konstans.

Az egyensilyi pont tehat stabil, ténylegesen kozéppont.

1*
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Bizonyitds
Az integral-gorbe egyenletét (2.3)-bél kapjuk, mint
du A + Bsinh v

dv o A 4+ Bsinh u .
megoldasit.

Legyen ¢(u) = Bcosh w + A u, ekkor a korpalya egyenletei

p(u) + @(v) = konstans

alaktiak, ahol g(x) minimumhelye z = « = sin h=1(—A4/B). Geometriai meg-
fontoldsokbél konnyen megéllapithatjuk, hogy ezek az egyenletek az (cx, )
egyensilyi pont koriili zart gorbék egyenletei. Masik bizonyitds adhaté a
Poincare—Bendixon Tétel [6] felhasznalasival. (Vegyiik észre a hasonlésidgot

a Volterra—Lotka modellel!)

2.1. Megjegyzések. (2.3) egyenletek Hamilton-tipusiak:

. oX
Yy
ox
g
ahol ¥(u, v) = p(u) + ().
2.2. Megjegyzés.
[ z = (u+ v)

y=(u—0)

)=

2
2

transzformdcioval (2.5) integral-gorbe

/
/

Beoshx coshy + Ax = konstans = H

alakra hozhaté, amelybdl

H — Ax
y = + cosh™! ————
. B coshx

képlethez jutunk.

(2.8)

Az (z, y)-sikban a gorbék az (x, o) pont koriil futnak és szimmetrikusak az

z-tengelyre (lasd az 1. Abrat)

y A

A ned)

(&0

1. dabra A zért gorbék elhelyezkedése az (x, y) sikban
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Ezekkel a koordinatédkkal konnyen kifejezhetjiik az idét = fiiggvényeként.
Mivel az (z, y) koordinatdkkal
& = Bsinh y cosh «z,
(2.8)-bél adédik, hogy
# = Bcosh z |/cosh?y — 1 = |/(H — Az)? — BZ cosh’x ,

ahonnan

g 3 ds

—J V(H — As)? — B2 cosh? s
x(0)

(2.8) és (2.9) (2.3)-nak teljes megoldasat adja; a (2.8) integralgorbét azonban

numerikusan kell kiszdmitani, mint az 4 és B paraméterek és a kezdeti felté-

telek fiiggvényét.

(2.9)

3. Az (1.3) megoldasainak viselkedése

Visszatériink az eredeti (1.3) rendszer megoldasaihoz és a (2.4) egyenleteket
ugy irjuk 4t, hogy a megoldésok viselkedése jol lassék. Elbszor figyelembe-
vessziik, hogy csak pozitiv kezdeti feltételek érdekelnek benniinket, amikor is
a megoldésok minden #-re pozitivak — mint azt mér megjegyeztiik. Ezért fel-
irhatjuk e megoldasokra az aldbbiakat:

(3.1)

v(t)
2

P,(t) = P(t) e
Poft) = Plt)e 2
ahol felhasznéltuk (2.2)-t és bevezettiik az aldbbi jeloléseket:

l X(t) = (.(t) zo(t))' (3.2)
P(t) = (Pl(t)pz(t)))/"

Az u-n és v-n levé felillvonds (2.3) partikuldris megoldéséra utal, specifikalt
kezdeti feltételekkel.
Most (2.4)-b6l a kiovetkez§ kifejezéseket nyerjiik:

t

X(t) = X(0) exp {¥% g [C — B cosh %(s)] ds)
(3.3)

P(t) = P(0) exp {—1% ‘ft[C — B cosh u(s)] ds}
0

O = ¢y 4+ o B = —2¢,.
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Ezutén alakitsuk at X(¢)-t és P(¢)-t ugy, hogy kideriiljon, hogy 6k osszcilla-
ciot képviselnek. Legyen

L i
K:%jwaJnmmMMM:%J[O—Bmmmmm, (3.4)
0 0

ahol 7" a (2.3) periédus ideje. A két integral egvenl8ségét nem tul nehéz bizo-
nyitani, kihasznalva, hogy ha u(t), () (2.3) megoldéasa, akkor (v(— ), u(-1) is
az.

Most definialjuk a kovetkez$ periodikus fiiggvényeket:

f(t) = os" [C — B cosh u(s) — K] ds

: (3.5)
g(t) = — [ [C — Bcosh v(s) — K] ds,
0
Helyettesitsiik be (3.4)-et és (3.5)-6t (3.2)-be,
ukCtik S0
Xi(t)=51.X/(0)rer2bn.e':2
(3.6)
ot D
P(t) = P(0)e 2 ¢ 2
képleteket kapjuk. Végiil eljutottunk a kovetkezShoz:
3.1. Tétel
(1.3) megoldasai (pozitiv kezdeti feltételek esetén)
‘ Kt
x,(t) = Ft) e 2
i) = Filt) i=1,2 (3.7)

Kt

| plt) = Gye 2

formédjaak, ahol F(t), G,(t) t-nek periédikus fiiggvényei, T' periédus-idével,
amely egyenl§ (2.3) megfelel6 megoldésinak periédus-idejével.

Bizonyitds

Elegendd a kovetkezs osszefiiggéseket felirni:

F\(t) = X(0)exp L] i;_“,(ﬂ
F,(t) = X(0)exp _ML—
04500 ] (3.8)
G,\(t) = P(0) exp L(Q_'_;_'U(’)
Gy(t) = P(0) exp Lfg_);‘;’-'_(’) i

és felhaszndlni (3.1)-et és (3.6)-ot.
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A fenti eredmény szerint K értéke meghatarozza gazdaségi modelliink visel-
kedését. Harom esetet kell megkiilonboztetniink:
(i) K > 0. Termékeink mennyisége exponencidlisan csokkend amplitiddéval
oszcilldl az egyensulyi pélya koriil: draink viszont exponencidlisan novekvd
amplitidéval oszcillalnak. A gazdasig a valésdgban ledll az égbeszokd arak
miatt.
(i) K < 0. A helyzet az ellenkez§: valésdgban a termelt mennyiségek a vég-
telenhez tartanak, mig az arak nulldhoz.
(iii) K = 0. Mind az arak, mind a mennyiségek csillapitas nélkiil oszcillalnak
az egyensulyi palya koril, 7' periddus-idével.

Vegyiik észre, hogy T' < 1/K esetén az oszcillaciok j6 kozelitéssel, nem tul
hosszt id@szakra, csillapitas nélkiilinek vehetdk.

K értéke meglehetdsen osszetett modon tigg modelliink paramétereitdl és
a kezdeti feltételektdl. A kivetkez§ tétel némi tdjékoztatist ad e fiiggésrdl:
megmutatja, hogy K felvesz pozitiv, negativ és nulla értékeket.

3.2. Tétel

(i) Ha ¢y + ¢4y == —2¢,, akkor K <~ 0 minden kezdeti feltételnél.

(i) Ha ¢y + ¢y ) V(e,, — cg9)? + 4¢2, akkor van olyan kezdeti feltétel,
amelynél K — 0

(iii) A pumméterek és a kezdeti feltételek valaszthatok ugy, hogy K = 0
teljesiiljon.

Bizonyitdas

(i) Mérlegeljitk (3.4)-ben K definicidjat! Vildgos, hogy ha az integrandus
negativ, akkor K < 0. Biztos, hogy ez a helyzet, ha C/B << cosh u(f) minden
t-re. C/B <" 1 esetén ez teljesiil, ahonnan kovetkezik (i).

(ii) Ha a (ii) feltétele teljesiil, akkor cosh=1C/B > a = sinh~Y(— A4/B). D
ekkor vilaszthatunk olyan kezdeti feltételt, hogy a megfelels (2.3) mea;oldasx
gorbe teljesen benne van az u = cosh ~1(C/ B) egvenesétdl balra fekvé félsikban.
(Lasd a 2. 4brat!) Minden ilyen gorbén cosh w(t) <~ C/B minden ¢-re, ahonnan
K > 0.

vi

R+-t-

-1 C
cosh (T}
2. abra A (2.3) megolddsi gorbe helyzete

(Feltettiik, hogy & > 0. Hasonléan okoskod-
hatunk, ha a < 0.)
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(iii) A differencidl-egyenletek altalénos tételei szerint [3] K folytonos fiigg-
vénye ¢, €5y €8 ¢, paramétereknek valamint a kezdeti feltételeknek. A (iii)
eredmény kovetkezik az (i)-b6l és a (ii)-b6l valamint az altalanositott kozbiilsé
érték tételbsl [7].

Két alap-integral

Mint littuk, K és T értéke fontos tdjékoztatdst nyujt rendszeriinkrdl.
Tanulményozni fogjuk e mennyiségek viselkedését.
A (2.6)-ban definidlt x és y valtozét felhasznilva, némi szdmolds utén a

kovetkez8 képleteket kapjuk:

Xy
dx
e 4.1
et ZJ V(H — Az)? — B2 cosh? z )

K _Z_J- C—H+ 4z + tanh z |dz, (4.2)
T V(]] — Ax) — B cosh z

X

ahol z, és x; a (2.7) gorbe metszéspontja az x-tengellyel (alkalmas kezdeti
feltételeknél).

Vegyiik észre, hogy mindkét integrédl improprius integrdl — az integréldsi
hatdrokndl szingularitds 16p f6l; mivel ezek a szingularitéasok x — x, és x, —
nagysdgrendfiek, az integralok konvergélnak [9].

A ¢}, = ¢y, esethen, vagy ami ugyanaz: 4 = 0, az integrélok zért alakban
elgallithatok. Legyen

%

d¢
F Dy k = %)
&) J. 1 —J2sin?¢
0

els6faji elliptikus integral, azt kapjuk, hogy [5]

4B i 2 __
T=—F ( gin 1 1{_]}*?” tangh x, |, L——~§2~ tangh z,|.

H | H — B2 _ (4.3)
K=C—H

(4.3)-bol vildgosan leolvashaté, hogy K pozitiv és negativ értékeket egy-
ardnt folvesz. Az egyensiilyi palyshoz kozeli kezdeti feltételeknél lathatjuk,
hogy T' = O(|xy — x, ) mig K 4ltalaban véges marad. Ezért levonhatjuk azt
a fontos kovetkeztetést, hogy az egyensilyi palydhoz kizeli kezdeti feltéieleknél,
azaz ha @y — o — ¢ kicsiny, akkor KT — O(|¢ ), tehdt megolddsaink kizelitéen
csillapitas nélkili oszcilldcidk.
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Béar a szdmitdsok hosszadalmasak, nem nehéz belatni, hogy az &ltaldnos
esetben is

Ty — T,
T = O (Vay — x,) (4.4)
K <}eo,

ha x, — a. Ezért a fenti kivetkeztetés altaldban is igaz.

Osszegzés és kovetkeztetések

Osszegezzilk modelliink 6 vonésait:

(a) Minden kezdeti feltételnél a két mennyiség és a két 4r hanyadosa
T periédus-idével oszcillal, amelyet a (4.1) egyenlet ad meg.

(b) A mennyiségek és az drak id6beli viselkedését a 3.1 Tétel irja le: Vagy
az arak oszcillalnak csillapitva, mig a mennyiségek exponencidlisan novekvd
amplitidoval oszcillalnak; vagy forditva. Ez a (4.2) egyenlet 4ltal adott
K szam elGjelétdl figg. K figg a modell paramétereitsl és a kezdeti feltételek-
t6l. (Lésd a 3.2. Tételt |) Lehetséges K — 0 — specialis paraméterekre és kez-
deti feltételekre; ebben az esetben, maguk az drak és a mennyiségek, nemesak
hényadosuk, oszcillal T' periodus-id6vel. Azonban a paraméterek vagy a kez-
deti feltételek tetszbleges kicsiny véltozdsa K-t pozitivvd vagy negativvéd
teheti, azaz az oszcillaciokat rendre csillapitottd ill. erdsitetté teheti. gy
hosszitdvon vagy mindkét 4r nulldhoz tart és a termékek koltség nélkiil termel-
het6k vagy mindkét ar végtelenné vilik és a gazdasdg rombaddl.

(¢) Az egyensiulyi palyahoz (p,/p, = ./, = —cyy/c,) kozeli kezdeti felté-
teleknél mind 7" mind K7 nulldhoz tart. Azaz az egyensily kozelében az drak
és a mennyiségek oszcillacidja kozelitdleg tiszta oszcillacié.

Modelliink nem firja le megfeleléen a valésdgos gazdasdgok hosszabb tavi
miikodését. Ez a sikertelenség egyszer(ien az egyszert djratermelés feltételezésé-
vel magyardzhaté: egyszer( Gjratermelést folytaté gazdasdgok hosszi tdvon
nem életképesek. Azonban kielégits, hogy az egyensily kozelében modelliink
megmagyarazza a valdsdgos gazdasigokndl megfigyelt ciklusokat.

Koszonetnyilvanitas

Nagyon lekotelezett Brddy professzor, aki a probléma felvetette és a munka
haladésat 1épésrél lépésre kovette. Meg szeretném koszonni Bartholomeus
professzor javaslatdt a 2.2 Megjegyzés transzformécidjira és kedves érdekls-
dését kutatdsom irant. Végiil koszonet illeti Mr. N. Kasaila-t intelligens kozre-
miikodéséért a kézirat elkészitésében.

( Beérkezett: 1976. junius 5.)
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© w1 [=2] T

SOLUTION OF A SIMPLE DYNAMIC MODEL FOR A 2-PRODUCT ECONOMY

We solve and discuss a two-product version of a simple dynamic economic mode
proposed by Brédy. The model explaing, at least for short times, the cycles observed
in real economies. For long times, however, the oscillations are dampened or reinforced
except for special values of parameters and initial conditions.

PEUIEHHE TIPOCTON JIMHAMHMUECKOW MOJIEJIM
JBYTIPOOYKTHOI'O XO3SMUCTBA

B craTbe paccMaTpHBAeTCst M PEMIACTCS BAPHAHT Mpe/UI0XKeHHoit Bpoju npoctoit juHamu-
YECKOH MOJIEJIH IBYPOIYKTHOTO X03s1HeTBa. Mo/1eJib npeiHasHavaercsi Juist 00bsiCHEHHS! LIHKJIOB,
00HAPY)KEHHBIX B KOHKPETHOM XO03s1#iCTBE, 10 KpaiHeil Mepe B TeUeHHe HEnpo0DKHTEIbHOI0
nepuoia. OfHAKO B J0Jr0CPOYHON NEepCneKTHBe NMPOHCXOJHII0 3aTYXAHHE HJIH YCHJICHHE KO-
JiebaHui, 32 HCKJIIOYEHHEM TapaMeTpPoB M 0COOLIX BEJIMYHH HCXOIHBIX YCJIOBHIL.



