Bak6 ANDRAS—KAS PETER

A k-adik legrovidebb Gtvonal meghatarozasa
matrix modszerrel

A dolgozat elsé részében attekintjitk a k-adik legrovidebb utvonal feladat
megoldasi mdédszereit. A mésodik rész tartalmazza a feladat megoldasara
adott 0 algoritmust és az eljaras jogossdgat. A modszer az Osszes pontpar
kozott kn? tsszeadassal és k%2 n? dsszehasonlitdssal adja meg az elsd k legrovi-
debb utat.

Az irodalomban az altalunk megoldott és a gyakorlatban is felmeriils fel-
adatra nem kozolnek eljardst. Ha a két pont kozotti legrovidebb ut eljarasok
valamelyikét alkalmazzuk erre a feladatra, akkor az egy nagysigrenddel
tobb szamitasi 1épést igényel, mint az itt kozolt modszer.

1. Bevezetés

Gyakorlati feladatok megoldasinal sokszor sziikséges az optiméalis megoldas
mellett az optimumhoz kizel dllé megoldésok ismerete is.

foy a k-adik legrovidebb 1t feladatdnak megolddsa terviitemhalok esetén
a kiillonbozé tervvaridnsok kiszdmitdsdra, az objektum épitése soran bekovet-
kezett idGelestiszdsok analizalisira, valamint a teljes dtfutdsi idS redukeiojara
hasznalhaté. Mivel terviitemhaléban kor nines, a feladat megolddsa is egy-
gzerl. Az osszeaddsok és osszehasonlitdsok szdma megegyezik a CPM-time
feladat megolddsahoz sziikséges 1épések szimaval. A taroldsi igény természe-
tesen nG: minden egyes ponthoz hozzé kell rendelni egy cimke vektort és egy
potencidl vektort, amelyek hossza éppen & (ldsd Baké [17]).

A feladatok nagy részénél a kiornélkiiliség nines biztositva, és ekkor a meg-
oldas is bonyolultabb. Ez fordul elé példdul az Gthélézatok tervezésénél, az
an. raterhelési feladatndl. Itt ismert a megadott vagy tervezett uthdlozat
minden i pontjibol minden j pontjaba a forgalom és meg kell hatdrozni az
ltszakaszokon folyé forgalmat. A megoldds egyik modszere a pontpirok
kozotti elsG k legrovidebb ttvonal ismeretén alapszik.

A forgalom egy részét az elsd, egy mésik részét a masodik, végiil az utolsd
részét a k-adik legrovidebb tthoz rendelik hozzd.

A 2. pontban megadjuk a probléma matematikai megfogalmazdisit ¢s
osszefoglaljuk a megolddsi modszereket. A 3. pontban irjuk le az 4j algo-
ritmust, és bebizonyitjuk az eljirds helyességét. A 4. pontban egy hatékony
tdroldsi modszert adunk meg és néhdny szémitdstechnikai megjegyzést
tesziink.
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2. A feladat megfogalmazasa és megoldasi modszerei

Legyen N = {z, @,,...,2,} egy iranyitott graf (digraf) pontjainak,
B = {{#, xj)} az iranyitott éleinek a halmaza. Legyen megadva a digraf
élein egy f(x;, x;) >0, (x;, z)€E tavolsmrfu"gveny Az (N, E, 1) eqyuttest
hélézatnak nevezzik. Lev\'en P = (), @, . . ., ¥,) az x, pontbdl az x,, pontba
vezethetd ut.

A P Gt [(P) hosszan az aldbbiakat értjiik:
e

UP) = > ), i44), (1)

iul

A k-adik legrovidebb 1t feladata: hatdrozzuk meg egy rogzitett a, pontbol
egy masik rogzitett x,, pontba az elsé k legrovidebb ttvonal hosszit, és magu-
kat az utvonalakat is.

A feladat megolddsi mddszerei két csoportra oszthatok. Az elsé csoportba
tartoz6 modszerek olyan utakat adnak, amelyek kort is tartalmazhatnak.
Ekkor a feladat megoldasa viszonylag egyszerii, de a kor kiszlirése tovabbi
faradsiggal jar. Az els6 ilyen algoritmust Hoffmann —Pavley [7] kozolte
1959-ben a 2. legrovidebb it megolddsara. A modszernél a 2. legrovidebh ut
meghatirozisihoz M - K mivelet szikséges, ahol M az egy ponthdl kimend
élek atlagos szama, K a legrovidebb ut éleinek a szdma. 1zt a mdédszert dltala-
nositotta a k-adik legrovidebb it meghatirozisara Pollack [14] és Dreyfus [4].
Egy érdekes dinamikus programozisi modszert kozol Bellman — Kalaba |21,
amely viszont tobb szamoldst igényel, mint az eredeti Hoffmann - Pavley
modszer.

Ha kor nem lehet a meghatdrozott utakban, az algoritmus is bonyolultabb.
Az els6 kor nélkiili algoritmust Clarke — Krikorian— Rausen [3] készitette
1963-ban. A feladat megoldisihoz a korlitozds és szétvalasztis modszerével
az Osszes, bizonyos feltételeknek eleget tevs utat végig kell nézni. Ezek szdma
nagyméret (i digrafok esetén nagy, igy a modszer gyakorlatilag dltaliban alkal-
mazhatatlan.

Az els6, gyakorlatban is haszndlhaté algoritmust Yen [18] adta. Ennél az
algoritmusnal az osszeaddsok és Osszehasonlitdsok szama O(k - nt) és O(k - n®)
kozé esik. A madszert Lawler [10] egyszerisitette és a 1épésszamot O(kn®)-re
szoritotta le. A legutébb publikalt Weigand [16] algoritmus nagy grifok esetén
is gyors, de az algoritmus bonyolultsiga miatt nehezen pmgl.uno/lmtu

Annak eldontésére, hogy a digraf tartalmaz-e kirt egy sor eljirds ismeretes
(lasd példédul Klein [9], Florian [5], és Yen [19]). Yen [18] dolgozatdban a
Yen, Pollack [13], Bock, Clarke [3] és Sakarovich mbdszereit hasonlitja Ossze
a szitkséges Osszeaddsok, osszehasonlitisok és memoriaigény szempontjabol.

A k-adik legrévidebb 1t feladatanak megolddsi médszereirdl dttekintést ad
Pollack [13] és Pierce [12]. A legrovidebb at feladata és a k-adik legrovidebb
at feladata atfogalmazhaté hozzarendelési feladatra is. Ehhez rogzitsiik le a
halézat 2 pontjat; legyen ez x, és x, és vegyiik hozzé a hélézathoz az (x,, x,)
élt egy nagy negativ szallitasi koltséggel. A halézatban a minimalis hosszusdga
kor éppen az 2,-bSl x,-be vezets legrovidebb thol és az (x,, x,) é1bsl 4ll. Ezen
kor megkeresése ekvivalens egy hozzérendelési feladat megolddsaval.

A feladat fenti megkozelitését Murty [117] vetette fel. Weintraub [17] a
k-adik legrovidebb 1t feladatdanak megoldasat az optimalis megolddshoz
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tartozé T' matrix egy sordnak megvaltoztatdsival és az 1j optimum meghaté-
rozasaval szamolja ki, legfeljebb n? elemi operdciéval.

A kovetkezs fejezet egy uj eljardst ismertet, amely métrix eljarassal egy-
szerre az Osszes pontpdar kozott megadja a k-adik legrévidebb utvonalat.

3. Multiterminalis feladat megoldaisa

A bevezetSben és a 2. fejezetben ismertetett moddszerek a feladatot két
kitiintetett pont kozott oldjak meg, vagy egy pontbdl az dsszes tobbi pontba
adjik meg a k-adik legrévidebb utat. A multitermindlis feladatndl az osszes
pontpar kozotti k-adik legrovidebb utakat kell meghatarozni. Ez megoldhaté
az eddig ismertetett mdédszerek barmelyikével, de a leggyorsabb algoritmust
is n-szer kell végigszdmolni. fgy a megoldashoz legaldabb O(knt) sszeadbsra
és osszehasonlitasra van sziikség.

Az aladbbiakban ismertetiink egy gyors matrix eljardst, amely Osezesen
O(kn?) osszeaddshol és Osszehasonlitdshol all. A feladat megoldasakor kort
tartalmazo utak is adédhatnak, és egyenls hosszisdga utak is elfordulhatnak
a meghatdrozott utak kozott.

3.1. Megolddsi algoritmus

Jelolje 1) az x; ponthdl az «; pontba vezets k-adik olyan legrévidebb 1t

hosszét, amely kozbiilsé pontokat legfeljebb az N® = {x,, x,, . . . , ;} halmaz-
hol tartalmazhat.

A feladat megoldésa sordn rendre meghatérozunk ({), (2} . . . mennyiségeket
¢s megmutatjuk, hogy 1) a multiterminalis feladat megoldésa.

Jeloljik a vy, vy, ... v, egész szamok p-edik legkisebb elemét min,(v,, v,,

., v,)-el.

Az algoritmus ezek utin a kovetkezd 1épésekbdl 4ll:
kiindul6 1épés lf.?,) = 2, z;) o = bRy (3.1)

0 L
I}j; — oo, D= 2,35 vy

l-edik 1épés

i, = min, ({#{i-0lg=1, 2, vk} {8 + byple' @ = 1,2, 4. EB}). 1 (3.2)

: Tétel: a fenti algoritmus eredményeképp kapott l(,-;-g a p-edik legrovidebb ut
1088Za.

Bizonyitds: A tételt az [ szerinti teljes indukciéval mutatjuk meg.

[ — 1 esetben legfeljebb két utat kaphatunk, amelyek hossza az aldbbi két
mennyiség
) = min, (4, t; + ¢y))

1) = miny (£, £y + )
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I — 1-re feltessziik a tétel allitdsat, azaz, hogy a ({1, mennyiség az x; ponthdl
az x; pontha vezet§, N halmazbol kozbiilsé pontokat tartalmazé utak
koziil a p-edik legrovidebb Gt hossza. [ esetére megmutatjuk a tételt.

Tegyiik fel, hogy van olyan P* it az x; pontbdl az x; pontba, amely kézbiils6
pontokat legfeljebb csak az N, halmazhol tartalmaz

de P*) <, (3.3)
és UP*) =1, =1 %. uk (3.4)

Ha /¢ P*, akkor P* kozbiils6 pontokat csak az N¢ halmazbél tartalmazhat,
igy a minimum kivélasztasakor a (3.2)-ben az els6 szdmsorbdl kellett volna
valasztanunk (3.3) miatt, igy (€ (P*). Ekkor viszont (3.2)-ben a mésodik tag-
ban kellett lennie, de mi a minimum szidmoldsakor nem ezt vélasztottuk.

3.2. Szdmitdastechnikai megjegyzések

A 3.1 pontban elmondott algoritmus csak az ttvonalak hosszat adja meg.
A cimkézési technika megfelels modositasival azonban maguk az dtvonalak
is meghatarozhatok.

y — (HD

Legyen H = (h{}),

A kezdeti lépéskor D =4,i=1,2,...,n;j=1,2,...,n.
1 ijp — 1 /]

Az l-edik 1épéshen a cimkematrix elemeit a kovetkezGképp modositjuk

) a cimkematrix.

(1) PRSI S )
y 10 A hiip?, ha i, = tjp sl
Lijp — J (3.5)

4p" egyébként.
A cimmitrix segitségével tetszés szerinti két pont kozott meghatdirozhatjulk
a p-edik legrovidebb Gtvonal kozbiilsd pontjait. Tegyiik fel, hogy az s pontho:
kiindul6 és a ¢ pontban végz6ds Gtvonal meghatiarozisa a feladat.
Az nutvonal visszakeresése az aldbbi lépésekbdl all:
az s pont utani els6 pont a p-edik legrovidebb dton a kg, — ¢;;
a ¢, pont utdn kovetkezs pont e, = ¢y . . .
A fenti eljards akkor ér véget, ha elériink a ¢ pontba, azaz ha valamelyik
¢ re heyp — 1. Az eljirds eredményeképp megkaptuk az s-ben kezdGdé ¢-ben

végzGdo és az s — ey, ¢y, ¢y, ... ¢; = ¢ pontokbdl all6 p-edik legrovidebb tt-
vonalat.

A 3.2-ben leirt képlet szerint minden elem kiszamitdsihoz £* Gsszeaddsra,
s k* + k elemfi vektor rendezésére van sziikség. A 4.2. elsd, legfeljebh & eleme
nagysag szerint novekvd sorrendben van. A mésodik rész két osszead: andoja
szintén monoton nd. Kzt a tulajdonsdgot kihasznilva nem sziikséges a A2
osszeaddst és a vektor rendezését elvégezni, elegendd egy sokkal egyszeriibh
feladat otletes megolddsa. Tekintsiink két nagysag szerint nivekvé sorrendben
rendezett szimsort az a,, a,, ...a, és a by, b,, ... b, vektorokat. Képezziik
a két vektor diadikus Osszegét, azaz az alabbi tablazatot:
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bl b2 bm
ay, | a; +b, a; +by,... a +0b,
a, | a, +b, ay +b, ... ay + b,
Cn| @n+0b;, @p+by ... @+ by,

A feladat: hatdrozzunk meg minimdlis szamu elemi miivelettel (6sszeaddssal
és osszehasonlitdssal) a tabla elsG ¢ legkisebb elemét.

A kovetkezd eljarassal kapjuk a megoldast:

Az els§ elem nyilvan a; 4 b,. A misodik elem @, + b, és a, + b, koziil keriil
ki, legyen mondjuk a; + b,. A kovetkezs elem a, + b3, @, 4 b; minimuma.
mondjuk «, 4 b,. A negyedik elem véalasztisdhoz mar a, + by, a; + b, és
az a, + b, elemeket is Ossze kell hasonlitani.

fey 3.2 Gsszeaddst tartalmazé masodik részét minimélisan & + 1 osszeadis-
sal és Osszehasonlitdssal, maximélisan k& - 1 osszeaddssal és k |/ 6sszehason-
litdssal kaphatjuk meg. A két rendezett sorozat Osszefésiilését a diadikus
osszegek meghatarozisa sordn O(k) 1épéshen végezhetjiik el. Tay a feladat
megoldasahoz szitkséges minimdlis 1épésszama kovetkezs: Egy elem meg-
hatdrozasahoz minimalisan £ 4 1 dsszeadds és 2k Osszehasonlités, egy 1épéshen
(k- 1) (n  1)* dsszeadds és 2k(n — 1)% dsszeadds, a feladat megolddsdhoz
pedig n(k + 1) (n — 1)* dsszeadds és 2kn(n — 1)* Osszehasonlitas sziikséges.
A miiveletek fels6 korlatja: n(k + 1) (n — 1)* dsszeadds és nk |k(n — 1)2
Osszehasonlitis.

Csak kozponti memoriit hasznald algoritmushoz a téroldsi igény 2k - n2,
mivel 2% elem kell egy tdblizathoz, de & méatrixunk van és a cimkeméatrixok
tarolisahoz tovdabbi kn* tarolohely sziikséges. Nagyméret(i hilézatok esetén
két modositasi lehetosée kinalkozik:

a) Alkalmazzuk a Hu—Torres [8] dltal javasolt dekompozicidés sémét.
Ez a tdroldsi igényt nagymdértékben lecsokkenti, és a szamitasi lépések szdma
is kevesebb lesz. Hatrinva viszont, hogy a programozisa meglehetSsen ho-
nyolult.

h) A mitrixok sorait és oszlopait is kiilsG tarolén tartjuk. Az algoritmust
soronként végezziik, és egyszerre csak az egy sor kitoltéséhez sziikséges vek-
torokat tartjuk bent. Kz osszesen 2n*k vektor memdriiba valé mozgatdsit
és ugyanannyi kiilsé memoriaba vald irdst jelent.

\ kor kiszlirésére az alibbi eljardst alkalmazhatjuk: minden 1épéshen végig-
nézziik, hogy a két részbdl osszerapott utak nem tartalmaznak-e kort, és ha
igen, agy a kort tartalmazot kihagyjuk és vessziik a kivetkezd, ndla hosszabb
utat. Kz azt jelenti, hogy » kor esetén a 3.2 1épéshen nem £ legkisebb elemet kell
meghatdroznunk, hanem £ + r elemet. Azokat az értékeket, amelyek kort
tartalmaz6 tthoz tartoznak, ki kell hagyni az Gt méatrixdhol. Hasonloképp
ki kell torolni az ezen elemekhez tartozé cimkeméatrix elemeket is. Ez az eljaras
noveli az elemi operdciok szamat.

5 Szigma 1977/1—-2
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A multitermindlis eljards vérosi és kozuti athdlézat tervezésének ecyik
modelljéhez sziikséges. Gyakorlati feladatok megolddsahoz elkészitettiik a
gépi programjit is FORTRAN nyelven a CDC 3300 szamitégépre.

(Beérkezett: 1976. augusztus 15.)
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DETERMINING THE K-TH SHORTEST PATH BY MATRIX METHOD

In the paper an algorithm is given for the multiterminal version of the k-th shortest
path problem.
The algorithm calculates in n steps the length of the first £ paths botween all the point
pairs of a digraph.
We describe the labelling technique required for the determination of the paths and
the procedure supplying the intermediate points belonging to the paths.
Altogether the calculation consists of kn? additions and £%*n? comparisons. This number
is considerably lower than what is necessary for the repeated application of the k-th
shortest ath palgorithm of two end points known in literature.
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OMPEJEJIEHME HAMWBOJIEE KOPOTKOI'O IYTH «K» METOJOM MATPULIbI

B paccmarpuBaemoii palore JaeTcss OJHH aJrOPHTM Ha MYJIBTHTePMHHaJIbHBIH BapHaHT
Hau0oJiee KOPOTKOr0 MYTH K.

JIaHHBIH aJropHT™M B JEHCTBHH «1) PACUHUTHIBATH NMPOTSHKEHHOCTL Haubosiee KOPOTKOro NyTH
@) MEXKJY BCEMH NapHBIMH TOUKaMH Jurpada.

OnHCBIBaeTCs1 TEXHHKA YCTAHOBJICHHSI HAMMEHOBaHHH, HEOOXOUMBIX U151 OTPEAEJIEHUsI Ny Tei,
a TaK)Ke W MEeTOINKA ONpPeIeJIeHHsT MPOMEXKYTOYHBIX NYHKTOB, OTHOCSIIIMXCS K Tpaccam.

Co6CTBOGHHO pacueT CKJIAJbIBAETCsl M3 CYMMHPOBaHHsi kn® u cpaBHeHus1 k3/% n® Jra uudpa
SIBJISIETCST 3HAUMTEJIBHO MEHBINEH, 4eM 3T0 HeoOXOJUMO JIJII MHOTOKPATHOr0 HMCHOJIb30BaHUSI
M3BECTHBIX I10 JIHTEPATYpe aJropHTMOB Haubosiee KOPOTKOrO NYTH () C JYBMSI KOHEYHLIMH
TOYKAMH.

*5



