DoB6 ANDOR—FENYVES FERENC—SZAJCZ SANDOR

A hasonlésagi fiiggvény és néhany tulajdonsiga

A szamitégép-rendszerek tulajdonsigainak osszehasonhtas?’ma Dobé Andor
1972-ben bevezetett egy, a hasonlésigot kifejezé mértéket. (Léasd: [1].) Ezt
a mértéket [2]-ben (1975) altalanositotta nemcsak matematikai értelemben,
hanem az alkalmazhatésag korének kiterjesztése révén is. Gyakorlati szempont-
bol [2]-ben a kivetkezs problémakor volt a vizsgalat téargya:

Tegyiik fel, hogy a 7,7, ...,7T, tulajdonsigi gyartmany szdmszer(
jellemzéit a p = {py, Py - - ., P} vektor szolgdltatja. Ugyanezen tulaj-
donsdgokra nézve egy mdsik gyartmany szamszeri jellemzii legyenek a
q= {91 qs - - - » 7.} vektor dltal adottak. A p és q ismeretében keresends olyan

cgyetlen szamérték, amely a két gydrtmdany 1ulajdonsa’tg‘ti1uk a hasonl(')s(igéw
(vagy kiilonbozoségét) elfogadhatoan jellemzi. Mas szoval; keresendd a p és q
vektor (vagy sualyrendszer) hasonlosagat (vagy kiillonbozbségét) kifejezd
egyetlen olyan mérdszim, amely lehet6vé teszi tobbek kozott a termdkek
tulajdonsdgainak miiszaki-gazdasigi paraméterek és egyéh szimszer(i jellem-
z6k alapjan torténd osszehasonlitisat, s a kiillonbozdségek mérését. KEnnek
segitségével a termékek mindségének ](wltas(uol gazdasdgos Osztonzésérdl,
a késébbiek sorian pedig a termdékek mindségi informéaciorendszerének étre-
hozésdardl intézkedhetiink. Kz utébbi hivatott arra, hogy felhasznalasiaval
valaszt kapjunk: jelenleg melyik termék milyen ,,mindségi kategdériaban’
helyezkedik el, a miiszaki-technikai fejlesztés elmaradéasa esetén az id6 mula-
saval milyen kategéridba ,,esik’ vissza; milyen tulajdonsdgat milyen mérték-
ben kellene fejleszteni, hogy minimalis munkaraforditassal, koltséggel, sth.
a gyartmdany a kategorizalasban elGbbre keriiljon, és igy tovabb. (A kiilonféle
mutatoknak a matematikai modellekben jatszott szerepérdl lasd példaul

[47]-et.)
Az ilyen és hasonlé szempontok elGtérbe helyezése mellett [2]-részben az
informacidelmélet eredményeire tdmaszkodva a termékek tulajdonsigai

Osszehasonlitdsanak a céljabol definidlja a p és q vektorok hasonlésiaganak
egy lehetséges mértékét, amelybdl specidlis esetként szarmaztathaté az [17-
ben bevezetett mérték is. A [3]-ban Dobé Andor, Fenyves Ferenc és Szajez
Séandor a hasonlésdg mértékét a véllalatok és szdmitégépek nagysdga, telje-
sitménye kozotti egyértelm{i megfeleltetés céljara vették igénybe. A [6]-
ban a szerz6k moédszert adtak a szakemberek véleményének értékelésére,
s a hasonldsdgi fiiggvényt hdrom szamitogép tipus miszaki jellemziinek az
Osszehasonlitdsdra haszndltdk. Az eddig kapott eredmények elemzése arra
utal, hogy a hasonlésdg mértéke mint tobbvéltozés fiiggvény, a gyakorlati
alkalmaaa.boknél az elvarhaté praktikus kovetelmenyeknek mcgfelel Magatol
értetGdGen nemcesak a termékek mindsitésénél, hanem szamos mds célra, igy
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pl. pontozésos jatékokndl (jégténc, torna), kadermindsitésnél, ergondmiai,
szociologiai, diagnosztikai, alkalmassdgi sth. vizsgdlatokndl is felhasznal-
haté.

A hasonlésdg mérdsziamanak megvilasztisa egyébként mér régita foglal-
koztatja a szakembereket, s errél némi irodalmi attekintést [2] is szolgdltat.

Tulajdonképpen az identifikdcio-elmélet egyik alapvetd probléméjinak is
felfoghatjuk e mérdszam keresését, mivel ez esetben az azonositis mértékének
a megvalasztasat, jellemzését szolgilja. Ilyen aspektusbol és meggondolisok
mellett a hasonlosig vagy eltérés kimutatdsit vizsgdlé tudoméanyos modszere-
ket, eljardasokat a , hasonlosdg-elmélet” gy{ijténév ald foglalt vizsgdlatoknak
is tekinthetjiik. A hasonlésag-elmélet egzakt, axiomatikus megalapozdsirsl
ma ugyan még nem igen beszélhetiink, de a problémakor gyakorlati jelentd-
sége a kozeljovében minden bizonnyal erdteljesen erre iranyitja majd a ku-
tatok figyelmét.

Annil is inkabb varhaté ez, mert példaul a biiniildozésnél a személyazonosi-
tds: a szamitastechnikdban az alakfelismeréds, a statisztikai informatikdban
az un. ,automatikus osztalyozis™™' probléméinak a megvilaszolisa is vala-
milyen hasonlésigot kifejezd mérték felhasznalasin alapszik (lasd [7] 135
166. 0.). A tipusalkotdssal és osztilyozissal kapesolatos kérdések megvila-
szolasdt a szamitogép igénybevehetGsége is nagymértékben befolydsolta, s ma
mdar az automatikus osztilyozis céljara kész programesomagok is rendelke-
zésre dllnak. Gyakorlati szempontbol itt arrdl van sz6, hogy sok esetben nagy-
mennyiségii adat kiértékelés nélkiil ,,omlesztve’” all rendelkezésre; s még ez-
utdin kell a problémak elméleti hitterét tisztdzni nem egyszer tigy, hogy a fel-
dolgozis céljat is menetkozben kell kit(izni. Ma mér az ilyen tipusa problémak
megoldasat a , végrehajtast végzd tanité nélkiil tanuld algoritmusok’ segitik
el6, melyek végss fokon az adatfeldolgozds hatékony és univerzilisan hasz-
nalhaté médszerét adjik. (Lasd még (9] 16. illetve 184. oldal.)

A hasonlésdg néhiny mérGszamat a [7] 5.4 tdblizatdban is megtalalhatjuk,
s ez tartalmazza a Russel és Rao, Sokal és Michener, Jaccard, Y ule, Csuprov-
féle hasonlésdgi mérdszamokat. (Az utébbi kettd negativ értéket is felvehet,
ezért értelmezésiik mar kevéshé kézenfekva!)

Az egyes modszerekrsl (7] nemesak Attekintést nydjt, hanem rdmutat
a vitathat6 kérdésekre, valamint a gyakorlati alkalmazasokra is.

A tovébbiakban eltekintiink a probléma gyakorlati vonatkozasaitol és ki-
mondottan csak matematikai kérdésekkel foglalkozunk. Ugy is mondhatjuk
hogy a hasonlésag-elmélet korébe vagd vizsgilatokat végziink a [2]-ben de-
finidlt mértékre mint tobbvaltozos fiiggvényre vonatkozoan; s célunk e fiigg-

vény néhiny — gyakorlati szempontb6l fontos tulajdonsaganak a ki-
mutatasa.

1. A hasonlosagi fiiggvény és szarmaztatisa

Legyen p = {py, Pa - -, P} é8 @ = {q1,¢o - - ., q,} két azonos dimen-
n n
zi6ja vektor, ahol p, és ¢, > 0; minden k-ra. 20 = P; D=@. A [2]-ben

k=1 k=1

' A szakirodalomban a megnevezés kordntsem egységes. Haszndlatos még: cluster
analysis, numerikus taxonomia, csoportositdsi algoritmus és mds elnevezések.
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Dobé Andor a p és q vektorok hasonlésigénak egy lehetséges mértékéiil

definicidszer{ien a
B
L2 2 (0 T
1) H = H,(pq)zz[— e
= PQA = (g

0o || Sma-] [ Soal]

kifejezést vdlasztotta, ahol £ -0, « >0, =1 valé szdmok; 0 < 1 =
= MP,Q) <1 a P és @ valtozéknak alkalxnasan valasztott sznnmetnkus
fu(rgveme amel) re teljesiil: A(P, Q) = 1 akkor és csak akkor, ha P = Q.

A tovébbiakvan az (1) alaiti H,g(p,q) figgeényt hasonldsigi faggvénynek
vagy a hasonlésdg mértékének nevezziik.

Latni fogjuk, hogy a H, 4(p, q) fliggvény szdrmaztatisa a kozépérték-kép-
zéssel fiigg Ossze. A kozepeltokek altalanos elméletében az x,, x,, .% ., 2,
valés szamok pj, ps, - . ., p;, sdlvokkal

ahol pj:—?" 20 Dped0;, 0% mti=s 1625m% S
Ef)lc
k=1

vett kozépértékén altalaban egy

2) D1 ¥ pid(a,)
=1

alaku kifejezést értiink, ahol @ (z) egy a valés szimokon értelmezett szigortian
monoton (novekvd, vagy csokkend) és folytonos, de egyébként tetszSleges fiigg-
vény; @ Yy) = x az y = P(x) fliggvény inverzét jelenti.

D(x)-et a (2) kozépértékhez tartozé Kormocorov-Nacumo fiiggvénynek
is szoktdk nevezni.

A (2) alatti kifejezést homogén kizépértéknek nevezziik, ha m > 0 valds szam
esetén

(3) D1 lﬁ pf(D(m.T,-)J = D% (2"‘ PiD(x))
i =

Ilyen el6zmények utdn rétériink H, 4(p, q) szdrmaztatdsira, mindvégig fel-
tételezve a @(x)-re tett kikotések tel]equleset

lsé szdrmaztatds

Legyen H, 4(p, q) <o *’(d)(u D(v ))dif wv, ahol @(x), x > 0esetén, foly-
tonos nem neuauv (azaz D(x) > 0) és szigorian monoton fiiggvé ény;

Z;, Y; € (0, °); 9y €(0,0); ha i =1,2,...,n és Zp,_P Zq,m :
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tovabbd az u és v értéke olyan, amelyre a

(4) [ S @) — @(u))ﬂ} [ o) - @(v))ZJ
i=1 =}

kifejezés értéke minimélis.
Ekkor

lpi[(p(zi) D(w)P = j?’i¢2(31) -

i=1 i=1

2(}')1027)(15 +€Duzp
alapjin (4) értéke

i=1

esetén lesz minimalis. Minthogy esetiinkben @(x) invertalhato fiiggvény, ezért
w-ra és v-re
: 1 n‘
w==aqQ [I’ ‘21 Di fl)(.r,-))
ill.
l n
v=@-1 ( '2‘(11‘(1)(?/[)]
Q=
adodik.
Mivel értelmezés szerint @(uv) — O(u)P(v), azért D(z) = 2. Azaz

L, L R
U = (P‘_,pt tJ €8 V= (Q,‘/-;(IIUIJ

Ha most p; > 0, ¢; > 0, minden ¢ = 1, 2, , n-re, akkor az
- —p
(5) e »/2(ﬁ) ", =2 (1‘#]
qi Pi

és

1

e __/,_}__(“ e 1)

r l—«a

valasztéssal kovetkezik, hogy
B

2l {oiqp) P
a (p ) === 2‘[ 2 ] &
kit PQ & & (g

Vagyis H, 4(p, q) éppen az (1)-gyel definidlt hasonldsagi fiiggvény.
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Mdsodik szdrmaztatds

Legyen
def

H,s(p, @) Z0 [ 3 pido(ay)| 0 [ jqf@(yf)]
=1 i=1

és a @ fiiggvény tegyen eleget a kovetkez§ homogenitasi feltételnek:

n n
(3") Did (pr@(fmxi) = m@“l] > piP(x)|; (m>0)
i= i-1
ahol
A ” B ! ’ q.‘
2, = A2 {&] ; gy = A li"] s P =D g =—2—; (P gk€(0, )
i-1 i=1
k—1,2,...,nés 0 A1 <1 pedig alkalmasan véilasztott paraméter.

Tsmeretes (lasd: [8] 84. Tétel 68. oldal) a homogén koézépérték azon tu-
lajdonsdga, amely szerint 0 <~ a < oo esetén a homogenitds maga utdn
vonja a @(x) = a’, vagy D(x) = log » teljesiilését. Amennyiben @(x) = a" és

= == _B (x 1) akkor kinnyen meggyézddhetiink arrél, hogy ezen vélasz-
r ]l —«
tasokkal (1)-hez jutunk.

Ha pedig @(x) = log «, akkor

n[ (p; )ﬁ(qi—p})
=

- [ ﬁp;@m] o | é"qmymj =2 &
e \{=1 i

1

A 2. Tétel alapjén latni fogjuk, hogy ezen @(x) = log  vlasztds a lim H, 4(p. q)
o1

esetnek felel meg, s ezzel a kozolt modon valé szdrmaztatis egyértelmiiveé

valik.

2. A hasonlésagi fiiggvény tulajdonsigai

Ha pj, és g, valosziniiség-eloszlast reprezentdl és J,(p, q) jelenti az a-rend

Jurrreys-féle invariancidt vagy mas néven a J -divergencidt — ami fel-
foghat6 a p’ és q' eloszlasok kiilonbozésége mérészdménak — akkor, mivel
definicié szerint (v.6.: [2], [5])
. 1 0 o (pigi)”
(6) J.(p.q) = logs 3 3= DO
o Wl (Phgl)*?
o i=t k=1 \Prqi

A un ’ *
—_._lﬁlogzl:—}— v ‘—(2&-)—]; (@1).
& =1 PQ =S (peg) !

ezért konnyen beldthaté a hasonlésdg mértéke és a J -divergencia kozotti
azon kapesolat, amelyet az alabbi tétel fejez ki:
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1. Tétel:

Ha « > 0, de « == 1, akkor
(1" H, 4p, q) = Hgop, q) 2 P®0; (8>0),
illetve

) 1
(6") J.p, q) = r [log, Ho 4(p, q) — log,H, 4(p. 9)1(8 > 0).
Bizonyitds:
Mivel

non (o) |
Hosp. q) = [ —_] — AP, Q)
{4 PG= = (pann)
= H,o(p, q) = Hyo(p; q)

ezért

B

1 &2 & (pg) 171

H, 5(p. q) = Hq ofp, q)[ 5 2" 1
# " PQ % = (peg)r

Ha mindkét oldal 2-es alapi logaritmusat vessziik, akkor egyszer(i atrendezés
utan kapjuk, hogy (f > 0 esetén)

n n
g, [ L g Loy ]
i=1 k=1 I)Q pqu)a_l
s minthogy az itt kapott egyenléség jobb oldaldn éppen a J, divergencia all,
ezért a tétel be van bizonyitva :

A (6) alatti kifejezés a p és q vektorok hasonlésig-elméleti tavolsaganak
foghaté fel, amely specidlis esctben informacidelméleti tavolsdgot jelent. A ké-
s6bbiekben kozolt vizsgdlatok eredményeként ugyanis belthato6, hogy J,(p, q)
eleget tesz a ,,tavolsdgi mérészdmokkal”’ szemben tdmasztott azon kovetel-
ményeknek, mely szerint:

1
/’),‘ [logy Hg,o(p, q)— log, H, 4(p, 4)] =

l° Ja(p’ q) ’\/ O
9° J.pp) =0
3° J.(p,q) = J.(q, p)-

A tovdbbiakban - célunknak megfelelen — a H,4(p, q) figgvény tulaj-
donségait vizsgaljuk.

2. Tétel:
ﬁ(th P‘k_)
P
(7) Lim H,s(p, q) = Hoo(p, 4 I[ m] '
k=1 i
Bizonyitds:
Mivel a

H, 4(p, q) = Hgo(p, q)27AJa®9); (e 5= 1)
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fiiggvényben csak a

n n P
J.(p, q) = log, v 5 (Pt

o —+1 PQ = = (g

fiigg o-t6l, ezért elég a lim J,(p, q) hatdratmenetet vizsgalni.

il
1 log, g(x) =

Kénnyen belathato, ho—éy lim log,g(x) = 0, ezért alkalmazni lehet a I’Hospital
a1
szabalyt. fgy

fim Iy s T By o T
a—] a—] o — a1
Minthogy
, g'(x) E Pidi)* ™y 0 Pidk
[log, g(=)]" = pm[ log, —,
) g(oe)In 2 PQ./ % k=1 Prqi ’ Prqi
ezért
lim /. (p, 2 me log, =t Eide

rlk

SIS i )
[77:'(1/( 10?{22 i log, 7_"] =

Qi=ial. qi Tk
1 Pk
— S Q - Pqy)log,— =
PQ ( Pk ;) log, o
o) 2:%
n
= \‘l(){,, [pk] = log, [ (&
v = K k=1 \
Ennél fogva
Pk g
o) (F-2)
llmHa,g(P q) = H,,(p.q) ]1 (’l J
k

Megjeqyzésck :

A H, ﬂ(p q) hasonlésigi fiiggvénynek az « — 1 pontban megsziintethet
\mkddasa van, ezért lehetséges, hogy
I Gk _&_)
pl{] T #
T

legyen. A tovdbbiakban « = 1 esetén H, 4(p, q) alatt az (1 ) értendd.

2. Az iménti megjegyzés értelmében az 1 Tétel akkor is igaz, ha o = 1.

A tovabbi vizsgdlatok kénnyebb kezelhetdsége végett vezessiik be a kivetkezd
jeloléseket, legyen:

(17) H, 4(p, q) ef”oopq ]1( (8 >0)

k=1

Mg
(k—=1)n+1i PQ

Pidx ’I:, k

b(k “Dn+i —
Prdi
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és

B
B m 73]
fs) = g(s)° = [ Sa, b]
=

ahol f >0, m=mn*éss=a —1<0.
Konnyen belathaté, hogy e jelolések felhasznildsival H,4(p, q) az aldbbi
alakban irhato fel:

_MP.Q) _ Ho(p. 9)
L i 7 S 7

Ezek utan ratériink az f(s) fiiggvény tulajdonsdgainak vizsgalatéra.

[. Lemma:

Amennyiben « = 1, akkor ha van olyan ¢ — i, index, amelyre b, =1,
akkor f(s) az s-nek (s = o — 1) szigortan monoton novekvs fliggvénye, ha
pedig nines ilyen index, azaz b; = 1, minden ¢ = 1, 2, ..., m indexre, gy

fls) =1.

Bizonyitds :

s sp'(s
F/(s) = f3/(~>')[ ), Len 8
s p(s)
Ha létezik olyan i = i, index, amelyre b, -« 1, agy azt kell belatni, hogy az
f'(s) > 0.
Mivel zlna szigortan konvex fiiggvény a (0, o) intervallumon, ezért ha
létezik olyan i és j, melyekre a; -~ x;, a; -~ 0, a; -~ 0,akkor

m m
2‘ Ay Ty > Oy Ty 2 Wy Ty lnr,‘
k=1 1“ k 3| o k= - _m
m m
2 @y ‘ 7 2‘ %
k=1 k=1 k=1
m n )’
Minthogy v ZLE ] és 16tezik olyan iy, melyre b, »< 1, melybdl
&21 _22]% yan iy, melyre b, y
=i 1
az is kovetkezik, hogy van olyan j,, amire a b, = — teljesiil, igy a fenti egyen-

lo
I6tlenséghdl x; = bi helyettesitéssel kapjuk, hogy

m m m
D'a;biln lz @; b;?‘) < Xa;biln bs,
i=1 i=1 i1
melybdl az

In g(s) < 39°(3)
P(s)

egyenlitlenség kovetkezik.
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Osztva az egyenlStlenség mindkét oldalat s > 0-val, az

gl . P'(s)

s* sp(s)
azaz
[ @'(s) In ¢(s)
. > 0
sg(s) &

egyenlitlenséget kapjuk. A ff(s) > 0 miatt ez azt jelenti, hogy f'(s) > 0,
s ezzel a lemmat bizonyitottuk, az elsé esetre nézve. A mdsodik esetben,
amikor b§ = 1 minden i-re (1 < ¢ < m) akkor az

B B
(2 a; bsl

m N
>'a; =1 minden s == 0 esetén, s ezt kellett bizonyi-
I=
tanunk.

3. T'étel :
A >0 és x =1 esetén, ]mq;égp akkor H,4(p, q) «-ban szigorian

monoton csokkend, ha pedig q = %p, akkor H, 4(p, q) = AP, Q).

Bizonyitdas :
Aq+# -Jp, feltételbdl kovetkezik, hogy a Pl _ 1 nem teljesiilhet minden
r Pl
s . e 2 Di i : 3
i,k =1,2,...,n esetén, mivel ha teljesiilne, ugy i 4 miatt, — mint
P qx
az konnyen belathaté —, a q = %p is teljesiilne. Ez pedig azt jelenti, hogy
b; — 1 sem teljesiil minden ¢ = 1, 2, . . ., m esetén, igy az 1. Lemma és a
AP, Q)
H, ,(p, q) = —
APy q) 7(9)

osszefiiggds miatt a tétel dllitdsa az elsé esetben bizonyitva van.

A misodik esethen, azaz ha q = yp, ahol yrg teljesiil, akkor

8
23 yPiPi [ YPiP |
Lo a) = 2P0 222 = e
" % /\2 y P2 \yppi

Ezzel a tételt mindkét esetre nézve bizonyitottuk.

Megjegyzés
E tétel alapjin, ha q-ﬁ%p, akkor H,4(p, q). « ~1 — 0 esethen szigo-

rdan monoton csokkenden, o — 1 -+ 0 esetén pedig szigorian monoton no-

3 Szigma 1977/1-2



34 DOBO ANDOR—FENYVES FERENC—SZAJCZ SANDOR

vekedSen konvergdl H, 4(p, q)-hoz, melyb&l nyllvanvaloan kovetkezik, hogy
H,4p, q) a teljes (— oo co) intervallumon szigortan monoton csokkend o-

ban. Ha pedig q = %p, akkor (1”) alapjan

Hl,ﬁ(p’ q) = AP, Q).

2. Lemma

lim f(s) = B (8> 0),
ahol B = meax {b;, b,, . . ., b}
Bizonyitds:

Jelolje L azon i indexek halmazat, amelyekre fenndll a b; = B egyenléség,
tovabba legyen & = Za Koénnyen belathat6, hogy 0 < e g 1

E jelolés felhasznala,sa.va,l kapjuk, hogy s > 1 esetén

eB'= Fa,bi< Za, § < Zm‘Bsa, =B
i€L i=1 i=1
azaz

eB* < ¢(s) < BS,
tovabbé

1 1

& B < (p(8))* < B.

1
Mivel lim & = 1, ezért

S+
1
lim(¢(s))* = B
e
amib6l mar kovetkezik, hogy

lim f(8) = lim ((p(.s-))% =8P,

8§+ 0 §->00

Megjeqyzések :
1. Hm f(g)i= 2,

§—>—

ahol b = min {b,, b,,...,85,}.

Ugyanis
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tovabba
1 1
max {¢y, €y, .« ., Cpp} = — =,
tew €2 ) min{b,, by, . .., b} b
igy a lemma alapjan kapjuk, hogy
lim f(s) = . — ; 5=
s—eo lim f*(u) (1’
u—++ o 3
2. b, = Ludk ka:[i}+1@l:i_wk_1m}milwmeymsmm,
qkpl % n
ha pedw — egész szdm, akkor k= — és | = n. fgy b, = 1, ha I = k; olyan
n

bi-khez pedig, amelyeknél [ -« k, taldlhaté olyan j index, melyre b,-:bl

]
Ez azt ]elentl hogy vagy minden ¢ = 1, 2, ,m esetén b, = 1, vagy van
olyan i és j index, melyre b; > 1 és b; < 1. Az elsé esetben b — B = 1, mig
a mésodik esetben B = b; > 1, melynek reciproka — mint léttuk, ilyen b;

0

van, — adja a b értéket. Ezért minden esethen igaz, hogy b = % Ennek

alapjan a kovetkezd is fennall:

lim f(s) = 5
sé_wf() ﬂ
4. Tétel:
P,
lim H,(p. 4) = ‘BQ) (8> 0)
Bizonyitds:

A tétel allitasa a 2. Lemmabdl trividlisan kovetkezik.

Megjegyzések:

1. A 2. Lemma mdsodik megjegyzésében kapott eredménybél kovetkezik,

hogy
lim H, 4(p, q) = AP, Q) B~

S+ —00

2. o > 1 esetén a

(Zm H, 5(p, q) < H, 4(p, q)
o <7 1 esetén pedig a
: AP,
H, 4(p, q) < Hay(p, q) < ;f)

egyenlGtlenség 4ll fenn.

%
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a. Tétel :
Ha p, >0, ¢, >0i=1,2,...,m é f>0; x>0, akkor tetszSlegesen

n
rogzitett p és @ = 3q; esetén H,4(p, q) < A(P,Q), az egyenléség akkor és
i=1

csak akkor all fenn, ha q = yp, ahol y = g—, P= >p.
i

Bizonyitds:
Ha q = yp, akkor o == 1 esetén
B
2 &Pk (PP T
H. (. ) = AP, Q)[ > 300 | ~] — AP, Q)
g B P2 \ypepi
x = 1 esetén pedig
,,(9 gl by
o n D P Q@ P
H 4(p, q) = AP, Q) [] [7))9 J = (PO
k=1 I

Ha pedig q = yp, akkor a 3. Tétel értelmében I, ,(p, q) szigorGan monoton
csokkend, ezért tetszGleges o - O-ra

H, 4(p, q) < Hop(p, q) = AP, Q).

Ezzel a tételt bizonyitottuk.
Az eddig kapott eredmények alapjan konnyen beldthato, hogy H, 4(p. q);
p >0, &« > 0 esetén rendelkezik a kivetkezd tulajdonsigokkal:

10 [Ic(,/j(p‘ q) =5 [lz,li(q' p)
2° 0 < H,,p,q) < 1.
3% B =0 esetén H, 4(p, q) = 1 akkor és csak akkor, ha p = q.
4° Ha tetszbleges P 0 , @ — 0 és ¢ > 0 esetén
AP, Q) = A(cP, cQ), akkor
H,5(p, q) = H, 4(cp, cq).
Valoban az 1° tulajdonsdg trividlisan teljesiil, mert (1) alapjan H, 4(p, q)
a p; s q; valtozok szimmetrikus fiiggvénye (i — 1,2, ..., n).
Tovabbd o = 0 esetén, az 5. Tétel alapjin:
0 < Hupy(poq) < UP, Q) < 1
Mivel A(P, Q) — 1, akkor és csak akkor teljesiil, ha P = @, tovabha q -~ P,
( :
ahol y = }i , esetén I, (p,q) < AP, Q).
fgy a 2° és 3° tulajdonsdg érvényessége bizonyitott.
A 2° tulajdonsig tetszileges o <~ 0 esetén nem igaz, mert példaul n — 2;
p,=28;, P,=295, 91 =4, ¢,=2; a = —20; §= 21 esetén

H, 4(p, q) = 22,78A(P, Q).
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s ha itt AP, Q) = 2VPQ

~P+@
2. megjegyzését !)
A 4° tulajdonsdg behelyettesitéssel egyszertien adddik.

, akkor H,4(p, q) = 19,69. (Lésd még a 4, Tétel

3. A hasonlésagi fiiggvény specialisabb esetei

Az aldbbi vizsgalatok a hasonlésagi figgvényben szereplé valtozdk, illetve
paraméterek specidlisabb valasztasaival figgnek Ossze. Vizsgalatainknal méar
szerepet jatszik a A(P, }) szimmetrikus fliggvény megvalasztasa is. A kovet-
kezé tétel A(P, Q) konkrét megvalasztasaval fiigg oOssze.

1

6. Tétel:

Haa—_—%;tzo;ﬂ“/(J;Q<P, akkor &

4PQ" =

(8) WP, Q) = [~——]

(P+ @)
valasztas esetén el6allo:

n ¥

2 SO

9 HY v = Ve [2VPQ]2'
9) bama=|"5——| |70

hasonl6ségi fiiggvény szigortan monoton novekedd fiiggvénye ¢;nek a [0, p;)
intervallumon, minden j(1 << j < n)-re.

Bizonyitds:

A II% s(p, q) fiiggvény széban forgé monotonitésnak beldtésihoz g > 0;
T > 0 és (9) miatt elegondn kimutatni, hogy a

2 Lo
e 2 V prar s By 2VPQ
Bp0=—"pg— & Ked=%1y
(pozitiv értéki) fiiggvények g;nek szigordan monoton novekedd fiiggvénye.

minden j(1 << j < n)-re a [0, p;) intervallumon.

Ehhez pedig esak azt kell igazolni, hogy
83(p. 9) - 45 PE®D) - 5

Oqj aq/-
Mivel
g B8
oG(p,q) _ 1 P+Q)—2 £ L2 -'-ZRV .
o, ( 2 Vo, ia D)
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és p; > q; miatt D> Vﬁq—j,

valamint fennall

Q BT g
== 2VPk9k>0;
=1

ezért
9G(p, q) >0
aq,
Miésrészt
0K(p.q) _LI/E P+Q]—2 P ~QJ
a, 21 Q1 2 2
és P > @ miatt
9K(p,q) ~ 0.
aqj

Ezzel a 6. Tétel bizonyitisa teljes.

Kiilon érdekessége van annak az esetnek, amikor § = 1; p és q v. los71nusegl
eloszldsokat reprezentdl. Ekkor P =@ =1, s igy A(P,Q) =1, tovdbbé

1

a—]1 o
H,,(p, q) = [221) qz(”k"’) ]1, (o > 1).

i=1 k=1 9k Pi

Mindkét oldal logaritmusdt véve kapjuk, hogy

-log, Ha,l(pv q) = ;——1 log, 2‘ Dy (7),) 42

qi

g1
g, S 27
k

x k=1

Az informdciéelméletben (Vé.: [5]) az

-3 log, ', lp’]

i=1 qi

(10) IL(plq) =

kifejezést a q eloszldsnak a p eloszldssal valé helyettesitésénél felléps «-ad rendi
informdcidnyerésnek nevezik. (Més elnevezéssel I, dlvorgoncw. ) Nyilvanvaléan

~log, H,,(p, q) = L.(pla) + L.(qlp) = Ju(p, q),

aholJ,(p, q) a p és q eloszlésok kiilonboz6ségének a mérészéma (J, divergencia).

1
Ha py=—, k=1,2,...,n vagyis
n

. 1
hap:p:{—,l,...,l},akk(n‘

K 1 Z
I,(q|p) = logyn — log, >
1 x k=1
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Ugyancsak az informdcidelméletben az
1

l —«a

(11) I.(q) =

log, >k
k=1
kifejezést a q eloszlashoz tartozd a-ad rendd informdciomértéknek nevezik.
Nyilvanvaléan
Ia(q|f)) = Itz(i)) = Irx(q)

o oL

Ia(f’lq) == Y = Il—a(i)) = 1 Il—a(q)’
ahol X
I,(p) = log, n.
Az itt kapottakra valé tekintettel
x
—log, Ha,(p, q) = logy n — I.(q) — I, _4(q).
l -« 1l —«

Ha « = 1, akkor

n

~logy Hyy(p,q) = (0 — @) logz”f;—k = I,(plq) + Li(q[p) = Ji(p, q),
k=1 k
ahol

L(glp) = S log-z%’,‘: = lim L. (qlp),

k=1

([10] az I,(q|p) kifejezést a q eloszlisnak a p eloszldstol valé informéacidelméleti
tavolsdgnak nevezi.)

Ha p = p, akkor
. n l a
Ii(q[p) = logyn — >'ax l(’gza; = L,(p) — I.(q),
=1

i
s itt
n 1 ;
(12) I(q) = S qlog,—= lim 7,(q),
k=1 GV igor]

ami nem mds, mint a Shannon-féle entrépia (1. rend(i informécio).

Konnyen belathaté, hogy az entrépia (bizonytalanség) és a hasonlésdgi
mérték kozott az alabbi osszefiiggés 4ll fenn:

= 1.2
I,(q) = log, H,,(p, q) — oy Zlogz =
k=1

(13) ty
A £ n s X
= log, H, 4(p, q) + 210g2 “"q = log, H,,(p, @) + » I,(p|q)-
k=1 k

Megemlitjiik, hogy az eloszlisok eltérésének a J, divergencién kiviil tovébbi
sz4mos mas mérészamat is szokés hasznélni. fgy példéul az I, divergencidt
1® eltérést stb. (Bévebbet lasd: [9] 38—42. o.)
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Anélkiil, hogy részletekbe bocsatkoznank megemlitjiik még, hogy a hasonld-
sagi fliggvényt nemesak diszkrét valtozok, hanem folytonos valtozok esetében
is definidlhatjuk, értelmezhetjiik.

Ha példdul p = f(x) > 0 és q = g(x) > 0 az [a, b] intervallumon integral-
haté fiiggvények, akkor

b
(14) Hypy 1a(f(2), 9(2)) = Hipaualf, 9) = NP, Q) | Vf(z) g(x) d,

ahol
b b

P = { fx)dz; Q = { g(x)de.

a

Ha P = @ = 1, akkor (14)-b6l specidlis esetként a Hellinger-integralt kapjuk,
(V6. [9] 40. 0.), amelyet mint mérészamot — tébbek kozott — az alakfelisme-
réssel kapesolatos problémdk megvélaszoldsanal hasznélnak.

4. A hasonlosig mértékének alkalmazasa fiiggvénykozelités esetén

A) eset (interpolicid): Adott «,, 2, ..., 2, interpoldcids alappontokhoz
I 0 1 n 1 P1
tartozzanak az y,, y,, . .., y, értékek.
Legyen », = y,; g, = g.(x) (k=10,1,2,...,n), ahol g¢,(x) egy n-edfoki
polinom. Hatdrozzuk meg a g,(x) polinomot gy, hogy a p = {pg, p1, - - -, p,.}
és q = {90, 71, - - ., q,} vektorokra nézve

H,4p,q) =1

teljesiiljon. Ekkor a H, 4(p, q) hasonlésdgi fiiggvény 2° tulajdonsdga alapjin
sziikségképpen fenndll, hogy

(15) Y = gult) (R =10,1,...,n)

Mint ismeretes egy és csak egy olyan n-edfoki polinom létezik, amely (15)-nek
eleget tesz, és ezt a polinomot példdul a jol ismert Lagrange-formula szolgal-
tatja. Kz esetben tehdt:

n

In(@) = 3 Li(x) y;,

=

ahol: i
Liz)= &%) & — 5w — 2pyy) - - (£ — )
(@ — o) o (2 — By N — @pgy) - - (2 — X)

(t=0,1,...,n), a Lagrange-féle interpolaciés alappolinomok.

A tovdbbiakban ratériink a B) eset (momentumok mddszere) ismertetésére.
Elsbb azonban sziikségiink lesz egy aj fogalomnak a ,,hasonlésdg varatlansiga
mértéké”’-nek a bevezetdsére.

Minden p, q vektorpirnak megfeleltetiink egy olyan W.s(p, q) valds
szdmot, amely csak a H, 4(p, q) hasonlosigi mértéktdl fiige. "Pontosabban
szolva a p, q vektorparhoz a

Wa,ﬂ(p‘ q) = ﬁy(lla,ﬁ(p' q))‘ (ﬂ >4 “)
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értéket rendeljiik, ahol F(x) monoton esokkend fiiggvény. Abban az esetben,
amikor még az F(xy) = F(x) + F(y)és F [éJ = % is teljestil, akkor a szdéban
levd szamot a p és q vektorok hasonldsdgi viratlansdgdnak nevezziik.
Nem nehéz belatni, hogy a kozolt feltételek mellett:
1 1
(16) Wep(p, @) = —log, ———, (8> 0).
ﬂ Ha,ﬂ(p’ q)

Az 1. Tétel alapjan nyilvanvalé az aldbbi allitas helyessége:

7. Tétel:
Ahhoz, hogy tetszésszerinti f§ > 0 esetén W, 4(p, q) p-t6l fﬁggetlen legyen,
szitkséges és elégséges, hogy A(P, Q) = 1 legyen. Ekkor
def
(17) Wos® @)= Va(p. @) = Ju(p. 0),

vagyis a hasonlosdg véaratlansiga megegyezik a kiillonbozdség mértékével.

1. Kovetkezmény

Vo(p, q) = 0 akkor és csak akkor teljesiil, ha H,q(p, q) = AP, Q) = 1
azazyeha P = Q.
B) eset (momentumok modszere):

Le;:yen. Prc=Yis Q= 9(Ti; gy Ay, - - - 5 W) = G253 a)," ahol 8= (a,"’ Gy 2 vs))
egyelére ismeretlen paramétervektor, g(z; a) tetszlleges fiiggvény.

Feladat:
Haaz a,(> 0), (k = 1, 2, ..., n) értékekhez valamilyen médon (pl. méréssel,
megfigyeléssel sth.) hozzérendeljiikk, meghatarozzuk az y,(k=1,2,...,n)

értékeket, akkor fenndll azon kérdés: hogyan vdlasszuk meg az a paraméter
vektort ahhoz, hogy a kozelités a ,lehetd legjobb” legyen?

Egy lehetséges eljards a kovetkezo:

Legyen: .
2 0.2 O
X )= (:)xg_....o ; (G=01,...,3).
it M 2
Meghatdrozandék azon ag, a4, - . ., @, értékek, amelyek esetén fennill a
(18) Jo(XDp, Xq) = V,(XDp, XPq) G=0,1,...,8)

osszefiiggés; mas széval az a vektort hatdrozzuk meg tigy, hogy a hasonldésig
varatlansidga egyezzen meg a kiilonbozdség mértékével.
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P, @), tovabba A(P, Q) = 1 teljesiilésének kritériuma

Mivel H,o(p, q) = A(
(1 )bé kovetkezik, hogy

P = @, azért

n
ﬁIcyk*z‘x'llfgxk' ) (j:O,l,...,s).
k=1

Ez végsé soron s + 1 szdmi egyenletet jelent az a komponenseire nézve;
az eljards szempontjabol pedig a momentumok moédszerére vezet.

Ha pl. g(x;a):ao—f—alx+.. + agx®, akkor az a, (=0, 1, .8)
paraméterek egyértelmii ,legjobb” becslésére ugyanazt kapjuk, mintha a
legkisebb négyzetek modszerét alkalmaztuk volna (Vé.: [11] 376. o.)

5. A hasonlésagi fiiggvény valésziniiségi valtozok esetén
Vizsgaljuk a
H, 4(p, q)
fiiggvénynek azt az esetét, amikor

1 1
=—; f=— 6s 0; 0.
il I i p>0,q>

Ekkor kénnyen meggy&zddhetiink arrdl, hogy

k2 \/T)k(l
(19) Hyp 14(ps q) = H(p, q) = AP, Q) =VP EL

Legyen:

1 n
20 Bp, q)=—e=s M :
(20) (P, ) /70 k%ll/pqu
Ekkor:
(19") H(p, q) = A(P, Q) - R(p, q).

Ry

Az R(p, q)-nak az aldbbi valészin{iségszdmitési vonatkozdsi interpretaciojit
adhatjuk:

Legyenek &, &,, ..., &, teljesen iuggetlen valészinfiségi valtozok, melvve
nézve M(&;) = my, D(;,k) =3, (k=" n). Legyenek tovabbé a0, —
= [/pk > Opibroy = Vr],\ =00 (k= 1,25 1 n) valés szdmok, és legyen:

n
Tis= 2“1((5/; - my)
k=1

n
= 2 — My .
k=1
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Ekkor:
M(n,) = 0; M(n,) =

M(nym,) 2% a; by = 2 V Prdic

D(n,) = Vznaiciz Vank= /P,
k=1 k=1

D(n,) = Vzn‘biaﬁ - Vz"qk — Ve,
k=1 k=1

és igy m, és n, kerrelacids egyiitthatéjara fennall az alabbi osszefiiggés:

M(nyny) — M(n,) M(n,) _ é @Qk

(21) (M M) = = = B(p q)-
=5 D(n,) D(n,) I'PQ
Ez egyben azt is jelenti, hogy R(p, q) a
p*=pu Voo Vp) 68 8 = (Va0 Vgas - - Vgn)

vektorok irdnycosinusa.
Ezzel a hasonldsagi fiiggvényt nemesak a J, divergenciaval, hanem a korre-
lacids egyiitthatoval is kapesolathba hoztuk.

Ha A(P, Q) = LQK, akkor, az eddig kapott eredmények alapjan kony-
(P + Q)P
nyen beldthaté, hogy
" 4D(771) (77 ) 4D2("71) Dz(nZ)
(19")  H(p, q) =~ -——M(n 1) = (11, M)
(Dny) + D)) (D) + DX)) P
P = Q esetén pedig a H(p, q) = r(n,, n,) Osszefiiggés is teljesiil.
Megjegyzések:
1. Mivel

DXy + my) = 2r(ny, 0,)D(n,)D(ny) + D¥(my) 4 D¥(m,),
ezért a (19') és (20)-ra vald tekintettel
D2(771 + n,) - - [D¥(my) 4 D*(n,)] AP, Q).
2D(n,) D(n,)

2. Az itt kapott eredmények ravildgitanak a J,;, divergencia valészin(iség-
szamitdsi jelentésére is. Ugyanis a
V Q

2 VPk Tk
k=1

(19'") H(p, q) =

(22) Jus(p, q) = 4 logg ———
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osszefiiggés felhasznalasaval kapjuk, hogy
(227) Jina(py @) = —4log, R(p, q) = —4 log, r(ny, 1),

vagyis a J,, divergencia a korreldcids egyiitthaté logaritmusanak konstans-
SZOTOoSA.

3. Tegyiik fel, hogy 7 olyan valészin{iségi véltozé, amely a &, &, ..., &,
teljesen fiiggetlen valdsziniiségi valtozok fiiggvénye, mégpedig

N =&y, & ... &),

ahol h(xy, @,, ..., x,) olyan n-viltozds valds fiiggvény, amelynek az Osszes
elsérendii parcialis derivaltjai léteznek és folytonosak.
] e B
Legyen M(&,) = m, és D(&,) = o,

A tobbvaltozés Taylor-formula szerint

n o oh
h(zy, @y, « . 5 2,) = h(my, My, . .., m,) + D' — (x — my),
k=1 9%
s itt a derivaltak az af = m, + d(x, —m) (0 <P, <1; k=1,2,...,n)
helyen veendék. Amennyiben a &, valdszinfiségi valtozok szérdsai kicsinyek,
oh . " i i " "
akkor az my helyen vett —— = a, tényezéket elsé kozelitésben allandénak
oxy,

lehet venni és igy

M(n) ~ h(my, my, . .., m)

; n oh
DX(n) ~ D*{h(my, my, . .., m,) + S—— (& —m)} =
k=1 0y,

n (ah \2 n y

= 322 Dy = Saat,
aT st
k=1 107y k=1

itt a parcidlis deriviltak az m,, m,, . .., m, helyen veendék.

n
Ha feltételezziik, hogy M(n) = 0, akkor 7~ D (& — my) kozelitéssel
k=1
¢lhetiink. A Q(x,, a,, . . ., 2,) ismeretében az a, egyiitthatok meghatérozhatok
s ezt a tényt felhasznilhatjuk a p, értékek megvilasztasandl.

6. A kapott eredmények egy alkalmazésa

Anélkiil, hogy részletekbe bocsatkoznank bemutatjuk, hogy az eddig kapott
eredményeket hogyan lehet felhaszndlni sportteljesitmények értékelésére.
Pontosabban az 1976. évi nyéri olimpiadn elért eredmények alapjin az orszi-
gok kozotti rangsorolissal foglalkozunk.

Eloljaréban megemlitjiik, hogy az ut6ébbi idében egyre gyakrabban taldl-
kozunk olyan torekvéssel, mely szerint egyes orszigok igyekeznek helyiiket
a sportvildgban objektiven meghatérozni, azért, hogy a fejlsdés érdekében



A HASONLOSAGI FUGGVENY 45

teends intzékedésekhez egvfajta tdimpontot kapjanak. (Bévebb informéciéként
lasd pl. [12].)

Tényként emlitendd, hogy az olimpian résztvevs orszdgokat hivatalosan
nem rangsoroljdk, de ,,nem hivatalos’ jelzdkitételekkel szinte minden orszég-
ban késziil az érmek szdma vagy a tovabbi helyezések alakuldsédnak figyelembe-
vétele alapjan valamilyen rangsorolas.

Hazénkban az elsé hat helyezés 7543 -2 -1 pontszdm hozzirende-
léssel késziilt rangsorolds terjedt el, s ezt veszi alapul Koves P4l is [12]-ben
amikor a megfelel értékel6 modszer kialakitéasat tlizi maga elé. A kiértékelési
mod legegyszertibb esetében a pontszdmok oOsszegének monoton csokkend
sorrendje adja a helyezések szdmat. A [12] a rangsor meghatdrozisanal mar
a népesség szadmanak alakuldséra is tekintettel van, s a lélekszam logaritmusa
és a pontszam logarltmusa kozott linearis osszeiuggest tételez fel. Mi e helyen
nem bocsatkozunk ilyen irdnyu vizsgdlatokba, csupdn az 1976-ban Montre4l-
ban rendezett nyari olimpiai eredmények alapjan végziink rangsoroldst a
[13]-ban talalhaté alapinforméaciok felhasznalasaval, figyelembevételével.

Szamitdsaink soran a kovetkezd mddon jartunk el: A p vektor i-edik ko-
ordinataja 7 ha az i-edik versenvsza,mban egy orszag csak egy versenyzit
(csapatot) indithat, ellenkezé esetben 7T+ 5+ 4=16, azaz a p vektor
t-edik (1 =1, 2,. .., 198) koordinatajat az i-edik versenyszdmban egy orszdg
altal elérhetd osszpontok maximdlis szdma adja meg.

A q vektor koordindtait minden orszdg esetén az illeté orszag altal az egves
versenyszamokban ténylegesen elért dsszpontok szdma adja meg. A A(P, Q) =

1AP
< Q— valasztas mellett (19) alapjan elvégzett szamitdsok eredményét
P+ QP
az alabbi tablazat tartalmazza:
Helyezés ! Helyezés a
[13] Orszag PPontszamok H(p,q) értékek H(p,q)
szerint I értékek szerint
|
1 Szovjetunio 790 0,614396 1
2 Német Demokratikus Koztarsasag 636 0,494744 2
3 ‘. Egyesiilt Allamok 609 0,478226 3
4 | Német Szovetségi Koztarsasag 282 0,207346 4
5 | Lengyelorszig 192 0,139646 5
6 | Roménia 181 0,122666 6
7 Japin 168 0,097549 9
8 Bulgéria 167 0,102193 8
9 Magyarorszig 155 0,104389 7
10 Kanada 108 0,075358 10
11 Olaszorszag 101 0,067864 11
12 Nagy-Britannia 96 0,054697 12
13 Kuba 88 0,040265 14
14 Csehszlovikia 75 0,041663 3
15 Franciaorszig 71 0,036493 15
16 Finnorszag 56 0,026886 16
17 Jugoszlavia 56 0,022302 19
18 Svédorszag 55 0,024707 18
19 Ausztralia 52 0,026113 17
20 Hollandia 41 0,016268 20
21 Uj-Zéland 36 0,012894 22
22 Belgium 35 0,013736 21
23 Dél-Korea 34 0,010141 23
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Helyezés Helyezés a
[13] Orszag Pontszamok H(p, q) értékek H(p, 9)
szerint értékek szerint
24 Svaje ’ 24 0,006956 26
25 Brazilia 24 0,009039 24
26 Spanyolorszag 23 0,007023 25
27 Dénia 18 0,004217 28
28 Norvégia 18 0,003947 29
29 Koreai Népi Demokratikus Kozt. 17 0,004258 27
30 Iran ! 16 0,003874 31
31 Jamaica 15 0,003920 30
32 Mongolia 14 0,003404 32
33 Mexikd 13 0,002439 35
34 Portugalia 12 0,003194 33
35 Ausztria 10 0,002623 34
36 Trinidad 8 0,001471 37
37 rorszag T 0,001615 36
38 Puerto Rico 7 0,001272 38
39 Venezuela b 0,000521 39
40 Bermuda 4 0,000418 40 —41
41 Pakisztin 4 0,000418 40 —-41

Meg kivanjuk jegyezni, hogy [12]-ben a lényegesen ,,radikélisabb” sorrend
viltoztatd tényezok alkalmazdsakor is szdmolhatunk pontszdmok helyett
H értékekkel és az ilyen H értékek alakuldsa szerint rangsorolhatunk.

(Beérkezett: 1977. dprilis 19.)
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SIMILARITY FUNCTION AND SOME OF ITS PROPERTIES

In this paper we use the concept of similarity function as introduced in [2]. More
exactly: Given two n-dimensional real vectors of positive components: p and g
by the measure [ expressing similarity of the two vectors we understand, by definition
the expression

) 8
def a—1 $ 5 L
A R [E T P

where o and f are real numbers satisfying the conditions 0 < and 0 < & 5= 1 resp.,
n n

P=3"py, Q = 3 qx and dissuch a suitably selected function of the variables P and Q
=t =]

for which 0 < A= A(P,Q) <1 holds, and here A(P,Q) =1, if, and only if P = Q.

In the first part of the paper the authors point out that the origin, of the function
H, s(p, q) is related to the formation of averages.

The second part contains results indicating the most important characteristics of the
similarity function (e.g. proposition No. 1 stating the connexion with the Jeffreys di-
vergence J,; the possible interpretability of the similarity function in the case of & = 1,
ete).

Investigations of the third part are connected with the specification of the variables
and parametres figuring in the similarity function here an important role is played already
by the actual seelction of the symmetrical function A(P, Q).

The fourth part of the paper deals with applicability of the similarity measure to
function approximation.

The fifth part reveals interdependencies of the similarity function related to the cal-
culus of probabilities.

In the sixth and closing part of the paper the authors present a concrete application
of the results, which is concerned with the evaluation of sporting results.

F'OMOIEHHUYECKAST ®YHKLMSI M HEKOTOPBIE EE OCOBEHHOCTH

B paccmatpuBaemoii pa6oTe noHsiTHE roMOreHHYeCKOH (YHKLHH HCNOJb3YeTCsi B COOTBET-
CTBHH C TOJKOBaHHeM 110 (2). Tounee, B ciyyae

JAHHOI'0
P = Py Py -+ Pn

q={q, Qs - -qn

peaJIbHOro0 BEKTOpPa C MOJOXMHTEJIbHBLIM KOMITIOHEHTOM H3MEDEHHS «1) 1O JIAHHOI q)OpMy.I'alOBKe
1101 BEJIMUHHOK «Hb, nupama}omeﬁ FOMOreHHYHOCTD 9THX JIBYX BEKTOPOB, CJIeIyeT IIOHHMATh
BbIpa)XeHHe

[ B
H N RRINGED
;'}imﬂ(p)q)__ ( ﬂj plqi E:ﬁ k qk

B KOTOPOM o M 8 SIBJSIOTCSl pPeajbHBIMH IH(PpaMH, YIOBJIETBOPSIOMMMH yCio0BHIO «0 < fr n
n n

O <oy, P=3"p, Q=3 qu, fance, ¢, sBISIOTCS TaKoif yJayHo BbIGPAHHOH CHM-
k=1 Kel

MEeTPHYECKOH 3aBHCHMOCTBIO TepeMEHHBIX «P) B «(Q), 0THOCHTEILHO KOTOPOH peanbHo 0 < 4 =
= AP, Q) < I» u B nanHom cayuae A(P, Q) = 1 Toraa u T0JbKO TOrna, Koraa P = Q.

B nocnenywomem Beipaxcennu H,, ﬂ(p, q) Oy/ieM HaspIBaTh rOMOTreHHYECKOH 3aBHCHMOCTBIO HITH
IOMOreHHYeCKOH Mepoii u3MepeHusl.

B nepBoii yacTn paGoTel aBTOPBI YKa3blBAKT, YTO BbiBeaeHHe Qyniund H, g(p, q) cBsizano
€ (popMHpOBaHHEM CpeJHero 3HauyeHHs.
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Bo BTOpO# yacTH npHBOAATCST Pe3yJIbTAThI, JAKOUIHE OCHOBHYIO XaPaKTEPHUCTHKY I'OMOI'CHH-
YeCKOH (QYHKUHH (HapUMEp, BO3MOXHOE TOJBKOBAHHE MEPBOIO MOJOXKEHHS, KACAIOUIEr0Cs]
CBsISH C nuBepreHuueit J, tuna Jeffreys, ecsim 3aBHCUMOCTb I'OMOTCHHYHOCTH paBHa o = 1).

B Tperbel uwacTH pacCMaTpPHBAIOTCSI MEpPEMEHHBIE M MapaMeTpbl FOMOTETHUECKOiT Oy HKUHH
B acriexre G0Jiee TIATENbHOr0 0T60pa; B JaHHOM Cllyuae GOJIbIIYI0 POJIb HrpaeT u BbIOOD CHM-
MeTpHuecKol Qynkumu A(P, Q).

B uerBepToii uyacTH paboTbl PACCMATPUBAIOTCS BO3MOYKHOCTH MCIOJIb30BAHHSI CTENEHH I'0-
MOI'€HHYHOCTH B aCHeKTe MOoAXO0Aa Mo (PYHKIHH.

B nsiT0if yaCTH NPHBOASITCS aCneKTe PACUETOB TOMOTEHHUECKOH (yHKIHMH C TOUKH 3peHHUsE
TEOPHH BEPOSTHOCTH.

B wecroii saBepwaiouieii yact# paGoTel aBTOPBl HA KOHKPETHOM MPHMEPE PACKPBLIBAIOT
HCII0JIb30BAHHUE T10J1yYAEMBEIX PE3YJIbTATOB B OTHOWIEHHH OLEHKH CIIOPTHBHLIX JOCTHXKEHHIT,
TOUHEE, ONMpPE/eIeHHsT KJIACCHbIX MECT CTpaH Ha OJHMITMHCKHX HIpax.



