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A nem-differencidlhaté oligopol probléma

A (2], [3] és [4] dolgozatomban alkalmas monotonitési, konvexitasi és
differencialhatosagi feltételek mellett foglalkoztam az oligopol jaték egyen-
sulypontjanak létezésével és egyeltelmusegj(,vel Ebben a dolgozatban pedig
ugyanezekkel a kérdésekkel foglalkozom, amikor a differencidlhatosdgi fel-
tételek nem teljesiilnek.

1. Az egytermékes jaték a kovetkezsképpen fogalmazhaté meg. Tegyiik fel,
hogy n termel$ ugyanazt a terméket allitja el6 és ugyanazon a piacon egyiitt
értékesiti. Jelolje f az arfiiggvényt, K,, x,, L, pedig a k-adik (1 < k < n)
termeld koltségfiiggvényét, termelési mennyiségét és termelési korlatjat.
Ekkor a k-adik termel6 (jatékos) stratégiahalmaza a [0, L,] intervallum,
kifizet6fiiggvénye pedig

(plf(:r'l"" n ‘—akf (2” J Kk xk) (11)

A jiték (Nash-féle) egyensulypontja olyan a* = (¥, . . ., a) vektor, amelyre
a) k=1,2,...,n esetén x}¢€[0,L,];
b) k=1,2,...,n és tetszGleges x,€[0, L,] esetén

o E o SR N4 [ F X (- SRS SN o B (1.2)

A jaték egyensilyprobléméjinak vizsgdlatarol a [4] dolgozat ad attekintést.
lgaz a kovetkezs tétel ([3]):

1. Tétel

Tegyiik fel a kovetkezdket:

1. Létezik olyan & > 0 allandd, hogy

a) s > & esetén f(s) = 0,

b) a [0, &£] intervallumon f differencidlhaté, konkdv és szigortian monoton
csokkend.

2. k=1,2,...,n esetén a [0, L,] intervallumon K, folytonos, konvex és
szigorian monoton nodvekedd.

Ekkor a jaték pontosan egy egyensulyponttal rendelkezik.

Bebizonyithaté, hogy abban az esetben, amikor f folytonos és nem differen-
cidlhatd, az egyensilypont létezése tovabbra is igaz. Viszont az egyensilypont
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egyvértelmiisége altaldban nem biztositott. Ennek illusztralasara tekintsiink
egy példat.
Példa. Legyen n = 2; Ly = L, = 2,5; K,(z) = K,(x) = 0,5%;
1,7 — 0,55, ha 0 <<s< 1,5
f(s) =12,6 —s , ha 1,6 <<s<{25
0 , ha 82,5,

Bebizonyitjuk, hogy az
X*={(2,,2)[056 <2, <1, 0552, <1, % + 2 = 1,5)

halmaz valamennyi eleme egyensalypontot szolgdltat.
Tekintsitk most rogzitett «* € [0,5; 17 esetén a

p(x) = 2f(1,6 — a* + x) — K(x)
fiiggvényt. Ekkor p bal oldali derivéltja az x* helyen

z*¥(—0,5)+1— 0,6 =0,5 — 0,6x*,
amely #* 1 esetén nemnegativ. A yp fiiggvény jobb oldali derivaltja pedig

a*(—1)+1—05=05  x*

amely a* > 0,5 esetén nempozitiv.

Tehat 0,5 << a* < 1 esetén a* a y fiiggvény lokdlis maximumhelye. Mint-
hogy p konkav, z* globalis maximumhely is. Tgy & = 1,2 esetén (1.2) fenndll,
vagyis a jaték kontinuum sok egyensilyponttal rendelkezik.

2. A tovébbiakban azzal a kérdéssel foglalkozunk, hogy az f fiiggvény
differencidlhatésigat folytonossaggal helyettesitve és megtartva az 1. Tétel
tobbi feltételét milyen strukturiji az egyensilypontok halmaza. Az eredmény-
hez t6bb 1épéshen juthatunk el.

Rogzitsitk most £ értékét (1 << k <~ n), és vezessiik be a kivetkezs jelolé-
seket

e = e »-_6;___[@2 (0<s<s+8<L)

file) = fts) —f(s — ‘31(0 <s—8<s<L),

5
Ki) = {{&;ﬂ;ﬁﬁ; B0 0 <<+ 8<L,),
Kis(t) = ‘Ak(t)w"{s{k([" . 0Lt - o<t <Ly,

n
ahol L = min {& 3'L;}. Legyen tovabbd
=

o
-
~

P8 (8,8) = f(s + 8) + tfi (s) — Kj(0), (2.
Ps(8,8) = f(s — 8) + tf5(s) — Kpp(t). (

29
S
=
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Az f és K, fliggvényekre tett feltételekbdl azonnal addédik, hogy rogzitett
6, s ill. 8, ¢ mellett @ és ¢y t-nek ill. s-nek szigortan csokkend fiiggvénye,
tovabbé tetszbleges ¢ és 8,, 6, > 0 mellett g5 (s, ) = @j,(s, ). Konnyen be-
lathaté tovabbd, hogy rogzitett s és ¢ mellett ¢y d-nak szigortan csokkend,
¢y pedig szigortan novekedd fiiggvénye.

Legyen tovabbd rogzitett s € [0, L] mellett

Pi(s, @, 8) = tf(s — x + 1) — K (), (2.3)
valamint
X () = {z 0 <2 < Ly, S, %o %) = mztxx Pils, T £)}- (2.4)
1. Lemma.
a) 0€ X,(s) akkor és csak akkor, ha
P (8,0) <0 (s 0<L, <Ly
b) L, € X,(s) akkor és csak akkor, ha
P (8, Ly) >0 (0<Ts — 0, 6 <Ly);
¢) 0 <t < L, esetén t € X,(s) akkor és csak akkor, ha

Poi(s, ) = 0> @o(s, 1) (0<Ts — 8y, 8, <ty s+ 8y <Ly t+ 8y < L)

Bizonyilds.

Nyilvanval6, hogy egy f€[0, L] érték akkor és csak akkor eleme az
X,(s) halmaznak, ha

(L —0)f(s — &) — Kylt — 8,) <tf(s) — Ky(t) (0<"s — 81,6, <)

(¢4 8)f(s + 0y) — Kl + 8y) << Uf(s) — Ki(t) (34 8, <Ly £+ 8y < Ly).

Ebbol pedig egyszerii dtalakitassal nyerjiik az allitdst.

2. Lemma.

Az X ,(s) halmaz nem iires, és egy zdrt intervallum.

Bizonyilds.

Tegyiik fel, hogy az 1. Lemma a) és b) része nem teljesiil. Ekkor létezik
olyan A,, 4, = 0, hogy @ji(s, 0) > 0, valamint @z,(s, L) < 0.

Ekkor pedig ¢} folytonossiga alapjin létezik olyan u = 0, hogy pL(8 w) >
~- 0, valamint @5 é-ban valé csokkenése alapjan tetszlleges 0 < 6 g A5
mellett @, (s, u) > 0, igy @y(s,u) >0 é @5 6-ban valé novekedése miatt
@als, w) 0 tetszbleges 8; > 0 mellett. Tekintsiik most a

T = {t|py (s, t) = 0, tetszGleges 6 > 0} (2.5)
halmazt. A gy t-beli folytonossaga kovetkeztében T zirt, igy £, =sup {t|teT}€T,

valamint u €7, L,¢7T. Tehat 0 <ty << L. Bebizonyitjuk, hogy ¢, eleget tesz
az 1. Lemma c) feltételének. Tegyiik fel ennek ellenkezdjét, ekkor alkalmas
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olyan u > 0, hogy ¢j(s, t, + u) > 0 és @5 o-ban valé csokkenése alapjin
0 < 6 < 4 mellett gy (s, 1, + u) > 0 és igy @5(s, ty + u) > 0. A g5 fiiggvény
d-ban valé novekedése alapjan tetsz6leges 6 > 0 mellett ¢5(s, t, + w) > 0,
vagyis t, + w €T, amely ellentmond ¢, definiciéjanak. Tehat f,ra az 1.
Lemma c¢) esete vonatkozik, vagyis £, € X,(s).

Tegyiik ezutdn fel, hogy £, <t{,, ¥ € X, (s), £, € X,(s). Legyen ¢, < ¢ < ¢,.
Bebizonyitjuk, hogy € X,(s), vagyis X,(s) valamilyen intervallum. Tegyiik
‘elészor fel, hogy ¢, = 0, 1, < L,. Ekkor elég kis 6,, 8,, 63 mellett g5 (s, 0) < 0.
Pea(8: £s) > 0 > @5(s, t,) és @5, @ t-beli monotonitésa alapjin ¢y, (s, #) 0 >
= @ay(s, 1), azaz t € X, (s). A bizonyitdst ugyantgy kell elvégezniink a 0 < ¢,
t, = L, esetben is. Tekintsiik ezutdn a 0 <~ ¢, < ¢, << L, esetet. Ekkor az 1.
Lemma alapjin

A > 0 mellett ¢j(s,t) > 0. A ¢ fiiggvény f-beli folytonossdga alapjin van

Pa(s,t) >0 > @4t (s, ;)

Py(8: 1) = 0 = @55 (s, 8y)
tetszoleges 6,, 0, 03, 8, mellett. Ekkor ¢, , @3 monotonitdsa alapjin A, <
< min {6, 3}, 4, < min {8,, ,} esetén ¢ (s,t) > 0 > @u(s, ), vagyis ¢y,
¢, 6-ban valé monotonitisa alapjin tetszGleges A,, A, mellett fennall ez az
egyenlGtlenség, igy f-re a 3. Lemma c) esete teljesiil. Tehdt £ € X, (s).

A (2.4) definiciobdl az is nyilvanvald, hogy X,(s) zdrt halmaz, igy X,(s)

nem iires, zart intervallum.

Megjegyzés. Konnyen kimutathatd, hogyha az s pontban f differencidlhatd,
akkor X, (s) egyetlen elemet tartalmaz.

3. Lemma.
Ha s, <7 sy, t; € X,(3,), t, € X;(8,), akkor £ > t,.

Bizonyitas.

A (2.1) és (2.2) formulikbél egyszerien adodik, hogyha s az [ differencidl-
hatosagi pontja, ¢, < t,, akkor elég kis 4, 9y, = 0 mellett gy (s, 4;) = ¢;5,(s, 1,).

Tegyiik fel ezutdn az 4llitdssal ellentétben, hogy s, < s, és #, < t,. Minthogy
f konkév, létezik s, és s, kozott f-nek olyan pontja, ahol derivilhaté.

Ha t, és f,re az 1. Lemma ¢) allitdsa érvényes, akkor elég kis § - 0 mellett

0 < @5.(82: ta) << @5(8, ty) < @4 (8, 4,) << @3 (81, 1y) <0,

amely nyilvinvalé ellentmondés. Ha ¢, vagy f,re az 1. Lemma a) vagy b)
allitsa igaz, a bizonyitds az el6z6hoz hasonléan végezhets el.

2. Tétel

Tegyiik fel a kovetkezdket:

1. Létezik olyan & - 0 élland6, hogy

a) s > & esetén f(s) = 0;

b) a [0, £] intervallumon f folytonos, konkdv és szigortian csikken:
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2. k=1,2,...,n esetén a [0, L,] intervallumon K, folytonos, konvex és
szigortan novekszik.

Jelolje (af, ..., a%) és (af*, ..., ar*) a jaték két egyensulypontjat.

n n
M leor AP - Kok
Ekkor ¥ 2y = 3 xi*.
k=1 k=1
Bizonyilds.
n n
Legyen s*= 3 af,s** = N ap*. Konnyl bebizonyitani (ld. [4] Tétele
k=1 k=1
bizonyftdsdnak @) pontjat), hogy s* < §& s** <& gy k=1,2,...,n
esetén aj € X, (s¥), xp* € X, (s**). Tegyiik fel, hogy s* < s** akkor a 3.
Lemma alapjan k=1,2,...,n esetén af > a}*; amelyeket osszeadva
azonnal addédik, hogy
s & EE ] ‘
et N ek QPOL L —
3 = Xy = Xt =8,
k=1 k=1
amely nyilvanvalé ellentmondas.
3. Tétel

A 2. Tétel feltételei mellett az oligopol jaték rendelkezik legalabb egv
egyensilyponttal.

Bizonyitds.

Legyen {f,}m-y egy [0, &] intervallumon f-hez tarté differencialhaté, szigo-
rian csokkend, konkav figgvénysorozat. Jelolje ezen f, arfiiggvénnyel és a
K, koltségfiiggvényekkel rendelkezd jaték egyetlen egyensilypontjat atm*
Ekkor — minthogy {a(*} korldtos sorozat — az {x ™*};_; sorozat rendelkezik
torlodasi ponttal: a*. Az (1.2) egyenlGtlenséghdl egyszer(i hatdritmenettel
adadik, hogy a* az eredeti oligopol jaték egyenstlypontjat adja.

Megjegyzés. A tétel allitdsa a Nikaido — Isoda tétel alapjan és bebizonyithaté

(Id. [17).
Vezessiik be a kovetkezs jeloléseket (s € [0, L]):
2 (s) = min {1/ € X,(9)}, B(s) = max (L€ X, ()}, (1<k<n) (2.6)
n n
a(s) = X ay(s), Bls) = 3 Bils)- (2.7)
k=1 k=1
4. Tétel

A 2. Tétel feltételei mellett egy a* = (af, ..., a¥) vektor akkor és csak
akkor adja az oligopol jaték egyensalypontjit, ha

a) 8z 8* = é:‘r,‘{‘ érték az

«(s*) < 5* < Ba%) (2.8)
egyenlStlenség egyetlen megolddsa;

b) k=1,2,...,n esetén z} € X,(s*).
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Bizonyitds.
Az éllitds az (1.2), (2.4) osszefiiggések, valamint a 2. és 3. Tétel nyilvanvals
kiovetkezménye.

1. Kivetkezmény: A 2. Tétel feltételeinek fenndllasa esetén a jaték egyen-
stlypontjai a (2.8) egyenlétlenség egyértelmi{i megolddsaval, valamint az

o (8%) << @y < Piuls*) 1<k <n) (2.9)

Zn‘ i
k=1

egvenlGtlenségrendszer megolddsaival allithaték eld.

2. Kovetkezmény: A 2. Tétel feltételeinek fenndllasa esetén az oligopol jaték
egvenstlypontjainak halmaza a (2.9) szimplex.

( Beérkezett: 1976. oktéber 20.)
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THE NON-DIFFERENTIABLE OLIGOPOLY PROBLEM

In the article the author examines the continuous, concave, one-product oligopoly
game. Although existence of the Nash oquilibrium point is demonstrable, unicity is not
true in general. Yet, the sum of the equilibrium strategies is unique and the set of equi-
librium points is a simplex.

[MPOBJIEMA HEJIWU®OEPEHLIMPYEMOI'O OJIMI'OIOJIS

B paccmarpuBaemoii cratbe aBTOp H3yuaeT HENPEPHLIBHYI0 KOHKABHYIO OJIMIOMOJILHYIO HI'DY
Ha 0/1HO u3jiese. He cMoTpst Ha To, uTo Cy1ecTBOBAHME TOUKH PaBHOBECHst THIa Hamm siBasiercs
JIOKa3yeMbIM, CaMa YHHUHTATHOCTB Yalle BCEro He siByisiercst HCTHHOH. COBOKYMHOCTD CTPATErHii,
00eCreynBalonX PABHOBECHE, C JIPYroil CTOPOHbL, OyjeT SIBHOI M MHOXECTBO TOUEK PABHO-
BECHs nIpe/CcTasJisier co0oil cumruiexc.



