SzIDAROVSZKY FERENC

A tobbtermékes oligopol jaték
egyenstly problémajarél

1. Az oligopol jaték az egyik legismertebb jatékelméleti probléma. Egy
gyakran fellépd gazdasdgi helyzet egyszeriisitett valtozata.

Tegyiik fel, hogy N termels egység M féle kiilonboz8 terméket allit elS
és ugyanazon a piacon értékesiti. Jelolje 2@ (1< k<N, 1 <m < M) a
k-adik termels altal az m-edik termékbdl elGallitott mennyiséget. Ekkor a
k-adik termel§ termelési programja egy x, = (2, ..., a{™) vektorral jelle-
mezhets (1 <~ k<~ N), amelynek komponensei az dltala termelt mennyisé-
geket adjik.

Jelolje f, az m-edik (1= m = M) termék egységarat, valamint K, a
k-adik (1 < k< N) termel§ koltségfiiggvényét, ekkor a k-adik termeld
nyeresége a

M
’ d e : (M
Pi(@y s ay) = 2 1"55"’ fr (89, .., 8M) — Kyfa,) (L.1)
m=
N
képlettel adhaté meg, ahol m = 1,2, ..., M esetén st = 3 adm,

k=1

Tegyiik fel tovabba, hogy & — 1,2, .. ., N esetén adott valamilyen X, C V.

halmaz, amelynek elemei a k-adik termeld lehetséges termelési programjait
adjik meg. Minthogy az egyes termékek gydrtdsa nem fiiggetlen, X, nem
feltétleniil intervallumok direkt szorzata. Ugyancsak feltételezziik, hogy a
jatékosok szimultén X stratégiahalmaza sem feltétleniil direkt szorzata az
egyes jatékosok X, stratégiahalmazdnak.

Az X, stratégiahalmazokkal és a ¢, kifizetofiiggvényekkel rendelkezd jatékot
tobbtermékes oligopol jatéknak nevezziik, és a jaték (Nash-féle) egyensuly-

N
xy) € X X, vektort értiink, amelyre & —

pontjan olyan a* = (2%, ...,
k=
1,2, ..., N és tetszbleges x, € X, mellett

(@ TN 2P @ T AR (1.2)

A tobbtermékes linearis esetre a [13] dolgozatban szerepel az egyensuly-
pont létezését és egyértelmiiségét biztosité eredmény, és ugyanebben a dol-
gozathan kimutattam, hogy a jéték egyensilyprobléméja egy konvex, kvad-
ratikus programozasi feladattal ekvivalens.

Az egytermékes esetre elészor Burger [2] adott gyakorlatban is jol hasz-
nalhaté eredményt, alkalmas monotonitdsi és konvexitdsi feltételeken kiviil
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az ér- és koltségfiggvények kétszeri differencidlhatosigit is feltételezte.
Ugyanakkor azt is megkovetelte, hogy a jaték szimmetrikus legven, azaz
az egyes termelSk koltsurfug,gvenyel azonosak legyenek. Ezt az eredményt
és Burger modszerét elSszor a nemszimmetrikus esetre sikeriilt altalinosi-
tanom [9], majd az oligopol jaték csoportegyensily-pontjanak létezésére és
egyértelmiiségére adtam feltételeket [10], amelyek az el6z6 eredmények
altaldnositasai. Velem egyidében Opilz is [6] bebizonyitotta a [9] dolgozat
unicitastételét, azonban nem adott numerikus eljarist az egyensilypont kiszd-
mitasara. Manas [5] a linearis esetet vizsgalta, a [13] dolgozat ezeket az
eredményeket dltalanositja a tobbtermékes esetre. A [11] dolgozat tartal-
mazza a témakor legiijabb és legiltalinosabb tételeit és médszereit, és a leg-
fontosabb irodalmi utaldsokat.

Altalinos n-személyes jatékok egyensilypontjainak egyértelmiiségére Rosen
adott elégséges feltételt [7]. A kifizetGfiiggvények folytonos differencialhato-
sagat tételezte fel. A jelen és a [11] dolgozatban a kifizetOfiiggvények nem
feltétleniil differencidlhatok, igy Rosen eredményeit alkalmazni nem tudjuk.

A jaték bovitésével foglalkozott Krank, Kamien és Schwartz (37, [4]. Egy
konkrét vizgazdalkodasi alkalmazit mutat be az [1] dolgozat.

2. El6szor belitjuk a kovetkezs segédtételt.

Lemma. Legyeng: RM . RM; ésa g fiiggvény értelmezési tartomanya, ()
konvex halmaz a nemnegativ térnyolcadban. Tegyiik fel, hogy g minden
komponense konkdav ¢és folytonosan differencidlhaté. Jelolje d a g Jacobi
matrixat. Ha tetszéleges @ € D(g) esetén J(x) | J(@)T negativ szemidefinit,
akkor a A(x) — aTg(x) fiigevény konkdv.

Bizonyitas. Jelolje V a gradiensképzés operdtorit, ckkor egyszeri szdmo-
lassal adddik, hogy

Vhi(x)" = g(a)" | " I(@) . (2.1)
Minthogy ¢ komponensei konkivok, tetsz6leges x, v € D(g) esetén

gly) — g(x) = I@) (y ). (2.2)
A J(x) + J(2)" mitrixra tett feltételink alapjin x, y € D(g) mellett

0= —(y— )" [Iz) + I)"] (y —2)
- (y — 2)T J(2)T (y — =).
amelybdl (2.2) felhasznalasaval azonnal adodik, hogy
y'lgy) — 9@ =y @)y - a) = - ) Iy Sy )" I@)T .
Ebbdl pedig egyszer(i atalakitdssal nyerjiik, hogy
(y o lgx) +I@)7" 2] =y " gly) — 2" g(@),

amellyel & konkavitasat belattuk.
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Tegyiik fel ezutdn a kovetkezdket:

A) Létezik olyan D C RM konvex, zart halmaz, hogy m =1,2,..., M
és (sD,...,sM) ¢ D esetén f, (s,...,sM)=0;

B) m = 1,2, .oy M esetén f,, folytonosan differencialhaté, konkdv, vala-
mint tetszleges s € D esetén J(s) 4 J(s)” negativ szemidefinit, ahol J jeloli
az f = (fy, - . ., fa) fliggvény Jacobi métrixdt;

0) tvetsz()'leges (sW,...,8M e D és 0LEM LM (1< m< M) mel-
lett (s, ...,38™, ..., sM)¢ D;

D) K, (1< kE<LN) folytonos konkav és valamennyi valtozo]aba,n szigo-
riian novekeds a DK, = X, ha,lmazon

E) a jatékosok szimultin X C >< X, stratégiahalmaza konvex, korlatos

k=1
zért, valamint (2,2, ..., 2y) € X, 0<2M <2 1 <E<SN, 1< m <

< M) mellett (7:1, ik sy oo« L B0) € X, ahol T = (2,0, &, 2y,

Tétel. A tett feltételek mellett a tobbtermdkes oligopol jaték rendelkezik
legalabb egy egyensulyponttal.

Bizonyitds. A tétel bizonyitésa tobb 1épéshdl all.

a) ElGszor belatjuk, hogyha z* = (2%, ..., z¥), (xf = («0*, . .., (M%),
k=12, ..., N) a jaték egyensulypontja, akkor s* € D, ahol

N N
g = | X el L, 3 ey,
k=1 k=1
Tegyiik fel, az allitdssal ellentétben, hogy s* ¢ D. Ha D az iires halmaz,
akkor az drfiiggvények azonosan zérusok, igy x* = 0 a jaték egyetlen egyen-
stulypontja a koltséefiiggvények szicort novekedése kivetkeztében. Ellenkezd
esethen s* valamelyik l\omp()nvnsv pozitiv, igy létezik olyan p és ¢, hogy

x@* > 0. AD halmaz zértsiga alapjin pedig létezik olyan 0 < 2) << (%,
lmgy

N N

(S afpr,..., Salf* a9 ,..., 32 ¢D.

k=1 " f=1

k#p
Ekkor
@p (@) = — Ky(aP*, ..., 2@, ..., 2% > — K (27) = gpla*),

amely ellentmond (1.2)-nek.

b) Tekintsiik ekkor az eredeti kifizet6fiiggvényekkel, eredeti stratégiahal-
mazokkal, valamint az

§={z|z€X, z=1(2p..,2n) %= (..., 1<EkLN,

N N
(Safd,.... 3" € D}

k=1



246 SZIDAROVSZKY FERENC

redukélt szimultdn stratégiahalmazzal rendelkezé jatékot. Bebizonyitjuk, hogy
az egyensulypontok tekintetében a redukalt jaték ekvivalens az eredeti
oligopol jatékkal.

A bizonyitds a) pontja alapjan az eredeti jaték barmely egyenstlypontja
egyuttal egyenstlypontja a redukalt jatéknak. Legyen ezutén a* = (2%, . . . ;o)
(2% = (%, ...,2M™*), £=12,...,N) a redukdlt jaték egy egyensiily-
pontja. Bebizonylt]uk hogy B egyensﬁlypontja az eredeti jatéknak is. Legyen
k rogzitett, és x; olyan stratégiavektor, hogy @ = (af,..., 2, ... 2%) € X. Ha
xz € S, akkor (1.2) nyilvanvaléan teljesiil a* egyensulypont lévén, ha pedig
x ¢ 8, akkor

Pul@ts - Ty o BR) = — Kily) < — K (0) = @yfa}, ..., 0, ..., 20 <
< pu(a*), hiszen (af; o o505 o o52R) €S,
¢) A redukalt jaték a segédtétcl alapjin nyilvanvaléan kielégiti a Nikaido —

Isoda-tétel feltételeit [8], igy a jaték rendelkezik legalabb egy egyensily-
ponttal.

Megjeqyzés. Az M — 1 esetben a Jacobi-métrixra vonatkozo feltétel nyilvéan-
valéan az fi(s) < 0 feltétellel azonos, igy a tétel a [9] dolgozat eredménye
és a [11] dolgozat 1. tétele egzisztenciat biztosité allitasanak élesitése.

Osszefoglalo

A konkav tobbtermékes oligopol jaték egyensilypontjara vonatkozd ezisz-

tencia tétel és annak bizonyitasa a cikk {6 eredménye. A tétel a szerzé néhany

korabbi eredményének altalanositisa.

( Beérkezett: 1976. oktéber 20).)
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ON THE EQUILIBRIUM PROBLEM OF MULTI-PRODUCT OLIGOPOLY GAME

The paper deals with the oligopoly problem, one of the best known economic games.
This is a multiproduct market game formulated for several producers. The task is to
determine such a production programme for individual producers that is optimum for
all of them provided, of course, that other producers keep the agreement. In the paper
conditions are presented whereby the game satisfies the conditions of the Nikaido-Isoda
theorem ensuring the existence of the equilibrium point of concave games. For proving
the game a lemma should be applied providing sufficiency conditions for the concavity
of functions of the form 2" g (x). The results of the study are generalizations of the authors
previous theorems on the one-product case.

O MPOBJIEME PABHOBECHST OJIMIONOJIbHOM MIPLI ¢ HECKOJIbKHMMH
TOBAPAMU

ABTOp CTATLH 3AHUMACTCS 0/1H0iT M3 HanboJiee H3BECTHBIX HIP — OJIMronoJbLHoi npobsemoii.
910 — PLIHOYHASI UI'PA C HECKOJIBLKHMH TOBapamu, CPOpMYIHPOBAHHASL JUJIs ClIyast C HaJJHuHEM
HECKOJILKIX NPOM3BOHTE CH. 3ajaua COCTOUT B ONpPEIeJeHHH TaKO0H TIPOM3BOJICTBEHHOM 1IPO-
I'PaMMBI JIJIsE OTICJILHBIX NPOH3BOMTEIel , KoTopast Obljia Obl ONTHUMAJBLHOH JUISI KAXKJI0I'0 U3 HUX,
npe/rnosarast eCTeCTBeHHO, uTO OCTajbHble CO0JII0JIAKT COrJIaCOBAHHC. B crartbe 3ajawrcs
YCJIOBHSI, COIVIACHO KOTOPLIM HIPa JI0JDKHA YIOBJIETBOPATH yCJIOBHSIM TCOPEMBI Huxauno-
H3zoya, obecneunsaronieil HaJuu|e TOYKH PaBHOBECHST U151 BOTHYTBIX MI'P H TAKHM o0pasom urpa
HMeeT TOUKy paBHOBeCHsi. JIJisl I0KA3aTebCTBA HI'PBI CIIEAYET NPHMEHATD JIEMMY, obecrieynBa-
I01IYI0 JIOCTATOUHBIE YCJIOBHSI JUlsl BOPHYTOCTH (DYHKIHH @ g(x). PegyapraThl JIaHHOTO TpyJa
0006111a10T 110J10)KEHHsA, YCTAHOBJICHHBIE aBTOPOM paHee 1o OTHOUIEHHI0 K OJAHOTOBAPHBLIM MI-
pam.



