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A többtermékes oligopol játék 
egyensúly problémájáról 

l. Az oligopol játék az egyik legismertebb játékelméleti probléma. Egy
gyakran fellépő gazdasági helyzet egyszerűsített változata.

Tegyük fel, hogy N termelő egység M féle különböző terméket állít elő
és ugyanazon a piacon értékesíti. Jelölje x(Z,l (1 < k < N, 1 S::: m S:: M) a
k-adik termelő által az m-edik termékből előállított mennyiséget. Ekkor a
lc-adik termelő termelési programja egy xk = (x)/l, ... , xj,Ml) vektorral jelle­
mezhető (1 < k < N), amelynek komponensei az általa termelt mennyisé­
geket adják.

Jelölje f m az m-edik ( 1 ::;;, m ::;, M) termék egységárát, valamint K1c a
lc-adik (1 < k < N) termelő költségfüggvényét, ekkor a k-adik termelő
nyeresége a

M 
m (x ,,. ) - ,, x(m) f (s·<1l s(M)) K (x ) 'r/i ~ 11 • • • , wN - .,.; I( ,n · ' · · · ' - lí le 

m=I
(l. l) 

N 
képlettel adható meg, ahol m = l,2, ... , }JI[ esetén s(m) = J; x};il.

lc=I
Tegyük fel továbbá, hogy le= 1,2, ... , N esetén adott valamilyen X"c RM 

halmaz, amelynek elemei a k-adik termelő lehetséges termelési programjait
adják meg. Minthogy az egyes termékek gyártása nem független, X,, nem
feltétlenül intervallumok direkt szorzata. Ugyancsak feltételezzük, hogy a
játékosok szimult án X straiégiahaJmaza sem feltétlenül direkt szorzata az
egyes játékosok X" atratégiahalmazának.
Az X,, stra.tógia.hulma.zckkal és a rp1, kifizetőfüggvényekkel rendelkező játékot

többtermékes oligopol játéknak nevezzük, és a játék (Nash-fele) egyensúly­
N 

pontján olyan x* = (xt, ... , x~) E X X,, vektort értünk, amelyre le =
/c=I

= 1,2, ... , N és tetszőleges i;" E X1c mellett

cp1, (xi, ... , x1,, ... , xJ:i) ~ g:" (x1, ... , x," ... , x';,i). ( 1.2) 

A többtermékes lineáris esetre a [13] dolgozatban szerepel az egyensúly­
pont létezését és egyértelműségét biztosító eredmény, és ugyanebben a dol­
gozatban kimutattam, hogy a játék egyensúlyproblémája egy konvex, kvad­
ratikus programozási feladattal ekvivalens.

Az egyterrnékes esetre először Burger [2] adott gyakorlatban is jól hasz­
nálható eredményt, alkalmas monotonitási és konvexitási feltételeken kívül
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az ár- és költségfüggvények kétszeri differenoiálhatóságát is feltételezte.
Ugyanakkor azt is megkövetelte, hogy a játék szimmetrikus legyen, azaz
az egyes termelők költségfüggvényei azonosak legyenek. Ezt az eredményt
és Burger módszerét először a nemszimmetrikus esetre sikerült általánosí­
tanom [9], majd az oligopol játék csoportegyensúly-pontjának létezésére és
egyértelmüségére adtam feltételeket [10], amelyek az előző eredmények
általánosításai. Velem egyidőben Opitz is [6] bebizonyította a [9] dolgozat
unioitástételét, azonban nem adott numerikus eljárást az egyensúlypont kiszá­
mítására. Manas [5] a lineáris esetet vizsgálta, a [l3] dolgozat ezeket az
eredményeket általánosítja a többtermékes esetre. A [11] dolgozat tartal­
mazza a témakör legújabb és legáltalánosabb tételeit és módszereit, és a leg­
fontosabb irodalmi utalásokat.

Általános n-személyes játékok egyensúlypontjainak egyértelműségére Rosen 
adott elégséges feltételt [7]. A kifizetőfüggvények folytonos differenciálható­
ságát tételezte fel. A jelen és a [ll] dolgozatban a kifizetőfüggvények nem
föltétlenül differenciálhatók, így Rosen eredményeit alkalmazni nem tudjuk.

A játék bővítésével foglalkozott fl'ranlc, Kamien. és Schwartz [3], f 4]. Egy
konkrét vízgazdálkodási alkalmazát mutat Le az [l] dolgozat.

2. Elős~ör belátjuk a, következő sogédtótclt.

Lemma. Legyen g: BM , wvr; Ófl a (J függvény értelmozósi tartománya, @(g) 
konvex halmaz a nemnegatív térnyolcadban. Tegyük fol. liogy g minden
komponense konkáv ÓH folytonosan differenciálható. Jelölje J a g Jacobi
mátrixát. Ha tctsz őlcgcs x E @(u) esetén J(x) I- J(x}7" negatív szemidefinit,
akkor a, li(x) = xTg(:r) Cüggvény konkáv.
Bizonyitás. Jelölje V a gnuliern,k6p7,ÓH operátorát, ekkor egyszerű számo­

lással adódik, hogy

Vh(x)T =-e: f!(x)'f I- xT J(x) . 

Minthogy p kompon .nsoi konkúvok , lc!Hzfílegcs x, y E®((!) esetén

g(y) - g(x) ,.- J(x) (y x) . 

A J(x) + J(x)T mátrixra Lott ícltétclünk nl:1pján x, 71 E @(g) mellett

(2.1) 

(2.2) 

--.. 1 T T 0 r::..: - (y -- x) [J(x) + J(x) ] (y -- x) =
2 

-- (!/ •· :r)'I' J(x)"' (!J - x). 

a molyből (2.2) folltasznábí.sfÍ.v;.d azonnal adódik, hogy

yT[g(y) - g(x)] .,..- YT J(:r:)(y :r·) = (y x)7' ,J(:r)T y .. , (y :r:)'f J(x)7' :i.:. 

Ebből pedig egys7,orű át::Llakít,ásfl:1l nyerjük, hogy 

(y - x)7' [g(x) + J(x)"' x] ;2:; yr g(y) - xT g(x) , 

amellyel h konkavitását bolátLuk.
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Tegyük fel ezután a következőket:
A) Létezik olyan D C RM konvex, zárt halmaz, hogy m = 1,2, ... , M 

és (sCl), ... , s<M>) ~ D esetén lm (s(1), ... , s<M)) = O;
B) m = l,2, ... , M esetén lm folytonosan differenciálható, konkáv, vala­

mint tetszőleges s E D esetén J(s) + J(s)7 negatív szemidefinit, ahol J jelöli
az I= (fi, ... , IM) függvény Jacobi mátrixát;

C) tetszőleges (s(ll, ... , s(Ml) E D és O < .§(m) < s(m) (1 < m < M) mel­
lett (s(l), ... ' s(m), ... ' s(M)) (é D; 
D) K,, (1 <:: k ~ N) folytonos, konkáv és valamennyi változójában szigo­

rúan növekedő a ®(Kk) = Xk halmazon;
11 

E) a játékosok szimultán X e X Xk stratégiahalmaza konvex, korlátos
k=l 

zárt, valamint (x1,x2, ... , xN) EX, 0 <;: x,/ml S x~;n) (1 < le ;s;; N, l < m < 
;s;; M) mellett (x1, ... , x", ... , xN) E X, ahol x" = (x,,<1>, ... , x<7c1> ... , x<fl).

I

Tétel. A tett feltételek mellett a többtermékes oligopol játék rendelkezik
legalább egy egyensúlyponttal.

Bizonyítás. A tétel bizonyítása több lépésből áll.

a) Először bolátjuk, hogyha x* = (xi', ... , xi), (xt = (x~*, ... , x);M)*), 
k = 1,2, ... , N) a játék egyensúlypontja, akkor s* E D, ahol

N N 
S* - ( '-' x<l)* '-' x(M)*) - ,£.,/ I< ' ••• '.i::.,.; /{ •

i<=I i<=l 

Tegyük fol, az állítással ellentétben, hogy s* ~ D. Ha D az üres halmaz,
akkor az árfüggvényck azonosan zérusok, így x* = 0 a játék egyetlen egyen­
súlypontja tL költségfüggvények szigorú növekedése következtében. Ellenkező
esetben s* valamelyik komponense pozitív, így létezik olyan p és q, hogy
x('}~* > 0. AD halmaz zártsága alapján pedig létezik olyan O < x<~ < x~l*, 
hogy

N N N 
( Y' .(1)* "' .(q)* /- .(q) '-' (Ml*) t!. D ~ X1, , ... , ~ XI< - XP , ... , ~ X1, '> · 
//=I k=l k=I 

k°l'p 

Ekkor

(f)p (x) = - Kp(x~>*, ... , xt1>, ... , x1Ml*) > - Kp(xt) = (f)p(x*), 

amely ellentmond (l.2)-nek.

b) Tekintsük ekkor az eredeti kifizetőfüggvényekkel, eredeti stratégiahal­
mazokkal, valamint az

S= { x Ix EX, x = (x1, ... , xN), xk = (x~1>, ... , x):1>), 1:::;;: k:::;;: N, 
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redukált szimultán stratégiahalmazzal rendelkező játékot. Bebizonyítjuk, hogy
az egyensúlypontok tekintetében a redukált játék ekvivalens az eredeti
oligopol játékkal.

A bizonyítás a) pontja alapján az eredeti játék bármely egyensúlypontja
egyúttal egyensúlypontja a redukált játéknak. Legyen ezután x* = (x!, ... ,xi)
( *-( C1l* CM)*) k-12 N) · d kált iáték ·'l xk - xk , ... , xk , - , , ... , a re u a Ja e egy egyensu y-
pontja. Bebizonyítjuk, hogy x* egyensúlypontja az eredeti játéknak is. Legyen
k rögzített, és x1, olyan stratégiavektor, hogy x = (xT, ... , x", ... x~) E X. Ha
x E S, akkor (1.2) nyilvánvalóan teljesül x* egyensúlypont lévén, ha pedig
x ~ S, akkor

<pk(xT, ... , x,0 ••• , x~) = - K"(x,J < - K" (0) = <p"(xT, ... , 0, ... , x1'.J) <
:S: <f)1c(x*), hiszen (xt, ... , 0, ... , x~) E S. 

e) A redukált játék a segédtétel alapján nyilvánvalóan kielégíti a Nikaido­
Isoda-tétel feltételeit [8], így a játék rendelkezik legalább egy egyensúly­
ponttal.

Megjegyzés. Az M = I esetben a -Iucobi-mátrixra vonatkozó feltétel nyilván­
valóan az t;(s) < 0 feltétellel azonos, így a tétel a [9] dolgozat eredménye
és a [11] dolgozat 1. tétele egzisztenciát biztosító állításának élesítése.

Összefoglaló 

A konkáv többtermékes oligopol játék cgyensúlypontjára vonatkozó ozisz­
tencia tétel és annak bizonyítása a cikk fő eredménye. A tétel a szerző néhány
korábbi eredményének általánoaftáea,

(Beérkezett: 1976. október 20.) 
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ON THE EQUILIBRIUM PROBLEM OF MULTI-PRODUCT OLIGOPOLY GAME

The paper deals with the oligopoly problem, one of the best known economic games.
This is a mult.iproduct market game formulated for several producers. The task is to
determine such a production programme for individual producers that is optimum for
all of them provided, of course, that other producers keep the agreement. In the paper
conditiona arc presented whereby the game satisfies the conditions of the Nikaido-Isoda
theorem ensuring the existence of the equilibrium point of concave games. For proving
tbc game a lcnnuu, should be applied providing sufficiency conditions for the concavity
of functions of the form xr g (x). The results of the study are generalizations of the authors
provious thcorc-rns on the one-product case.

0 nPOGJIEME PABHOBECv!51 OJU1rOTTOJlbHOíl" virPbl C HECl{OJlbl{v!Mvl. 
TOBAPAMvl 

Anrop CTaTbH 3ctl-!MMaeTcn OJ~HOH H3 Ha116011ee H3BCCTJ-lb!X nrp - 0JllffOT10JlbHOH npo611eMOH. 
3TO - p1,111ocrr1an nrpa C HeCl(OJlbl(HMH TOBapaMH, c<jlopMy11Hp0B3HH3fl /l:Jlfl cnysas C HaJll-lLIHeM 
HeCJ(OJ!!,J(MX npOM3B0/\HTe11ei1. 3a1.1a•1a COCTOHT B nnpene.nemur Ta!(Ot'I npOH3B0):\CTBeHHOH npo­ 
rpaMMbl 1.vrn OTJl.CJll,HI,JX npOH3BO/l:HTe11ei:'i, xoropan 6b!Jl3 6bl OnTHM3JlbHOH ):\Jlfl 1(3)1{/J:OfO H3 HHX, 
npennonaran ecrecrneuao, •1TO ocram-aue coömonaior cornacosanue. B CT3The 33)],aJOTC}I 
ycnosnn, cornacno J{OTOpbiM nrpa )],011)1(!-13 ynonneraops'n- ycJJOBHflM reopeasr HHK3H):\O­ 
J.130)].a, oöccncvuuarourcü l-13J1J-llll1e TOLII(l,f pasnonecas P:Jlfl DOfHYTb!X nrp 11 T3K11M o6pa30M nrpa 
HMeeT T0'11<y paBHOBCCHfl. ):(mi A01<33aTeJJhCTBa m'pbI c11ep:y/T npHMeHflTb neMMY, oöecnevaaa- 
10111y10 J:(OCTaTO'll-lb!C yCJIOBHfl ):\Jlfl BOrHyTOCTH QlYHKJ111H X g(x). Pe3yJJbT3Tbl p:aHHOrO rpyna
0606u1a10T nononccnnn, ycTaHOBJleHHblC aBTOpOM panee no OTHOUJCHH!O K 0)],HOTOBapHb!M Hr­ 
paa. 


