Furé Pirer

A cluster analizis egy j modellje és algoritmusa

1. A cluster analizis graf és hipergraf modelljei

A cluster analizis alapfeladata az, hogy objektumok és jellemz6ik bonyolult
rendszerének struktirajat feltirja; az objektumokat — elGzetes ismeretek,
tapasztalatok nélkill — kizardlag a jellemzGikbol adédé kapesolataik alapjan
természetes csoportokba un. clusterekbe sorolja tgy, hogy az egyméashoz
hasonlé objektumok azonos clusterekbe, az egyméshoz kevéshé hasonlé objek-
tumok kiilonboz6 clusterekbe keriiljenek.

A clusteranalizis feladatkorébe tartozik a jellemzdk csoportositdsa is, az
Altaluk jellemzett objektumokbdl adddé kapesolatok felhaszndlasaval. A bo-
nyolult rendszerek strukturdjanak feltdrdsa nagy jelentségli és gyakori fel-
adat az orvostudoméanyban, biologiaban, a kozgazdasigtanban, a mérnoki
tudomdnyokban, az informacié-tudoményban és még sok més teriileten.

Tehat a cluster analizis modelljeinek, eljirdsainak felhasznaldsi teriilete
igen széles. Ezt tiikrozi terminologidjanak heterogenitdsa is. A biolégusok,
orvosok numerikus taxonomiardl, a mérnokok tanito nélkiili tanulé algoritmu-
sokrdl, a statisztikusok, informaciétudomanyi szakemberek cluster analizisrdl,
az opericiGkutatok particionaldsi feladatrél beszélnek, de valamennyien
ugyanazon probléma megoldésara, egy bonyolult rendszer struktardjanak
feltardsira torekszenek. A kiilonbozs felhasznaldsi teriileteken alkalmazott
modellek és eljarasok osszefonddasaval a hetvenes évek elejére a cluster anali-
zisnek két fG dga alakult ki: a matematikai-statisztikai és az informéciétudo-
méanyi cluster elemzés.

A matematikai-statisztikal clusteranalizis a vizsgdlt rendszer valamennyi
objektumét egy adott rendezett jellemz6 halmaz felhasznalasival irja le.

Tehdt adott az objektumoknak a D = {d,, ... d,} halmaza, és az objektumok
mindegyikén megfigyelhets jellemzék €' = (Cy,...C)) vektora.

A jellemzik mérési skdldjuk alapjin négy f6 esoportba sorolhatok.

Jelolje a C' jellemzének a dj, ill. d; objektumra jellemzs értékét C(j), ill.
C(k).

Ha €' nomindlis skalaja, akkor csak azt tudjuk, hogy O(j) = O(k), vagy
C(j) # O(k) (pl. szem szine, sziiletési hely).

Ha €' ordindlis skalaju, akkor azt tudjuk, hogy C(j) = C(k) vagy C(j) = C(k)
vagy C(j) = C(k) (pl. indiai kasztrendszerben elfoglalt hely).
Ha ¢ intervallum skalaja, akkor ismerjik C(j) — C(k) értékét (pl. hémér-
séklet °C-ban).

Ha €' hinyados skaldju, akkor ismerjiik C(5)/C(k) értékét (pl. hmérséklet
°K-ban).

Héanyados, ill. intervallum skaldju valtozok esetén nyilvan nem mellékes
a mértékegység megvilasztisa sem.
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A matematikai-statisztikai cluster elemzés alapvets problémaja a kiilonbozd
skalaju jellemzdk értékeinek felhasznalasaval az objektum-pérokra hasonld-
sdgi mérészam konstrualisa. A probléma igen bonyolult, és sikeres megoldasa
a rendszer-struktura feltdrdsinak sziikséges feltétele. Nem véletlen, hogy a
cluster analizissel foglalkozé cikkek nagy hanyada a hasonlésdgi mérészam
meghatarozisara szolgalé heurisztikus eljarasok konstrudlisival és 0Ossze-
hasonlitdsdval foglalkozik, szinte hattérbe szoritva a cluster keresd algoritmu-
sok kidolgozasat is (Anderberg [2]). Az informéciétudoményi cluster elem-
2ésnél adott az objektumoknak (4ltaldban dokumentumoknak) a D = {d,, . ..

d,} halmaza, és az objektumok jellemzésére (indexelésére, leirdséra) hasznalt
targyszavaknak a K = {k,, ... k,} halmaza.

Az objektumok jellemzésére a K halmaznak egy-egy altaldban nem rigzi-
tett elemszaru részhalmazat hasznaljak.

Az objektumok kozotti hasonlésag és a hasonldsdgi mérdszam az objektumo-
kat jellemz6 targyszo részhalmazok megegyezd és egymdstol kiilonbozs elemei
szamanak vrll‘Lmllyen fumrvcny(,n alapul.

A hasonl6sagi mérdszam konstrudlasa itt is igen bonyolult és dontd jelentd-
ségli probléma. Ezt tiikrozi a gyakorlatban hasznalt mérGszamok széles ska-
laja is.

A cluster elemzés mindkét dgaban hasznélt hasonlésigi mérdszamok [s(d;, d))]
két objektum kozott értelmezettek és a legtobb esetben a kivetkezd tuLLJ-
donsagokkal rendelkeznek:

1.0 < 8(d;, d; ) (4,9=1...m)
‘..s(d,,d) (Gr=1n )
3. 8(d,d)) = .s((lj, d;) (2,9 = 1 g .m)

Ennek alapjan megszerkesztethets a cluster analizis stilyozott graf modellje,

amelyen értelmezheté a gyakorlatban hasznalt valamennyi cluster keress
algoritmus.

1. Modell

Adott a D = {d,,...d,} objektum halmaz, és szlnmcnnyi objektumpzir
esetén a hasonlosdgi mérdszamuk: — s(d,, d)(i,j=1...m). Legyen X =
= {z,, ... X} egy grif pontjaumk a hwlm(u@ M()(lolone az x; pont a d;

ob jektumot. Ha d; = d; és s(d;, d;) > 0, akkor a grif ;68 @ pontja kizott
lId{lYlLdtLLn élt (ly,) humnk, a.nclyhu sulyként ho//(uendoljuk a v(l,) =
= s(d;, d;) értéket. Legyen ¢ = {H,, ... E,}. Tehit a G = (X; &) grif és az
élein értelmezett v(#)) = 0 (j = 1...n) salyfiiggvény modellezi az objektu-
mokat és az objektumpérok hasonlunagl mérdszamait.

A cluster keres$ eljarasokat két nagy esoportba sorolhatjuk:

— hierarchikus eljarasok,
— mnem hierarchikus eljarasok.

A hierarchikus eljirdsok a ¢ = (X; ¢) graf pontjai koziil olyan részhalma-
zokat jelolnek ki, amelyek vagy egymist tartalmazzik, vagy diszjunktak.
Minden esetben a kijelolt részhalmazok kozott lesznek a graf pontjai is. Ezeket
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a részhalmazokat a tartalmazdsi reldcié felhasznalasival hierarchidba rendez-
hetjiik. (Innen adddik az eljardsok neve is.) A hierarchikus eljardsokat két
tovabbi csoportba sorolhatjuk:

— agglomerativ jellegl eljarisok,
— nem agglomerativ jellegii eljarasok.

Az agglomerativ jellegli eljarasok a graf pontjainak fokozatos Gsszekapceso-
lasaval alkotjak a clustereket (pl. legkozelebbi szomszéd moédszere, centroid
modszer, Ward-mddszer) (Sibson [27], Gower [15], Ward [31]).

A nem agglomerativ jellegli eljardsok a graf fokozatos szétdarabolisdval
hatarozzék meg a clustereket. Ezek hatékony particionalasi eljardsok hidnya
miatt egyenlére nem nagyon elterjedtek, pl. Kdwards és Cavalli-Sforza (4nder-
berg [2]).

A nem hierarchikus eljarisok a G = (X; &) graf pontjai koziil olyan rész-
halmazokat (clustereket) jelolnek ki, amelyek diszjunktak (tehdt a tartalma-
zas nem megengedett). Altaldban nem megkotés az, hogy a graf valamennyi
pontja legyen eleme legalibb egy részhalmaznak.

A nem hierarchikus eljardsokat tovabbi két csoportba oszthatjulk:

— nem strukturdlis jellegti kritérium alapjan osztalyozd eljardsok,
— strukturalis kritérium alapjan osztilyozo eljardsok.

A nem strukturilis jellegi kritérium alapjin osztalyozé eljarasokndl alta-
laban elére adott a kivant cluster szam, és valamilyen célfiiggvény (pl. esoporto-
kon beliili szérdsnégyzetek osszege), mint vezérfonal felhasznalasaval keresik
a graf pontjainak jobb elosztasat (M acQueen (24, Forgy [10]).

A strukturdlis kritérium alapjin miikodo eljardsok nagy hianyadanal salyo-
zott 6l G = (X; €) grafbol kiiszobszintek (pl. 7 = 0,1; 0,3) bevezetésével olyan
G = (X; g) grafokat allitanak elG, amelynél az a; és @, pontok kozott akkor
hiz6dik él (amelyhez mar nem rendelnek stlyt), ha s(d;, d;) > 1. A G = (X; ¢
grif(ok) komponenseit (Auguston, Minker [3]), vagy maximalis teljes részgraf-
jait (Osteen [26]), vagy az ezekbdl képzett strukturakat tekintik clustereknek.
A strukturdlis kritériumok alapjan miikodé eljirdsok kozé sorolhatok a graf-
elmélet particiondlisi médszerei is (Lawler [22]).

A cluster keres§ eljarasokkal szemben a kivetkezs észrevételek tehetdl:

— Tobb elem hasonlosigat csak elempdrok hasonldsdgaval képesek kife-
jezni.

— Az algoritmusok futtatdsa elGtt semmit, vagy csak igen keveset tudnak
mondani az eredményként adodo clusterek tulajdonsdgairol. (Nines
explicit cluster definicio.)

— Az eljardsok kozott nines igazan hatékony, bizonyithatéan az optimum-
hoz konvergalé algoritmus.

Jelenleg is széles kor(i nemzetkozi kutatémunka folyik, amelynek célja a
gyakorlatban jol hasznélhaté egzakt cluster definicié megszerkesztése, vala-
mint hatékony és konvergens cluster keres$ algoritmusok kidolgozésa. Kz a
dolgozat a fenti kutatémunkéat szeretné elébbre vinni a cluster elemzés hiper-
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graf modelljeinek megszerkesztésével, strukturdlis kritériumon alapulé cluster
definicid, és olyan polinommal fedhetd lépésszamu, konvergens, hierarchikus
cluster eljaras kidolgozasdval, amelynek alkalmazéasaval elkeriilhet6 a hasonl6-
sagi matrix megalkotasa.

A szerz6t a hipergraf modellek megalkotdsira az informéciétudoményi
cluster elemzés graf modelljének és eljardsainak kritikdja sarkallta, mig a
hipergraf kvéazi-komponense fogalmanak megalkotdsahoz — ami az aj cluster
definicié és eljards alapkove — Lawler [22] cikke adta az Gtletet, aki Luccio
és Sami [23] eredményeinek felhasznaldsaval észrevette, hogy vannak a hiper-
grifoknak olyan ponthalmazai, amelyek a minimdlis két részre vagis soran
nem vagddnak el. Lawler erre a felismerésre alapozva hatékony heurisztikus
eljarasokat dolgozott ki hipergrafok tobb részre vigéasara, de nem foglalkozott
mélyebben az el nem vigoédé ponthalmazok tulajdonsagaival.

Az informéaciétudoményi cluster elemzésben két objektumot akkor tartanak
hasonlénak, ha a jellemzésiikre (indexelésiikre) haszndlt deszkriptorok (targy-
szavak) kozil legalabb egy kozos.

Ez a binéris reldcié nyilvan szimmetrikus, reflexiv, de nem tranzitiv, tehat
tolerancia reldcié (Srejder [29]). Ez a relacié nyilvan egy olyan tobb elemii
reldciobol szarmazik, amelynél minden egyes deszkriptor kapesolatot létesit
azon (nem feltétleniil kett6) objektumok kozott, amelyek jellemzésére az adott
deszkriptort felhasznaltak.

Ezzel teljesen analog moédon értelmezhetd egy tobb elemii relicio a deszkrip-
torok kozott is dgy, hogy minden egyes objektum kapcsolatot létesit a jellem-
zésére hasznalt deszkriptorok kozott.

A matematikai-statisztikai cluster elemzéshen az objektumok kozotti ha-
sonlosdg fogalmdt altaliban az objektumokat jellemz6 vektorok kozott defi-
nialt valamilyen tavolsig fogalmabol vezetik le. Tehat a hasonldsigi relicid
itt is bindris, mégpedig szimmetrikus, reflexiv és altaliban nem tranzitiv
(tolerancia) relicio. Kz a tolerancia reldcid is nyilvan egy olyan tobb elemf
reldciobol szarmazik, ahol az objektumok kozotti hasonlosig alapja az, hogy
egy vagy tobb jellemzdGjiik értéke nagyon kozeli, vagy megegyezik.

Ezen alapul az a gondolat, hogy az objektumok jellemzésére szolgdld métrix
cellai értékeinek felhasznalasdval itt is deszkriptorokat alakitsunk ki. Példaul
deszkriptor lehet az, hogy egy adott jellemzi értéke egy adott intervallumba
esik. A feladat természetétdl fiiggGen deszkriptorokat definialhatunk agy is,
hogy tobb jellemzi értékét szoritjuk hatdrok kozé.

A deszkriptorok definialdsandl nem kikotés az, hogy segitségiikkel az objektu-
moknak egy osztilyozasit hozzuk létre; tehat megengedhetjiik azt is, hogy
példaul a ,suly 17 deszkriptor a 10 kp és a 15 kp kozotti sulya objektumok
jellemzésére szolgaljon, mig a ,saly-hossz” deszkriptor a 14 kp és a 16 kp
kozotti stlyt és a 1 m és a 2 m kozotti hossziasagu objektumok jellemzésére
szolgaljon.

Természetesen csak olyan deszkriptorokat definidlunk, amelyek legalabb
egy objektum jellemzésére szolgilnak, és a definidlt deszkriptorok kozott
talalhaté minden egyes objektumhoz legalabb egy, amely az illeté objektum
jellemzésére szolgal.

Bar jelentGsége nem olyan nagy mint az informiciétudomdnyi cluster elem-
zésben, de itt is definidlhaté a deszkriptorok kozott egy tobb elemii relécié
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ugy, hogy minden egyes objektum kapcsolatot 1étesit a jellemzésére hasznalt
deszkriptorok kozott.

A fentiek alapjan mind az informéciétudoményi, mind a matematikai-
statisztikai cluster elemzésben jol hasznalhaté a kovetkez§ két hipergraf
modell.

2. Modell

Adott a D = {d,, ...d,} objektum halmaz. Jelolje a d; objektum jellem-
zésére hasznélt deszkriptorok halmazat &, (j = 1, m). Mlvel az objektumok
jellemzésére legalabb egy, de véges sok deszkrlptort hasznalnak, ezért

(1) 1<|E|<K (j=1...m)

Az objektum halmaz objektumainak jellemzésére szolgdlé deszkriptorok
halmazat jelolje: X

m
(2) X=UE,

j=1

Ha & jeloli az objektumok jellemzésére szolgald deszkriptor halmazok osztalyat:
e = {l, ... E,}, akkor H = (X; ¢) hipergraf, ugyanis (vo. 1. Definicio).

() X =de, ... % } vé%s halmaz (1), (2) miatt,
(1) ﬁ = f (} =1 ) (1) miatt,
(I1T) U = (2) miatt.
A I = (X, &) hipergraf pontjai tehdt deszkriptorok, élei pedig az egy-egy

objektum jellemzésére szolgdld deszkriptor halmazok.

3. Modell

A H = (X; ¢) hipergraf dudlisa a H* = (£; X,, ... X,) hipergrif, amely-

nek pontjai (e, ...e¢,) a H = (X; e) hipergraf élet (¥, ... K,,) reprezental-
jak, élei p((h«r (X,,...X,) a H=(X; e) hipergraf I)()IltJdlthk felelnek meg
a kovetkezo utvl(‘mhcn

(3) X;={e;|j =m, 2, € E;}.

H* = (K; %) val6ban hipergraf, ugyanis

I') B = {e,...e,} véges halmaz (I) miatt,
(I X; 0@ =1,...n) (IIT) és (3) miatt.
m

(II1') U X, = £ (II) és (3) miatt.
=1}

A [* = (K; %) hipergraf pontjai objektumok, élei pedig az egyes deszkrip-
torok allal meghatarozott olyan objektum halmazok, amelyek objektumai
jellemzésére az “adott deszkr iptort felhasznéltuk.
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A modellezés mindkét modell esetén az éleken értelmezett pozitiv sulyfigg-
vény v(E;) >=0(j=1...m), illetve w(X;) =00 =1,...n) bevezetésével
finomithaté. Ha finomitdsra nincs sziikség, vagy nem lehetséges, akkor is
bevezetiink egy stlyfiiggvényt, mégpedig agy, hogy minden egyes élhez
az 1 salyt rendeljitk hozz4.

A dolgozat 2. része azt a strukturdlis kritériumon alapulé cluster definicié
ismerteti, amely a cluster elemzés mindhdarom fent emlitett modelljére sikerrel
alkalmazhato.

2. Matematikai alapok.
A hipergrif kvizi-komponensének fogalman alapulé 4j cluster definicié

A dolgozatban szereplé — hasonldsdgi mérdszémot nem hasznalé — cluster
eljards a csoportositandd objektumok és a jellemzésiikre hasznilt deszkriptorok
kapesolatait feltdré hipergraf modelleken, valamint a cluster definiciként
alkalmazott kvazi-komponens fogalinan alapul.

A dolgozatnak ez a része tartalmazza azokat a matematikai alapokat, ame-
lyek a kvéazi-komponens definicidjahoz és a cluster elemzés szempontjabol
fontos tulajdonsigainak leirdsdhoz sziikségesek. A kvézi-komponens defini-
ciojat kovetik azok a megjegyzések, lemmak, tételek, amelyek alatimasztjik
a kvazi-komponens fogalom alkalmazhatosagat a cluster elemzésben. A dolgo-
zathban esak azokat a tételeket bizonyitjuk, amelyek részletes bizonyitiasa
a Futé [13] dolgozatban nem szerepel.
2.1. Definicié: Adott az X = {@,, ..., x,} véges halmaz és ¢ = {K,, ..., E,}

az X halmaz részhalmazainak osztdlya.
A H = (X;e) par hipergrdf, ha

(1) B #0 (=T o vy
m

(2) U E = X.
=1

Az X halmaz elemeit pontoknak, az ¢ halmaz elemeit éleknek nevezzik.
Ha X = @, akkor a hipergrafot iiresnek nevezziik.

Ertelmezziik a hipergraf ponthalmazai és élhalmazai kozott az &: 2% — 2°

és az ¥ 2° - 2¥ leképezéseket:

2.2. Definicid: Tetszbleges S ponthalmaz (S < X) esetén
O Q\ . l 1 Yo 1
&(S) = {lyjllf/]-E g, Jx; € 8: x; € Iaj}.

2.3. Definicié: TetszGleges & élhalmaz (F C ¢) esetén

WEF) = {a,

x, € X, 3B, € F: x,€ B}}.

2.1. Megjegyzés: BEgyszeriien belathato, hogy tetszéleges S ponthalmaz (S < X)
és & dlhalmaz (F C e) vélasztdsa esetén S C ‘JC(&%(H)) é FC fS(‘JC(&)),
tehat az &: 2% — 2° és az . 2° — 2¥ leképezések egymésnak nem inverzei.
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Uj fogalmak bevezetését, tételek egyszerlibb bizonyitdsét és a kvazi-kom-
ponensek meghatarozaséra szolgdlé algoritmus gyorsitdsat teszi lehetévé az
8 2¥®2% — 2¢ leképezés, amely az &: 2% - 2° leképezés altalanositdsa.

2.4. Definicid.: Tetszbleges S és T' ponthalmazok (S < X), (7' € X) esetén
&(S|T) = {E,|E;€ & Ja;€ S8 x; € B, E; cT}).

2.2. Megjegyzés: Egyszerli szamoldssal bizonyithaték az & 2*®2* - 2°
leképezés kovetkezé tulajdonsdgai, amelyeket a tovibbiakban gyakran

felhasznalunk:

Ha Sc X és T = X, akkor & (S|T) = &(S).

Ha T c S c X, akkor &'(S|T) = &(T|T).

Ha Sc S cX é T < X, akkor &'(S|T) < &'(S|T).
Ha Sc X és T T’ < X, akkor &'(S|T) < &'(S|T").

A grafelméleti szakirodalomban széleskorfien hasznalt az élhalmaz Altal
generalt rész-hipergraf és a ponthalmaz altal generalt alhipergraf fogalma.

2.5. Definicié: A H = (X; ¢) hipergrafnak az & élhalmaz (F C ¢) altal gene-
rdlt rész-hipergrifja: H = (H(&F); F).

2.6. Definicio: A H = (X; &) hipergrafnak az S ponthalmaz (S C X) 4altal
generdlt alhipergrafja: H = (S; &), ahol

&g = {E, ﬂ AS’lE,' € g(S)}.

A generalt rész-hipergraf vagy a generalt alhipergraf fogalom alkalmazisa
tovabbi munkankat indokolatlanul elbonyolitand. Ugyanis a kvézi-komponen-
sek tulajdonsdgainak leirasihoz, és a megkeresésiikre szolgalé eljarashoz is
olyan rész-hipergraf fogalom sziikséges, amelyet ponthalmaz segitségével
definidlunk. A rész-hipergrafnak mindazokat és csak azokat az éleket kell
tartalmaznia, amelyek a definialé ponthalmaznak részei.

Tzeket a kovetelményeket elégiti ki a kovetkezd definicid.

2.7. Definicié: A H = (X; ¢) hipergrafnak az S ponthalmaz (S < X) fel-
haszndlasaval kifeszitett rész-hipergrdfja:

H = (H(&'(S]9); 8(S]9)).

Nyilvéanvald, hogy az (S; & (S|S) par nem lett volna j6 definicid, ugyanis
az S halmaznak lehet olyan pontja, amelyet egyetlen ¢l sem tartalmaz. Ezzel
szemben H = (3(8'(S|S)); 8(S]S)) valoban hipergraf (nincs iires éle és
izoldlt pontja), de ponthalmaza nem feltétleniil egyezik meg S-sel.

2.3. Megjegyzés: Konnyen beldthaté, hogy S < X esetén %((8'(S|S)) < S.

A tovébbiakban jeloljik a H = (%(8'(S]S)); &'(S]S)) hipergrifot roviden
H g-sel.

T Szigma
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2.4. Megjegyzés: A Hg kifeszitett rész-hipergraf megegyezik az &'(S|S) él-
halmaz &altal generalt rész-hipergraffal.

Mivel a dolgozat kovetkezs részeiben csak ponthalmazok altal kifeszitett
rész-hipergrafokkal dolgozunk, ezért ezeket a tovabbiakban roviden csak rész
hipergrafoknak nevezziik.

2.8. Definicié: A Hg rész-hipergrafban a K ponthalmaz [K < %(8'(S|S))]
hipergrdfot kifeszité (vagy roviden kifeszit6), ha ¥(8'(K|K)) = K.
Az elnevezést indokolja az, hogy a kifeszité ponthalmaz megegyezik a fel-
haszndldsdval kifeszitett rész-hipergraf ponthalmazdval, azaz K = (8’ (K|K))
miatt H, = (K; & (K|K)).

2.1. Lemma: A Hg rész hipergrafban a K ponthalmaz (K < 9(8'(S]S))),
akkor és csak akkor kifeszit$, ha 3&“(3 (@ 8'(5’[;5’)) élhalmaz, amelyre
K = %(S).

2.5. Megjeqyzés: A 2.1. Lemma egyszerd kovetkezménye az, hogy egy K pont-
halmaz (K € X) vagy kifeszité minden olyan H g rész-hipergrafban, amelyre
K = %(&'(S]8)), vagy egyikben sem kifeszitd.

Ez indokolja, hogy a tovdbbiakban csak kifeszité ponthalmazrél fogunk
beszélni (nem tessziik hozzéd, hogy a H = (X; &) hipergraf melyik rész-hiper-
grafjaban), és a K-val jelslt ponthalmazok mindig kifeszitGk lesznek.

2.2. Lemma: Ha S C X, akkor 3K kifeszité ponthalmaz (K = (& (S]9)).
amelyre Hg = H,. Az %(8'(S|S)) halmaz az S éltal tartalmazott maximalis
kifeszité ponthalmaz.

2.6. Megjegyzés: A 2.2. Lemma egyszer(i kovetkezménye, hogy az dltalanossig
megszoritasa nélkiil feltehetjiik barmelyik kifeszitett rész-hipergrafrol,
hogy az egy kifeszit6 ponthalmaz felhasznilasaval keletkezett.

Hasonléan az ‘JC(&’;'(SIS)) és az S halmaz kozotti relacié elemzéséhez (amely

a kifeszit6 halmaz fogalménak bevezetését eredményezte), K O S esetén az

¥(&'(S|K)) és az S halmaz kapcsolatdnak vizsgélata vezet el a komponens

fogalmahoz. Jeloljiik az S halmaz (S € X) valédi részhalmazainak osztalyét

Fq-sel:

8s = {TIT =8, T c 8) = 25 — {8} — {#)

2.9. Definicio: A H rész-hipergrafban a P ponthalmaz (0 # P C K) kom-
ponens, ha

(1) H(&'(P|K)) = P,
(2) T € 8p esetén H(&'(T|K))> T

2.7. Megjegyzés: Ha a H, rész-hipergrafban a P ponthalmaz komponens,
akkor kifeszits. [8'(P|K) = & véalasztdssal a 2.1. Lemma alkalmazisival
adodik. |

2.8. Megjegyzés: A 2.1. Megjegyzés miatt H(8'(P|P’)) = P. Ezért a 2.2.
Lemma alkalmazisaval egyszer(ien belathat6, hogy ha a P halmaz kompo-
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nense a H, rész-hipergrifnak azaz ¥(&'(P|K)) = P, akkor PC K' ¢ K
esetén ¥(8'(P|K')) = P, azaz P komponense a H, rész-hipergrafnak is.

2.10. Definicié: A Hy rész-hipergraf osszefiiggl, ha T € §, esetén
H(&'(T|K)>T.

A komponens és az Osszefiigg§ rész- hlpertrraf definiciéja mar mutatja, hogy
hasznos volt a hipergraf p()nthalnmml ¢s 6lhalmazai kozott értelmezett lo-
képzések bevezetése. Ugyanis a fenti definiciok nyilvianvaldéan megegyeznek
a szakirodalomban hasznalt definicickkal, amelyek az ut fogalom bevezetése
miatt bonyolultabbak.

A kvizi-komponens definicijahoz és a kvéazi-komponenseket meghatarozo
eljirdshoz egyarant sziikséges a vigds most kovetkez§ definicidja.

2.11. Definicio: A H  rész-hipergrafnak a T’ ponthalmaz (T < K) dltal generdlt
vagdsa . [jelolése C(T')].

Cx(T) = &(T|K) N &((K — T)|K).

Nyilvédnvalé, hogy a 7' és a K —T halmazok 4ltal generilt vigisok meg-
egyeznek, és hogy az iires halmaz és a K altal generdlt vigas mindig az iires
halmaz.

2.3. Lemma: C(T) = &(T\K) — &(T|T).

2.4. Lemma: Legyen T (T' C K) tetsz6leges ponthalmaza a H rész-hipergraf-
rmk

W(8'(T|K)) = T akkor és csak akkor, ha C(T) = 6.

2.5. Lemma: A P ponthalmaz (P < K) akkor és csak akkor komponense
a H . rész-hipergrafnak, ha

(1) Ck(P) = 8,

(2) T € 8p esetén O (1) D 0.

A komponens itt kozolt alternativ definicidjanak altalanositdsan alapul
a kvazi-komponens definicidja. Tovabbi vizsgalatainkhoz értelmezziik a hiper-
graf élein a v(#)) > 0 (j = 1, ...m) pozitiv fiiggvényt. Terjessziik ki a fiigg-
vény értelmezési t(utmnanyltt ‘élhalmazokra is. Vezessiik be a w:2° -~ R+
leképezést, amelynek révén még diszjunkt délhalmazokat is oGssze tudunk
hasonlitani.

2.12. Definicié: Tetszlleges & ¢lhalmaz (F C e) esetén w(§F) = 3 v(k)).
" Els
2.9. Megjegyzés: Kgyszer szamoldssal addédnak a w: 2¢ - Rt fiiggvény
kovetkezd tulajdonsigai, amelyeket a tovdbbiakban gyakran felhasznalunk:

Ha F < §C e akkor w(&F) < w(@)
Ha Fc§Gce  akkor w(§G-&F) = w(§) -
Ha & C ¢, G C ¢, akkor w(F U §) = w(§F ) (@)—w(é’f N §G).

=)
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Az élhalmazokon értelmezett fiiggvény médot ad a vigasok értékének defini-
alasara is.

2.13. Definicié: A Hy rész-hipergraf 7' ponthalmaza (7' € K) altal generalt
vagasanak értéke [jelolése: w, (T)]:

wi(T) = w[Cx(T)] = w8 (T|K) N §((K — T)|K)].

A kvéazi-komponens definiciéja a komponens utolsé definicidjanak altala-
nositasa.

2.14. Definicié: A H, rész-hipergrafban a ¢ ponthalmaz (4 # @ C K)
kvdzi-komponens, ha barmely T € §, valasztdsa esetén w (@) < wy(T).

2.10. Megjegyzés: A kvazi-komponens fogalom valéban a komponens fogalma-
nak altalanositdsa, ugyanis 2.5. Lemma felhasznalasaval trividlis, hogy a
H, rész-hipergraf valamennyi komponense egyben kvizi-komponense is,

2.11. Megjegyzés: A H, rész hipergrafban a € ponthalmaz (@ € K) kvdzi-
komponens, ha |Q| = 1, ugyanis ez esetben &, = #.

Az egy elemii kvazi-komponenseket a tovabbiakban trividlis kvazi-kompo-
nenseknek nevezziik.

2.6. Lemma: Ha a Hy rész-hipergrafban a ¢ ponthalmaz nem trividlis kvézi-
komponens (|Q| = 2, @ € K), akkor @ kifeszité.

A 2.6. Lemma egyszer(i, de a tovabbiak soran gyakran felhasznalt kovetkez-
ményét ismerteti a kovetkezd megjegyzés.

2.12. Megjegyzés: Ha a @ ponthalmaz (¢) € K) nem trividlis kvézi- k()mponcns
H -ban, akkor legalabb egy élt tartalmaz, és x; € @ esetén J K, € 8'(Q|Q),
zunelyre x; € B; (Ugyanis a ¢ ponthalmaz kifeszits.)

A kovetkezs tétel a kvazi-komponenseknek a cluster elemzés szempontjabol
nagyon fontos tulajdonsdgat fejezi ki. Azt mondja ki, hogy a nem-trividlis
kvazi-komponens bdarmely valédi részhalmaza ,erdsebben kapesolodik’™
a kvazi-komponens tobbi részéhez, mint a kvézi-komponens teljes kornyezeté-
hez.

2.7. Tétel: A Hy rész-hipergrafban a @ ponthalmaz (@ € K) akkor és csak
akkor nem-trividlis kvéazi-komponens, ha barmely 7' ¢ &, ponthalmaz
valasztasa esetén:

w[&(TQ)] = w[&'(T|(K—(Q—1)))]

2.13. Megjegyzés: A 2.7. Tétel toviabb nem élesithetd, ugyanis 7' = @ vilasz-
tdsa esetén a 2.2. és 2.9. Megjegyzések felhasznédlasdval trividlisan adodik,

hogy w[&(Q|Q)] = w[& (@] K)]
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2.14. Megjegyzés. A 2.7. Tétel felhasznaldsaval egyszer(i szdmoldssal adédik
a kvizi-komponensek egyik fontos tulajdonsdga: Ha a @ halmaz kvézi-
komponense a H, rész-hipergrafnak, akkor @ € K' ¢ K esetén kvizi-
komponense a H - rész-hipergrafnak is.

Ugyanis a trivialis kvéazi-komponensekre az 4llitds nyilvanvalé, a nem-
trividlisra pedig a 2.2. és 2.9. Megjegyzést felhasznilva a kovetkezd adédik:

w 8'(T|Q)] = w[&(T|(K—(@-1)))] = w[&(T|(K'—(@-T)))]

2.15. Megjegyzés: Ha § nem-trividlis kvézi-komponense a H, rész-hipergraf-
nak, akkor a Hq rész-hipergraf osszefiiggs. Ugyanis a 2.6. Lemma alapjén
@ kifeszitG. 2.14. Megjegyzést Q = K'-re alkalmazva w[8'(T|Q)] > w[&(T7)]
adodik tetszéleges 7' € §, esetén. Hz pedig a 2.4. Lemma alapjan pon-
tosan azt jelenti, hogy H, Osszefiiggs. '

A most kovetkezs tétel alapvetd jelent@ségli a hipergraf osszes kvazi-
komponense meghatéarozisira szolgalé hatékony algoritmus konstrudlisdhoz.

2.8. Tétel: Legyen K(|K|) =2) a H = (X;e¢) hipergrafnak egy kifeszit6
ponthalmaza, és S olyan ponthalmaz, amelyre teljesiil az, hogy S < K
6s |S| = 2. Legyen T* az ja ponthalmaz (I € 85 = {T|T = 6;T < S}),
amelyre teljesiil az, hogy barmely 7' € §g esetén w,(T*) < w(T).

Legyen Q(@) < ) tetszGleges kvézi-komponense a H = (X; &) hipergrafnak.
Ekkor @ < T* vagy @ < S—T* teljesiil.

Biz.: Ha @ trividlis kvézi-komponens, akkor a tétel allitdsa trivialis.
Tegyiik fel, hogy létezik olyan Q@ < S) nem-trividlis kvézi-komponense
a H=(X;e) hipergrafnak, amelyre Qf = Q N T* = 4 és QF = Q N(S—
—T'*) = g,

Mivel @ < 8, ezért Q DT* és Q D S—T* egyszerre nem teljesiilhet.

1. Eset: Tegyiik fel, hogy @ 22 S—T* Legyen T° =1T* U Q = T* | Q.
T* CT° miatt T = ¢ és Q =2 S—T* miatt T° c S, tehat 70 ¢ 8.
Szimitsuk ki w,(7'0) értékét w(T*) fiiggvényében: w (T0) = w([8' (T K)]—
—w[8(T°|7°)].

1. abra

Az &'(T°|K) halmazba tartozé dlek attdl figgsen, hogy tartalmaznak-e
T*-beli pontot, két diszjunkt halmazba sorolhatok:

8((T* U @))IK) = 8'(T*|K) U 8(Q* (K -T*)).
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Ebbél a halmaz egyenlGségbdl a kiovetkezd skalar egyenldség adodik:
(1) w[8'((T* U @3)|K)] = w[&(T* K)] + w[&'(Q*|(K—T%*))].

Az &(T°|T° halmazba tartozé élek attol fiiggben, hogy tartalmaznak-e
@%-beli pontot két diszjunkt halmazba sorolhatdk:

§((T* U @I(T* U Q1) = &(T*T*) U &(Q3(T* U (3)).
Ebbdl a halmaz egyenléséghdl a kivetkezs skaldr egyenldség adddik.

(2)  w[8(T)T0)] = w[8(T*T*)] + w[8(QH(T* U Qh)]-

=
©

egyenlGséget az (1) egyenld@séghdl kivonva kapjuk, hogy w. (1) =
T*) + w[&(Q|(K—-T*))] — w[8'(@3(T* U €3))].

) = wg(T°) miatt:

F(K-T%))] = w8 (Q5|(T* U 3))]

CK—(@-QF és Q < T* U @F felhasznilisbval.

=
D
—_—

=l |
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(3) w[8'(Q(K—(Q—@Q3)] = w[&(QF|Q)] adédik. Mivel Q¥ = 0 és QF = 0,
tehdt @3 € 8. _
Az 5. Tétel kovetkezménye miatt  kvizi-komponense a I, = (K; 8(K|K))
rész-hipergrafnak is. A 2.7. Tétel miatt ekkor @Q¥-re teljesiilnie kell a kivet-
kezé egyenlStlenségnek:

(4) w[8'(Q3(K — (@—&2)))] < w[8'(@31Q)].
amely ellentmond a (3) egyenlGtlenségnek.

2. Eset: Tegyiik fel, hogy @ ZD T*. Legyen 7T° = T*—-Q = T*—-Q?*, azaz
I+ =T 1).0F. Tee T* miatt T .8,,68-Q =D 7T* miatt T° = @, tehat
T°€ 8.

Szamitsuk ki w(T*) értékét w, (1) fiiggvényében:
wi(T*) = w[&(T*| K)]—w[& (T*|T*)].

Az &(T*|K) halmazba tartozé élek attol fiiggben, hogy tartalmaznak-e
T-beli pontot két diszjunkt halmazba sorolhatik:

§((T° U QNIK) = 8(T°|K) U &(QF|(K—-1).

2. dbra
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Ebbél a halmaz egyenléségh6l a kivetkezd skalar egyenl6ség adodik:
(5) w[8(T* K)] = w[&(T°|K)] + w[&(QF(K~T)]

Az &(T'*|T*) halmazba tartozé élek attél fiiggéen, hogy tartalmaznak-e
Q% -beli pontot két diszjunkt halmazba sorolhaték:

E((T° U @T° U Q) = &(TT°) U &(Q}(T° U Q)
Ebbdl a halmaz egyenl8séghdl a kiovetkezd skaldr egyenléség adédik:
(6) w[8'(T*|T*)] = w[&(T°T°)] +w[&(QF(T° U e)

A (6) egyenlGséget az (5) egyenlSséghdl kivonva kapjuk, hogy w,(T*) =
= wi(T°) + w[&(QF(K—-T)]—w[8(QT° U )]

Wi (T*) < Wi(T°) miatt

w[8(QF (K ~T))] = w[8(QF(T° U @)1

QS K-T0és T U Qf € K—(Q@—Q7F) felhaszndlasdval.

(7) w(&'@QFQ)] = w[&(Q(K—(@-@))] adédik.

Mivel QF = 0 és Q3 = 0, tehat QF € .

Az 5. Tétel kovetkezménye miatt ¢ kvazi-komponensea Hy = (K; & (K|K )
rész-hipergrafnak is. A 2.7. Tétel miatt ekkor @f-ra teljesiilnie kell a ko-
vetkez$ egyenlGtlenségnek:

(8) w[&(Q1Q)] > w[&(QF(K - @—Q))),
amely ellentmond a (7) egyenl6tlenségnek. Q.E.D.

A kovetkezs tétel a hipergraf kvazi-komponensei kozotti reldciéra mutat
rd. Azt fejezi ki, jogy a kvézi-komponensek vagy tartalmazzak egyméast vagy
diszjunktak.

2.11. Tétel: Legyenek a Q@ < K) és a Q'(Q" < K) ponthalmazok egymastol
kiilonboz8 kvazi-komponensek a H . rész-hipergrafban. Ekkor vagy @ < @',
Q < @, vagy Q@ N @ = ¢ teljesiil.

A most kovetkezi tétel a hipergraf kvazi-komponenseinek szaméra ad felsd
korlatot.

2.12. Tétel: A H, rész hipergraf kvizi-komponenseinek szdma legfeljebb
2 |K| -1

A tétel allitdsa egyébként a fa struktaraja particidk jol ismert tulajdonsdga.

A kivetkezd két lemma mar nem a kvézi-komponensek tulajdonsdgainak
feltarasara szolgdl, hanem a dolgozat 3. részében szerepld algoritmus szerkesz-
téséhez sziikséges.
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2.13. Lemma.: Legyen adott a H = (X;¢) hipergrifnak a K(|K| = 2,
K < X) kifeszit6 ponthalmaza és az S halmaz, amelyre teljesiil az, hogy
|S| =2 és S C K. Legyen T'* ¢ §¢ az a ponthalmaz, amelyre teljesiil az,
hogy w(T*) < wy(T) tetszbleges T € §¢ halmaz vilasztisa esetén.

Az § halmaz akkor és csak akkor kvézi-komponens a H, rész-hipergrafban,
ha wy(S) < wi(T*).

2.14. Lemma: Legyen adott a H = (X; ¢) hipergrafnak a K (K C X, |K| = 2)
kifeszit6 ponthalmaza és az S ponthalmaz, amelyre teljesiil az, hogy S € X
és |S| = 2. Legyen T'* ¢ §5 az a ponthalmaz, amelyre teljesiil az, hogy
Wi (T*) < wy(T) tetszbleges T' € Fg halmaz vélasztésa esetén.

Ha (& (T'*|T*)) = #, akkor 7'* csak trividlis kvézi-komponenseket tar-
talmaz.
Ha %(8'(7*|T*)) » # és a P ponthalmaz komponense a He rész-hiper-
grafnak, akkor
Cy(T*) = CK(‘JC(S’(T*[T*))) = Ok(P),
azaz

wi(T*) = 11,’K(3€(8’(T*[T*))) = wy(P).

A kvézi-komponens definiciéja és bizonyitott tulajdonsigai lehetévé teszik
a dolgozat elsS részében emlitett harom modell barmelyikére sikerrel alkalmaz-
hat6 aj cluster definicidé bevezetését:

2.15. Definicié: Az objektumok clusterjei az 1. Modell grafjanak, ill. a 3.
Modell hipergrifjinak kvazi-komponensei, a deszkriptorok clusterjei a 2.
Modell hipergrafjinak kvazi-komponensei.

Az igy definidlt clusterek legfontosabb tulajdonsigai a kivetkezk:

1. Ha a @ halmaz clustere az R objektum vagy deszkriptor halmaznak, akkor
clustere £ minden olyan részhalmazanak is, amely tartalmazza a @ halmazt.
(2.14. Megjegyzés.)

2. Ha a ) halmaz clustere az R halmaznak, akkor barmely T' € 8’Q részhalmaz
erGsebben kapesolodik a @ clusterhez, mint annak kornyezetéhez (2.7. Tétel).

3. A clusterek vagy diszjunktak vagy tartalmazzik egymdast (2.11. Tétel).

4. Az R halmaz clustereinek szama kisebb, mint a rendszer elemeinek 8zama.-
nak kétszerese (2.12. Tétel).

A kvézi-komponensek megkeresésére szolgilo eljirdson alapulod
uj cluster technika

A hipergraf 0sszes kvézi-komponensének meghatirozdsira szolgdld eljards-
nak két alapvets rutinja van.
RI: Egy hipergraf komponenseinek meghatarozdsira szolgdlé rutin.
R2: Egy hipergraf , minimdlis két részre vagasa” meghatérozdsira szolgdlé
rutin.

Az R1 rutin feladata a kovetkezs:
Adott a H = (X; ¢) hipergraf, és az élein értelmezett, v(l,)=0(j=1,..m)
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fiiggvény. Adott tovibbé a K(K < X) kifeszit§ ponthalmaz, és az 4ltala ki-
feszitett H, = (K; & (K|K)) rész-hipergraf.

Hatérozzuk meg a H - rész-hipergraf 6sszes komponensét, azaz azokat
aP0 = P < K < X)ponthalmazokat, amelyekre teljesiil az, hogy wr(P) =0,
és barmely 7 € 8, = {T|0 = T,T < K} esetén w,(T) = 0.

A feladat elvégzésére az irodalomban t6bb algoritmus is ismert. Elterjedtek
az indexelési technikan alapulé (Klafszky [17]) és az ekvivalencia osztalyt
generald (Knuth [18]) eljarasok is.

Az R1 rutin az indexelési technikén alapul és O(|K| - |8'(K|K)|) 1épés-
ben hatdrozza meg a H, = (K; &(K|K)) hipergraf 6sszes komponensét.

Az R2 rutin feladata a kovetkezs:

Adott a H = (X; ¢) hipergraf (|X| = 2), és az élein értelmezett v(E;) =0
(7 =1,...m) figgvény. Adott S (|S| = 2 és S € X) ponthalmaz. Hatdroz-
zuk meg azt a T™* € 85 = {T|T = T c S} ponthalmazt, amelyre: teljesiil
az, hogy w(T'*) = w(T) barmely T' ¢ &5 esetén.

A feladat elvégzése céljabdl az irodalomban ismertetett eljardsok a hiper-
grif feladatot graf probléméira vezetik vissza, majd Ford — Fulkerson algorit-
muséaval keresik a megolddst (Lawler [22]). Ezzel szemben az R2 rutin koz-
vetleniil hipergrafon dolgozik és a maximélis folyam problémanal egyszer(ibb
kereslet-kinalat feladat megolddsan alapul. O(|X|3 - |¢|2?) 1épéshen hatérozza
meg a H = (X; ¢) hipergraf minimalis vigasit. (Futé [13].)

Elemezziik eredeti probléménkat; egy hipergraf dsszes kvézi-komponensé-
nek meghatérozasira szolgdlo eljirds megszerkesztését:

Ha a hipergraf nem osszefiiggs, akkor kvizi-komponensei a komponensei
dltal kifeszitett osszefiiggl rész-hipergrafoknak is kvazi-komponensei, és az
osszefiiggd rész-hipergrafok kvézi-komponenseinek meghatérozisaval az ere-
deti hipergraf valamennyi kvézi-komponensét megkapjuk. (2.14. Megjegyzés,
2.15. Megjegyzés, Futd [13].)

Tehit elegends olyan algoritmust konstrudlni, amely egy Gsszefiiggs hiper-
graf kvazi-komponenseit keresi meg.

Feladat

Adott a H = (X; &) oOsszefitggd hipergraf és o) =0(i=1,...m) a
hipergraf élein értelmezett pozitiv fiiggvény. Hatdrozzuk meg a H = (X; e)
hipergrif Gsszes kvdzi-komponensét, azaz azokat a @ C X ponthalmazokat,
amelyekre teljesiil az, hogy barmely 7' esetén (0 = T < Q), w(Q) < w(T).

Algoritmus

Legyen H; = {]{J(-I”h’), o 35 Kf,lj""’h"")},
az eljards j-edik lépése elGtt azon K" ponthalmazok rendezett osztdlya,
melynek elemeirdl a j-edik és a tovabbi lépések sordn kell eldonteni, hogy kvazi-
komponensek-e.

Legyen Qj = {0 sy . - .Q,j},
az eljiras j-edik lépése el6tt ismert vagy meghatdrozott kvdzi-komponensek
halmaza.
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0. lépés

Ko = {X}, Qo = {{z1}, ... {.}}-

Ha | X| = 1, akkor a 2.11. Tétel értelmében H = (X; ¢)-nek csak 1 kvizi-
komponense van, amelyet azonban méar a 0. 1épés el6tt ismertiink, tehét az
eljards véget ért. Tehat

Q,=Q,={X}, A, =4

Ha | X| = 2, akkor mivel a H = (X; ¢) hipergraf osszefiiggs, ezért | X| =2
miatt az X halmaz nem-trividlis kvézi-komponens, tehdt X € Q,, és igy Q, =
= (=], .. - {2}, X}.

Ha |X| = 2, akkor az algoritmus véget ér, azaz &, = #, mivel a H =
= (X ¢) osszes kvazi komponensét meghatéroztuk, hiszen a 2.11. Tétel szerint
ezek szdma legfeljebb 3, és @, = {X, {x,}, {x,}}.

Ha |[X| > 2, akkor az R2 rutin segitségével S, = X vélasztds mellett
meghatdrozzuk azt a T§ € §g, halmazt, amelyre teljesiil az, hogy béarmely
T € 35, halmaz vilasztdsa esetén w(T*) < w(T).

Jelolje a tovabbiakban w(T§)-ot wy, és w(S,—T¥)-0t we. A 2.11. Definicié
miatt wy, = wy,, ezért wy, is mar ismert.

A H = (X; ¢) hipergraf valamennyi X-t6l kiilonbozd kvézi-komponensét
vagy Ty vagy X —T7% tartalmazza (2.8. Tétel).

A nem trivialis kvézi-komponenseket (amelyek megkeresése a célunk,
ugyanis a trividlisak mar a 0. 1épés eltt ismertek voltak) a 2.11. Megjegyzés
miatt H(8'(T3|T3)) vagy H(&'((So—T#)|(S,—T%)) is tartalmazza.

Ha H(8'((Sg—T3)|(S,—T3))) = B és W(&'(TyT3)) = 9, akkorTy és So—T
csak trivialis kvéazi-komponenseker tartalmaz, amelyek mar a 0. 1épés elstt
ismertek voltak. Tehdt az alogirtmus véget ér. o, = ¢.

Ha (& (T3|T3) = 0 vagy 276(8’((S0—’I’{,*)|(SO~T(’,’))) # @, akkor a H =
= (X; €) hipergraf nem trivialis kvézi-komponensei Hps vagy a Hg o+
rész-hipergrafoknak is kvazi-komponensei, st ezeket Hrps vagy Hg, 7+ kom-
ponensei is tartalmazzik (2.14. Megjegyzés).

Hatérozzuk meg az R1 rutin segitségével Hrps és Hg 7+ komponenseit.
(Megjegyzés: az R2 rutin alkalmazisa esetén Hyps Osszefiiggs lesz.) Jelolje
ezeket K{*M, . KOk,

A felsé indexben els6 helyen 4116 0 arra utal, hogy ezek a komponensek
a 0. lépésben keletkeztek. A h; = 1 érték esetén a K" komponenst 7%, a
hi = 2 érték esetén a K{*" komponenst az X —7T% halmaz tartalmazza.

A 2.14. Lemma kivetkeztében w(T¥) = w(X —T%) = wy, = wey = w(KOM) =
= ... = w(KD]"),

Legyen &, = {K{»") ... K"},

7. lépés:
(=1
H.

i
a/‘ = {Q1L @, - . 'Qlj}'

Ha {; = 0, akkor az eljiris méir a j— 1. lépéshen véget ért, ugyanis nincs
tobb olyan ponthalmaz, amely kvdzi-komponens lehet.

= {K{sh . K;ivi"‘v/)},
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Ez esetben a @; halmaz tartalmazza a H = (X; &) hipergrdf valamennyi
kvéazi- komponenset

Ha o; # 0, akkor vilasszuk ki a o; rendezett halmaz soron kovetkezd
elemét: Kih)-t.

Ha |K(m| = 1, akkor K{h) trividlis kvézi-komponens, tehdt mar a 0.
lépés el6tt ismert volt. K{h) nyilvan més kvézi-komponenst mar nem tartal-
mazhat.

Tehat ez esetben: o, ; = —{1\”7"”} = Q.

A K" halmaz altal &;Ul@ub]L Vagas urtd{ct Indl keletkezésekor az L. [épés-
ben me ghataroztuk (I, < j). U(r\,(mlb h; = 1 esetben K;’MHCT“, hj =2
esetben K( k) € 8, ~T tartalmazdsi relaciok allnak fenn, és a 2.13. Lemma
miatt w(K”n’U) = ?v,“,,] A wy;, p; 6rtékét mar az ;. 1épéshen kiszdmoltuk.

Ha |K”nh)| 2, akkor meghatarozzuk K(j’h"z') mindkét elemére (legyenek
ezek x; és xp) a w(w;) és w( wp,) értékeket. A kvéazi-komponens definicidja
sxumt

— ha wy, ,, < W(x;y) €8 wyp < w(xj ), akkor K(»h) kvézi-komponens, tehét

@/H e U {[((I,,h,)} és . 1 = I K(jl,,h)
— mig, ha a fenti két eg:,yenlotlenscgnck legalabb az egylke nem igaz, akkor
K(i[”h) nem kvéazi-komponens, tehat @/H = Q; és Ky = H;— (K}

Ha K{'h > 2, akkor S; = [(5’»"1) valasztds mellett az R2 rutin segitségével
merr}mtmo//uk azt a T} € §;; halmazt, amelyre teljesiil az, hogy barmely
Te gy, esetén w(T'7) = w(T).

Jeloljiik a tovabbiakban w(T*) ot w;-gyel.

A/t lmg S = Kt kvéazi- komponenb volt-e, az l] lépéshen kiszamitott
Wy, hy €8 a g, lcpcsben meghatérozott w;, dsszehasonlitasdval dont]uk el.

a w0y, < wy,, akkor a Kt halmaz kvézi-komponens és igy Q
=Q; U I\”iv"/

Ha w oy = Wi, akkor a 2.13. Lemma miatt a K{%" halmaz nem kvézi-
komponens és igy Qi = Q.

A H = (X p) hipergraf Giszes — S; = Kjihi) dltal valédi részként tartal-
mazott — kvdzi-komponensét vagy 7’7 vagy S;—T} tartalmazza.

Bzek koziil a nem-trividlisakat a 2 14. Mur]egyns miatt

I(8'((S;—THI(S;—T5)) vagy H(8'(THT*))

1 =

is t(utalm(wm

Ha 3(8'((S;~T7)(S;,~T7)) = 0 és N(8'(THT})) = 0, akkor S;—TF és ]
csak trividlis kvau komp(menbeket tartalmaz (2.14. Lemma), dmelvek mar
a 0. lépés eldtt ismertek voltak.

fgy ez esetben Hjpy = I;— {Kjinh}

Ha 90(&'((S, Tj)](S T*))) =~ 0 vagy (& (T7|T7)) » @, akkor a H =
= (X &) hlpexgjlajndk az ‘S dltal tartalmazott nem-trividlis kvézi-kompo-
nensei a Hpy vagy a Hg, 1} 1(,5/4 hlpu grafnak is kvézi-komponensei, s6t ezeket
Hg,_r; vagy Hr; komp(mon.sel Is tartalmazzak (2.14. Megjegyzés).

Hatdrozzuk meg az R1 rutin segitségével Hp+ és Hg,_ry komponenseit.

Jelolje Hpy komponenseit K',fi’,]f,- K‘fﬂ?]

A 2.14. Lemma miatt w; = w(l\’f{lll’) I w(K?.j )
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Jelolje Hs, 1; komponenselt KL s KU:”,’!“)) (v + 15 = vp)
(ri—i; +1=hy,). A H= iuper(nafnak a Hs,_r; r1ész- hlpelgraf
komponeasel altal generalt V(wa,sama,k az értékeit meghatarozzuk. Jelol-
je ezeket rendre Wi - -+ Wi, ry—ij+1e

Altaldban Wiy H# Wig # oo F Wil

Legyen ez esetben

Koy = S — (K@} U (KGR, ... K im0} = (KYihied, . Ky,
3.1. Tétel: A Feladat megoldisira, azaz az osszefiigg6 H = (X; ) hipergraf
Osszes kvazi- komponenscnek meg,lmtam/aqam szolgdlo algoritmus legfel-
Jebb |Xl —l szama lépésben véget ér, ha |X| = 2 és az utolsd r - (r =
= | X|—2) lépésben kapott Q,., “halmaz tartalmazza a H = (X; €) hiper-
gaf Osszes kvazi-komponensét.

Biz. 1: |X| = n szerinti teljes indukcioval

a)n = 2: Ekkor az eljaras mar a 0. lépésben véget ért (K, = @), tehat

r=0=mn—-2=0 teljesil

b) n > 2: Tehit | X| = 3. ch,e//.uk el az algoritmus 0. 1épését.

Ha (8" (T3|T3)) = 0 és W(&'(X —~T5)(X—T3)) = 0, akkor az eljiris mér
a 0. lépésben véget ér, tehat r = 0 = n—2 = 1=

Ha %(&8'(T3|T3)) = 9 Va,gy JC( °'((X TH(X-TE)) = 9 akkor ]elolje a

kd,potb komponensek (K{®, ... K®") elemszdmdt n,, ny, .. .n,,. Nyilvin

n = 2 n;.
'lud]uk hogy az X 4ltal tartalmazott kvazi-komponensek, a fenti komponen-
sek altal kifeszitett rész-hipergrafoknak is kvdzi-komponensei (2.14. Meg-

jegyzés).
Indukeids feltevésiink értelmében a komponensek altal kifeszitett hiper-
grifok kviazi-komponenseit legfeljebb n,—1,...n,—1 szima lépdésben haté-

rozhatjuk meg.

Vo
Tehdt az algoritmus lépésszima legfeljebb >'(n;—1) + 1, ugyanis a 0.
lépést mar elvégeztiik. i1

Ha ‘S n; = n, akkor v, =2, mivel ez esethen ¥(&'(T§|T5)) = ¥ 6s
(& (X)X —T) ) # 0 kellett legyon.
Ha v, = 1, akkor 2 n; = n, < n, mivel ez esethen vagy (&' (T|T%)) = 0,
vagy H(&'((X — T:)l(x\ ~T¥)) = ¢ teljesiilt. Tehdt
ﬁ‘(ni—-l) +1= v!") i—vy +1 =2 +1=mn~1
=1 -

Tehat az algoritmus lépésszama legfeljebb n— 1.

Biz. 2: Legyena @ (0 # Q@ € X) halmaz a H = (X; ¢) hipergriafnak tetszile-
ges kva/l komponense.
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Ha @ trividlis kvdzi-komponens, akkor mir Q, is tartalmazta és Q; C Q;,,

(j=0,...r) miatt @ € Q,,, is teljesiil.
Ha Q nem-trivialis kvazi- komponens és ) = X akkor mar az algoritmus 0.
lépésében ismert, azaz X € Q,6s igy @, € Q;4;, (j = 0, . .. r) miatt # ; - @,_H.

Ha @ nem-trividlis kvazi-komponens, és @ = X, akkor jelolje K{»m) a U H;
elemei koziil azt a legszlikebb halmazt, amely @-t tartalmazza. ol

Ilyen legsziikebb halmaz biztos van, mert X &, miatt X < U I,
0
Jelolje d{; azt a rendezett halmaxzt, amelynek Kt az elst elefne

Ha @ c K“n"/) akkor a 2.14. Megjegyzés és a 2.8. Tétel miatt az eljaras j.
1épésében keletkezs komponensek valamelyike tartalmazza Q t. Bz viszont

ellentmond annak, hogy K(" volt az a legszlikebb eleme U H;nek, amely
Q-t tartalmazta. Jj=0

Tehit Q = K. Ez pedig azt jelenti, hogy a j. l(,pcsben Kt € @
lesz. De Q; =Qy; (j = 0,...r) miatt @ € Q,,. QE.D

Mivel az R1 rutin lépésszama O(|X| - |¢|) és az R2 rutin lépésszdma
O(| X3 - |e]?), ezért a 2.12. Tétel alapjan 4llithatjuk, hogy a hipergraf 6sz-
szes kvazi-komponensének meghatarozasara szolgdlé eljards lépésszdma

O(| X]* - €]®)

A kvézi-komponensek meghatérozisara szolgdlo eljards a 2. részben beveze-
tett cluster definicié alapjan egy 4j hierarchikus cluster technika lesz, amelynek
legfontosabb jellemzdi a kovetkezdk:

1. Az R (objektum vagy deszkriptor) halmaz minden egyes eleme legaldbb
egy clusternek is eleme (2.11. Megjegyzés).

2. Az OIJM‘LS konvergens (3.1. Tétel).

3. Az eljaras lépésszama feliilrSl becsiilhetd a7 objektumok és a deszkriptorok
szamanak polinom alaka fiiggvényével (3.1, Tétel).

A cluster elemzés hipergraf és graf modelljeinek felhaszniliséval jelenleg
folyamatban van az uj cluster technika programozisa FORTRAN nyelven
R20 és TPA/i szamitogépekre.

4. Az 1Gj cluster modellek és technika alkalmazisi lehetGségei

A dolgozat elsd részében bevezett graf és hipergraf modellek alkalmasak
bonyolult rendszerek szerkezetének leirasara. A hipergraf modellek alkalma-
zdsa kiilonosen az informaciétudomanyi cluster analizis teriiletén nagy jelents-
ségii. A probléma teljesen kézenfekvs modelljéiil szolgdlnak, és lehetGvé teszik
a hasonlésdgi mérészamok definidlasinak, kiszémoldsinak elkeriilését.

A matematikai-statisztikai cluster elemzés problémédinak modellezésére
mind a graf, mind a hipergraf modellek alkalmasak. Itt azonban méar nem
keriilhetd el vagy a hasonlésiagi mérdszimok, vagy a deszkriptorok definidldsa,
amely ohatatlanul a modell “torzulaséra vezet.

A lnpu(rmf vagy graf kvézi-komponensének fogalmén alapulé cluster
definicio és eljaras mindhdrom modellre alkalmazhato tehat a klasszikus graf
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modell esetén is egy 1] lehetdséget nydjt a rendszer strukturajanak feltéra-
sara. Igazi jelentGsége azonban a hipergraf modellek felhasznaldsédnal lat-
haté. LehetOvé teszi olyan objektum rendszerek szerkezetének felderitését is,
amelynél az objektumok jellemzésére targyszavakat és szamadatokat is hasz-
nalnak. A cluster analizissel foglalkozé szakemberek altal jol ismert tény, hogy
a vizsgaland6 rendszerek nagy hanyada ilyen tulajdonsagu.

Példaul az orvostudomdany teriiletén a csopotositdsi probléma megoldasa
kules szerepet jatszik a differencidl diagnosztikdaban, ahol a betegségeket a
tiinetek és a vizsgilatok eredményei alapjan kell csoportositani, és az analitikus
epidemioldgidban, ahol a betegségek csoportositasat kiilsG és belsd kiornyezeti
hatédsok alapjan kell elvégezni. Nyilvanvalé, hogy a tiineteket vagy kornye-
zeti hatdsokat leiré térgyszavak kodoldsa, majd a hasonlésiagi mérdszamok
kidolgozasa igen erds torzulasokat eredményez. Hasonl6 a helyzet a kozgazda-
ségi és informéciétudomanyi problémak nagy hanyadanal is.

A kovetkezGkben részletesebben bemutatjuk az Gj cluster modellek és tech-
nika alkalmazési lehetGségeit a kutatdsirdnyitds teriletén. A vdlasztast in-
dokolja egyrészt az, hogy a kutatésiranyitis az utobbi években a figyelem
kozéppontjaba keriilt, masrészt, de nem utolsésorban az, hogy a szerzl ezen
a teriileten dolgozik, és az itt felmeriilt problémak sarkalltik a cluster analizis
mélyebb megismerésére és Gj modszer kidolgozasira. Az Epitéstudomanyi
Intézetben dolgozé sziikebb kollektiva kozel egy évtizedes kutaté és fejleszts
munkdjinak eredménye — a tudomdnyelmélet, informaciotudomany és az
operacickutatis modszereinek és eredményeinek egyiittes felhasznalisin ala-
pulé LOGEL (logikai eljardsok, vagy angolul: logical model) tematikai kuta-
tasirdnyitdsi modszer, amelynek lényege vazlatosan a kovetkezokben foglal-
hat6 ossze.

1. A koordindlt indexelés alapelvének felhasznalasaval tdargyszavak (deszkrip-
torok) halmazaira képzi le a vizsgalt kutatasi programok, témdak, témajavas-
latok tartalmat, modszerét, céljat (esetleg raforditasait, varhaté eredményeit
is). Bzek a targyszavak lehet@ség szerint egy ellendrzott, szinonimaktol
(kitlonboz6 szoképek, azonos jelentés) és homonimaktol (azonos szokép,
tobb jelentés) mentes, dllandéan bdviils — dltalaban hierarchikus szerke-
zetli — targyszorendszer, az un. tezaurusz elemei. (A tezaurusz épitése sok
esethen a kutatdsi témdk targyszavazisival parhuzamosan folyik.)

2. A kutatasi témdk, programok, vagy tudomanyos tételek, hipotézisck, és az
ezeket a kiilonboz6 szempontok szerint leird targyszavak, valamint mindezek
rendszerei kozotti kapesolatokat a LOGEL elmélet logikai modeljeinek
felhaszndldsdval irja le, amelyek irdnyitott vagy irdnyitatlan grifok, illetve
hipergrafok.

3. A kiilonboz6 kutatdsirdnyitdsi probléméak megoldasiat a logikai modellek

bizonyos részhalmazainak kiilonbozé szempontt és mélységii elemzésével
teszi lehetGvé. Az elemzés révén, amely grafelméleti és matematikai-statisz-
tikai modszerekkel torténik, az irdnyitandé kutatas rendszerrdl atfogé kép
nyerheto.

A grdfelméleti elemzés célja a logikai modellek elemei kapesolatainak fel-
tardsa, mig az elemek eloszlasfiiggvényeinek vizsgilata a LOGEL modszer
fontos részét képezs deszkriptorstatisztika feladata.
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4. A kutatésirdnyitasi akeidk modellezését a logikai modellként szolgals grafok
strukturalis valtoztatasaval (pl. bovitésével, sziikitésével, vagasival) se-
giti eld.

A gyakorlatban elérni kivint megoldadsoknak a grafokon strukturalis
optimumkritériumokat feleltetiink meg. Ezek tényleges eltérését operdcid-
kutatdsi algoritmusok teszik lehet&vé.

5. A logikai modellek szerkesztését, elemzését, az operaciokutatasi algoritmu-
sok futtatdsat az irdnyitand6 kutatdsi programok vagy témdk nagyobb
szdma esetén a LOGEL moédszer szdmitégépes programrendszere teszi
lehet6vé, amelynek programjai FORTAN nyelven eddig CDC-3300, SIE-
MENS 4004/45 és TPA/i szamitégépekre dolgoztdk ki. A fentiekbdl nyilvan-
valéan adédik, hogy a cluster elemzés hipergraf modelljei és az 4j cluster
technika eredményesen alkalmazhaté a kutatdsirdnyitds teriiletén.

A kutatds helyzetelemzése sordn lehet$vé teszi mind a kutatési témarendszer,
mind az indexelésiikre felhasznalt targyszavak clusterjeinek meghatérozasaval
a rendszerek tematikai gécpontjainak és periferikus teriileteinek meghataro-
zésit, ill. extrapoldciés médszer felhasznalisival a tematikai centrumok el-
helyezkedésének elérejelzését.

A kutatdsok koordindlasa sordn a kutatési célprogramok, irdnyprogramok
kidolgozasinal nyilvan ezek magvai a helyzetelemzésnél meghatérozott
clusterek lesznek.

Az 1j cluster technika masodlagos alkalmazésa az hogy az R2 minimélis
végasi rutin jol felhaszndlhaté kutatési témék optimdlis csoportositasdra, cél-
programok, irdnyprogramok konkrét kialakitdsira is.

A LOGEL moédszeren alapul jelenleg az Epitéstudoményi Intézet, az EVM
és az orszigos szamitdstechnikai kutatdsi célprogram kutatdsirdnyitési rend-
szere. Az 4j cluster technika szdmitogépes programjainak elkésziilte utdn
1978 elejétl megkezdjiik annak folyamatos alkalmazésit mindhdrom terii-
leten. A szdmitastechnikai és alkalmazisi tapasztalatokrol kiilon cikkben
szdmolunk be 1978 végén.

( Beérkezett: 1977. jilius 5-én.)
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A NEW MODEL AND ALGORITHM OF CLUSTER
ANALYSIS

The first part of the paper presents the hypergraph model of clustor analysis, which
enables us to eliminate the clumsy procedure of constructing the similarity matrix.
The presentation of the new, hypergraph-based definition and its characteristics (part
two) is followed by the detailed description of a new non-agglomerative, hierarchic cluster
algorithm (part three). The fourth part of the paper deals with the application possibilities
of the new cluster technique.

HOBAST MOOEJIb KJIACTEPHOI'O AHAJIM3A 1 EE AJITOPUTM

B nepBoii yacTu paborbl pACCMATPUBACTCS KJIACTEPHBIN aHAJING HA MOJICJIM runeprpagda, no-
CPEeJICTBOM HCIOJIL20BAHMST KOTOPOH MOXMCHO 000HTH HECKOJBKO CJHOXHLI MeToj pagpaboriu
matpuubl nogobus. [locse onmcanust noHsiTHst Kiactepa, 6asHPYOIErocst Ha MOJICIIH THIIEp-
rpada u ero CBOMCTB (BTOPAst 4aCTh) CJAECAYET JACTAJLHOC H3JIOXKEHHE HOBOIO I HearJoMepaTHB-
HOrO 10 CBOEMY XapakTepy HepPapXHYECKOro KJIACTEpHOr0 aaropurma (Tperbsi yacTn). B uer-
BEpPTOi 4aCTH paboThl PACCMATPHBAIOTCSI BO3MOYKHOCTH IIPUMEHEHHST HOBOH KJIACTEPHOI TEXHHICH.



