Fistos LAszLo —MESzZENA GYORGY —SIMONNE MosorLycd NORa

\

\ \ '
Cluster analizis: tocatmalk es  medszerek.

1. Bevezetés

A szamitogépes adatfeldolgozis elterjedésével gyakorlati lehetGség nyilt
a kiilonhoz6 sokvaltozés matematikai statisztikai mddszerek széles kori
alkalmazasira az empirikus vizsgdlatok eredményeinek értékelésénél. A klasszi-
fikdcios technikik — igen véltozatos koriilmények kozott — a megfigyelt
objektumok osztilyokba sorolisat teszik lehetévé. Az objektumokat a lehetd
legaltalinosabban értelmezhetjiik, objektumok osszességének tekintiink min-
den kvantitativ vagy kvalitativ jellemzikkel definidlt egyedekbdl 4116 rend-
szert. Az osztélyok meghatirozasa tanulasi folyamat eredménye, melynek két
f6 tipusat kiilonboztetjilk meg:

1. Tanulds tanitoval,

2. Tanulés tanité nélkiil (cluster analizis).

Az elsé esetben a gép kiértékelt tananyagot kap és — a megfeleld algoritmus
segitségével — ennek az informédciénak az alapjin végzi az osztdlyozést. A
tanité nélkiili tanuldsnal az osztdlyokat kizardlag a tananyag (a minta) fel-
hasznalasdval alakitjak ki, valamilyen el6re megadott osztalyozési kritérium
alapjan. A dontési szabalynak a probléma szempontjabdl legfontosabb infor-
mdciokat kell tartalmaznia, az alakfelismerésnek ezt a 16pését lényeghkiemelés-
nek nevezziik, s ez magaban foglalja:

1. A Iényeges jellemzik kivilasztisat, azok mérési skéléjénak definidlasat.

2. Az adatrendszer egységesitését, azaz a valtozok mérési skaldinak sziikséges

transzforméci6jit.

3. A mértékrendszer definidlasat.

4. A sulyozis probléméjanak megolddsat.

A Kklasszifikdcios médszerek elmélete eléggé szertedgazé (1. 1. tdbldzat),
a tovdbbiakban a cluster analizis szempontjabdl lényeges aspektusokat tér-
gyaljuk.

Jellemzok kivalasztasa, mérési skaldlk,
skalatranszformdciok

A jellemzGk kivalasztisa a vizsgdlat szempontjahol lcnywesnek itélt tulaj-
donsdgok szimbavételét, ezen tulajdonsigokhoz mérési skdlival ellatott
viltozok hozzérendelését jelenti. Bar tulajdonsig lehet lmmely isméry,
mennyiségi érték, mindéségi allapot, foldrajzi megjelolés sth. mégis a tulajdon-
sdgokhoz rendelt valtozo értéket tekintjitk matematikai véltozonak. A vélto-
z0k tlpusutol fiiggenek elsdsorban a kapesolatok midrésének modszerei. Cél-
szer(i ezért a kiillonbozd tipusok rovid attekintése.

1*



Klasszifikdcié mddszerel

T
|

Standard stat. alakfelismerésiméd-

szerek pl. Bayes

moédszer (az

eloszlés és feltételes eloszlas fligg-

vény ismert)

|
Tanulé algoritmusok

Iterativ médszer
(nagy tananyag sziikséges)

Strtiség fuggvény
beeslés médszerei:

Karhunen Loeve sor-

fejtés

Hisztogram becslés

Rosenblatt— Parsen
eljards

Wagner— Wolwew-
ton algoritmus

Polinom diszkrimi-
néciés algoritmus

Tanitéval
|
Kis mintas médszer
(teljes mintdbdl egy lépésben)
1 z
Lin. szepardlds méd-  Legkdzelebbi Bayesi-déntés  Koshyap-Ho al-
szerei: szomszéd becslése a goritmus (a
A legkisebb négyze- médszer lknm-vel Bayesihez ha-
tes dontés tanu- (NN) sonlé valdszi-
lasa (kis Bayes-i niségi  hattér
Percepton moédszer hiba esetén nélkiil)

Hiba-valészinliség
minimalizéldsa

Sztochasztikus
approximaécié

j6 becslést
ad

1. tabldzat

Tanité nélkiil
Cluster analizis

\
Folytonos eset

Gradiens médszer (a
stirtiség  fliggvény
csticsainak megke-
resése, a clusterek
meghatdrozdsa, a
cstcsmagassag  és
a gorbiileti sugér
alapjén)

|
Diszkrét eset

Kis és nagymin-
tds modszer
(veszteség fiigg=
vényt minima-
lizalnak)

r4 81

VHON OHATOSON HNNOWIS— ADUYQAYD VNHZSHIW — OTZ8YT SQLSQd



CLUSTER ANALIZIS: FOGALMAK ES MODSZEREK

113

Alapvetéen két szempont alapjan tesziink kiilonbséget: az értékkészlet

nagysaga és a mérési mod szerint.

2. tablazat
A waltozék tipusai
Ertékkészlet nagysiga
Mérési mod
folytonos diszkrét bindris
Nomindlis — sziiletési hely n — férfi
igaz — hamis
Ordinélis hangintenzitas, fény- tanulményi eredmény kiesi — nagy
erdsség munkahelyi beosztds jé — rossz
Intervallum hémérséklet, C°-ban jovedelem feleség széama
(0 vagy 1)
Ardny életkor csaladonkénti gyermekek | két kiilénbozd
szdma egységpar
L. [1]. 27. 0.

A viltozok tipusainak differencidlt megkiilonboztetésével és a kiilonbozs
tipusa valtozok kozotti skalatranszforméciok segitségével lehetévé valt a
kevert valtozdtipusok egyiittes kezelése. Az egységesitéshez alkalmazandd
skdlatranszforméciot a valtozérendszer struktiraja hatéarozza meg, altaldnos
alapelv az informéciéveszteség minimalizaldsa.

2. A kapcsolatok mérésének modszerei
Legyen adva egy n elemii statisztikai sokaség, amelyet S-el jelolink, S
az osztilyozandd objektumok véges, nem iires halmaza:
8 s= ey . Bl
Adottnak tekintjiilk még a vizsgalat céljara kivalasztott tulajdonsédgok

’ ) W= (&g ses )
m-elem( halmazat.
Az osztdlyozds kiindulé adatbdzisa az objektumokat és azok tulajdonsigait
tartalmazé 7', n X m-es adat-métrix.

T
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ahol z;; az i-edik objektum j-edik tulajdonsigénak megfigyelt vagy mért
értéke. Az osztalyozds tényleges input adata a 7' métrixbdl a sorok vagy
oszlopok paronkénti osszehasonlitdsaval keletkez§ szimmetrikus DC matrix
(dissimilarity coefficient). Az el6bbi esetben a DC métrix az objektumok ko-
z0tti, az utébbi esetben pedig a tulajdonsigok kozotti dn. taxonomikus tavol-
sdgi vagy hasonlésigi mérdszamokat tartalmazza. A tovabbiakban a T — DC
transzformécié kérdését vizsgaljuk. A kapesolatok mérési médszerét egyrészt
a T métrix véltozéinak tipusa hatdrozza meg, masrészt pedig az, hogy az ob-
jektumokat vagy a tulajdonsigokat kivanjuk osszehasonlitani. Ez utobbi
esetre a matematikai statisztika szdmos jol haszndlhaté mérdszamot dolgozott
ki. Bizonyos esetekben ugy tiinhet, hogy az ilyen fajta feladatok nem is képe-
zik az automatikus osztalyozas feladatat. Azonban a botanikdban, zoolégid-
ban, pszicholégidban egyre elterjedtebben hasznaljik a cluster analizis médsze-
reit az ismérvek osztalyozasara. Az ilyen tipusi mérészamok rovid attekintése
azért is indokolt, mert bizonyos esetekben — més értelmezéssel — ezeket is
felhasznalhatjuk az objektumok kozotti kapesolatok mérésére.

Az ismérvek kozotti hasonldsdagi mutatdlk
A taxonomikus hasonlésigi mérészamok altalanos (de nem minden esethen
¢érvényes) tulajdonsagai az alabbi forméban irhaték fel, ha s;, s; két tetszdle-

ges Osszehasonlitand6 objektum és A(s;, ;) a hasonlésdgi mérészam, akkor

1. A(s;, s;) = A(s), 8;) (szimmetria),
2. A értéke altalaban a 0 = 4 = 1 vagy a —1 = 4 = 1 intervallumba esik,

3. A(S,—, -5',-) = ].

A mérési modszereket a valtozok egyes tipusaira kiilon-kiilon ismertetjiik.

Nomindlis és ordindlis valtozdk

A mérés alapja a statisztikdbol ismert kontingencia tabla

B
4 1 2 g
1 Ju o e -or Sy Sy
2 Su o S - 2q Sz
r In jrz ¢ Jrq Jr
Fao Sa Sy n

ahol f;; az i és j tulajdonsig egyiittes eléfordulasdnak — az n elemii mintabol
szamitott — gyakorisiga.
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A mérési médszerek jelentSs része az ismert y? statisztikara épiil. A kontin-
gencia tablazatbdl szamithaté és a valtozok kozotti fiiggetlenséget feltételezd

72 formulahol:
2

roq  f2

pen(E 3
=i fendeity
lathato, hogy 42 kozvetleniil fiigg a tdbla méretétdl és n novekedésével minden
hataron tal nd. Ezért y2-nek kiilonféle normalt értékei johetnek szdmitasba.
Ilyen normalizilé faktor nyilvinvaléan az n, a kapott érték 0 és 1 kozé esik.
Ezt figyelembe véve javasolta Pearson a P, Csuprov a T, Cramer a C kontin-
gencia egyiitthatot.
1/2 2 :
, ;< ahol. D2 = -x—;
n

2
P:( .

1+ @2

i 72 ]1/2;
n(r — 1) (g — 1)

x2

1/2
n - min [(r — 1), (g — 1)]] ’

Kendall és Stuart mutatott ra a y? statisztikan alapulé mértékek torzité hata-
sainak okaira. Ezek a mértékek arra a hipotézisre épiilnek, hogy a kontingen-
cia tabla olyan kétvaltozés normalis eloszlast reprezental, amelyre teljesiil az
alabbi Osszefiiggés:

lim P = 72 (ahol r a korrelacids egyiitthato).

N+

A gyakorlatban ez a feltevés altalaban nem jogos, igy ezek a mértékek csak
korlatozottan alkalmasak az asszocidcié mérésére.

Miasik hidnyossdgukra Goodman és Kruskal mutatott ra: (hiv. Anderberg,
740 o.) a valtozé parok egymdés kozott nem osszehasonlithaték e mértékek
alapjan.

Ebbél kiindulva javasoltak a y statisztika bevezetését; ez az asszocidcios
mérték az optimdlis osztaly becslésén alapul.

Nomaindlis valtozdk esete

Ha a kontingencia tédbla minden elemét n-el elosztjuk a kapott értékek
relativ gyakorisigok, amelyek n novelésével jol kozelitik a megfeleld valdszi-
niiségeket, indokolt tehdt a kovetkezs jelolések bevezetése

Tij L

Dyi=——hi Mg =
n n

A kovetkezi valészin(iségi modellt haszndljuk: vélasszunk ki az n elemii
sokasaghol véletlenszerien egy elemet. Becsiiljik meg a lehets legkisebb
hibaval, hogy melyik A4, ill. B; ismérv-osztalyba tartozik. A becslést két
esetben végezziik el:
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1. csak azt tudjuk a kivilasztott elemrdl, hogy besorolhaté valamelyik két
osztalyba;
2. 1ismerjiik a kivalasztott elem A; osztalyat.

Nyilvanvalé, hogy az utébbi esetben tébb informéaciénk van; az elkovetett
hiba legfeljebb akkora lehet, mint az els6 esetben.

Legyen P, a besorolds hibajanak valdészin(isége az 1. esetben

a 2. esetben
Ekkor a FB asszocidciés mérdszamot igy definidljuk:
I'y = _L&
BT
I'y a besoroldsi hiba valdészintiségének azt a relatlv csokkenését mutatja,
amely az 4; osztily ismeretébdl szarmazé informéciétobbletbdl ered. Ha be-
vezetjik a p,, = maxp; és a p;, = maxp; jeloléseket, akkor
J

PIZ 1——-]’)_,”, P2: 1 _Zpim’
i

> Pim — m
FB = ,_l'ilﬁf,, i
Lo pm

Ha nem az 4;, hanem egy B, osztdly azonosithaté a véletlenszer(ien kivilasz-
tott elemmel, akkor a 7", ha,sonloqugl mérészam a fentivel teljesen analdg
moédon definidlhato:

1 * 7‘mr

A fenti gondolatmenetet megi ismételhetjiik akkor is, ha az 4 és B ismérv-
véltozatok kozott a kapesolatoknak nines kitiintetett irdnya. Tehat egy

1
tetszGleges elem kivélasztasakor I} valoszinliséggel az A; vagy a B; osatélyba

tudjuk sorolni. Ekkor ismeretlen prediktor osztdly esetén a hiba valosziniisége

1
I *2 (7).m 7 pm.)r

ismert prediktor osztily esetén pedifr

P2 R e (2 Pim + \7)m1J
2 |f=1 j=1

P,=1

Az asszociaciés mutatd értéke:

1 .
( P,m =t Z 7)m; Py, = p.m]
Rl L F -

1
b= 72'" (pm anl pm.)

I értékei a I'y = I' = I'y intervallumba esnek.
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Az asszocidcios mutalé tulajdonsdgai

a) I" akkor és csak akkor nem hatdrozhaté meg, ha az egész sokasig egy
osztalyba tartozik; egyébként 0 = I' < 1,

b) I = 1 akkor és csak akkor, ha A4; ismerete egyértelmiien definiilja a meg-
felel6 B; osztilyt, azaz fiiggvényszerli kapcesolat van a két valtozd kozott.

c) " = 0, ha a vizsgalt osztalyok statisztikailag fiiggetlenek (nem megfor-
dithato allitéds).

d) I'" invarians a kontingencia tabla sorainak (vagy oszlopainak) permutacié-
jara.

A cluster analizisben a nomindalis valtozok kozotti kapesolatok jellemzésére
jol hasznalhatok még a

— kanonikus korrelacié és az
— entrdopia elméleten alapulé mértékek.

A vy statisztika ordindlis valtozok esetén

Most az A és B ismérvvaltozatok koziil legalabb az egyik természetes mo-
don rendezheté. Igy a kontingencia tablazat sorainak vagy oszlopainak
permutdciojira y nem lehet invaridns. A valdszinliségi modell: véilasszunk
ki a sokasdghol véletlenszertien (visszatevéssel) két elemet. Tegyiik fel, hogy
az elsG valamilyen (4,,; Bj;), a mésodik pedig valamilyen (4,,; B),) kategériaba
tartozik, ahol 1 =i, = rés 1 = j, = q (k = 1, 2). Fiiggetlenség esetén joggal
varhatjuk, hogy az i) indexek rendezettsége nincs osszefiiggésben a j, indexek
rendezettségével, mig kapesolat esetén ez a rendezettség altaldban megegye-
zik.

Jeloljilk a hasonld rendezettség valdszin(iségét P-val

P,=P{iy<<i, é j,<Js Vagy i, >1y 68 j, >},
az eltéré rendezettséy valdszinliségét P,-vel
P,=Pliy <iy és jy > vagy i, >1i, & j; <3},
valamint az azonossig valdszin{iségét P,-val
5 ot iR, T . o e I
P, = P{i, =iy, vagy j, = js}.
Az egyértelmiiség kedvéért ez utobbi esetet a statisztika definidlisakor nem
engedjiik meg, vagyis P, és P, helyett az {i, = i, vagy j, = j,} esemény
negiltjara vonatkozé feltételes valdszinfiségeket tekintjiik. Pl. P, helyett
a P,/(1 — P,) valoszin(iséget.
Az asszocidciés mutato:
Nt 3
1-P

a

'}}:
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Ay mutato tulajdonsdgai

a) y nem hatdrozhaté meg, ha a kontingencia tibla nem nulla elemei egy
sorban vagy egy oszlopban vannak.

b) - 1=y =1

c) = l ha, a nem nulla elemek a p,; — p,, irdnyt 4tloban vannak; ekkor

Fow

d) y= —1 ha a nem nulla elemek a p,, — p, irdnyd 4tléban vannak;

e) y = 0, ha teljesiil a fiiggetlenség. Kz az alliths nem megfordithatd (ki-
vétel a 2 X 2-es tabla).

Ardny és intervallum vdiltozok

A T métrix elemei mérhetd értékek, feladatunk két tetszdleges oszlop ha-
sonlosdginak a mérése. Jeloljitk a T' matrix két oszlopat X és Y vektorokkal,
X, Y€ R

A hasonlésdg mértékéiil a vektorok hajlasszoge és a szorzatmomentum
korrelacids egyiitthaté tekinthetd.

*
A(X,Y) = cosa = Sl ok A
(X LX)

Képezziik az X = X — X és ¥ = Y — ¥ nulla 4tlagi vektorokat. A szorzat-
momentum korreldcits egyiitthatoja

cov (X, Y)

o WX B :
" ) | var (X) - var (Y)

Yy *
ahol  cov (XY) = 3(7},£ és var (X)= g—nf—Y—

Konnyen belathaté, hogy (X, V) = A(;Y, /);)

A(X, Y) invaridns a nyujtasra, r(X, ¥) pedig a nydjtasra és az eltolasra.
Ebbdl adédik, hogy A(X, Y) az ardny, az (X, Y) pedig az intervallum véilto-
z0k esetén alkalmazhaté eredményesen.

Bindris vdltozok

A binéris véltozok sajatos tulajdonsiaga miatt célszer@i a kiilon kiemelés
mert:
— az el6z6 formuldknak bindris esetre dltaliban létezik egyszer(ibb alakja,
— a tulajdonsidgok asszocidcids mérdszamai bizonyos esetekben, mint
emlitettiik alkalmazhaték objektumok Osszehasonlitdsira is, ez kiilo-
nosen bindris valtozokra 4ll fenn.

A T méatrix most csak a 0 és az 1 szdmokat tartalmazza. Két tetszileges
oszlop Gsszehasonlitdsa nyilvinval6an minden esetben redukdlhato egy 2 < 2-es
téblara.
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A B 1 0
i § a b a-+b
0 ¢ d c+d
a-tc bid a+-b+ct+d=n

119

Példaként a mér bevezetett Csuprov-egyiitthaté binéris alakjat mutatjuk

be:

ad — be

1

es

V@ +b)(a

+¢)(b +4d)(c +4d)

A bindris mérdszadmok konstrudlasanal a problémat egyrészt a d érték figye-
lembevétele jelenti, ez ugyanis a kozos tulajdonsagok hidnyat méri, masrészt
az, hogyan sulyozzuk az illeszkedéseket és nem illeszkedéseket.

A mutatokat a felvetett problémak szerint osztélyozva a 3. téblazat

foglalja ossze.

3. tabldzat

Stlyozis

0—0 Illeszkedés
a nevezében

00 Illeszkedés a szamlaléban

nem szerepel

szerepel

Egyenlé sulyok

Dupla silyozis a kap-

cs0l6d6 péaroknal

Dupla sulyozés nem
kapcsolédé parokndl

A kapesolédd péarok
kizérva a nevezSbol

2 L. [1]. 89. o.

szerepel

nem szerepel

szerepel

nem szerepel

szerepel

nem szerepel

1. Russel és Rao
a a

afblcld n

3. Jaccard
a
atbic

5. nem agjdnlott
2a
2(a-td)fbte
7. Dice
2a
2at+btec

9. nem ajanlott

115
a
at2(bte)
13. Kulezynski
a
gy

2. Sokal és Michner

a-t+-d - a-td
atb4ctd n
4.
6.
2a+td
2(a+td)+b-+tc
8.

10. Rogers— Tanimoto
atd
GrdFAbto
12.
14.
ctd
b+te
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3. Az objektumok kozotti tavolsag, hasonlosig mértékei

Ebben a fejezetben a 7' matrix sorainak paronkénti osszehasonlitdsival
foglalkozunk. Szamos alkalmazési teriileten kizardlag igy vetédik fel a kérdés.
A térgyalast a mérhetd valtozokkal kezdjiik. Az eddigiekhez képest alapvetden
4j eljarasokkal ezek esetében taldlkozunk, mert az objektumok kozott értel-
mezhetd a taxonomikus tavolsdg fogalma.

A taxonomikus tdvolsdg metrikus mértékei

A cluster analizis kvantitativ moddszereinek gyakorlati alkalmazisindl az
egyik kozponti probléma a pontok, ill. ponthalmazok kozotti tdvolsiag defini-
lasa. A tavolsag megfelels megvilasztisa legalabb olyan koriiltekintést igényel,
mint az adekvat osztalyozasi algoritmus kivalasztasa. Tételezziik fel, hogy a 7'
matrix elemei mérhetd valtozok. Minden objektum egy pontnak tekinthetd
a p dimenziés absztrakt térben [4]. E pontok kozott értelmezhetdk metrikus
tulajdonsaggal rendelkezd tavolsigmérd fiiggvények.

Jeloljilk az (x, y) pontpar tavolsigat d(z, y)-al, amely minden z, y,z € M
esetén, az alabbi tulajdonsigokkal rendelkezik:

y) = d(y, ),
LT =0,
) >0, ha =z # y,
) = d(x, 2) +d(y, 2).

Ezek a metrikus tér altalinos tulajdonsigai és az ezeket kielégitsd d(x, v)
fliggvényt metrikus fiiggvénynek vagy roviden metrikdinak nevezziik. Ha a 3.
feltétel nem teljesiil, akkor d-t pszeudo metrikdnak nevezziik.

Erdemes megvizsgilni, hogy milyen zavarhoz vezet ha a 4. tulajdonsag az
un. hdromszogegyenlGtlenség nem teljesiil. Kzt az esetet szemimetrikdnak
nevezziik. Azon metrikikat, amelyek kielégitik a d(x, y) = max|d(x, z) +
+ d(y, 2)] egyenlGtlenséget ultrametrikdnak nevezziik.

Tegyiik fel, hogy 5 pontunk van, az i-edik és a j-edik tavolsagat jeloljiik
d;;-vel. Tavolsiagaink legyenek a kovetkezdk:

=12 dyg = 10 Gigie= L

dyy =10 dsy = 10 dos = 100

dyy = 10 dyy = 2 dgs = 1,5
d45 = 10()

Az elsé két oszlop alapjin két jol elkiilonithets osztalyt kapunk, az S, =
= {x,, @y} és az Sy, = {xy, x,} osztalyokat, de hova soroljuk az a; pontot?
Ha S,-hez vessziik hozza, akkor x,-t6l tdvolabb lesz, mint 2;3-t6l, pedig az elGbbi-
vel egy osztilyba tartozik. De ugyanilyen észszeriitlen S,-be sorolni is, mert
akkor x,-hez lesz ardnytalanul kizelebb, mint x,-hez. Marad még egy lehetGség,
x5 kiilon osztalyt alkot. De ez sem kielégité megoldis, mert x,-t6l is és ay-tol
is kisebb tavolsdgra van, mint a veliik egy osztalyba tartoz6 x,, ill. x, pontok.

Ha ismerjiik adatrendszeriink valdsziniiség eloszlisdt, jol alkalmazhato
a kovetkezd mértck.
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Tegyiik fel, hogy az z, . . . 2, pontokat egy p-dimenzids valészinliségi vektor-
valtozo értékeinek tekintjiik és rogzitett & mellett az «f . . . zf szdmok a meg-

felel6 egydimenzids valdszinliségi valtozo értékei.
Legyen D a p-dimenziés valtozo szérdasmétrixa (kovariancia métrixa),
_ [P Dys- .. Dy,

.D ’
s W W

ahol Dy = M{(X, — M(X))(X; — M(X))];
D~ legyen D inverze. Ekkor a kivetkezSképpen definidlhatunk pontjaink
kozott egy metrikat:

dij = Vi, — z;)* 8' D7 S(x; — ),
ahol § diagonalis elemeket tartalmazé salymdtrix.

Ha valtozéinkat nem akarjuk stlyozni, akkor S elhagyhaté a formulabél.
Ezt a metrikat akkor célszerli alkalmazni, ha ismerjiik az eloszlast, ill. ha a
minta elengedéen nagy ahhoz, hogy D értékét kielégité pontossidggal beesiil-
jik. Ebben az esetben a d;; tdvolsig nemesak az x; és x; pontok koordindtaitol
fiigg, hanem az Osszes tobbi ponttodl is, ellentétben a kiovetkezSkben ismerte-
tendS metrikakkal. Az sem elhanyagolhatd, hogy figyelembe vettiik a kiilon-
boz8 valtozok kapesolatét is. Ha a véltozok paronként korrelalatlanok, akkor
D;; = 0, ha i # j, és ennek megfelelGen a D diagondlis métrix, D1 pedig
olyan diagonalis métrix, amelynek f6atléjaban az egyes valtozok szérasanak
reciproka 4ll, d;; ekkor a kovetkezs egyszeriibb alakba irhat6

dij = [wy(x} — 2})2 + ... + wy(aP — xB)2]2,

ahol a w;-k tetszileges nem negativ stlyok.

Az egyes valtozok silyozisa valamennyi metrikdndl elvégzendd, de annak
megitélése, hogy milyen salyrendszert alkalmazzunk, elsésorban a kutatd fel-
adata. Meg kell jegyezniink, hogy ha minden véltozot azonos stllyal akarunk
figyelembe venni, akkor is el kell végezni a sulyozast; egyenls silyozishoz
akkor jutunk, ha minden valtozot a szérdsdval normalunk. A tovabbiakban
feltessziik, hogy véaltozéink mér norméaltak.

A Minkowski-metrika és specidlis esetei
Az egyik legdltalainosabb metrikaosztily, amely tetszéleges 1 =< r < oo
érték mellett egy-egy metrikit ad, a kovetkezGképpen definidlhato:
P 1/r
dx, y) = (_‘: | @ — i I’) :
i=1

A Minkowski metrika r = 2 esetben az ismert euklidesi metrikaval azonos.

=
dy(x, y) = V (e; — y)? -
i=1
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r = 1 esetén a tavolsagméré fiiggvény a koordindtéinkénti eltérések osszegével
egyenld
P
dy(x, y) = 2 | 2 — il

i=1

A cluster analizis sordn ezt a két esetet szoktik alkalmazni. Sok esetben
a metrika helyett a pontok kozotti hasonlésigot definialjuk. A hasonlésdg is
egy nemnegativ szdm, de a metrikaval ellentétben célszerii igy megvalasztani,
hogy értékei nulla és egy kozé essenek. h-val jelslve a hasonldsagot, megkovetel-
jiik, hogy tetsz6leges  pontra h(z, ) = 1 legyen, azaz minden pont (objektum)
sajat magahoz hasonlitson a legjobban. Az ismertetend médszerek szempont-
jabol kozombos, hogy az adott objektumok kozott tavolsagot vagy hasonlosa-
got értelmeziink, csak arra kell iigyelni, hogy a minimélis tdvolsig maximalis
hasonlosdgnak felel meg és forditva.

Ha egy, a pontpirok tavolsdgan értelmezett, monoton csokkend fiiggvényt
adunk meg, amelynek értékei 0 és 1 kizé esnek, akkor a metrikdhoz egy hason-
16sdgot rendeliink hozzé.

A legegyszeriibb hasonlosigi mérték az

Ry L2 <BNG — §)
T[S0 Ey - )
korrelacios egyiitthato.
Mivel —1 = R;; =1, a megfelel6 hasonlosigi mértéket pl. az R';; =
= (1 + R;;)/2 egyenldséggel definidlhatjuk.
Egy tovabbi lehetéség, ha a pontok tavolsdgat a hozzdjuk tartozé vektorok
hajlasszogével mérjiik. A hajlasszog koszinusza,

2xy
cos (¢, Yf) = —— T’—f?/r’_ — x,y # 0
(Eaf - 2y
tekintheté a két pont hasonlésiginak, téavolsiguk pedig a
4, = V1= oot (3, ) 2,y # 0

képlettel definidlhato, d;; ebben az esetben pszeudo-metrika lesz, vagyis a 3.
feltétel itt nem teljesiil; két pont tavolsiga akkor lesz nulla, ha a vektorok egy
egyenesbe esnek, igy x # y pontok tdavolsiga is lehet nulla.

Binéris valtozok esetében — az eddigieken kiviil — més tdvolsdgot is hasz-
nalhatunk.

A kétdimenzios téablakndl szokasos jelolésekkel

B a +d
Y bike +d
egy lehetséges metrika.
De mérhetd a pontok tavolsiga a
2a
dy = ——
20 +b +¢

értékkel is.
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Ez utébbi metrikdnal alaposan mérlegelni kell a clusterezés alkalmazdsi
szempontjait, mert a dichotom valtozdk nulla és egy értékeinek megvélasztisa
gyakran esetleges (pl. a nemeknél férfi = 0, n6 = 1 vagy forditva), ez pedig
azt jelenti, hogy a jeloléstél fiiggben mas lesz a pontok tavolsaga. Ha pl.

x = (1,0,0,0,0,0), y = (1,1,1,0,0,0),

akkora = 1; b = 0, ¢ = 2, d = 3 alapjin: d;; = % : ha most a valtozdk érté-
keiben feleseréljiik a nulla és egy jelolést, akkor:
x = (0,1,1,1,1,1), y = (0,0,0,1,1,1),

: : 7 3
vagyis @ = 3, b = 2, ¢ = 0, d = 1 és ennek megfeleléen d;; = i

A korédbban targyalt metrikdknal ilyen probléma nines, a d;; tavolsdg ott
fiiggetlen a valtozok értékeinek szadmozdsatol.

A Minkowski metrika alkalmazésakor figyelemmel kell lenni arra, hogy a
metrika a valtozok kiilonbozd tartalmat, dimenziéjat nem véaltoztatja meg,
ezt a kapott tavolsagi érték interpreticidjanal kell szamba venni. A metrika
a valtozok kozotti figgetlenséget tételezi fel, igy el6fordulhat, hogy a valtozdk
kozotti kapesolatok esetén egyfajta hatast tobbszor vesziink figyelembe.

Nem metrikus mértékek

A nem metrikus mértékek egyik tipusa az objektumok kozott relacidkat
definial és ezek relaciéelméleti alapon torténd feldolgozasaval csoportosit.
A masik tipus tulajdonképpen feltételez valamilyen — az elézektdl eltérd —
metrikat, amelyre tamaszkodva az objektumok egy rendezését végzi, de a
rendezésnek mar nincsenek meg a metrikatél megkovetelt tulajdonsagai.

Intervallum valtozdk. Calhoun-tdvolsdg

Ez a tavolsdgfogalom a kérdéses két pont és a vonatkoztatasi koordindta-
tengelyek iranya altal meghatarozott hiperfeliletek kozé esé tobbi pontra
épiil. Pl. az 2, és a, pont kozotti tdvolsdgot a bevonalazott teriiletbe esé pontok
segitségével hatarozhatjuk meg (1. abra).

Két pont Calhoun-tavolsiga definicié szerint:

DC = GN, + 3Nb +2Nz,
ahol N; — azon pontok szdma, amelyek a két pont &ltal meghatdrozott
hipersikba vagy meghosszabbitdsdba esnek, legalabb egy valtozo-
juk szerint.

N, — azon pontok szidma, amelyek egyetlen dimenziéban sem esnek
a két pont kizé, de egy vagy tobb valtozé szerint hatdrra esnek.

3 L. [1]. 111. o.
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Iy 77,
x1 [ ] XS

1. abra

N, — azon pontok szama, amelyek egy vagy tobb valtozd szerint mind-
két ponttal azonos értékiliek, de nem esnek a hipersik belsejébe
vagy a hatarra.

Ha N az alappontok szama, akkor D, maximalis értéke: 6(N —2).

A Calhoun-tavolsiag, mint mérték, nem felel meg a metrika kovetelményei-
nek, mert két pont tavolsiga akkor is lehet nulla, ha a két pont nem esik egybe.
Ez a mérték hasznos lehet olyan esetekben, ha a clusterek egy vagy tobb
valtozé szerint atfedik egymdst.

Lance és Williams-féle mérték

Két objektum kozotti tavolsag definicioja:

2la -y |
2 (x; — i)

A sz4mlalé Minkowski metrika, r = 1 esetre, a nevezd pedig a maximéalis
kiterjedés mértéke. Binaris valtozo esetén a kovetkezo alaku:

LW —

b -+ 2 2

1 L I
(@ +b) (e +(') 20 +b +c¢

|
1

Ezek a mértékek ritkan hasznalatosak, specidlis eseteket elégitenek ki.

Nomindlis vdltozok (1. [1]123. 0.)

Az ismérvek kozotti hasonlésiag mérésére alkalmazott mutatok az objektu-
mok kozotti hasonlosag mérésére is alkalmasak.

Ekkor az osszehasonlitds azon alapul, hogy Osszeszamoljuk a kozos és eltérs
ismérveket. Ha az ismérvek jelenléte vagy hidnya egyértelmlien megallapit-
hato, akkor a bindris viltozoknal bevezetett 23X 2-es tdbldhoz jutunk. KlG-
fordulhat, h()(ry egyes ismérvek nem jollcm/(ick a kérdéses objektumra, ezt
figyelembe véve a két lehetséges alternativa (0 és 1) helyett hirmat bevezetve,
a hmaus valtozok kltCI‘JESLt(,b(,l‘()l beszélhetiink.

Legyen:

Ngrq azon ismérvek szima, amelyekben a két objektum megegyezik;
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ng  azon ismérvek szdma, amelyekkel a két objektum nem jellemezhetd;
npye azon ismérvek szdma, amelyekben a két objektum eltér egymdstol.

A 3. sz. tdblazat képleteit felhasznalva megkapjuk a 4. tdblazatban Gssze-
foglalt kapcesolédési egyutthatokat.
4. tdbla (L. [1]. Table 8. 8.)

Kapesoléddsi egyiitthaték nomindlis valtozok esetén

1) Ng+d — " 2.) Ma+d
Natg T Mote Natg T+ Mpte
3.) Ng+d — Nd
Natd — Mg + Mpye
6 ) 2""a+d
i 2ng4q + My
T4 _ 2Angya — Ma)
2nard — 1a) + Mote
Na+d
g n, - 2n
at+d T 2Mp4c
g S llelt TG
Ngyg — Mg + 2npye
19 ) Na+d ﬁld 14 ) Na+d
Mt Mt

(A formuldk sorszéma a 3. sz. tdbldzat megfelel§ szdmozdsdra utal.)

Az ordindlis valtozéknak kitiintetett szerepe van a cluster elemzésében,
mert a legdltalanosabb osztélyozasi algoritmusok monoton invariansak. Ebbél
kivetkezik, hogy ezek alkalmazésa esetén elegendd a tavolsagi értékek helyett
azok egyméshoz viszonyitott rangsorat tekinteni.

A wdltozdk siulyozdsa

A T mitrix két oszlopdnak (két ismérv) osszehasonlitasakor két egyenként
homogén koordinataji vektorunk van, mig két sor (két objektum) egybevetése-
kor az egyes koordinitak gyakran kiilonbozs tartalmu és tipusa véaltozdkat
reprezentalnak. Ebbél adédik, hogy a mértékeket befolyasoljak a nagysig-
rendek, és felmeriil a kiilonbhoz8 mértékek additivitdsanak probléméija.

E problémak megoldésara szolgal a sulyozas. Példéul, ha a vizsgilat korébe
bevont véltozok nem egyforméan fontosak az adott kérdés szempontjabol:
szubjektiv silyozést alkalmazunk.

Més jelleg(i a probléma, amikor a valtozok kiilonbozé dimenziéjabdl adoédo
esetlegességet kivénjuk kiszlirni. A statisztikiban leggyakrabban haszndlt
standardizalast itt is alkalmazhatjuk, ekkor minden valtoz6 azonos silyu.
Euklideszi tavolsig esetén ez a normalizdlas w = 1/s? stlyozést jelent. Kz azzal
a veszéllyel jar, hogy éppen azon ismérvek szerepét csokkentjiik, amelyek a

2 Szigma
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legalkalmasabbak a csoportok megkiilonboztetésére. Lényegesen elfogad-
hatébb eredményre jutnink, ha a teljes szérds helyett a csoporton beliili
szordssal normélndnk — a vizsgdlat el6tt ez persze nem ismert.

Az apriori ismeretek hidnya miatt birdlhaték azok a médszerek is, amelyek
a stlyozdssal a korrelacié hatésit kivanjak kikapesolni, ilyen a Mahalanobis
tavolsag-fogalom is.

MegfelelGen sziiri ki a korreldciénak a kapesolatok mérését torzité hatdsdt
a faktoranalizis féfaktor mddszere, ami azzal a tovabbi elénnyel is jar, hogy
az eredeti adatmatrix mérete jelentdsen csokken.

Meg kell jegyezni, hogy a sulyozis a kiillonboz6 tipust valtozok egyiittes
megjelenésébdl ad6dé problémékat nem oldja meg, ehhez a megfeleld skdla-
transzformaciét kell elvégezni.

Clusterek tdvolsdga

A ponthalmazok kozott is tobbféle tavolsagot értelmezhetiink, itt azonban
a metrika 1—4. kovetelményei koziil altalaban csak a szimmetria teljesiil.
Legkézenfekvébb megoldds, ha a ponthalmazok tévolsdgin a legkozelebbi,
ill. a legtdvolabbi pontjaik tdvolsdgat értjiik.

L. D(S;, S)) = min d(x;y, ),

m,k

2. D(S;, 8)) = max d(w;m, ).
m,k

Itt d a pontok kozott értelmezett tetszileges tavolsag lehet.

A tovibbiakban az i-edik és j-edik osztdly tavolsdgat D,-vel jeloljik, a
most definidlt tavolsigokat pedig D ., ill. Dy, tédvolsdgoknak nevezziik.
Szokésos az osztilyok tdvolsaginak a centroidok tdvolsagat tekinteni. Az n,
ponthél 4llé6 S; osztaly centroidja a

3

i

‘.

Ni k

Ci:

l/

ik

I

vektor, ahol @, az S; osztaly k-adik pontja. Ekkor az S; és S; osztélyok téd-
volsaga

D(Cl = d(o,’, (ij).
Az osztélyok tavolsiga az egyes osztilyokbol vett pontpdrok dtlagos tavol-
sdgaként is értelmezhetd.

1 L
F srmes b r
D= —e| ™ (d(xim' xjk)) "
m,k

r tetszbleges értékére az osztalyok kozotti tavolsig egy-egy lehetséges defini-
ci6jat kapjuk. r = 1 esetben D' az elGbbi tévolsiggal azonos. Ha r - oo,
akkor D® — Dyay, mig ha r - — o, akkor D™® - Dy,
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Az osztdlyozds sordn nemcsak két osztaly tédvolsidgat kell meghatérozni,
hanem — kiilonosképpen az osszevondsos médszereknél — ismerni kell két
egymadssal Osszevont osztdlynak egy harmadiktdl vett tdvolsagit is. Az egyes
osszevonasok utédn célszeri a tévolsdgokat ezek felhaszndldsaval szdmitani.
A Dr tavolségnal pl. ha az S; és S, osztalyokat vonjuk 6ssze Sjy-ba, akkor en-
nek egy S;-t6l vett tavolsiga:

y L\ T 1
D8, 8y) = [”f‘D )" + 2Dy ] .
n; + ny

Ha r = 4+ oo, a Dy, 68 Doy tdvolsdgokndl ez a formula nem hasznalhaté,
helyette az aldbbi Osszefiiggést adjuk meg: '

D(Sy, Sy) = a Dy +b Dy + ¢ Dy +d| Dyj — Dyl ,

ahol a=b=-1~, ¢ = 0, d:—%, ha D = Dpy;
1 l:
a:b:;, € =10, d:;, ha D'= D, ..
(],:_n_j__, b:———@—, C=d=0, ha D=D1-
n; + ny n; + ny

4. A cluster analizis modszerei

A tudoményos klasszifikdciétol megkoveteljiik, hogy az identifikaciot
objektiv kritériumok alapjin lehessen elvégezni; ez a kovetelmény altalaban
csak igen nagy megszoritasokkal teljesiil. Ennek egyik oka, hogy egy osztalyo-
zasi sémarél onmagdban nem lehet eldonteni, hogy j6-e vagy rossz, ez azon
mulik, hogy a felosztés a vizsgélat szempontjabol mennyire megfelels. Ugyan-
akkor meghatdrozhatunk altalanos kovetelményeket.

1. Objektivités
2. Stabilitas
3. Prediktivits

Az elss feltétel alatt azt értjiik, hogy az adott kutatdsi teriilet szakemberei
a vizsgalt objektumokat jellegében azonos médon csoportositsak. A masodik
feltétel azt jelenti, hogy a klasszifikdciotél megkoveteljiik, hogy uj adatok
kevéssé befolydsoljik; ez akkor keriil eldtérbe, amikor Gj adatok és eredmények
a régi fogalmi struktirat megkérdGjelezik és ezdltal a klasszifikéciés rendszer
instabilla valik. A harmadik feltétel az osztdlyozas igen magas kvalitdsat jelzi,
s ennek megfelelden csak ritkan teljesiil (pl. Mendelejev periédusos rendszere).

A klasszikus logikéra épiils osztalyozési modellek két alaplépése kiilonboz-
tethet6 meg:

— tipus és koncepcidalkotds, kategéridk definidldsa,

— az események kijelolése a méar definidlt kategéridkhoz.

2*



128 FUSTOS LASZLO —MESZENA GYORGY —SIMONNE MOSOLYGO NORA

A klasszikus logika azonban csak olyan kategéridk definidldsat adja meg,
amelyeknek minden egyede minden szempontbodl ekvivalens. Az ilyen elven
alapulé osztdlyozdst monotetikus osztalyozdsnak nevezzitk. Ez a moédszer
sokvaltozos, nagy méretli adatrendszer esetén még szamologéppel sem kezel-
hetd, de ha ez mégis sikeriilne, az eredmények attekinthetetlen felaprézottsaga
miatt a gyakorlatban hasznilhatatlan lenne. Ezért nagy jelentGségii a cluster
analizis, amely utat nyit a sokvaltozés nagy mintak attekinthet6 numerikus
értékeléschez.

A cluster analizis modellje hirom szempontbdl is eltér a klasszikus osztalyo-
zasi modellektdl:

a) Nem definidl tipusokat mielGtt kijelolné a mintaegyedeket; az eljarisok
sordn a tipusokat definial6 fogalmak hozzérendelédnek az osztalyozassal
kialakitott csoportokhoz. Ez a meggondolas az alabbi feltételezéseken
alapul:

— léteznek tipusok

— a tipusfogalom ismerete nélkiil is létezik olyan kritérium, amelynek
felhasznalasdval a clusterek felismerhetdk;

— a felismert clusterhez az egyedek ismérvei alapjan megadhatok a
tipus-jellemzdk.

Mindez szemléletesen azt jelenti, hogy az n-dimenzios térben az egyes tipu-
sokat elkiilonits hipersikok akkor valnak lithatokkd, ha az azonos clusterbe
tartoz6 elemeket meghatéroztuk, és ez azt jelenti, hogy a csak empirikusan
el6fordulé tipusok is felismerhetdk.

b) A cluster analizis megengedi a politetikus osztalyokat. Politetikusnak
tekintiink egy osztalyt, ha elemei tobb, de nem minden jellemz§ szerint
ekvivalensek vagy hasonloak. Az osztélyhatiarokat nem elGre hatirozzuk
meg. Kz a cluster analizisnek a gyakorlat szempontjabol tovabbi els-
nyos tulajdonsiga, hogy ugyanis minden jellemzét figyelembe véve is
jelentdsen csiokkenthets az osztalyok szama.

¢) A klasszikus modellek csak diszkrét valtozokkal dolgoznak, a cluster
analizis megenged folytonos, s6t vegyes viltozo tipusokat is.

Az osztalyozds kritériumai

Az aldbbiakban megadjuk az osztalyozis gyakorlati kiovetelményeit. A
modszerek nem mindegyike teljesiti az osszes feltételt egyszerre, de a konkrét
értékelés alapjan megitélhetS a hasznilhatdésdguk.

1. Egyértelmiiséq

Adott adathalmazb6l mindig ugyanazt az eredményt kapjuk egy adott M
rendszer esetén.

2. Monoton invaridns

Ha az osztdlyozis végeredménye csak a DO-k (DC = az osztélyozéas input
métrixa) sorrendjétél (rangjaitol) fiigg, akkor a médszer monoton invaridns:

[MA)][f(h)] = (Md)(h), V h = O-ra,

ahol f a rangot elGallité leképezés.
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3. Skadla figgetlenséy
Ha & = 0 skaldr konstans, akkor ez a feltétel az

M(kd) = k M(d)

egyenldség teljesiilését jelenti.
4. Stabilitds

Az adatok kis valtoztatdsa az eredményben is kis véltozést jelentsen, vagyis
az
M:C(S) -~ U(S) '

leképezés folytonos.
5. A csoportok megdrzése (monotonitds)

Legyen h > 0 rogzitett és S, — (Md)(h) egy kialakult osztaly a k szinten,
akkor a monotonitis kovetelménye:

S, S, VI="h esetén.
Ez més alakban is felirhat6. Jelolje:
d" =d, hogy d'(4, B) = d(4, B) VA;BeS.
Ekkor a monotonitas igy irhaté:

M(d) < d.
6. Optimaliids

Az osztilyozandé objektumok kapesolatairdl a legtobb informéci6t az input
DC matrix hordozza, ezt egy tobblépéses transzformaciénak vetjik ald, amig
kialakulnak az osztdlyok. Az eljards folyaman informacidt vesztiink, az input
¢s az output DC' matrix kozott legyen a lehetd legkisebb az eltérés; azaz ha
dec U(S) és M(d) = d' = d, akkor teljesiiljon a d’ = M(d) egyenlGség.

Nehezen oszldalyozhatd elemek ; reprezentativ elemek

A kvantitativ osztdlyozasi elveknél dltalaban szdmszerien mérhets, hogy
egy elem milyen mértékben (statisztikai elvek szerinti osztdlyozasnal milyen
valoszin(iséggel) sorolhaté egyik vagy mésik osztélyba. Nehezen osztalyozhaté
egy elem, ha tobb osztdlyba is kozel azonos mértékben sorolhaté. Ilyenkor
két lehetdségiink van:

L. eljardsunkat instabilnak mindsitjiik és evvel dsszhangban megvéaltoztatjuk

a klasszifikicid elvét, vagy
2. a nehezen besorolhato elemet ,,zaj” elemnek tekintjiik (mérési vagy kédoldsi

pontatlansig).

Reprezentativ elemnek az olyan elemeket nevezziik, amelyeket viszonylag
egyértelmien, illetve minimalis kockdzattal tudunk osztalyozni. Bz a meg-
hatirozds a reprezentdcio tetszdleges értelmezését magaba foglalja, ha meg-
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felelGen definidljuk az osztalyozas kritériumait. Példaul a centroid médszerek-
nél, ahol az osztilyokat a hozzdjuk tartozé objektumok salypontjaval jelle-
mezziik, az egyes stlypontokhoz — centroidokhoz — kozel esé objektumok
lesznek a reprezentativ elemek, masszoval az adott osztaly kozelitGleg atlagos
tulajdonsagtu objektumai. Természetesen az osztilyozas szempontjain valtoz-
tatva a reprezentativitas fogalma is méas lesz.

A dontésfiggvényel tipusai

Dontésfiiggvény, ill. dontési kritérium alatt azt az elvet értjiikk, amely
szerint a vizsgaland6 objektumokat rendezve az n-dimenzids térben az oszté-
lyok kialakulnak.

A dontésfiiggvény mérheti:

— a clusteren beliili elemek hasonlésigat,

— a clusterek kozotti kiilonbséget.

Az eddigiekbd]l megallapithato, hogy a hasonldsig és killonbozGség fogalma
tobbféleképpen is értelmezhets; a targyalt kiillonféle mértékek két objektum
kozotti hasonlésdg, ill. tdvolsidg mérésére alkalmasak. A dontésfiiggvény fel-
adata enndl osszetettebb, egyszerre tobb egyed tobb jellemz§ szerinti hason-
losagat, ill. kiillonbozbségét kell mérnie vagy becsiilnie.

Az alkalmazott modszerek szerint megkiilonboztethetiinl:

— sliriségfiiggvény-becslésen alapulé eljarasokat,

— valdsziniiségeloszlisok keverékének szétvialasztdsin alapuld eljirasokat

— L, kevert modell”,

— csoporton beliili variancia beeslésén alapuld modszereket,

— cesoportok kozotti diszkriminancia becslésén alapuld és

— grafelméleten alapuld eljardsokat.

A kiilonb6z6 dontési kritériumokhoz kiillonbozé cluster fogalmak kapesolod-
nak.

5. Stiriiségfiiggvény-becslésen alapulo eljarasok

Tekintsiik megfigyeléseinket egy r-dimenzids valosziniiségi vektorvaltozo
realizacidinal. A felvetédd kérdésekre a siirliségfiiggvény ismeretében vilaszol-
hatunk. Az elméleti siirliségfiiggvény ismeretlen, de a minta alapjan becsiil-
heté (ha az elengendGen nagy). Jelentés engedmény, hogy a cluster analizis
altal felvetett problémak megolddsihoz nincs sziikség a siirliségfiiggvény alak-
janak teljes ismeretére — a tipusalkotas célja olyan clusterek koriilhataroldsa,
ahol a pontok koncentricidja viszonylag siri — mert a clusterek a siir(iség-
filggvény csucsait magukba foglalé tartomanyok.

Tehat elegendS a siriiségfiiggvény csucesait, lokdlis maximum-helyeit meg-
keresni. A csucsok adjak a clusterek magjat, a koriillhatarolishoz a csticsmagas-
sdg és csucesponti f6 gorbiilet értéke hasznalhat6. A slrdiségfiiggvény ezen
jellemzdit a sztochasztikus approximdcié alapjan a gradiens modszer sztochasz-
tikus valtozata segitségével becsiiljiik.

Legyen &; € F7 a megfligyelt valoszin(ségi vektorviltozo,
f(x) az egyiittes siirfiségfiiggvény.
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A becsléshez, mivel a gradiens vektor is ismeretlen, annak egy becslését
hasznéaljuk.
z"+1 = Zn+1 (Yn’ 51 Fe ‘Sn),

ahol Y, € F" valbszin(iségi valtozo.
Az algoritmus:
Yn+1 = Yn sy Yn Znt1e

Az Y, kezdeti érték tetszGleges lehet, de a lépésnagysignak ki kell elégitenie
az alabbi feltételeket.

Ya < .

(\ZE
Ibve

Y= T

3

I
p

n n

A sztochasztikus approximécién alapuld eljardsok jo becslést adnak, a kon-
vergencia sebessége altalaban lassubb, mint gradiens algoritmusoknal. Ennek
oka, hogy a gradiens vektor ismeretlen és egy becslését hasznaljuk. (Az allitas
bizonyitasat lasd [15]-ben.)

A siirliségfiiggvény becslésén alapul két fontos dontési kritérium:

a) a sulypontok moddszere,

b) a siriségfiiggvény csucsainak lokalizaldsa.

a) Salypontok modszere

Tegyiik fel, hogy ismert a kivant clusterek szama: s; a cluster-rendszert
pedig jelolje: Oy, (', . . . C. A siirliségfiiggvény olyan specialis fliggvény, hogy
a U; cluster egy M; pontjaval — a salypontjaval — azonosithato.

Kz teljesiil, ha f(x) a C; osszefiiggd halmazokon konstans, rajtuk kiviil el-
tlinik, és minden cluster 4tmérGje kisebb a silypontjahoz legkozelebb esé més
cluster sulypontjatol vett tdvolsagnal. Azaz, ha feltételezziik, hogy a clusterek
diszjunkt rendszerén beliil a sokasig egyenletes eloszlast. A clustereket el-
kiilonitG kritérium az, hogy az egyenletes eloszlds jellemz§ paraméterei clus-
terenként eltérdek. E feltételeket kielégité dontésfiiggvény a kovetkezd un.
veszteségfliggvény:

J(M) = 28,' [lle— MO |2f(x)de = [ min || 2 — MD||2f(z) da.

=1 ¢ EF l<i<k

Optimalis a cluster-rendszer, ha J(M) minimdalis. A veszteségfiiggvény az
egyes clustereken beliil a sialypont és a tobbi pont kozotti eltérés varhato
értékét becsiili.

A J fiiggvény differencialhato, derivéltja a gradiens vektor, jelolje UD(M);
b= 120 el

UNM) =2 [ eDw, M) (MD — 2) f(x) dz,
E7
1, ha ||z — MY || < ||z — MWD ||, ha i # j,

ahol &z, ) = | o7 qgyiblént,

Ha adott az &,, ..., &, ... minta, akkor
Z®,) = 2e(Epy, M) (MD — £ L)

torzitatlan becslése UW(M)-nek.
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2 7

Tehat J minimumat M, € K, kezdGérték mellett az
Mﬁxl)«l = ]"[(il) e 2yn E(i)(£n+1’ Mn) (ﬂl(ln) - 'En+1)

algoritmus adja, ahol M, = (MY, MP ... M) az n-edik 1épésben kialakitott
sulypontrendszer és y, > 0 eleget tesz a kordbbi kivetelményeknek. Ezen
a klasszikus stlypont médszeren alapul Forgy [6] konvergens nem hierarchikus
modszere. Minden egyedet besorol a legkozelebbi sulypontu clusterbe, ma]d az
egész adatrendszer osztdlyozdsa utdn kiszdmitja az 4j sdilypontot és djra in-
ditja az osztélyozé algoritmust. Ha két egymdasutani ciklus cluster struktira-
jaban nincs Valtomb akkor megkaptuk a dontésfiiggvény minimumadt, az
osztalyozas optimdlis.

A konvergencia sebességének gyorsitisa céljabol a mddszer tobb médositasa
ismert. Jancey az el6z6 ciklus sulypontjinak az Gj stlypontra vonatkozo tiikor-
képét tekinti az Gj 1épés stlypontjanak (2. dbra).

3 az 0j sllypontnak tekintett pont
2 Gj szdmitott sulypont

1 regi stlypont

2. abra

A modositas alapgondolata, hogy az 1. ponth6l a 2.-ba huzott egyenes
a vesztesdgfiiggvényben az adott silypont melletti gradiens becslése. Ha ebbe
az iranyba mozdul el a salypont, akkor csokkenthets a legjobban a veszteség-
fiiggvény értéke.

Egy mésik médszert MacQueen [24] javasolt a konvergencia gyorsitdsira.

ﬂ[(l)

b = M(l) oL y(z ) "(')(sm is /[/[") (M(:l) e gan)'
ahol y©) = (1 + @)1, M, € B,

w((l;) = 0; (‘)rz”il = w(ln) =+ ‘5( ) (‘-nH! Mn)‘
Teljes indukciéval belathatd, hogy

; (O({)) /”(lil) e ) 1’( )(5n+1' M ) il
My, = i
(')((I;) i 2/' E(D( E/rH' M,)
n=0

Ha o) = 1, akkor M, , éppen az M@ kezdGpont és a korabban a C; osztélyba
sorolt t(mulup(mtol\ ,s/amttml atlaga .sulyp(mtjd, Az eljards minden ‘elem clus-

teresitése utan modositja a silypontot. Az eljards MacQueen-féle kizé p maod-
szerként ismert.
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A sulypont-médszerek alkalmazdsanal problémdt jelent, hogy az indul6
stlypont-rendszert (magpontokat) el6re kell megadni. Ennek felolddsara szii-
lettek meg a silypont-mdédszer olyan valtozatai, ahol a clusterszam elGzetes
megaddsa helyett elegendd bizonyos paraméterek megadésa (pl. a clusterek
maximdlis 4tmérdje vagy elemszama); a clusterek szamat maga az algoritmus
hatdrozza meg. A sulypont moédszer ilyen véltozata a MacQueen altal ki-
dolgozott paraméter becsléssel miikodd algoritmus, létezik ennek Wishart [42]
altal kidolgozott optimalizalé moédositdsa, valamint ismertek Ball és Hall
ISODATA néven ismert mobdszerei [4].

b) Striségfiggeény csicsainak lokalizdaldsa
A stlypont médszernél dltaldnosabb feltételek mellett keresi az optimdlis

rendszert. Mig a stlypont médszer alaphipotézise szerint az f(x) slrliségfiigg-
vény a cluster egy pontjaval jellemezhetd és igy egy egyszer(i szerkezetii
veszteségfiggvény definidlhatd, addig ez az algoritmus a clustereket a s{irtiség-
fiiggvény cstcsainak, lokalis maximum-helyeinek kornyezeteként értelmezi.

Legyen &, & ... &, ... fiiggetlen, azonos eloszlasi r-dimenzids vektor-
valtozok sorozata. Az f(x) siirliségfiiggvény differencialhaté és gradiens vek-
tora U(x) egyenletes Lipschitz feltételnek tesz eleget, azaz létezik olyan L
konstans, hogy

1 U@) - Uyl =L|lz—-yll ¢
| U@ || <M1~ [|2]l),  shol M < o.
f(z) maximum helyeinek megkeresésére az
Yo=Y, + vnZpyys Y, € Er
gondolatmenet hasznélhato, ahol
Ly = U(X ) + 444

A szédmitogépes algoritmust Wishart dolgozta ki e mdodszer alapjan [43].

6. ,,Kevert modell”

Nagy minta esetén jol alkalmazhaté modelltipus. A hipotézis az egyes cso-
portokra azonos tipusu valdsziniiségeloszlast tételez fel, az egyes csoportok
a paraméterekben kiillonbozhetnek. Az algoritmus az eloszlés tipusat ismertnek
tételezi fel, és az optimalis cluster struktirat az eloszlisok paramétereinek
becslése alapjan hatarozza meg. A tobbvaltozos normalis eloszlas feltételezése
mellett Wolfe dolgozott ki szamologépes algoritmust (NORMIX; NORMAP).

7. Csoporton beliili variancia becslésén alapuld eljarisok

Az eljards célja olyan osztdlyok létrehozdsa, amely rendszer a csoportokon
beliili variancia o6sszsokasigbeli Osszegét minimalizilja.

A tobbvaltozos variancia-elemzés linedris modellje a kiovetkezd azonossig-
bél indul ki:

z;=m + (m; — m) + (x;; — my),
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ahol x;; az i-edik megfigyelés a j-edik csoportban,
m a teljes mintadtlag,
m; a j-edik csoportatlag.
Atrendezve a fenti formulat
x;; —m = (m; — m) + (2; — my),
vagyis az i-edik egyednek a j-edik csoportban a teljes dtlagtol valo eltérése
k(,t részre bonthatd: a csoportitlagnak a mintadtlagtol vald eltérésére és az x;;

eltérésére a csoportatlagtol.
Ennek alapjin a clusterezés céljira a tobbvaltozos variancia elemzés alap-

egyenlete a kovetkezs:

chg p— m) (2 — 7 %'12 m)(m; —m)" + ? ‘i}' (@ — my) (2, — my)’
T i 7
T=K+B
g =1 i f=1 5

ahol n; a j-edik (-soport elemeinek szama,
s a csoportok szama.

A cluster analizis ((,]]{L a csoporton beliili homogenitis novelése, azaz a cso-
porton belili variancia minimalizdldasa, ill. a csoportok kozotti variancia
maximalizélasa. ¥z a cél tobbféle tipusa dontésfiggviény segitségével valosit-
haté meg.

a) A B mdtrix nyomanak minimalizdlisa. Ez a kritérium a csoporton beliili
dtlagtol mért eltérések négyzetosszegének minimalizilasat jelenti. A
hierarchikus moédszerek kozott mind agglomerativ, mind diviziv algo-
ritmus késziilt a tr[ B] - min dontésfiiggvény alapjin (mediin mu(lsmr
Ward-médszer).

b) A hiba minimalizdlisa a teljes sokasdg variancidjihoz viszonyitva
a Wilks-féle A dontéstiiggvény alapjin,

| B
EE

Az algoritmus olyan cluster struktirat alakit ki, amelynél A értéke minimédlis.

8. Diszkriminancia analizisen alapulé eljirisok

A diszkriminancia analizis 1ényege, hogy az eredeti ponthalmazt a diszkrimi-
nancia fiiggvény segitségével egy olyan térre vetitjiik, ahol a pontokbol ki-
alakithaté csoportok a legjobban elkiiloniilnek, azaz a pontok kozotti disz-

| K|

homogenités a leheté legnagyobb. Bz a -—- hényados maximalizilisit
B
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jelenti. A tobbvaltozos variancia elemzés eredményeinek felhasznaliséval
a diszkriminéns figgvény:

A= 249, - max!
v" By
Atalakitva a fenti egyenldséget
(B*K — AE)v =

alakura a A és v egyszerlien meghatarozhaté. 1 a B~1K méatrix sajatértéke, v
pedig a sajatvektora. A kiilonbozd sajatértékek szama hatdrozza meg a disz-
kriminans fliggvények szamat.

A diszkriminans hatds probéajarais a Wilks-féle A-t hasznaljak, ami ekvivalens
az alabbival:

A= [[——

j=1 1+Z

A hierarchikus moédszerek kozil Casetti, Hung és Dubes mobdszere épiil
a diszkrimindns dontésfiggvényre.

9. Grafelméleti alapokon &llé eljarasok

A hierarchikus moédszerek két tipusa grafelméleti probléma megoldisan
alapul.

a) Hgyszert lanc-modszerek (single linkage)

Legyen adott az x, ...x, pontrendszer az X absztrakt térben, és egy d
metrika.

Allitsuk el6 az adott pontok 4ltal kifeszitett minimdlis fat. A fa konstrud-
lasdhoz a kovetkezG algoritmust alkalmazzuk:

— sorbarendezziik a d(x;, x;) tdvolsigokat ¢és minden lépéshen két pontot
osszekotiink, amely az alabbi két feltctelntk tesz eleget:

— eddig még nem koti ossze él a két pontot,

— az Osszekotott pontokon keresztiil nem juthatunk el a;-bdl x;-be.

Az el6bbi két feltételt kielégits pontpfuok koziil a; és w; tavolsiga a leg-
kisebb. Az eljiras uedmulyckent kapott graf osaz;cfu;,g,o részei az egyes 0sz-
talyok. Az algoritmus soran a clusterek szama fokozatosan csokken, vég-

eredményként megkapjuk az adatrendszer altal kifeszitett minimélis grafot.

A graf sok értékes informdciot ad az adatrendszerrdl, de nagy elemszdm
esetén nehezen dttekinthets, ezért sziilettek meg a miniméalis fat ajra feloszto
eljardsok. A clusterek szamat ekkor elére meg kell adni s dontésfiiggvény lehet
a kovetkezo:

VL

u = o N d(j) - min,
s

J'

ahol s a clusterek (osszefiiggs részgrafok) szdma,
d(j) a j-edik részgraf éleinek atlagos hossza.
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b) Teljes lancmddszerek (complete linkage)
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Két cluster kozott a hasonlésagot a clusterek legtdvolabbi elemei kozotti
tavolsdggal mérik, a clusterek kozotti osszes lehetséges parositdshoz kiszdmit-
jak ezt az értéket, és ahol ez minimdlis, azt a két osztalyt vonja ossze az algo-
ritmus. Az eljards lényegében a kialakulé clusterek ,dtmérgjét” minimali-

zalja.

10. Osztalyozdsi maddszerek. Cluster technikak

A dontési kritériumok sokfélesége, alaphipotéziseikben is lényegesen kiilon-
bozS tipusai jelzik a moédszertan viltozatossagat; tovabb bévitik ezt a kort
a kiilonbozG specidlis szempontokat kielégits cluster technikdk. Az eljardsok
kiilonbo6z6sége azonos dontésfiiggvény mellett is tovabb differencial (1. 5.

tablazat).
5. tdbldzat
Egyszintli fel- | Objektiv moédszerek 6. tabla
0sztd mod- : —
szerek Szubjektiv modszerek 7. tébla
Egyszinti e e ke e e o ek -
médszerek Iterativ médszerek 8. tabla
Egyszintii et e Se———
o opbisanlisiic A hierarchia optimdlis felosztii- Mmmn’ﬂgm.fop
~ modszerek Tl osztd algoritmus
| e? Ll o (Paag)
© = L
8
& Hierarchikus Monotetikus modszerek
2 diviziv | 9. tdbla
= moédszerek Politetikus médszerek
O
Hierarchikus Feltételes optimumot keresd 10. tabla
modszerek eljariasok
Hierarchikus | aeic] ’ = -
agglomerativ | A hierarchia adta keretek kézt | Centroid médszer
modszerek sem optimalizilé eljarisok nagy adatrend-
szerekre (WoLre)

Objektiv méddszerek

Outlierek — egyediildllé

sulypontok

Egyszerit lanc

Teljes lanc

Atlagos lane
Salypont-mdbdszer

Elemi cl. analizis (McQurrry)

Legtéavolabbi szomszéd mddszer
“Rank order typal” elemzés (McQurrTy)

G. tabldazat

k-koz6p modszer (MeQuUERN)
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7. tablazat

Elemi cl. Paraméter: min. hasonldsagi szint

Adat atfedd clusterek

Elemi cl. analizis (SOKAL és SNEATH)

Max: csoportok kozotti
diszhomogenitas
(ZuBiN, FLEISS,
Paraméter: min. Objektiv RERNO0k)
hasonlésagi
szint. Lehetnek Max: csoporton beliili
Egyszertt 4tfedd cl.-ek homogenitas (SNEATH)
’:‘o lane Cluster
5 magot A cl.-mag kialaki- Max: csoportok kozotti
B kialakitd tésa variancia diszhomogenitas
T eljarasok analizisen (BAILEY)
& alapul Szubjektiv
% Max: csoporton beliili
-4 homogenités (SAWREY,
= KEeLLER, CONGER)
g
= Paraméterek: min. hasonldsig és strliség
Outlierek szdma k-to6l fiigg (WisHART)
Teljes A legtivolabbi szomszéd mddszere
lanc Paraméter: min. hasonlésigi szint (SRENSEN)
Szakaszonként egy egyed clusteresitését engedélyezi
Sulyozza a valtozékat (SOkKAL és MICHENER)
Atlagos
ldne Szakaszonként tébb egyed ésszevondsit is engedélyezi
Csoport-par médszer (SOKAL és SNEATH)
Egyenlétlen sulyozissal (LANCE és WILLIAMS)

8. talbazat

Iterativ modszerek

— KEgyszert cl.-mag.

— Politetikus cl.-ek

— Természetes cl.-ek

— Qutlierek megengedettek
- Térolt hasonldsigi matrix

— Stlypont-médszerek

Fix magpontok
Adott a (Roray, JANCEY)
clusterek

szdma

Mozgb magpontok, konvergens k-kozép
moédszer (McQUEEN)

k-k6zép médszer (McQUENN)

A clusterek
szdma az
eljaras sordn
alakul ki

A k-kozép mbdszer egy vialtozata
(WisHART)

,,Isodata’” (BaLn és HaLL)

A cluster technikék tobbféle szempont alapjan osztalyozhatok, leggyakoribb
elv a kovetkezs:

a) atfedéses
b) diszjunkt

osztalyozas,
osztalyozas.
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9. tablazat

Monotetikus médszerek

(Outlierek nagyszamban
lehetségesek)

Felosztas egyetlen, — a leginkdbb elkiiloniilé —, valtozé szerint
(LaMBERT és WILLIAMS)

A jellemzéket dichotomizélja, gy hogy a max. informdacié-veszte-
ség feltétele teljesiiljon (LaNce és WILLIAMS)

A csoporton beliili négyzetes hibadsszeget minimalizilja
(SoxnqQuisT és MORGAN)

Politetikus médszerek

(A outliereket nem
valasztja kiilon)

| Mesterséges clusterek, diszkriminancia analizis (MAYER)

Természetes clusterek, diszkriminancia analizis (CaserrTi, Hung,
DusEes)

Természetes clusterek, variancia analizis, nyomkritérium (Epwarp
és CAVALLI — SFORZA)

10. tablazag

Feltételes optimumot
keresé eljardsok

Térolt hasonléségi
méatrixszal

Egyszerti lane | Legkdzelebbi szomszéd médszer
Hierarchikus cl. analizis (McQuirry)

$1on Legtévolabbi szomszéd mdbdszer (SAUNDERS,
Teljes lanc

SCHUEMAN)
oA Téavolsigi mérték min. a csopor-
Lg{i:;::témi ton beliili (OrLbOCT)
ﬁaﬂonlé- Korreldciés mérték max. a csop.
P beliil (OrrOCI)
By Horzinaer-féle B-koeff. (TYRON)
Atlagos lane ) ol Ly
Warn
Centroid Lance és WiLLiams
médszerek | SOKAL 68 SNEATH
Medidan madszer (GOWER)

Tarolt adatrendszerrel
(dtlagos lanc)

Warp-mbdszer

Csoporton beliili variancia min.

Csoporton beliili eltérés négyzetosszegének min.

Centroid médszerek

Rendszerezett hasonlésigi métrix, egyszerii
Mixiden aidit line, legkdzelebbi szomszéd mdédszer
kiilsé téarolén

Modositott centroid médszer (PArk)
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Az atfedéses osztalyozas gyakorlati jelentGsége kisebb, elmélete is kevésbé
kidolgozott, relaciéelméleti alapon kozelithetd meg.

Részletesen a diszjunkt 4atfedéseket nem tartalmazdé osztalyozdsi madd-
szerekkel foglalkozunk, ezt gyakorlati jelentségiik és elméleti kidolgozottsa-
guk indokolja. Az ilyen osztalyozdsnak két nagy csoportja van:

1. Nem hierarchikus osztdlyozds: az alapsokasagot k szdmu osztélyra bontja.

2. Hierarchikus osztélyozas: kezdethben minden elemet kiilon osztalynak te-
kint, majd az osztalyok Osszevonasival 1épésrél-lépésre ujabb osztalyozési
szinteket alakit ki, mindaddig, amig az Gsszes elem egyetlen osztélyba nem
keriil. (Lehetséges természetesen e gondolatmenet forditott irdnya alkal-
mazasa is.)

Altaldnos tulajdonsdgok

Az osztélyozisi algoritmus input adatdnak, a DC méatrixnak az el8allitasi
modjaival a korabbi fejezetekben foglalkoztunk.

Az osztalyozasi algoritmus outputja az S halmaz diszjunkt particidinak
egy véges sorozata. Olyan fa struktardval dbrdzolhaté, ahol a fa csomépont-
jaihoz

h € [0, max d(A, B)]
értékek tartoznak.

Az elmondottakat az alabbi egyszer(i példdaval illusztraljuk, ahol az egész
szamok objektumokat reprezentdlnak (3. abra).

a particiék

1h §1,2,3.4,5]

hy {1,2.3] {5}

1hy {(1.2}{3} {&.5}

[_T o (1,21 3}s3(5)
1 2 3 4 5 t {11{2 3} {4)(5)
3. dbra

S-nek egy adott particiéja a fa struktira egy % szintjéhez tartozik, a sorozat
elsd eleme az izolilt pontok halmaza, az utolsé pedig az 6sszes objektumokbdl
all6 halmaz. Az ilyen tipusa fa-strukturat dendogramnak nevezziik, és a ko-
vetkezéképpen definidljuk.

Jelolje K(S) az S-halmazon értelmezett ekvivalencia relaciékat, amelyek
egyértelmiien meghatarozzik a halmaz diszjunkt particioit, az ekvivalencia
osztalyokat.

A dendogram olyan

C: [0, = - E(S)]

leképezés, amely az aldbbi tulajdonsdgokkal rendelkezik:

1. Monotonitas: C(h) < C(R’), ha 0 < h = &’
2. Létezik a két trividlis particio.
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3. A particidk sorozata jol definidlt, azaz adott A > 0-hoz létezik olyan 6 > 0,
hogy
Clk + 6) = z(h).

Minden objektumpdrhoz azt a szintet rendeljiik, ahol elGszor egyesiiltek
a dendogramban. Egy adott A szinten azok az objektumok vannak reldciéban,
amelyek kozott a tavolsag kisebb vagy egyenld mint A.

A kiindulé DC matrix az iteracios 1épések soran mindig megvaltozik, és az
S elemei kozotti tavolsigot minden iterdcioban djra kell szdmolni.

Ha az i-edik és j-edik csoport elemeinek pér(mkénti tavolsagat d(i, j,,)
jeloli, és ezen tavolsigok halmazit D;;, akkor az i-edik és j-edik csoport kozotti
taxonomikus tavolsa(rot a médszerre jellemzG

d(i, j) = (D
fiiggvénnyel szamitjuk ki.

Az eddigiekbdl kovetkezik, hogy az egyes modszerek a vélasztott f(Dy;)
fiiggvényben kiilonboznek, vagyis abban, hogyan értelmezziik a csoportok
kozotti tavolsigot. A leggyakrabban hasznalatos definicidkat tdablazatban
foglaljuk ossze.

Megnevezés | a(i, ) = f(Dig)
Single-Link (SL) vagy Nearest Neighbour d(i, j) = min d(iy, )
(legkézelebbi szomszéd)
Weighted-Average-Link vagy Group Average (GA) Z Sy
(sulyozott dtlagos) ‘7- 2 dm | Ay Gm)
dis, ) = —"
i) 171
Unweighted-Average vagy Simple Average (SA) Vo it
(dtlagos) XX iy gm)
;o I m
d(2,7) =
res
Complete-Link (CL) vagy Farthest Neighbour d(2, j) = max d(ip, jy)

(legtdvolabbi szomszéd)

11. Nem hierarchikus osztilyozis

A modszer lényegét a kivetkezd meggondolas alapjan érthetjiik meg. In-
duljunk ki abbol, hogy objektumaink S halmazat két osztallyd kell bontani
S, és Syre, a felbontast 271 — 1 féleképpen végezhetjitk el. Az osztdlyozbs
hutékonyszigét a

M ng Ny
v
Q oy 2/ Z d* (’rl/' xll{ i 24 2, d? (7 2 Jz/()
J=1 k=j+1 Jj=1 k=j+1

szammal mérjilk, vagyis az azonos clusterbe tartozo ()l)jbktulll[)m()k eltérésé-
nek négyzetosszegével. Optimalis a felbontds, ha  értéke minimélis. Mint-
hogy az Osszes objektumpér eltérésének négyzetisszege

3 3 @ww) =
=1 g=7+
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konstans, ezért az eldbbi feltétel ekvivalens a kovetkezdvel, a:

2
5

Q = ; A2y, 1)

=
Il
—
=
Il
o

szam legyen maximalis. A @ + Q' = ¢ osszefiiggés miatt a két kovetelmény
ugyanannal az S;, S, felbontasnal teljesiil.

A problémét csak az jelenti, hogy milyen moddszerrel taldljuk meg a fel-
bontast. Az Osszes lehetséges esetek szama 2" 1—1 és csak kis n értékekre
végezhetS el az enumerdcié még szamitogép segitségével is. Eppen ezért ko-
zelité modszereket alkalmazunk. @ értékét jol kozeliti a b

@, = nyny d*C,, Cy)

szam, elegendd ezt maximalizalni. Tovabbi egyszer(isités, ha @, helyett a
centroidok tavolsiganak négyzetét maximalizaljuk:

Q2 5= d2(01’ 02) - max.

A megoldds sordin egy tetszéleges felbontasbol kiindulva sorra 4thelyeziink
egy-egy pontot a misik clusterba; az algoritmus véget ér, ha az athelyezés
nem valtoztat a centroidok tavolsagan.

A Q) és (), maximalizdlisa nem minden esetben ad azonos eredményt, alta-
laban csak akkor, ha a két osztalyba ugyanannyi pont tartozik.

A moddszer altalinosithatd, ha az eljaras k szaémi osztalyra bontja a sokasa-
got. Két osztily esetén n lépésre volt sziikség, hogy eldontsiik az osztalyozasrol,
hogy optimaélis-e; b osztaly esetén (k—1)-n-féle athelyezést kell megvizsgalni.

Az alkalmazott eljarasok altaliban a fenti elvek alapjan miikodnek, ilye-
nek az:

— Osszevondson alapuld eljarasok,
— reallokécios eljarasok.
£ két modszerrel kapesolatban a kovetkezs kérdések meriilnek fel:

1. Fiiggetlen-e az eredmény az indulé osztalyozistol?
2. Van-e olyan szempont, amely szerint az osztalyozas optimdlisnak tekint-
hetd ?

Az emlitett modszerek nem teljesitik a feltételeket, ha pl. a 4. 4bran levs
pontokat tekintjiik.

4. abra

3 Szigma
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Az indulé osztdlybasorolas legyen S; = {z, #,}, Sy = {3, 2,}. Az algoritmus
az elsG 1épéshen végetér, mert minden pont kozelebb van a sajit osztilya cent-
roidjéhoz, mint a mdsik osztalyéhoz. Ugyanakkor nyilvanvald, hogy az oszta-
lyozas nem mindsithetd jonak. A centroid moédszerek nem elégitik ki az egy-
értelmiiség és monotonitas kovetelménydt.

12. Hierarchikus osztalyozas

A moédszer kialakitisa Jardin és Sibson nevéhez fiizGdik. A hierarchikus
modszereknek két £ tipusa van
a) Osszevond (agglomerativ) eljirdsok:
Indulasnal minden pontot kiilon clusternek tekintiink és az egyes lépések
soran mindig két osztdlyt egyesitiink.
b) Feloszto (diviziv) eljdardsok

Az el6bbi modszerrel ellentétben itt az indulasnal egyetlen osztalynak

tekintjiikk az objektumok halmazat, és az egyes iteraciok soran vala-

melyik osztilyt mindig két osztallyd bontjuk.

Az emlitett mddszerek minden egyes A szinten ekvivalencia osztalyokat
hatéroznak meg az S halmazon. Altalanosabb az un. B,-modszer, amely az
egyes csoportok kozott atfedéseket is megenged, az atfedés mértékét a k
paraméter hatarozza meg.

Legyenek S;,S; ¢ S a h szinten a B, dltal kialakitott csoportok, akkor

18, N8| <k-1, Vh>0ra.

A By, médszer k = 1 esetén az SL mddszert adja.

A polihierarchikus elnevezés az osztalyok kialakulasat reprezentalod
k-dendogram alapjan indokolt. Ez olyan fa-struktira, ahol minden csomépont-
bol k szamu Gt vezethet a magasabb szinteken levs pontokhoz. Az 5. abran
egy 3-dendogramot mutatunk be.
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A k-dendogram k& = 1-re mint
s [0, o0) > Z(S)

leképezés adhaté meg, ahol (S) az S-en értelmezett szimmetrikus reflexiv
relaciok halmaza. A k-dendogramnak olyan M(d) feleltethetd meg, amely az
un. gyenge k-ultrametrikus egyenlGtlenséget teljesiti az ultrametrilkus helyett.
Azaz, ha

PcSés |P| =k akkor V(4, B) € S-re,

d(A, B) = max {d(z,y) | x € PU {4, B}; y € P}.

Bzt az osszefliggést a gyakorlathan elGfordulé DC méatrixok kozil Iényegesen
tobb elégiti ki, mint az ultrametrikus egyenlGtlenséget.

Rohlf olyan miniméalis élhosszisaga fak elGallitisan alapuld szamologépes
algoritmust dolgozott ki, ahol fennall, hogy az input DC métrix azon elemei,
amelyek kielégitik a gyenge k-ultrametrikus egyenlGtlenséget, nem vialtoznak
az osztalyozds folyaméan. Szamos alkalmazasnal azonban nem engedheté meg
az osztdlyok dtfedése, ugyanakkor igény a valoban homogén osztélyok meg-
taldldsa. Ebben az irdnyban jelent tovabbfejlesztést a k-ad foka hierarchikus
osztalyozas.

13. Ertékelési szempontok

A kiilonbozd klasszifikdlé mddszerek minden esetben valamilyen osztalyo-
zast létesitenek az objektumok osszességében. A kapott osztdlyozast tobbféle
szempont szerint mindsithetjiik.

1. Az eljards eredményéhez valamilyen mérdszamot rendeliink. Pl. az egyes
clusterek belsd szérdsanak négyzetosszegét viszonyitjuk a teljes szords-
négyzethez. Ennek kozelité értéke

0 = h = 1; h akkor lesz nulla, ha minden objektum egy-egy osztalyt alkot,

és akkor egy, ha minden osztaly centroidja azonos.

Nyilvanval6an nem dllithatjuk, hogy az osztdlyozés anndl jobb, minél
kisebb % értéke. Erdemi osszehasonlitasra csak akkor van lehet6ség, ha az
osztilyok szamat (k) rogzitjiik, de még ezzel a megszoritdssal sem fogadhato el,
hogy % minden esethen az osztilyozas hatékonysigat méri. Pl. a 6. abra
adekvit osztalyozésa esetében h = 1.

Ha két kiilonbozs osztélyozésunk van és az osztalyok szama azonos, akkor
a h értékek osszehasonlitdasa alapjan donthetiink egyik vagy mésik osztilyozis
mellett.

Az értékelés egy mdsik szempontjanadl az osztalyozdstol azt varjuk, hogy
maximélis informéaciot adjon az objektumokrol, vagyis a pontok eloszldsa az

3*
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6. abra

osztalyok kozott legyen egyenletes. Ebben az esetben alkalmazhatd mérték
az osztdlyozdsnak, mint valdszinliségi véaltozénak az entropidja:

kon; n;

h=— Y»—"1log -, 0 =<h < log k.
P
dmal 1 WY n

h = 0 esetén egyetlen osztilyunk van és semmi informaciot nem kapunk.

. , it . , .
Ha & = log k, akkor minden osztdlyban azonos szimu }7()I)Jcktum talalhato;

v
ekkor maximdlis az atlagos informdacio.

A legtobb esetben tobb szempontot kell egyidejiileg figyelembe venniink,
amikor egy osztilyozist minGsitiink. gy eléfordulhat, hogy egy osztialyozis
valamely szemponthdl jobb, egy més szemponthol rosszabb a masiknal. Keres-
hetiink tehat olyan kritériumot is, amely szerint nem lehet tetszéleges osztalyo-
zdsokat Osszehasonlitani, de bizonyos osztdlyozasok kozott mégis egyértel-
mfien donthetiink. Ez a meggondolds az alibbiak szerint altalanosithato:

Legyen S,...8, és Z,...Z, az X halmaz két felbontasa, és tegyiik fel,
hogy az x, . . . x, elemek atrendezhetSk egy a;y, a5 . . . @, sorozattd oly modon,

hogy ha x; s x; azonos osztilyba tartoznak az S felbontdsban, akkor a nekik
megfeleld x;; és a;, pontok is azonos osztalyba tartoznak a Z felbontdsban és
forditva. Ilyen feltételek mellett azt mondhatjuk, hogy az S felbontds legalabb
olyan j6, mint a Z, ha

a) azonos osztilyba tartozd tetszileges pontpérra
d(x;, ) = d(xy, x;,) és
b) kiilonboz6 osztalyokba tartozé tetszileges pontpérr:
(l(:cj, xy) = d(wy, ).

Ha legalabb egy helyen hatérozottan egyenlGtlenség all fenn, akkor az S fel-
bontds jobb, mint Z.

Az osztilyozasok kozott tehit egy részben rendezési relaciot értelmezhetiink.
Tehdt ahhoz hogy két osztalyozds osszehasonlithaté legyen sziikséges (de
nem elegendd) feltétel, hogy az osztalyok megfeleltethetGk legyenek egymés-
nak, abban az értelemben, hogy a megfelels osztalyokba ugyanannyi objektum
tartozzék.
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2. A klasszifikdcidos modszerektsl megkoveteljiik, hogy az eredmény fiiggetlen
legyen a kiindulé osztalyozdstol. Egy tovabbi gyakori kovetelmény, hogy
a modszer a linearis transzformaciokkal szemben invaridns legyen: ha az
2y ..., pontok helyett az ax; +0b,...ax, +b pontokra alkalmazzuk
az eljarast, az eredmény ne valtozzék. E kovetelmény teljesiilése azon is
mulik, hogyan definidljuk a tavolsdgot pontjaink kozott. Ha a vektorok
hajlisszogének koszinuszat tekintjiik tdvolsignak, akkor az ax + b transz-
formécié hatasira a pontok kozotti tdvolsdg nem ardnyosan fog véltozni.
A mddszerek stabilitdsdnak értékelésére egy lehetGség: Tegyiik fel, hogy egy
eljardssal az S, ... S; ... S, felbontast kaptuk, természetes kovetelménynek
latszik, hogy ha az S; osztély objektumait elhagyva megismételjiik az elja-
rast, akkor az S;...8;_;, Sy, ... S, osztalyozast kell kapnuiik.

3. Magdnak az adathalmaznak az értékelésére altalanosan hasznilhaté maéd-
szer nem adhaté. Adhaték ugyan absztrakt definicidk, hogy mikor ,,jo”’
egy ponthalmaz struktirija, de ezek a feltételek a gyakorlatban szinte
sohasem teljesiilnek. Amit tehetiink: tobbféle eljardssal megismételjitk az
elemzést, s ha eredményeink osszhangja megfeleld, elfogadjuk azokat.
Ellenkezé esetben munkankat tovabb folytatjuk. Feladatunk ilyenkor a
modszerek s az adathalmaz kolesonhatdsanak felderitése, a redlisan mikods
algoritmus kivdlasztdsa. Mindehhez célszer(ien segitségiil hivhatjuk a sok-
valtozos adatelemzés tovabbi mddszereit is.

4. MindGsithetjiik valtozéinkat is, olyan szemponthdl, hogy az egyes valtozdok-
nak mekkora szerepiik van az osztélyok kialakitdsiban. Ha az x,, z, . . . 2,
valtozok mellett a pontok osztélyozasat is egy tovabbi o valtozonak tekint-
jilk, akkor vizsgilhatjuk x és a tobbi valtozé kapesolatdt agy, hogy az
R(x, x;) korrelaciés egyiitthatok értékei szerint rendezziik a véaltozokat.
Ennél hatékonyabb ha az I(x, z;) kolesonos informdciéval mérjiik, hogy az
x; valtozé milyen mértékben hatdrozza meg az osztdlyozast. Ha I(x, z;) = 0,
az x; valtozonak semmilyen szerepe nem volt az osztalyok kialakitdsdban;
az ilyen viltozokat elhagyhatjuk.

Ha a véltozdinkat agy szimozzuk meg, hogy i < j esetén I(x, x;) = I(z, x))
legyen, akkor magukat a vdltozékat is osztalyozhatjuk. A metrika ebben az
esetben:

d(z;z)) = | I(z, z;) — I(=, ;) |

A legegyszer(ibb eset, ha két csoportra osztjuk a valtozokat:

Sy = x,...x; irrelevans véltozok,
g | W, S e L
Sy = @4y ... 7, relevans valtozok.

A véltozok osztélyozdsa utin célszeri megismételni az objektumok osztalyo-
zésat csak a relevans valtozok alapjén. (Hasonld célt érhetiink el, ha az oszté-
lyozis eltt elvégezzitk a valtozok faktoranalitikus vizsgalatdt.) A 7. abran
jol lathato, hogy az x, valtozo teljes mértékben meghatirozza az osztalyozdst,
, fliggetlen az osztélyozdstol. Ha az objektumokat az x, tengelyre vetitjiik,
akkor a tdvolsdgok megviltoznak ugyan, de ugyanazok a pontok fognak egy
osztalyba tartozni.

Az 4bran jol lathatd, hogy z, elhagydsa nemesak azért indokolt, mert nincs
szerepe az osztélyozdsban, hanem mert az osztilyozis mindsége is javithaté:
a kiilsé és belsé szordsok hédnyadosa jelentdsen csikken.
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w:

X4

7. dabra

Az I(x, ;) kolesonos informaciokat felhaszndlhatjuk a valtozék sulyozisire
is: ha az a; valtozé w; stlyat éppen I(x, ;)-nek vélasztjuk, akkor megismétel-
heté az osztilyozas ezekkel a sialyokkal. Az 4j felosztasnak, mint @’ valtozo-
nak, ujra kiszamithatjuk a kolesonos informéciojat az egyes valtozokkal;
a kovetkezs 1épéshen a silyokat w; = I(2/, z;)-re médosithatjuk. Az iterdcio
végén kapott sulyok fejezik ki, hogy az egyes valtozoknak milyen szerepiik
van a végsd osztalyozasban.

( Beérkezett: 1977. aug. 15-én.)
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CLUSTER ANALYSIS: CONCEPTS AND METHODS

In the intraductory part a survey is given on elassification methods, measuring scales
of various type, their transformations as well as on the concepts of similarity both among
criteria and objects and on measurement possibilities. All this is based on Anderberg’s
book: Cluster Analysis for Applications.

In the subsequent parts the methodological aspects of cluster analysis are discuﬁsed.
This includes also a summary of classification eriteria and the types of decision functions.
The authors briefly review various procedures based on durity functions estimation, on
the concept of the “mixed model”, on the estimation of variance within groups and on
diseriminancy analysis, as well as relying on graph theory, simple and complete chain
meothods, respectively. .

In certain respects — e.g. dendogramme — technical details are also dealt with.
Hierarchic, nonhierarchic, acglomerative, divisive procedures are discussed and the most
relevant points of view of essessment reviewed.

The article is closed by a fairly comprehensive block diagramme reflecting systems
approach and a rich bibliography.
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KJIACTEPHbIN AHAJIW3

Bo BBOHOIT yacTH Ha 0OCHOBaHMH KHUrH AHaepOepra: ,,Cluster Analysis for Applications”
niaeTcst 0030p METOL0B KJIACCHPHKALMH, PA3THYHBIX THIIOB H3MEPHTEJIbHBIX HIKAJI, HX TpaHC(op-
MalHH, BO3MOXKHOCTSIX H3MEPEHHS a TAK)Ke MOHSITHS MOK00Hs KPUTEpHEB H 00beKTOB.

B pnanbHelinieM pacCMaTpHBAKTCS METOJ0JIONHYECKHE AaCHeKThl KJIACTEKPHOrO aHaJHM3a.
3/1eCh MPOHCXOUT TAKOKe H 00001IeHHe KPHTEPHEB KJIACCH()HKALMH, THIOB (YHKIHH NpHHsI-
THs1 pereHnid. KpaTiko H3J1aralTcsi MeTo/bl, 0CHOBAHHBIE HA OLEHKE (YHKLHH YacTOThbl, ONHPa-
I0LIHECST HA MNpPEeACTABIEHHS (CMELIAHHOH MOJICJIH), HCIOJIb3YIOIHE BADHALIHOHHYIO OLICHKY B
pamKax rpymnnsl, B 0CHOBE KOTOPbIX HAXOAUTCS IMCKPHUMHHAIIHOHHBIH aHau3, Teopust rpados,
TIPOCTBbIE METOMBI LIEMNek, a TAK)Ke MMOJIHbIE METO/IbI erneH.

B HEKOTOPBIX CIIyYasiX 3aTParuBalOTCsi H, HAPHMED, B OTHOIIEHHH JIEH/IOTPAMMBbI, TeXHHYeC-
KHe, HeHepapXHUeCKHe, arJIoMepaTHBHbIE H IUBU3HBHbBIE METO/IbI, H3J1Aral0TCst HanboJsiee BayKHbIE
TOYKH 3PEHUST OLIEHKH.

JlaHHasi CTaThst 3aBepUIAETCs JOBOJIbHO 00beMHOH 010K — JHarpammoii, oTpakaouiei cuc-
TEMHbIH [MOIX0/1, @ TAK)Ke H 0OUIHPHBIM CITHCKOM JIHTEPATY Phbl.



