BrODY ANDRAS

'

A ciklus egy linearizilt modellje*

A zért dinamikus Leontief modell felhasznilhat6 a gazdasagi ciklus kozelits
leirdséra és szémitdsara, ha a termelési folyamatok id@sziikségletét is meg-
felel6en abrazoljuk benne.

A novekedési modell

A szokdsos novekedési modell felallitdsaval kezdjiik: a termelési folyamat-
nak egy bizonyos terméktartalyra (,,tékére”, , készletre”) van sziiksége. Ez
a tartdly minden idépillanatban tartalmanak csak toredékét, mondjuk 1/t-ed
részét képes a termelési folyamat rendelkezésére bocsétani. Vagyis mésképp
fogalmazva, minden terméknek van egy dtlagos vagy varhaté ¢ élettartama,
létezése idején a tartalyban levs készlet része. A tartaly igy a mar megtermelt,
de még fel nem hasznalt termékeket tartalmazza.

Egyetlen termék esetében, az egyszeri ajratermeléshdl kiindulva e kor-
folyamatot az 1. dbra szemlélteti.

Téke

aramlat

1. dbra

Legyen a termelési aramlat mértéke (,szélessége”,  intenzitésa’”) z. Az
dramlat fenntartdsahoz minden idépillanatban az mennyiség(i raforditast kell
a készletbdl elvonni. Az egyszer(i Gjratermelés koriilményei kozott a = 1.
A folyamat, amelyet egyelore ,azonnal” végbemenének tekintiink, ugyan-
annyi terméket von el e készleth6l, mint amennyit potol. Ezért a készlet,
barmekkora legyen is, se nem csokken, se nem novekszik. Az egyszer( Ujra-

* Koszonetemet, fejezem ki Simonovits Andrdsnak és Tarjan Tamésnak, akik az ere-
deti kézirat szdmos hibdjdra felhivtdk figyelmemet, s igy segitettek azok kikiiszobolésé-
ben. Az 5. egyenlet nem teljesen szabatos voltén azonban egyiittesen sem tudtunk egy-
elére javitani.
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termelés Gjratermeli 6nmaga folytatasanak feltételeit s érzéketlen a t6ke nagy=
sdga irant. Ha most @ < 1, akkor az Gjratermelés bévitése lehetségessé valik,
mivel a termelés eredménye nagyobb, mint raforditdsa, tudniillik ez < x.
E raforditashoz azonban t-szerte nagyobb, tehat alxr nagysaga készlet sziiksé-
ges el6bbi feltevésiink szerint.

Ha mind a készletet, mind a termelés dramlatat 1 iitemben kivanjuk no-
velni, tehat ha da/dt = & = Ax fennallasit kivanjuk biztositani, akkor a ter-
melésnek (x), nemesak a raforditast (ax), kell pétolnia, hanem ezenfeliil a kész-
leteket (atx), is novelnie kell 1 iitemben, azaz egy Aatx nagysiga tobbletter-
méket kell létrehoznia.

A sziikséges és a tényleges termelés egyenléségét mondja ki a legegyszer(ibb
novekedési modell:

(1) x = ax + Aatx.

Az egyenletbdl, ha a és t értéke adott, kiszdmithatoé a megengedett A noveke-
dési iitem. Az altalinos, n-termékes gazdasig esetében csupan az a raforditasi
egyiitthatot kell az 4 = {a;,} matrixszal, és az at készletigényt a B = {b;} =
= {a;ty} matrixszal helyettesiteni, igy az (1) egyenlet az ismert

(2) x= (A + AB)x

alakot olti. E zart dinamikus Leontief modellbél a megengedett A novekedési
ratan kiviil most méar a termelés x egyensilyi ardnyai is kiszdmithatok, ame-
lyek e novekedést lehetségessé teszik.

Az idosziikséglet

Mindez jol ismert eredmény. Most keriil sor egy potlolagos feltevés beveze-
tésére, amely azon alapul, hogy az 1. dbrdban szerepls termelési folyamat
vagy korforgas nyilvanvaléan nem mehet az ,,idén kiviil” végbe, lefolytatésa
valamilyen megéllapithatd, mérhets idébe keriil.

Ez a tény a kovetkezdképpen fogalmazhaté meg:

A k termék eléallitasihoz az ay, anyagi rdforditdsokon kivil egy bizonyos
g >0 id6 is szitkséges, amely alatt e rdaforditdsok késztermékké alakithatok.

Kiilonlegesen hosszu idébe telik az aj beruhdzésok, gépek, felszerelések el6-
allitasa. Ezek, a kozgazdasigi irodalomban |, keletkezési”’, |, gesztécios” perio-
dusoknak nevezett idétartamok adjik a g jelolést. Ezek az idGtartamok mindig
pozitivak. Valésziniileg nem nehéz megbizhaté statisztikai adatokat taldlni
az egyes dgazatok jellemzs termelési, ,,gesztécios” idGsziikségleteire. Bz néhany
ora a siitédékben, néhdny honap a hajoépitésben, néhiny év a vasatépitésben
s.1.t.

Ezeket az idStartamokat mdar elméletileg vizsgdlta W. Leontief [1] és P.
Petri [2], amikor az tdgynevezett Altaldnositott inverzzel foglalkoztak —
de felolelték ket a tékére vagy készletekre vonatkoz6 feltevések kozé. Ter-
mészetesen a termelési dramlatokban taldlhaté termékek is készletek (fél-
késztermékek vagy befejezetlen beruhdzisok). Konny(i a két id6tartamot, ¢
és g értékét vsszegezni és egyiittesen kezelni, mint a tGke nagysigit egyiittesen
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megszabé idStartamot. Mégis helyes g szerepét kiilon is figyelembe venni, mert
ez 0] jelenségkorhoz vezet, amely a novekedési modell modositasat is sziiksé-
gessé teszi. Erre tudomésom szerint N. Georgescu-Roegen tett elGszor kisérletet
egy 2x 2-es nyilt dinamikus Leontief-rendszerrel kapesolatban [3].

A modell kiegészitése

Ha a termelési folyamat idésziikséglete g, akkor a mondjuk 7 id6pontban
meginditott aramlat csak késébb, a 7 + g id6pontban fog a tartalyhoz meg-
érkezni, azaz ,befejez6dni”’. Az egyenletes novekedés koriilményei kozott
azonban ez alatt az id§ alatt is pdtlolagos novekedés megy végbe, mégpedig
e ~ (1 + Ag) nagysagu.

Hogy tehat a novekedés egy adott egyenletes A iitemét fenntarthassuk, az
elSbbinél valamivel nagyobb tiobblettermékre van sziikség. Nem elég, ha a
termelési folyamat a sajat raforditasain feliil egy Aatx nagysaga tobbletet hoz
létre, ezt még meg is kell tetéznie Ag(Aatx) mértékben. Csak ezzel tud eleget
tenni a sajat termelési ideje alatt véghement pétlolagos novekedés potlolagos

igényének.
fgy az (1) egyenlet megfelelGen kib&viil:
(17%) x = ax + Aatx + 22 algx.

Az altaldnos eset egy Uj matrix bevezetését teszi sziikségessé, amely a
D = {dy} = {bugi} = {@utucgi}
alakban adhaté meg. Ennek segitségével a zart Leontief-modell (2) egyenlete a
(2%) x= (4 + AB + 2*D)x
alakban fejezhetd ki. A megfelels differencidlegyenlet az
2= Ax 4+ B% 4 D¥

format oltené.

A kovetkezSkben azonban egy ett6l némiképpen eltérs differencidlegyenlet-
rendszert fogunk felallitani a ) métrix szerepének és a gazdasigi szabdlyozis
lehetGségeinek vizsgalata alapjan. ;

A D métrix két idStényezs szorzataként allithaté elé. Ugy viszonyul a téke-
lektés B méatrixdhoz, mint az ut6bbi a foly6 réforditisok 4 matrixédhoz.
Ha a t6ke nem mas, mint felhalmozott termelés, akkor az uj D méatrix fel-
halmozott készleteket, kétszeresen felhalmozott termelést jelol. A rendszer
,gyorsuldsi” vagy ,,beinditdsi” matrixanak nevezhetnénk, az elnevezés indoko-
lasdra még visszatérunk.

A D matrix szerepét egy mdsik gondolatmenet is segit megvildgitani. Ha
a (befejezett) termelés jelen szinvonala z nagysdgd, akkor a jelenleg megindi-
tott aramlatnak (1 + Ag)x nagysiginak kell lennie, hiszen csak g id6 elteltével
lesz belSle késztermék. A sziikséges raforditds tehat (1 4 Ag)ax mértékd, s
fey a készlettartdlyban ennek ¢-szerese kell hogy legyen, azaz atw | Jatgx
mennyiségnek kell mar felhalmozva lennie. Matrix-irasmédban tehdt a jelen
pillanat tGkeigénye Bx 4 ADx nagysigi. A poétlolagos ADx = Dz elem azt
a tobbletet fejezi ki, amelyre azért van sziikség, mert a termelési folyamat
nem ,,azonnali”’, hanem meghatérozott pozitiv id6tartamot vesz igénybe.
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Az egyensilyi novekedés

Erdekes megvizsgalni, hogy ezek az Osszefiiggések miért nem jatszottak
szerepet az eddigi elméleti megfontolasokban, és miért hanyagolhaték el,
legalabbis a hagyomanyos szamitasok esetén, ameddig ezek csak a novekedési
iitemre vagy az egyensulyi ardnyokra vonatkoznak.

A (2%) egyenletben a D méatrix a A% egyiitthatoval szerepel. 22 értéke gyakor-
latilag nem haladja meg a 2—3 ezreléket. Ha a D matrixnak van is hatésa,
e hatds a kozgazdasigi mérés szokasos hibahatarain alul marad s igy nem
észlelhetd.

Még ha teljesen ,,szabatosan” is mériink statisztikailag, a t6ke (Bx) mérése-
kor tulajdonképpen mar amuagy is a (B + AD)ax értéket mérjiik le, ugyanis az
egyensulyi helyzetben, azaz atlagosan valéban ennyi téke van (a tartalyban
és az dramlatokban egyiittesen) lekotve. Ha most a (2) egyenletben a B méatrix
helyére a B + AD mért értéket irjuk, akkor ez azonosan atalakul a (2*) egyen-
letté, s azonos eredményekhez is vezet. A tovabbiakban ezt el is fogadjuk,
és beleértjitk a B matrixba az egyébként elhanyagolhaté AD értéket is. Ennek
az eljarasnak el6nye, hogy a tOkesziikséglet kiszamitésakor tovabbra is csak
egyetlen, a kibGvitettnek tekintett B méatrixszal kell szoroznunk.

Szabatosabban természetesen a (2*) egyenlet a

(3) zx=(1— A22D)"1(4 + AB) x

alakra hozhat6. A sajatvektor médositott értékét valdszinileg jol szamithat-
juk az alabbi iteracidval

xk-}-l = Axk ’*‘ 2'k BCL',( + llzt Dmk
pT(1 — d)z,

“T (B + WD),

ahol p” tetszéleges pozitiv arvektor, amelyrsl feltessziik, hogy p” > p” A.
Mivel (1 — 22D)~! az egységmatrixtol csak kevéssé eltérd és pozitiv matrix
(22D értéke igen kicsiny), vildgos, hogy A egyensilyi értéke valamelyest kisebb
lesz, mint ahogy az a (2) egyenlet alapjin adédna, és az egyensilyi termelési
aranyok vektora is a hosszabb termelési ideji termékek felé tolodik. Az eltérés
azonban, mint lattuk, minimdalis, s ezért a gyakorlatban elhanyagolhato.

A nem egyensilyi novekedés

Nem hanyagolhat6 el azonban a D méatrix kihatdsa, ha a gazdasig, egyen-
stlyi novekedési iitemébdl kilendiilve, gyorsul vagy lassul — tehat éppen a
gazdaséagi ciklus vizsgilata esetén. A ciklus folyamén a tényleges novekeddsi
rata, @/x, ugyan csak enyhén ingadozik, mintegy 0,15 és —0,05 kozott, a
hasonléan képzett ,gyorsuldsi rata”, /@, azonban plusz és minusz végtelen
kozott minden értéket felvehet s altalaban fel is vesz.

Az egyenletes iitem(i novekedésnek egyenletes gyorsulisa van. Ugyanis
a A iitem{i exponencidlis novekedés gyorsuldsa A* értékii. Ezt nevezziik a
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,,normalis” gyorsuldsnak a tovabbiakban. A gyorsulds ,,normdlis” igényét
foly6 raforditdsok irant a AD# szorzat adja meg. A gyorsulds tényleges ra-
forditasigénye azonban eltérhet ettdl, értéke Di és ha # = A%, akkor DZ
jelentGsen eltérhet a ,,normdalis” igényt6l. A kiilonbséget, D(¥ — AZ) értékét
a gyorsitds ,,abnormdlis” vagy nem-egyensulyi raforditasigényének nevezhet-
jik. Ez pozitiv, ha a gyorsulds a normalis felett, negativ ha alatta ma-
rad.

Szamithaté a gyorsulds tékeigénye is, s mint latni fogjuk, ez bizonyul a fon-
tosabb mennyiségnek.

A nem-egyensulyi gyorsulds t6keigényét — figyelembe véve, hogy barmely
dramlat tékeigényét a B méatrixszal vald szorzasbdl szarmaztatjuk — a

(4) BD(& — A%) = BD¥ — (1 — A) D&

alakban irhatjuk. Itt a kifejezés masodik tagjanak atalakitdsinal figyelembe
vettiik, hogy az egyensuly esetén

(5) ABD# = (1 — A) Da.

Az (5) egyenlet pontos, ha egyszektoros gazdasigra alkalmazzuk. Toébb-
szektoros gazdasig esetén azonban csak kozelits, bar a kozelités olyan, amely
valészintileg a gyakorlati szamitdsi hibahatdrokon beliil marad. Helyesebb
azonban egyenlére olyan hipotézisnek tekinteni, amely a tovabbiak matema-
tikai kezelését egyszerisiti.

A szabalyozas kérdésérol

Hogy a D matrix sajatos szerepét vilagosabban lassuk, meg kell gondolnunk,
hogy a korabbi feltételezések értelmében a termelés szintje és novekeddsének
iiteme kozvetleniil nem befolyasolhat6. Mindketts olyan folyamatok fiiggvénye,
amelyek mar korabban indultak el — a jelenlegi szint és iitem a gazdasigi rend-
szer kordbbi torténete altal adott. A jelen pillanatban csak késGbbi id6pontban
,,beérs” termelési dramlatokat indithatunk meg — ezek intenzitdsat novel-
hetjiik vagy csokkenthetjiik.

Mésképpen kifejezve: a szabalyozhaté valtozé nem «, nem is &, hanem & —
csak a rendszer gyorsuldsa vagy lassulasa médosithaté. Egy szemléltets példa-
val élve: a létezG olajkutak jelenlegi hozama torténetileg adott, a kutak sza-
ménak jelenlegi novekedését a kordbban elinditott furdsok szdma ugyancsak
meghatarozza. Szabadon csak abban donthetiink, hogy most a szokdsosnal
tobb vagy kevesebb kutatéfurast inditunk-e meg.

Azonban ez a szabadsig sem teljes, hiszen az elindithaté kutatéfurasok,
,,uj beruhdzasok”, vagyis a jelenleg beindithaté jov6beni tiébbletdaramlatok
mértékét a rendelkezésre 4116 szabad, még masutt le nem kotott téke mennyi-
sége korlatozza. A kozvetleniil megfigyelheté valtozé mindig is a készlet. Itt
nem targyalt okokbdl és moédokon mind a tékés piaci mechanizmus, mind
pedig a szocialista tervezés ugy szabalyozza az Gjratermelés menetét, hogy a
szabad készleteket a termelés iitemének gyorsitasara forditja, illetéleg e kész-
letek hidnya esetén a termelés iitemének lassitdsaval védekezik.
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A palya egy egyenlete

Mivel a le nem kotott készleteket a modellben az [[(1 — A)x — Ba]dt
kifejezés adja meg, ezt egyenl6vé téve a gyorsulis BDx — (1 — A)Dz t6ke-
igényével, mindkét oldal differencialasa utin az alabbi egyenlethez jutunk:

(6) (1 — A) x— Bi = BD% — (1 — A)Dé.

Szandékosan nem hasznaljuk sem a mozgisegyenlet, sem a szabalyozasi egyen-
let kifejezést, mert a (6) egyenlet — Leontief eredeti modelljéhez hasonléan —
nem a rendszer valédi mozgdsat mutatja, hanem csak a rendszer bizonyos
lehetséges palydinak megfogalmazasit szolgalja.

A (6) egyenlet a @ differencidloperator bevezetésével formélisan a

(7) 1—A4A—BD)(1+DDP)z=0
alakban irhaté. Vildgos, hogy ennek két fontos pozitiv megoldasa van. Az elsé

a mar ismert egyensiulyi megoldas, illetve ennek targyalt csekély modositasa.
Ha ugyanis van olyan z, amelyre

(8) z= (4 + AB) 2,

akkor az & = (1 -+ A2D)~lx vektor nyilvan kielégiti a (7) egyenletet, s a kapott
egyensulyi” egyenletesen gyorsulé megoldds a

(9) x, — e“ jo

alakban irhat6 fel.

Ez a megoldds mar a sokkalta egyszer(ibb (2) egyenlethbdl is megkozelitheto.
Egyensulyi megoldas lévén a D matrix nem jatszik benne fontos szerepet,
tehat a termelési folyamatok id6tartama az egyensilyi novekedés koriilményei
kozt épp ugy elhanyagolhatd, mint ahogy a tékeigényesség sem jatszik szerepet
az egyszer{i Gjratermelésben.

A ciklikus komponens

Van azonban egy fontos méasodik pozitiv megoldas is, s ez egy ciklikus kom-
ponens, x, amelyet a kovetkezSképpen szimithatunk ki: Legyen

(10) T = w? Dz,
akkor
11) = etiot :io

nyilvan szintén kielégiti a (7) egyenletet.

E megoldds a pozitiv és irreducibilis D matrix egyértelm{ien szimithato6
pozitiv sajatvektora; a hozzd tartozo legnagyobb pozitiv sajatérték négyzet-
gyokének reciproka adja meg a ciklikus komponens o frekvencidjit.

Ha e megoldast behelyettesitjiik a (6) egyenletbe, akkor az e/ tényezGvel
vald egyszeriisités utan és (10) figyelembevételével

(11) (1—A)% —iwBEt=—i0oBt + (1 — A)z&.

A két oldal igy azonosan egyenlévé valik.
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B két £6 (pozitiv) megoldast elfogadva a gdzdasagl rendszer egy lehetséges
palyajat a
(12) x=e".F,+ coswt- &,
formaba irhatjuk. Ez tehat egy az egyensulyi & ardnyok mentén torténd A
iitemi novekedéshdl és egy erre rarakodd &, komponensii és o frekvenciaji
lengéshdl all. A gazdasagi ciklus hossza (feltéve, hogy matrixainkat a szokdsos
modon az évre, mint egységre vonatkoztatva mértik): 7' = 2a/w lesz.

Ismét hangsulyozni kell, hogy a (12) egyenlethen megadott megoldas csak
egyszektoros gazdasdgban szabatos és teljes. Tobbszektoros gazdasdgban e
megoldas kozelits lesz csak — mivel az (5) egyenlet nem szabatos. Ezenkiviil
nem is teljes a megoldas, hiszen a (7) egyenlet tobbi, egyenlére még nem elem-
zett sajatértékei tovabbi megoldésokat is lehet6vé tesznek. Ezekrdl egyenlére
még semmi més bizonyosat nem lehet allitani, mint hogy altaldban nagyobb
abszolat értékliek, mint a fenti 1 és w, és hogy nem tartozhatnak hozzajuk
pozitiv sajatvektorok.

Egy Osszevont becslés

Mivel egyel6re nincsenek meghbizhato és részletes adataink a termelési idSk
hosszarol, itt egy Osszevont szamitéssal kell beérniink. Az osszevont (egy-
termékes) gazdasig esetében a D matrix egyetlen d = bg skalarrd egyszerfi-
sodik, amely tehat a tGkeigényesség és az dtlagos termelési id§ szorzata. A cik-
lus hossza 1" = 2a/w = Z'r(b(])/2 Mivel az Osszevont tékeigényesség b = 3 év
nagysigrendi; s mivel ¢ értéke koriilbeliil 2 hénap koril lehet, ha szidmba
vesszitk a befejezetlen beruhdzisok és befejezetlen termelés értékét a nemzeti
vag%wm kimutatéasaban: d = 0,5 év? dd()dlk, amibdl o ~ 1,4 és a ciklus hossza
T ~ 4,5 év. Bz kozel all a valosdghban tapasztalt dtlagos ciklushosszhoz.

Ha (,Im(,letunk helyes, akkor, mint ez a T = 2a(bg)"* képlethdl lathato,
a ciklus hosszit a mindenkori tékeigényesség és a termelési id§ geometriai
atlaga hatirozza meg. Masképpen kifejezve a ciklus hossza a termdékek élet-
tartamdanak (vagy a téke-termelés hinyadosanak), valamint a gesztécios
periodusoknak négyzetgyokével ardanyosan novekszik.

A ciklikus komponens, &, szimitisinak menetébdl az is levezethetd, hogy
minél nagyobb egy termdék viszonylagos silya a tarsadalmi ossztGkén beliil,
annal nagyobb a viszonylagos kll@ngcsg ((Lnlplltlld()](L) a ciklus folyamén. A
rovid élettartam és gyorsan elallitott termékek termelése viszonylag egyen-
letes lesz, mig a hosszi dlettartami és lassan késziilé termékek kilendiilése a
legnagyobb, ezek a kiilonosen ,,vilsidgérzékeny” termékek.

( Beérkezett: 1977. janudr 31.)
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A LINEARIZED MODEL OF THE CYCLE

Starting from Leontief’s closed dynamic model and after the introduction of production
times g, > 0, a D = {dy} = {b;, g} matrix can be defined, which is obtained in such
a way that the elements of the capital matrix, B = {b;} are multiplied by the produc-
tion times columnwise.

Then the equation of motion of the economic system can be given in the form
(1 — A)x — Bz = BDz' — (1 — A) Dz. This has two important positive solutions, na-
mely, the wellknown equilibrium solution ensuring growth at rate 4 and the cyclic
component & = w* D# that brings about fluctuation according to cos w ¢t. The length
of the cycle, 7' = 2n/w, increases in proportion to the square root of the lifetime of
rodpucts and of their production time.

JIMHEAPHU3WPOBAHHASI MOOEJIb LIMKJIA

Eciu HCX0auTh H3 3aMKHYTOH JIMHAMHYHOH Moziesn JIeoHTheBa, TO 10CJIe BBEJICHHs1 BPEMEHH
NPOU3BOACTBA g) > 0 MOXKHO chopmysmpoBaTh matpuny D = {d,} = {by gx}, KoTOpas nosy-
YaeTCsl TaK, YTO 3JIEMEHTHI MATPHLIBI KAITHTAJI0EMKOCTH B = {b;,} YMHO)KAIOTCS1 HA BPEMSI TPOH3-
BOJICTBA 110 KKAOMY CTOJ0LLY.

B 9TOM Ciyyae ypoBHEHHE S9KOHOMHYECKOI CHCTEMBI MOXKHO 3anucaTh B Bujie (1—A)xr — Bi=—
= BDz — (1—A)Dz. 910 ypaBHEHHE HMEET JIBA BAXKHBIX TOJOXKHTEbHBIX PEICHHS, T. €. H3-
BecTHOe cOalaHCHpoBaHHOE penieHHe, 00eCIeyHBaloIee TeMIIbl POCTA, PABHbIE A H KOMIOHEHT
UHKJIA & = @*DE, KOTOPbIH NPUBOAKT K KOJEOaHHAM 110 cos wt. [TpoR0DKHTEILHOCTD 1HKIIA
T = 27/w yBeJHuuBaeTCsi NMPOMOPLHOHAILHO KBajipaTy CpoKa CHYKOb H3JIeJMH H BPEMEHH
NPOH3BOJICTBA.



