Mix6 Gyuvra

Sztochasztikus linearis input-output modellek
halmozott raforditasi egyiitthat6ir6l

Simonovits cikkébdl [1] ismeretes, hogy ha egy linearis input-output modell-
ben az A kozvetlen raforditési egyiitthatématrix elemei teljesen fiiggetlen
val6szinliségi valtozék — tgy, hogy az A’ barmely realizdciéjara a pozitiv
dominéns sajatérték A(A4) < 1 —, akkor a halmozott raforditasi egyiitthatékat
tartalmazo () matrixra igaz a kivetkezs egyenltlenség:

(B —eld') < e[(H—A)71]

(ahol & a varhaté érték képzés operitora, ' a val6szin(iségi valtozot jeloli, B
pedig az egységmdtrix.)

Simonovits [1] azt is kimutatta, hogy
e[(B — AV 2 (B — e [A Dt + elaf] (oh + of) i j5ij=1,..

és

e[(B—ANr 1= —e[Ad')it + ot i=1,...,m,

ahol az [A],j = a;;, 6s D¥ay;) = a',J

Gyakorlati szemponthol 1gen fontos a halmozott raforditasi egyiuitthato
pontosabb behatarolasa: felsé és alsd korlat megadasa (vagy — ha lehetsé-
ges — eloszlasanak megha,mro/a,m) — esetleg az a;; valészinliségi valtozdkra
tett tovabbi feltételezések aran is.

A vizsgalat kozgazdasagi indokolasa

A Leontief-modell egyik alapvets felhasznalasi teriilete a tervezett nettd
termelés (output) elGallitdsdhoz szitkséges brutté termelés (input) meghatéro-
zasa.

Ha a modell kozvetlen raforditasi egyiitthatoit tgy tekintjiik, mint olyan
értékeket, amely koriil a valodi — vagy pedig majd a tervezett idészakban
bekovetkezs — érték szérddhat (vagyis esetleg nem pontosan a szémitdsban
felhasznalt érték jon létre), akkor a kozvetlen raforditdsi egyiitthatékat
valosziniiségi valtozoknak foghatjuk fel. A valészin(iségi valtozok kényelmet-
len kezelhetGsége miatt a kozgazdasigi gyakorlatban szokds a valdsziniiségi
valtozokat varhato értékiikkel helyettesiteni. Ez az eljards esetiinkben a sziik-
séges brutté termelés szisztematikus aldtervezését eredményezi. Ugyancsak
kisebb értékeket ad a kozvetlen raforditdsi egyiitthaték varhaté értékével
val6 szamolds a tartalommutatékra is (egységnyi brutté termékben levé hal-
mozott bérkoltség, illetve halmozott nyereség; sth.).

1 Szigma
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A vizsgalatunk célja, hogy az emlitett alulbecslés (ill. alultervezés) hibajat
csokkentse, illetve alsé és fels§ korlatot adjon a tervezett nettd termeléshez
szitkséges brutté termelés nagysagara, valamint — az egyszer(ibb esetekben —
a halmozott raforditési egyiitthatoknak és a sziikséges brutté termelésnek —
mint valészin(iségi valtozoknak — az eloszlasit is vizsgalja.

A tovabbiakban két feltételezést alkalmazunk a kozvetlen raforditasi egyiitt-
haté, mint valdszinfiségi valtozo eloszldsdra. Vizsgdljuk meg roviden, hogy
ezek a feltételezések mennyire felelnek meg a kozgazdasigi valdsignak!

Elsé feltevés : A kozvetlen raforditasi egyiitthato, mint valoszin(iségi valtozo,
szimmetrikus eloszlast. Nézzilk meg, hogyan és mit6l valik a kozvetlen
raforditdsi egyiitthaté valdszinliségi valtozoval Valdsziniliségi véaltozovéa
valhat a kozvetlen raforditasi egyiitthato (illetve ennek ,,6se”, az dgazatok
kozotti termékaramlas) a szambavételi pontatlansigok miatt. Mivel a mér-
leg Osszedllitdsat igen sok adatbdl végzik (vizszintesen és fiigg6legesen is
koordinalva az dsszegrovatokkal), a kiozponti hatareloszlastétel értelmében
az egyes adatokban lev$ hibak az Osszegezés, valamint az adatszolgaltatis
fiiggetlensége és tomegessége miatt szimmetrikus eloszlds iranyéba (ponto-
sabban a normélis eloszlés felé) hiizzdk az Osszeg eloszlasit. A masik tipikus
eset, amikor nem a benne rejlé hibak miatt tekintjiik valészinfiségi valtozok-
nak a kozvetlen raforditdsi egyiitthatokat, hanem azért, mert a jovibeni
értékeikrdl csak valoszinfiségeloszlasi szinten van informacionk. Ett6l az
informéciotol fiigg, hogy feltételezhetjiik-e a szimmetrikus eloszlas 16t6t.
Mdsodik feltevés: A kozvetlen raforditdsi egyiitthatok, mint valészin(iségi
valtozok, teljesen fiiggetlen rendszert alkotnak. A valészin(iségi valtozok
fiiggetlenségének hipotézisére a ,,sziikség’ viszi rd a gyakorlati alkalmazét
¢és a médszer kidolgozojat is, mivel egyfeldl (az alkalmaz6 részérél) tobb-
nyire nem ismert a valészinfiségi valtozok osszefiiggésének rendszere, més-
fel6l (a médszer kidolgozoja szempontjabdl) pedig e hipotézis nélkiil a for-
muldk lényegesen bonyolultabbé, szinte haszndlhatatlanni vélhatnak. Ter-
mészetesen esetiinkben sem tehetjiik fel teljes joggal, hogy a kozvetlen ré-
forditési egyiitthatok véltozésa kozott nines osszefiigeds, a fiiggetlenség
hipotézise azonban elsé megkozelitésben eredményesen alkalmazhato, mivel
nyajt némi téjékoztatést. Bzt az informiciot olyan mértékben vehetjiik
figyelembe, amilyen mértékben a valésigot helyesen tiikrozi a fiiggetlenség
feltételezése.

Két lemma

Vezessiik be a kivetkezs jeloléseket:
Q= [E — o4)]
Q =(F— A4
ill. Ty = (@l

és T = [Q -
1. lemma

Legyen A’ = A + B, és alljon fenn A(4 + B) < 1. Ekkor
(B —A")"1'=0Q 4+ QBQ + QBRBQ + QBQBYBQ + . ..
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Az 1. lemma bizonyitdsa:
(B— 4)1=[E— (4 + B =
= Q{[E — (4 + B)](E— A~} 1 = Q{[(E — 4) — BI(E— 4)~1} 1=
=QE — BQ)™' =@ + QBQ + QBQBQ + @BQBQBQ + . . ., ahol az
(£ — BQ)~1 Leontief-inverzet hatvinysorba fejtettiik.

II. lemma
Legyen [B];; = &;;. Ekkor:
(£ — (A + B)id =gu=qu+ 2208+
i
+ 2222 thiip9er 9 &1y Epg +

1 J P g
+232332
b iR s
+ %'jZZZrZ?uZ.VZ (lkiqu(qu(]su(]vI Eij qu grs guv + RO

P q

ri qu .qu 9si 'Eij qu Ers +

A 11. lemma bizonyitdsa :
frjuk fel B-t diadikus felbontasban:
B=22Xeesy,
Az 1. lemma, valamint az 14

[TV o Wl Z T oo B F Yuutlpls 45982

q r 8

matrix-algebrai azonossig felhaszndliasival azonnal addédik a II. lemma
allitasa.

Alsé korlit a halmozott raforditasi egyiitthatok
varhato értékére

1. tétel

Legyenek az a;; kozvetlen riforditdsi egyiitthatok szimmetrikus, teljesen
fiiggetlen rendszert alkoté valésziniiségi véltozok, és legyen D¥aj)) = o}
Ekkor a halmozott rdforditdsi egyiitthatok virhat6 értékére fennall az

Q) = I + 2 2 Wi 9 03
gy

egyenltlenség.
Az 1. tétel bizonyitdsa

j (ai)), asaz Ey=ay;—ay; Igy &;=0, é of =

Legyen &, =aj — e
= D¥a;;) = DX(&;)) = e(&)). Ezért & szimmetricitdsa miatt & pératlanadik

1*
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momentumai 0-val egyenlSk. Tekintsiik gy, kifejtését a II. lemma alapjdn!
A szerepl6 valdszinfiségi valtozok fiiggetlensége miatt azoknak a tagoknak
a varhaté értéke, amelyekben legalabb egy valdsziniiségi valtozo a paratlana-
dik hatvanyon szerepel, 0-val egyenls. A tobbi tag — ahol a valészintiségi
valtozék csak péaros hatvinyon szerepelnek — nem-negativak (figyelembe
véve azt is, hogy a halmozott raforditasi egyiitthatok is nem-negativak). A
0-val egyenls, és a tobb valdsziniiségi valtozot tartalmazé tagokat elhagyva
kapjuk az I. tétel allitasat.

11. tétel

Ha a kozvetlen raforditasi egyiitthatok kozott — a szimmetrikus eloszla-
stakon kiviill — van jobbra aszimmetrikus eloszlasu is, az I. tétel akkor is
igaz.

A I1. tétel bizonyitdsa

A jobbra aszimmetrikus valdszinliségi valtozok péaratlanadik centralis
momentumai nem-negativak, igy az I. tétel esetén 0-va valt tagok most nem-
negativak lesznek, ezért elhagydsuk az egyenlétlenség kisebb oldaldrél nem
befolyésolja az egyenlGtlenség fennallasit.

1. kovetkezmény
A fenti tételek alapjan alsé korlatot adhatunk a tervezett netto termeléshez

szitkséges brutté termelést leiré vektor elemeire. Jelolje ¢, a k-adik dgazat
netté, x;, pedig a brutté termelését. Ekkor:

’ ul Al v 2
(@) > %’ T ¢ + IZ 2 2 Ui9i 9 01 ¢
i

Mivel 3 gy ¢, = z,, igy
{

e(ay) > x) + Z [’I/ci(%1 qji ) Uf,)l

{

A halmozott raforditasi egyiitthatok eloszlisa

II1. tétel

Legyen a kozvetlen raforditdsi egyiitthatok 4 métrixdnak — egy kivételé-
vel — minden eleme ismert konstans, csak az af; legyen valdsziniiségi viltozo,
vagyis

A" = A4+ ¢ef

ahol a;; + £ = 0. (Az ajre, illetve E-re mem kotjik ki a szimmetricitdst!)

Ha

. i 91 &
|&| < —, akkor g, = q + "‘I/’_t ]
4 — 4qji s
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A I11. tétel bizonyitdisa

Alkalmazzuk a II. lemmat, valamint a V'égtelen mértani sorozat Osszeg-
képletét:
U = Wi + Wi i 8 + Wi 9990 & + Wi 9999 8+ - - - =
=qu+ 9ugp 51 + ¢+ G+ g +..)=

i &
:qk1+~qk—'qj—[—z, haq!,|§|< | (2
1 —g;s
11. kovetkezmény

Ha ¢ eloszlasfiiggvénye F(x), sfiriségfiiggvény f(z), akkor a g;, halmozott
raforditdsi egyiitthaté G(x) eloszlas- és g(x) stirtiségfiggvénye:

ki 9
9ji :
Gx) =F & 1— £ , illetve
gji % — g + 9ridjt
qji
ki 9t
9ri 9j 1 qj:
o(e) = T P
Iq” ok g’ ﬂ” i o e G o
2 qji 9ji
111. kovetkezmény
A tervezett dgazati netté termeléshez sziikséges brutté termelés — mint
val6szintiségi valtozé — a kovetkezd:
/ n £
Ty = g T i %j ,
"1 — gk

1. Példa

Nézziik meg, hogy ha a vegyiparnak (v) sajat termelésébdl valé kozvetlen
felhaszndldsat jelzo raforditési egyiitthaté a,, normélis eloszlast valészin(iségi
valtozo

m = &lay,) = 0,2217

o = D(al,) = 0,05

paraméterekkel, akkor mi lesz a vegyiparnak a vegyipari termékekbdl valé
halmozott raforditésit jelzd ¢y, egyiitthaté eloszlasal (Lésd az 1. dbrat.)
(A mérleg alapjin: a,, = 0,2217 és q,, = 1,3492.)

2. Példa

Vizsgiljuk meg, hogy a mezlgazdasig kemizéldsa — amit az 1 Ft értéki
mezigazdasagi termékhez kozvetleniil felhaszndlt vegyipari termékek értéké-
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g Mg ¢
71 akozvetlen
rdfc?_rdl'tés‘i
6 Sgyuthato a mérlegbeli
értek
5)
L
a halmozott
rdforditdsi
$ egyltthato
2
114
. T T e 1.3 1.7

1. abra

nek (mondjuk) 159%,-0s novekedése mutat — hogyan befolyésolja az egységnyi
élelmiszeripari termékben ,,levé” — kozvetleniil és kozvetetten felhasznalt —
vegyipari termékek értékét; valamint ez a valtozds milyen mértékben noveli
meg a banydszat, a vegyipar és a mezigazdasig (adott netté termelés biztosi-
tasdhoz sziikséges) brutté termelésének nagysigit.

Az adatokat az 1972. évi, 21 dgazatos ,,A” tipust népgazdasigi AKM-hal
vettem.

A 111 tétel alapjin azt kapjuk, hogy az 1 Ft érték(i mezGgazdasagi termék-
hez kozvetleniil felhaszndlt vegyipari termékek értékének fent leirt valtozasa
kb. 89;-kal emeli az egységnyi élelmiszeripari termékhez halmozottan felhasz-
nalt vegyipari termékek értékét.

A 111 kovetkezmény alapjin kiszimithato, hogy ez a valtozds a banydszati
brutté termelést kb. 1,99 -kal, a vegyipari brutté termelést kb. 4,39 kal,
a mezbgazdasigi brutté termelést pedig 0,1%-kal emeli (mindegyik esetben
az adott nagysdgi netté termelés biztositdsdhoz sziikséges brutté termelést).
Ha a vegyipar esetén csak a kozvetleniil a mezigazdasigba irdinyulé termék-
mennyiséget emeltiik volna 159%,-kal, akkor ez csak 3,3%-0s brutté termelés
emelkedést vont volna maga utén, igy — csak a vizsgdlt valtozishol adédéan —
kb. 19,-kal aldterveztiik volna a vegyipar sziikséges brutté termelését.

Vegyiik figyelembe az eredmény szignifikdns voltdnak megitélésénél, hogy
a 21 x 21 = 441 mérlegegyiitthatobol csak egyetlenegyet valtoztattunk meg.
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Fels6 korlat a halmozott raforditasi egyiitthatok
varhaté értékére

IV. tétel

Ha a III. tétel feltételein tilmenden &-re az is fennall, hogy szimmetrikus
eloszlastt a [—a, a] intervallumon, akkor:
.ot a.
&) < Qu + Wi 95i 9 0* + Muq—us o®
(1 —gyua)
A IV. tétel bizonyitdisa

frjuk fel g,-t a III. tétel alapjan — némileg &talakitott formédban — és
képezziik q;, varhat6 értékét:

’ 9 1 .
6(9k1)=9k1+M(e 1—)—%‘)

q‘%i =z bW
qji

A tovabbiakban az n = 1 : valésziniiségi valtozét kell vizsgalnunk. Egy-

i B

qij
szerien adddik, hogy ha IE stirtiségfiiggvénye f(x), akkor az 7 h(x) sfirliség-

figgvénye
’L(x)z_l_f(i_l’ az #,_1_1__
x? qji x _l_ F & iy
qji qji
tartomanyon. Igy
@' -

e(n) = J xlf(L——l— dx.
2 gy =

1

(9;" +a)~*
a
. 1
Bevezetve az S 1 = 2z helyettesitést: &(n) = L f(2) dz.
qji x _1_ —
qij
—a
Fejtsiik McLaurin-sorba az kifejezést:
——z
qji
A
T‘—ZjS—quiz+Q?iz2—(I}i23+ 1 2,
——z —_—
qji gji
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ahol » € [—a, a]. Helyettesitsiik vissza a sorbafejtett kifejezést, és irjuk fel az
integralt tagonként! Az egyes integralok a & valdszinfiségi valtozé momentu-
mai, s mivel (&) = 0, és & szimmetrikus:

g a
&n) =g + g5 0® + 1 2 f(z) dz.

Vs Ji (%

—a

A maradéktag értékének behatéroliséindl a kovetkezGket kell meggondolni:
Mivel az integrdl nem-negativ, s a |£| < 2 feltételezés miatt a szorzé-

9ji
konstans pozitiv, e(n)-ra a maradéktag e]ha]gyéséval als6 korlatot képez-
hetiink, amely ¢;,-re vonatkoztatva megfelel az I. tétel allitsénak (amikor
csak az a; kozvetlen raforditdsi egyiitthatot vessziikk valdszinfiségi valtozo-
nak).

A maradéktag maximdlis értékét akkor veszi fel, ha v = a. Az integral
értékét o>-tel feliilbecsiilhetjiik, ha |z | < 1 (vagyis | £ | < 1, ami a feladat
kozgazdasdgi tartalma miatt mindig fennall). ﬁ;y a vizsgalt intervallumon
24 < 22, ezért

a a
[#f(z)dz < [ 2 f(2)dz = o
—a —a
Tehat
1 \5
e(n) < qy + ¢} 0® + I o
——a
Gji

helyére, mar adodik a IV.

A kapott eredményt visszairva e(n) = ¢ 1
——£

; A iea s qji
tétel allitasa.

( Beérkezett: 1977. mdjus 24.)
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ON CUMULATIVE INPUT COEFFICIENTS OF STOCHASTIC LINEAR
INPUT-OUTPUT MODELS

Simonovits [1] has shown that if the elements of the matrix of direct input coefficients
are fully independent probability variables then the Leontief-inverse (the matrix of
cumulative input coefficients) computed from their expected values will be smaller than
or equal to the expected value of Leontief-inverse containing probability variables, and
also a lower limit has been given for the expected value of the inverse.
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In the present article I am going to make proportions concerning the distribution of
cumulative input coefficients as well as the lower and Jupper limits of their expected value
in the following special cases:

a) lower limit for the excepted values of cumulative input coefficients if direct input
coefficients are probability variables forming a fully independent system with symmetrical
distribution;

b) distribution of cumulative input coefficients if only one single direct input coeffi-
cient is probability variable;

¢) upper limit for the expected value of cumulative input coefficients if only one single
direct input coefficient is probability variable and even this is of symmetrical distribu-
tion over a given interval.

0 KO3®DPUIIMEHTAX COBOKYITHBIX 3ATPAT CTOXACTUYECKUX JIMHEMHbBIX
MOJEJIEA BBOJA-BBLIBOJA

Hlumoniogua [1] noxasas, yTO €CJIH 3JIEMEHTHl MATpPHULbl K03((HIHEHTOB NMpPSIMBIX 3aTpar
SIBJISIIOTCST MOJIHOCTBI0 HE3aBHCHUMBIMH IICDEMEHHBIMH BepPOSITHOCTH, TO WHBepcHusi Jleonmbvesa,
pacyHTaHHasi Ha OCHOBAHHH OXKH/IAeMbIX MX 3HaueHHi (MaTpHua Ko3(Q(HIHEHTOB COBOKYIHBIX
3aTpaT) MeHblle WIH PABHA 0XKHIAEMOMY 3HauyeHHI0 HHBepCHH JIeoHTheBa, coseprkauleil Bepo-
SITHOCTHBIE NIEPEMEHHBbIE H, B TO K€ BPEMsi, OHA JaeT HIDKHHI Npesies1 0XXHAaeMoro 3HaYeHHs!
HHBEPCHH.

B manHoii cTaThe JAKTCs1 BLIBOJILI OTHOCHTEJILHO PACIpe/IesIeHHs], HH)KHEro U BepXHero npe-
JieJ1a 0XKHJIaeMoro 3HaueHus1 Ko3(GQUIUHEHTOB COBOKYIHBIX 3aTPAT JUJIS CJAEIYIONIHX CrelHalb-
HBIX CJIyYdeB:

a) HIDKHHI npejies1 0KUAAEeMOro 3HayeHus1 KoaduinenTa npsiMbIX 3aTpaTt B TOM CJlyyae, eCjiu
KO3 PHIHEHTBI MPSIMBIX 3aTPAT NPEACTABJISIOT C000ii rIepeMeHHbIe BEPOSITHOCTHBIE C CHMMETPHY -
HBIM pacripejiesieHiem, 00pasyonue noJHoCTbI0 He3aBUCHMYI0 CHCTEMY ;

6) pacnpenesieHre K03(QGHUHEHTOB COBOKYIHBIX 3aTPAT B TOM CJIyyae, eCJIH BEPOSITHOCTHOH
NepPEeMEeHHOH SIBJISIETCS] TOJIBKO OJIMH €IMHCTBEHHbIH K03()(HIHEHT NpsSIMBIX 3aTpaT;

B) BEPXHHI{ npejieSt OTHOCHTEIbHO 0XKHJAeMOoro 3HaueHust Ko GHIHeHTa COBOKYIHBIX 3aTpaT
B TOM CJIyyae, eCJIH BEPOATHOCTHOH IepeMeHHOMH SIBJISIETCSI TOJIbKO OJIHH €IMHCTBEHHbIH K03 (u-
IHEHT NPSMBIX 3aTPaT U Ha JIAHHOM HHTEpBaJIe HMEET CHMMETPHYHOE pacipesiesieHHe.



