
w. GRUNDMANN-H. KRAUSE 

Szociális létesítmények égyüttes telepítése

1. A feladat megfogalmazása 

Az ismertetendő matematikai modell célja 1 áLv T3 jelölt jA = 1, ... , n)
azociális létesítmények telepítési helyének és kapacitásának meghatározása.
Emellett a szociális létesítmények több Rk, · = 1, ... , qb csoportját (fajtáját)
vesszük egyidejűleg figyelembe (pl. óvodákat, bölcsődéket, iskolákat). A külön
böző típusú szociális létesítményekre lehetséges <k: b 3E = 1, ... , L~ A3 kapacitás
szintek előre adottak. A kapacitásszintek előre megadott oíi.> toleranciaszinte
ken belül megváltoztathatók. Egy telepítési helyen több fajta létesítmény is

-elhelyezhető, mint pl. egy óvoda és bölcsőde kombinálása. Így egy (b}/>, ... , bP))
vektor a szóbajövő létesítményfajták GEj telephelyre vonatkozó egy lehetséges
kapacitáskombinációját adja. A szociális létesítmények kapacitásait és telep
helyeit ezután úgy kell meghatározni, hogy a fellépő összes költség minimális
legyen. Ugyanakkor az ] ib i = 1, ... , m települések (melyek lakossága a,)
és a j-edik szociális Iéteaítrnény közötti fajlagos ingázási költség: >0 a létesít
ményfajtától, a  0 beruházási költség pedig a b~t> kapacitásszinttől függőnek
tekintendő.

A beruházási költségek kedvezőbbek, ha egy telephelyen többfajta létesít
ményt kombinálnak, mintha egy telephelyen kizárólag egy létesítmény típust
használnak. Meghatározandók az x ½ változó-értékek, amelyek az i-edik tele
pülésből a j-edik szociális létesítménybe ingázó személyek számát, ill. a szállí
tandó tárgyak mennyiségét megadják. Továbbá kiszámítandók az y<R, ... , 1 
változók, amelyek kizárólag 1 és O értéket vehetnek fel, aszerint, hogy ~
(bj(>, ... , b/!)) vektor által megadott kapacitáskombináció megvalósul-e, vagy
nem.

2. Matematikai modell 

2.1 M HúTB HQQ· HQ B 7 T33 úö << 3é úTwí 3B é 9y úí qVw TwTúé LT 

A cél megfogalmazása, az ingázási- és a beruházási költségekből adódó össz
költség minimalizálása a következőt adja:

- m 11 11 P rj,I> 
M. G - ~ ~ {, (k) (k) + ,. ~ V d(j) (j) m -_.:;.; _,:;.;.::,; cií xu _..;.;.::,; ,:;.; r, ·· ·1kY11 · ··1,·

1=IJ=lk=l J=lk=llk=I · 
(1) 

1 Ez a dolgozat az NDK Építészeti Akadémiája Városépítési és Építészeti Intézete
Településszerkezeti Osztályának megbízásából végzett kutatás eddigi eredményein ala
pul. Fordította g á Hw ] á 9 7LP 
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Itt az első tag az ingázási költségeket, a második pedig a beruházási költsé
geket tartalmazza.

A mellékfeltételek, melyek mellett G minimalizálandó, a következők:
a) Minden GES telephelyre pontosan egy kapacitáskombináció választandó:

,ti> 

lJ .J: Yíe, · · · , Ip = 1, j = l, ... , 9P 
1,=I q 

9 
J; Xif = aj i = l, ... , m; · = l, ... , qP 
)=I 

(2)

b) Minden ]Q település igényét a k-adik szociális létesítményből ki kell elé
gíteni:

(3)

e) Az előre megadott toleranciahatárok figyelembe vétele a következő
mellékfel tétel-csoporttal oldható meg:

~ m ~ 
~ (bCJ> - ó<n) <n ,.,,, ,. <~l ,.,,, ~ (b<n --1 ó<J>) J .::., 1. Iv Y1t • · · · , Iv· • • Ip .:::::,. ~ xiJ .:::::,. .:;_, 1. - 1. Y It' • ' • 1. · · · Ip 

11> i=l 1,

j = 1, ... , n; v = l, ... , p. 

d) Feltételek a változókra:

x;Jl 2 0, i = l, ... , m; j = l, ... , n; · = l, ... , q 

YÍ{l ... Ip= 0 vagy 1, j = 1, ... , n; lVl = 1, ... , rifl, k = l, ... , 

B 9 9 ,.<11
G = J; J; >iQ x iS + J; J; d}n y}n -+ Min!

i=l j=l j-1 1-1

Mellékfeltételek:
,Cl)

a) J; =Q9 = l j = 1, ... , 9 
/=l

9 
b) J; xiJ = a, i = 1, ... , m 
j=I 

d) xif 2 0, i = 1, ... , m; j = l, ... , n 

y OQ3 = 0 vagy 1, j = 1, ... , n. l = I, ... , rUl. 

(4)

(5)

2. 2 z HúTBHúQ· HQ B7 T33 T#y 3é úTwí úB é 9y úí qVw TwTúé LT 

Egy létesítménytípus esetén a következő modell adódik: Célfüggvény:

(6) 

(7) 

(8) 

b>_ B ,,11 

e) J; (Wl - ó)il) yfil ::;;: J; xiJ s;;: J; (b\n + ó)il) y~n, j = I, ... , n (9) 
1=1 i-1 1-1 

(10) 
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3. Megoldási eljárások 

3 .1 A több létesítménytípust tartalmazó f eladai megoldása

Első lépés:

Az első lépésben először előállítunk az ingázási, ill. szállítási költségre egy
T alsó korlátot. Ehhez meg kell oldani p db következő alakú, egyszerű szállí
tási feladatot:

m nt» = Min v v c\'f) x\k) ,,:.; ,:;,; I} I]
i=l j=l

n
Z xW = a1 i = 1, ... , m
j=l

n
Z x\Jl ::;;:: b;{J + óYili, j = 1. .. , n

i= ! k k 

(11) 

(12)

(13) 

(14) 

Itt b;0 a GEi telephely esetében a k-adik fajta létesítményre megadott leg
nagyobb kapacitást jelenti.

A meghatározandó I alsó korlátot p db szállítási feladat egymásutáni meg
oldása révén, az adódó J(k) értékek összegzésével kaphatjuk meg:

p
I= z J(k)

k=l
(15)

Másodilc lépés:

A második lépésben előállítjuk a növekvő Is, (! = 1, ... , oc beruházási
költségeknek megfelelő K& kombinációkat. Ezek azzal a tulajdonsággal ren
delkeznek, hogy biztosítják minden létesítményfajtára az igény kielégítését.
Hogy a K0 kombinációkat megkapjuk, induljunk ki a következő szállítási
feladat optimális megoldásából:

n r
I = Z Z t\u) z\u) --+ Min! 

j=I u= I J J 

r
Z z>u) = 1 j = 1, ... , n
u=I 

nZ zyu) ::;;:: b0 U = 1, ... , r
j=I 

Zju) = 0 vagy 1, j = 1, ... , n; 11, = 1, ... , r. 

(16) 

(17) 

(18)

(19) 

Itt legyen r az egymástól különböző összes lehetséges kapacitáskombinációk
száma, melyeket a p dimenziós (b}:) ... b</j) vektorok adnak meg; 15°> pedig
jelölje a kapacitáskombinációnak megfelelő költséget. A lehetetlen kapacitás
kombinációhoz tartozó telepítési költségre egy M érték (a szereplő költség
együtthatókhoz képest igen nagy szám) adandó meg. Végül bu legyen az M-től
különböző t?l elemek száma.
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A szállítási feladatnak megfelelő optimális megoldás általában a megfogal
mazott feladatunkra nem lesz megengedett, azaz nem fogja kielégíteni a kö
vetkező feltételeket:

n r m
J; J; z;u) b){/u 2 J; a, le= I, ... , p' (20)

J=1u=1 i=I 

Itt b)l;u az u-adik kapacitáskombinációt jellemző (b}{J, ... b)i>) vektor k-adik
komponensének felel meg. Minden létesítményfajtára ki lesz így elégítve az
összigény. Ha a szállítási feladatnak megfelelő optimális megoldás megenge
dett, akkor ezzel K1-et már meghatároztuk. Ha ezzel szemben a fenti szállítási
feladatnak megfelelő optimális megoldás nem megengedett, akkor a W.
Lyska [3] által megadott eljárás segítségével, az optimális megoldás mini
mális ,,elrontásával" elő lehet állítani a második, harmadik legjobb megoldást.
Ezután a kapott megoldásokra megvizsgálandó, hogy megfogalmazott fel
adatunkra vonatkozóan megengedettek-e. Így lépésenként, sorban adódnak.
a K1, K2, •.• , x~ kombinációk, amelyek a növekvő Jl, 12, ••. , r beruházási
költségeknek felelnek meg. Általában nem szükséges minden Ke kombinációt
meghatározni. Igen gyakran elég néhány KQ, e = I, 2, ... kombinációt meg-
határozni (I. ehhez a 3. lépést). ~ft}

Harmadik lépés:

Az első lépésben meghatározott I alsó korlátból kiindulva, a második lépés
ben előállított K0, e= 1, ... , et. kombinációk felhasználásával kerül sor az
optimális megoldás meghatározására. Ehhez vegyük először a J(_l kombiná
ciót. Ehhez kiszámítjuk a hozzátartozó ingázási, ill szállítási költséget, TI-t. 
Ez p db egyszerű szállítási feladat megoldása révén kapható meg:

m n
T(I<) = min J; 2 c)'fl x)'O 

I= I j= I J J 

n
"x<1\>- a.:., I/ - r 
j=l 

m 
" (k) / bi..:., Xi) .::::,. h,, 

i=I 

i = 1, ... , m 

j =I, ... , n

(I<) 0 . - 1 · . - 1 xu > , i - , ... , m, J _ , .•. , n.

(21)

(22)

(23) 

(24) 

Itt b)j;
1

legyen a J(l kombinációnak megfelelő, a k-adik létesítménytípusra
vonatkozó kapacitás a GE, telephelynél. T1 a T(l,) értékek k szerinti összegezésé-
ből adódik: '

p 
T1 = 2 T(I,)_ (25) 

l<=I 

TI segítségével megkapható a K1 kombinációnak megfelelő összköltség

Ql = J1 + Tl. (26) 

A G1-ből kiindulva minden olyan Ke kombináció kizárható a megoldáshalmaz
ból, melyre fennáll:

T + JO >GI. (27)
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Itt 'f az első lépésben az ingázási-, ill. szállítási költségre számított alsó kor
lát. Ha ez a feltétel már a T2 beruházási költségű K2 kombinációra teljesül,
akkor 11 ~ 12 ~ ..• < 111. és T ~ Te, r? = 1, ... , ~ miatt minden Ke, e# 1
által megadott kombinációra fennáll:

{28)

Ha ezzel szemben 'I'_ + 12 ~ G1 áll fenn, akkor a K2 kombinációra p szállítási
feladat megoldása által ismét a T2 ingázási, ill. szállítási költséget kell meg
határozni. Ha az J2 és T2-ből adódó G2 összköltség kisebb G1-nél, akkor
ismét kizárható egy sor kombináció a vizsgálatból, nevezetesen azok, melyekre
fennáll:

T_ + Je >G2. {29)

Ha viszont G2 nagyobb vagy egyenlő G1-gyel, akkor K3-at be kell vonni a vizs
gálatba, feltéve, hogy az eddigi becslések alapján még nem lett kizárva, tehát
meg kell határozni T3-at, majd G3-at, majd megvizsgálni, hogy G3 kisebb-e
G1-nél. A leírt módon addig kell folytatni az eljárást, míg minden kombináció
vagy kiesett, vagy meghatároztuk számára a Qe értéket, s a megadott becslést
végrehajtottuk. Eredményül a legalacsonyabb összköltségű, optimális megol
dást kapjuk.

A 2. és 3. lépés összekapcsolása esetén általában nem szükséges az összes K
kombinációt meghatározni.

3.2 Az egy létesitménytípust tartalmazó feladat megoldása

Az egy létesítménytípust tartalmazó feladat értelmezésének megfelelően
röviden összeállítjuk a megoldó algoritmus 3 lépését.

Első lépés:

Egy 'I'_ alsó korlát meghatározása (l. a 2.2 részt is), a következő szállítási
feladat megoldásával:

m n
T_ = min J; J; cijxiJ 

i=I j-1 
nJ: x11 = a; i = 1, ... , m
j=l 
m 
J; x11 ~ b}.{> j = 1, ... , n

1'=1 

(30) 

(31) 

(32)

x;1 ::?_ 0, i = 1, ... , m; j = 1, ... , n, (33)

ahol bW a GE1 számára lehetséges maximális kapacitásszintet jelöli.

Második lépés:

A növekvő Je beruházási költségeknek megfelelő Ke, r? = 1, ... , a kombinációk
meghatározása Lyska eljárásának alkalmazásával a következő szállítási
feladatra vezet:

5 Szign,a
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n r
I = .2. ,2 t<µJ z(uJ _,. Min!

j,,;j u=l J. J 
r
2 z)u) = 1 j = 1, ... , n

U=I 

n
,2 iu) S::: b U = I, ... , r
j=I J 

zj = 0 vagy 1, j = 1, ... , n; u = I, . . . , r.

(34) 

(35) 

(36) 

(37) 

Itt r az egymástól különböző lehetséges kapacitásszintek száma, tyu) pedig
a kapacitásszintnek megfelelő költség. A lehetetlen kapacitásszinteknek meg
felelő költségekre, mint szokásos, egy elég nagy M számot kell megadni.
Lyska eljárásának alkalmazásakor a megadott szállítási feladat optimális
megoldásának előállítására minden lépésben a (20) feltételt kell megvizsgálni.
Csak ha ez a feltétel ki van elégítve, akkor kapjuk meg a meghatározandó
Ke kombinációk egyikét.

H armadilc lépés:

Az első lépésben meghatározott 'r_ alsó korlátból és a második lépésnél
kapott Ke, e = 1, ... , kombinációkból kiindulva most az optimális meg
oldás meghatározása következik. E célból először a K1 kombinációhoz tartozó
'1.11 ingázási, ill. szállítási költség kerül kiszámításra. Ez a következő szállítási
feladat megoldása révén adódik:

m n
T1 = min ,, "',,;., ,,;., cijxiJ 

i=l }=I 
(38) 

m 
b(")2 xu S::: d

i=l

i = 1, ... , m (39) 

j =I, ... , n

x,) ~ 0 ·i = 1, ... , m; j =I, ... , n.

(40) 

(41)

/1 és T1 segítségével kapjuk meg a J(l-nek megfelelő 01 összköltséget. 01-ből
kiindulva most minden olyan Ke kombináció kizárható a megoldások közül,
melyre fennáll:

J + Je > QI (42) 

Ezután sorra vesszük a K2, 1(3 stb. kombinációkat és kiszámítjuk hozzájuk
a T2, T3 stb. értékeket, majd, ha lehetséges, megfelelő becslések segítségével
bizonyos K" kombinációkat törlünk. Az eljárást a leírt módon addig foly
tatjuk, amíg minden kombináció vagy kiesett, vagy meghatároztuk számára
a t» értéket, s végrehajtottuk a megadott becslést. Eredményül a legkisebb
költséget jelentő opt.imális megoldás adódik.

(Beérkezett: 1977. máqu« 3.)
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JOINT LOCATION OF SOCIAL WELFARE INSTITUTIONS

The problem formulated here is the optimization of the location of social welfare
institutions (e.g. kindergartens, nurseries, schools) and the proportion of population of
neighbouring settlements using these institutions. Optimization means the minimization
of costs, while costs are made up of the costs of establishment of these institutions and
of the travelling expenses of the inhabitants. It is economical to locate as many institu
tions at one place as possible what is expressed by the application of investment costs
for combinations of institutions. In case of the available locations predetermined capacity
levels can only be chosen - with some limit of tolerance - what brings about that the
problem has discrete variables, too. The problem to be solved will be a mixed continuous
integer linear program. A "branch and bound" type algorhythm is outlined in the article
which exploits the particularities of the mathematical problem and is separately described
for models involving either one or more typos of institutions, respectively.

onPE,aEJlEHl-1E MECTA osuiero PACn0JlO)l{EHl171 COU11AJlbHblX 
YLIPE)H,aE Hl1Pi 

.a3HH35l 33/.(3'13 QlOpMyJ1HpyeTC5l 1<31( pa3MCU.(CHHC CO~H3J1bHblX Y'lPC)l(/.(CHHH (nanpaaep,
/.(CTCl{HC canu, 51CJIM, Wl(OJ1b!) H Oí!THMM3a~trn COOTHOWCHH51 H3CCJJCHH51 npHJ1ara10U1HX aace
JJCHHblX nyHt(TOB, íl0Jlb3YIOU.lCI'OC51 3THMH Y'lJ)C)!().(CHH5lMH. ÜnTHMH33~H5l 03Ha<1aeT MHHHM3J1H· 
3at~HIO 33TJ)3T, 3 caMH sarparu Cl(Jl3J~bl8alOTC51 H3 sarpar Ha pa3MCU1CHHC y'lpC)l(/~em1i-í H 
rtOC3).(l<H B o6a xouua npO)KI-IBéllOU.lHX 3/J,CCb J!lOJJ,etí. 3t<OHOMH'IHblM 51BJJ51CTC51 paswetueaae B 0/.(· 
HOM MCCTC rcaic MO)f(l-10 60JlbWCI'O 'lHCJ1él Y'IPC)l().\CHl1H H 3TO HélXO/.(HT csoe asrpaxceune B onpene
JICHHH aCClffl·IOB31-1HH Ha icanuransuuc BJJO)l{CHHfl OTHOCHTCJlbHO pa3J1H'lHblX KOM6m1a~Hi-í no HX 
paaMCIJ.(CHJ-IIO. LITO l(aCaCTC51 l{GlllHT3J1bHblX BJIO)l(CHHH, TO B OTHOWCHHH paCCMaTpHBaCMblX 
MCCT pa3MCUlCI-IHH MC)l(J.lY HMCIOIJ.1HMHC51 ypoBH51MH MOU1HOCTei-í MOIJ.(HO Bbt6HpaTb TOJ1bl{0 JJHWb B 
npcncnax Onf)C/.(CJJCHHblX /.(OnyCJ<OB H 3TO npHBO/.(HT I( TOMY, 'ITO B /.(atrnoi-í aanaue uarmuo T3J{)f(C 
H )\HCl(J)CTl-lblC nepeaeuuue . .[la1-1Ha51 aanaxa npHBO/.(HT I( CMCllieHHOH sanaue J1HHCHHOro rrpo
rpaMMHpOBaHH51 H B cruouieuun ee peiuenas B CTélTbC H3JJaraeTCH raroxe H am'OPHTM nma 
•BCTBCH H rpanuu» (branch and bound), s1,1pa)1<atOU1HH Ta101<e H C!lCJ.lH<llHt<Y nnnyuennoü
MaTeMaTH<ICCl(OH 3a;1a<JH, l(OTOpa51 OT/.(CJ1bf-10 Oí!HCbJBaeTC51 /.(J151 MO).(CJ1H, B KOTOpoi-í <jmrypHpyeT 
0/.(HH HJ1H HCCl(OJlbl{O THrtOB y•rpe)KACHHH. 
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