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KorNAI JANOS—JORGEN W. WEIBULL

A piac normal allapota hidnygazdasigban:
egy sorbanallasi modell

1. Bevezetés

Tanulményunk tdrgya egy olyan gazdasig, amelyre krénikus hidny és sor-
bandllds (az eladdk piaca) jellemzS. Ez a kelet-eurdpai szocialista orszdgok
gazdasdgénak szdmos teriiletérdl elmondhatd, de més gazdasigi rendszerek-
ben is megjelenhet a hidny, példaul a lakdspiacokon szabdlyozott lakbérek
esetén, vagy néhany fejlett t6kés orszig egészségiigyi szolgaltatdsaindl, vagy
a fogyasztoi javak piacan a fejléds orszagokban.

Novekve az érdekl6dés az olyan gazdasdgok elmélete irant, amelyek nin-
csenek egyensilyban a walrasi értelemben, s6t allapotuk messze esik attél.
(Lasd példaul a kovetkezd munkékat: Clower (1965), Barro—Grossman (1971,
1974), Benassy (1975), Malinvaud (1977). Cikkiinkkel ehhez a kutatési irdny-
zathoz szeretnénk hozzdjarulni. A téma nagyon tég és sok oldalrdl kozelithetd
meg.! Munkénk esak néhany kérdést érint, s jorészt mikroskonémiai szem-
pontokat emel ki. Célunk az, hogy leirjuk egy piacot, amely nincs walrasi
egyensulyban, és mégis staciondrius allapoti, alapvetd jellemzdit folytonosan
helyreallitja. Bar eljutottunk matematikailag igazolhaté tételekhez, nem is
annyira ezeket tekintjiik kutatdsunk f6 eredményének, mint inkdbb a probléma
elemzési modjat, vagyis azokat a specidlis szempontokat, amelyek segitségével
a kronikus hidny kozepette miikods piacot lefrjuk és elemezziik.

A cikk egy nagyon egyszer(i modellt dolgoz ki, hogy elemzési mddjaba az
olvasét bevezesse. A késGbbiekben fogunk olyan cikkeket publikélni, amelyek
feloldjék a legszorosabb feltevésck némelyikét és jobban tiikrozik a feladat
Osszetettségét. (Egy készil méasodik cikkben targyalni fogjuk az arut keresd
vev( esetét, un. ,keresési modell” segitségével.) Itt csak egy dologrél kell
emlitést tenniink, mégpedig a sorban4llisi rendszerek determinisztikus, illetve
sztochasztikus modellezésérsl. Mas modellekkel szemben, amelyek sztochasz-

1A szerzbk egyike, Kornai Jdnos hosszabb ideje foglalkozik a hidny tanulményozésé-
val. A jelenlegi munka el6zményei a Kornai (1971, 1974, 1977) mfivek. Kornai Jé,no,s’
1977-ben elbaddssorozatot tartott a stockholmi egyetemen, ,,A hidny gazdasdgtana
cimmel. Az el6addsok anyagénak alapjdn kényv késziil, amely a hidny elméletét tobb
kiilonboz6 oldalrdl fejti ki majd. A J. Weibullal kdzosen végzett kutatas, amelyet itt és
ogy kovetkez6 mdsodik cikkben adunk kozre, {gy része a hidnygazdasdgtan szélesebb
tanulmdnyozdsinalk. .

Kornai Jéanos felhasznélja az alkalmat, hogy kutatdsai tdmogatésdért hildjat fejezze
ki a Stockholmi Egyetem Nemzetkézi Gazdasdgi Tanulményok Intézetének (Institute
for International Economic Studies) és a svéd kollégdknak a télitk kapott 6sztonzésért.
Jorgen Weibull készonettel tartozik a Swedish Council for Building Research tdmogaté-
sdért, és a stockholmi Royal Institute of Technology matematikai osztélyén dolgozé
kollégdinak az alkoté birdlatokért. .

Mindkét szerz6 hélés Lars-Goran Mattsonnak, Ingemar Ndsellnek, és Johan Philipnek
értékes javaslataikért és megjegyzéseikért. A cikket magyarra fordftotta Szabd Judit.
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tikusak, ez a modell determinisztikus. Ez a megkozelités azt a meggy6z6dé-
siinket tiikrozi, hogy a kronikus hidnnyal jellemezheté helyzetekben a szto-
chasztikus elem mésodlagos a rendszert szabédlyozé kolesonos osszefiiggések-
hez és visszacsatolasi mechanizmusokhoz képest. Bar egy éltaldnos modellnek
tartalmaznia kell a sztochasztikus jelleget is, egyes alapvets osszefiiggések
determinisztikus keretben is megmagyarazhatok.?

Még egy elbzetes megjegyzésiink van. Leird elméletet adunk meg itt, és nem
foglalkozunk normativ kérdésekkel. A hidny és a sorbandllis az élet tényei.
Nem helyeseljiik és nem is rosszalljuk Gket — megértésiikre toreksziink.

2. A modell: Altalinos leiras

A modell determinisztikus stock-flow modell, és kozonséges differencidl-
egyenlet-rendszerként frjuk fol, két részlethen. A 2. részben a modellt meg-
lehetésen dltaldnos modon targyaljuk, inkabb kvalitativ jellegli és mikro-
szint (i fogalmakkal, a bemutatés és az értelmezés kedvéért. A 3. részben tériink
ki a technikai részletekre és megadjuk a teljes lefrdst.

2.1. A piac szerkezele

Egyetlen G dru piacit tanulményozzuk. Ez lehet egy bizonyos dru vagy
lehet kiilonbozs aruk aggregdtuma. Az drut oszthatatlan egységekben viszik
piacra, egy vasarlo egy vétel alkalmabol csak egy egységet vesz. (Példaul egy
aut6t vagy egy hitiszekrényt . . )

Egyetlen eladé van. (Egy monopolista, vagy az egyedi eladdk aggregituma.)

A vasarlék szdma n. A vasirlok Osszességét részekre osztjuk, ezeket a vi-
sarlok esoportjainak nevezziik. Valamennyi csoportnak megvan a maga jel-
lemz6 viselkedési médja a piacon. Az i sorszimi csoport reprezentativ tagjit
i tipusi visdrlénak mondjuk. A csoportok szama k, az i sorszimu esoportnak
n; tagja van;

e
»n; = n.
s
=1
A résztvevik szama (egy eladd; ny, ny, ..., ny vésarlé) az idGben éllandé.

Bér a modell, ahogy azt a 3. réezben formélis médon definidljuk, determi-
nisztikus, , hibrid” modellnek is tekinthets, amely sztochasztikus komponen-
sek kozépértékei kozott dllapit meg determinisztikus osszefiigeéseket. Figyelni
fogjuk példdul a vevék dontéseinek sorozatit, amikor vésdirolnak. Minden
ilyen dontési ponthan a visarlék csoportjainak aggregdlt viselkedését model-
lezziik flow egységekkel: a vasarlok bedramlisat a dontési pontba és kidramla-
suk részardnyit a dontési ponthol, amely a dontési lehetGségeknek felel meg
(az egyes dontégi pontokban mindig csak két lehetdség van). Ezek a determi-
nisztikus dramldsi ardnyok azonban tekinthetdk gy, mint a sztochasztikus
jellegii egyéni dontési viselkeddsi dtlagai, a részaranyok dontési valésziniiségek-
ként azonosfthatok. A modell mds helyein determinisztikus sebességelral
fogunk heszélni. Ugy, mint az dramlisi részardnyok, ezek is értelmezheték a

2 Koszonettel tartozunk Lars-Goéran Mattsonnak, 6 javasolta ezt a megkozelitést
elGszor.
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sztochasztikus egyéni viselkedés atlagaiként. A determinisztikus modell fel-

tevéseinek szemléltetésére gyakran fogunk ilyen mikroszintii, sztochasztikus

értelmezéseket adni. A sztochasztikus sqrbandllasi modellek irodalméban erre
£33

a megkozelitésre idénként , hidrodinamikai megkozelités” elnevezéssel hivat-
koznak, lasd pl. Kleinrock (1976) kinyvét.

2.2. A wdsdrldsi algoritmus

A véséarlds dinamikus folyamat, dontések sorozata. Mivel a vésarlds néhany
viselkedési szabély szerint alakul, e folyamat egy algoritmussal irhaté le. Az
ilyen algoritmus szerkezete természetesen a kiilonb6z8 vésdrldsi helyzetekben
kiilonbozs lehet. Az itt kovetkezd elemzésben egyetlen specidlis algoritmussal
dolgozunk, amely szerintiink tiikrozi a valésdgos helyzetek néhdny elemét
és analitikusan is kovethets. Az 1. 4bran blokkdiagrammal szemléltetjiik a vé-
sarlasi folyamatot.

Csatlakozunk az i tipust egyéni fogyasztohoz vasarldsi koratjan. A fogyaszté
a starthelyrél indul. :

Az elsé eldontendd kérdés a kovetkezd lesz. Megvegye-e a G arut, amelyet
modelliink piacén kindlnals, vagy inkéabb az azt helyettest8 H jészégot vegye
meg egy mésik piacon (amely mér kiviil esik modelliinkon) ¢ A H jészdg lehet
egy bizonyos kizeli helyettesitd, de lehet a @ dru kozeli és nem-kozeli helyette-
sftéinck aggreghtuma is. Foltessziik, hogy a jovedelem és a vasdrlist befoly4-
sol6 egyéb tényezdk adottak és az idGhen nem véltoznak. Ezen a dontési
helyen az 4r az egyetlen jelzés, pontosabban a & = Polpy drardny.

8l ——-—{:or }__—»(wgyoszt ds

igen

Ifogad - -
haté a sorba hetyettesi -
allasi idg™? tes

\

—

halasztds

e

nem

1. abra: A vésdrldsi algoritmus

1*
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A vasarlé kiinduld wvdsdrlisi hajlandosdgdat a(x)-vel jeloljik. Bz a w-nek
nem-novekvs (rendszerint csokkend) fiiggvénye. Adott z Arardny mellett
a;(n) lesz az i tipust vasarlék azon része, amely a G 4ru irdnydba indul el és
nem keresi H-t. Mikroszintii fogalmakkal a;(7x) annak valészintiségeként értel-
mezhet§, hogy a vasarlé kiinduldskor a @ arut preferilja a H 4ruval szemben.

Egy hagyoményos vélasztdsi pontot korvonalaztunk itt. Az «,(xn) fiiggvény
egy szokdsos, a viszonylagos draktol fiiggs keresleti fuggvcny, csak alakja
kiilonbozik a megszokottél, mivel a tovabbi elemzéshez erre a specidlis for-
mara van sziikségiink.

Felhivjuk a figyelmet a ,kiindul6” jelz6re. Ez arra a tényre utal, hogy
a,(m), amely az eredeti vasarlasi szidndékokat tiikrozi, tehat a vésarlasi korat
kezdetére jellemzG, késébb, a hidny lattan, felilvizsgalasra keriilhet. Vagyis
egy hipotelikus, a hidnnyal nem szdmol6 keresletet fejez ki. Az i esoport véséarlé
tagjainak a;(7) hanyada kivanja pénzét G-re kolteni, feltéve, hogy az é4ru
a kinalati oldalon késedelem nélkiil rendelkezésre 4ll.

Vasarlonk eljut az eladéas helyére, ahol sorbanéllas van. Habozni fog, be-
alljon-e a sorba? Foltessziik, hogy dontését egyetlen tényezs befolydsolja,
mégpedig a varhatd sorbandlldsi idés, w. Minél nagyobb w, annél jobban vona-
kodik a vésarls beallni a sorba. Az f;(w) szim fejezi ki a sorbandllisi hajlandé-
sagot. Kz azt mut%tja. hog azon 1 tipusa vasarlok koziil, akik G drut szeret-
nének vésérolni, f;(w) részariny fog bedllni a sorba, és a maradék (1 - f(w))
részarany pedig nem kivan sorbandllni.

Tegy ik fol egy pillanatra, hogy vésirlénk az elsG 1'(\s7(-s()])()1th(m tartozik
és sorbandll. Vérakozik tiirelmesen vagy tiirelmetleniil, mig ki nem s/,nl(mljak
és azutin hazamegy az Gjonnan megszerzett druval. I vltvielonuk, hogy némi
idg elteltével (jbol szeretne egy egység (f vagy H drut visarolni, és ismét meg-
kezdddik az egész folyamat elolrsl. A sziikséglet Gjratermelddésének okait nem
fogjuk targyalni. (Egy kis id6 mualtin a visarld elfogyasztja az drut, vagy
az elavul, kimegy a divatho6l, sth.) Annyit tesziink fol, hogy azok koziil,
akik a ¢ idGponthan ( arut vasiroltak, y;-d¢ részaranynak a végtelen kicsiny
(¢, t + dt) idGtartamon beliil Gjabb egység drura (¢ vagy IH) tamad igénye.
A kényelem kedvéért ezt a részarinyt a ¢ idSponttol fiiggetlennek vessziik.
Mikroszinten ebbdl az kivetkezik, hogy a sziikséglet kielégitési id6t, azaz azt
az idGtartamot, ami a (¢ dru megszerzésétsl az arra vonatkozd Gjabb igény
fellépéséig eltelik, 1/y; virhaté értékii exponencidlis valoszin{iségi valtozdnak
tekintjitk. A y; értéket a (@ megszerzésétdl szamitott) sziikséglet ijratermels-
dési sebességnek, 1]y, értéket pedig a G irdnti sziikséglel dtlagos kielégltési idejé-
nek nevezzilk.

Most pedig az algoritmus mésik Agit vizsgdljuk meg, azt a visirlét, akit
elriasztott a hossz sorbandllisi id§. Ennck a vasarlonak kiillonbozs lehetéségei
vannak. Ragaszkodhat a ¢ &ruhoz Ggy, hogy késébbre halasztja a dontést
arrél, bedlljon-e a sorba. Kz ésszer(i viselkedés lehet valadi, | fizikal” sor esetén:
sorok dllnak reggelenként a hisiizlet eltt, tomeg van az orvos varészobiji-
ban.? A vésarl viselkedését két jellemzivel frjuk le. Létezzék elGszor egy b,-
vel jelolt hAalaszidsi hajlanddsdg, valamint mésodszor, egy halasztdsy idé.
Ez id§ elteltével a vasirld visszatér és ajbol fontoléra veszi, esatlakozzék-e
a sorhoz. Hasonl6 feltevést tesziink itt, mint a G-vevik esetében, feltessziik,

3 Nem ésszer(i ez a viselkeddés, amikor a sor ,,csak’” papiron létezik, vagyis ha sorszdi-
mokat osztanak, a vésirlé hazamehet, és sorrakeriilésekor értesftést kap.
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hogy a végtelen kicsiny (¢, ¢ + d¢) idStartamon beliil az ¢ csoport halasztéinak
o; - di része visszatér, hogy tjra fontoléra vegye csatlakozésit a sorhoz. Mikro-
szinten: a halasztdsi id6 1/p; varhaté értéki valdsziniiségi valtoz6. A p; értéket
visszatérési sebességnek nevezziik, és 1/o; az dtlagos halasztdsi id6.

Azok szdméra, akik nem 4llnak be a sorba, de nem is halasztjék el ezt a don-
tést, fennall a lehetSség, hogy a @ érut H-val helyettesitsék. Ezt kényszer-
helyettesitésnek, az elfogadhatatlanul hossz sorokban megmutatkozé hidny
4ltal kikényszeritett helyettesitésnek nevezziik. Voltak dnkéntes helyettesitok:
G és H viszonylagos dranak mérlegelése utén az i tipusi fogyasztok (1 — a;(m))
része. Most azonban tjabb helyettesiték kovetik Sket, mar nem &nkéntes
alapon. A viszonylagos 4r alapjan 6k G-t részesitenék elényben H-val szemben,
de a hosszt sorbandllési id6 miatt feliillvizsgdljak eredeti keresletiiket és a H
mellett dontenek. A kényszerhelyettesités az a kulesjelenség, aminek segit-
ségével megérthetjiik, mi torténik krénikus hidny esetén. A kényszerhelyeite-
sitési hajlandésdgot c(m)-vel jeloljikk. (Ugyantgy, mint a kiindulé vésdrlasi
széndék, a kényszerhelyettesitési hajlanddség is csak a viszonylagos draktol
fiigg.)

A harmadik lehet&ség feladni mind G mind H vhsarldsat, egyszertien a rajuk
szént pénz megtartasival. Bzt kényszermegtakaritdsnak nevezhetjiik .t

Ezen alternativik tudatéban néhdny erds egyszeriisitést vezetiink be a fenti
lefré modellbe. Kizérjuk a kényszermegtakaritas lehet6ségét, és feltessziik a ko-
vetkezét. Ha a vasdrlé nem akar rogton csatlakozni a @ soréhoz, de ezt a don-
tést nem is halasztja el, akkor el kell fogadnia,akényszerhelyettesitést és H
drut kell vasdrolnia. A H 4ru mindig azonnal rendelkezésre 4ll. Feltevésiink
egy lehetséges drtelmezése a kovetkezs: A H dru ,a G-t6l killonbozs druk”
osszességét képviseli, mint dsszetett dru. A legnagyobb hidny esetén is van
valami a raktarban. A visérlék koziil sokan hajlamosak barmi éron elkolteni
pénziiket valamire. Ez a vasarl6i dontések nagyon nagy részére egészen valo-
sdghfi feltevés a hidnygazdasigban.®

Feltevésiinket a kivetkezo osszefiiggés fejezi ki:

b[+6{:].

Az egyszer(ibb jelolés kedvéért csak a ci(m) kifejezégt fogjuk haszndlni, és
a halasz{4si hajlandéségot (1 — ¢;())-vel jeloljik majd. :

A H éru megvésarlasakor (legyen az onkéntes vagy nem onkéntes) a vasarlo
szdméra ugyvanigy lesz egy kielégitési id6, mint a G éru esetében. Nevezetesen,
feltessziik, hogy a H-t vasérld i tipust vevek »; - dt része tjabb igénnyel lép
fel (@ vagy H irdnt) a (4, ¢ 4 di) végtelen kicsiny id6intervallumban. A
értéket a (H megszerzésétol szdmitott) szitkséglet 11jm{-er.mel‘6dé91, sebességnek,
1/%; értéket pedig a H irdnti szitkséglet dtlagos kielégitési idejének nevezziik.

Ezzel a ciklus végére értiink.

2.3. A wasdrlor attittid

Osszegezve a vdsdrldi attitiiddt, az a kovetkez§ fiiggvényekkel és paraméte-
rekkel jellemezhetd:
1 Az elsb alternativa, a dontés elhalasztdsa dtmenetileg szintén kényszermegtakaritdst

jelent. S . )
5 A kényszermegtakaritdst a kutatdsainkb6l szérmaz6 mds publikdciékban fogjuk rész-

letesen tdrgyalni.
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a(7) = kiindul6 véasarlasi hajlanddsig z relativ ar mellett.

fi(w) = sorbandlldsi hajlanddésdg w hosszisiga sorbandlldsi id6
mellett.

ci() = kényszerhelyettesitési hajlandésag z viszonylagos ar mel-
lett.

halasztdsi hajlandésig n« viszonylagos ar mellett.
a @, illetve H megszerzésétsl szamitott sziikséglet ujra-

—_
ol
|
|
8
£
-
l

Yir %i = ;
termel&dési sebességelk.
0; = visszatérési sebesség.

A fenti fiiggvények és paraméterek az i sorszimu csoport attitiidjét fejezik
ki. Megjegyezhets, hogy az attitlid, mint vektor, esak két ,jelzés” fiiggvénye:
a 7 viszonylagos aré és a w sorbandllasi id6é. Emellett a visarld meggondolasai
e két jelzéssel kapesolatban egymdst kovets, kiilondllo pontok a véasarldsi
algoritmusban. gy a visarls, ha mar egyszer elfogadta az drat, a sorbanallsi
id6t az artél fiigeetleniil nézi. (Technikai nehézségek nélkiil elemezhetd az ar
és a sorbanallasi id§ egyiittes mérlegelése.)

Helyénvalé itt egy rovid osszehasonlitdst tenni a szokdsos piaci modellek-
kel. Mint mar emlitettiik, az algoritmus elsé 1épésében a hagyomanyos lefrast
kovetjiik: a keresleti fiiggvény a viszonylagos artél fiigg. A szokiasos modell
itt véget is ér azzal a hallgatélagos feltevéssel; ez elegendd ahhoz, hogy ismer-
jitk a vasarlo szandékait. Ha az az eladé dltal megadott ar mellett egy bizonyos
drumennyiséget szeretne megvdsdrolni, minden bizonnyal megkapja. Klismer-
jitk, hogy ez a hallgatélagos feltevés tiobbé-kevéshé jogosult ott, ahol a tilkeres-
let csak kivételes és idGleges jolenség. Wz a feltevés alkalmazhaté az olyan
piac leirasara, ahol automatikus mechanizmusok azonnal megsziintetik a tul-
keresletet. A krénikus hidny koriilményei kozitt azonban ugyanez a hallgato-
lagos feltevés jogosulatlannd vilik, a vasarloi attitlid leirdsa nem dllhat meg
ennél a pontnal. Fel kell vetni a kérdést: mi torténik az elsd lépéds, azaz a ki-
induls kereslet meghatdrozdisa utdn? Az olyan gazdasighan, ahol a tilkereslet
kivételes, a visarlas egy iitemben véghemehet: a dontés a visirlasi szandékrol
és a tényleges vasarlis kevéssé kiiloniil el az idGben. A masik oldalon, egy
hidnygazdasigban, a vasarlds csakis idgbeli folyamatként irhat6 le, meg kell
nézni az eredeti dontést, aztan annak tobbszori felillvizsgilatiat a tovabbi
lehetGségek kozotti valasatast stb. Ennek megfelelGen vezettiik be a modellbe
a kovetkezd lehetGségeket: sorbandllis, halasztis, kényszerhelyettesités.
(Kovetkezs cikkiinkben még egy alternativa megjelenik majd: a hidnyzé
aru keresése.)

2.4. A wdsarldk dllapotvdaltozdi

Barmely rogzitett ¢ idéponthban minden egyes vasarlé négy kiilonbozs allapot
koziil pontosan egyben van. Az egyes dllapotokban levd vasarlok szdmat
a modellben a kovetkezs négy dllapotviltozéval adjuk meg:

24(t) = azon i tipusd vasarlok szdma, akik sorbanallnak a ¢ id6pontban,
roviden: a sorbandlld vasdarlok:
2 9;(2) — azon ¢ tipusi vasarlok szama, akik kordbban egy egység (-hez

jutottak és a ¢ id6pontban még nem kezdik Gjra a vasarlisi folya-
matot megint, roviden: a G-vel kieléglitett visdrlok;
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@a(1) = azon ¢ tipust vdsarlok szdma, akik kordbban egy egység H-hoz
jutottak és a ¢ idGpontban még nem kezdik el djra a vésérldsi
folyamatokat, roviden: a H-val kielégitett vasarldk;

24;(t) = azon 1 tipust vasarlok szadma, akik kordbban elhalasztottak a don-
tést arrdl, hogy bedlljanak-e a sorba, és a ¢ id6ponthan még nem
veszik ujbél fontoléra a kérdést, roviden: a halaszié vasdridk.

2(8) + 2oi(t) + @3:(2) + 24i(t) = 1z, e R
K

wi(t) = > x;(f). 1=12,3,4.
=1

A modell elemzéséhen a fenti véltozokat valés, de nem feltétleniil egész
szdmoknak tekintjiik. Barmely ¢ - 0 idGpontban az

(xll(t)lxw(‘)! PP ’xlk(t)’x:!l(t)’ < 50 xzk(l):xm(l)’ i e x3k(i)’x41(t)’ g ,:1:4k(t))

vektort a véasdrléi rendszer ¢ melletti 4llapotdnak mondjuk. Megforditva,
bérmely nem negativ valés (%115 X195 - - - » Z4) vektort, amely minden i sor-
szdmra kielégiti az wx,; + xy; -+ 24 + 2, = n; egyenlGséget, a rendszer telje-
sttheté dallapotdnak nevezziik.

2.5. A kiszolgdldsi kapacitds és kiszolgdaldsi sebesség

A 2.2 24, pontokban a visarlokrél beszéltiink. Most rétériink az eladé
jellemzésére. o .

Az eladé kiszolgdlisi kapacitdsdat A-val jeloljiik. Ez az egységnyi id6 alatt ki-
szolgdlhaté véasdrlok szaméanak maximuma. Egy raktart nézve 4 a kiinduld
készletektsl és a raktdrba érkezé szallitmanyoktol figg. Egy termels véllalat
esetéhen 1 a kiinduld készletektd] és a termelési kapacit{zst(’)l‘fﬁgg. Figyelmen
kiviil hagyjuk a készleteket, és feltételezziik, hogy A az id6tél fiiggetlen,
exogén modon rogzitett paramdéter. 1 A

Mivel a sor hosszit, z,-et itt folytonos véltozénak vessziik, termdészetes lenne
azt mondani, hogy @ kiszolgdldsi scbesséy, azaz az idGegység alatt klszo]gélt
visrlok tényleges széma legyen 4, ha #, 0 és legyen nulla, ha 2, — 0. Més-
]u’»ppcn mondva: amfg sor van, a teljes kiszolgalasi kapa‘mtas miikodik es‘ha,
nines sor, ledll a kiszolgalds (akit éppen kiszolgz’tlnak., az Is :L"sorhoz tartozik).
Az s kiszolgildsi sebességnek ez az ,,étkaPCS()lés:’ ,Jellllegﬁ fuggése.az @ sor-
hosszt6l azonban x, — 0-ban szakadésos, és a x_fasarlm 1‘end§Z(>,r gilr}lanulka]a,-
nak elemzésekor technikailag zavard lenne egy ilyen szaka(’la@. ’ltzert a nem
folytonos osszefiiggést folytonossal helyettesitjiik, é§ ezt hutarer,"tel.i. elemze’sse}
egészitjiik ki. Pontosabban: az s kiszolgdldsi sebesség legyen el6szor az aldbbi
maédon fiiggvénye az x; sorhossznak:

(2.1) s(a()) = A - hy(2,(0),

ahol %, egy folytonos fiiggvény, amely a [0, o] intervallumban ”nullé,tél egyig
novekszik, a [0, + oo] intervallumban pedig azonosan ggyenlg_ eggyel. Ao
paramétert , kisimité egyiitthatonak’ nevezzilk, és fe_ltetelezzuk réla, hogy
egy kicsiny, pozitiv 4llando. Kés6bb megenggd]ﬁk majd, hogy ao nl}ll.éhoz,
és fgy a folytonos (2.1) Gsszefiiggés az eredeti, szakadésos ,,atkapesoldsi sza-

balyhoz” tartson.
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2.6. A sor

Az elad6 és a vevek cselekvései — egy hely kivételével — kolesonosen fiig-
getlenek egymdstél. Az egymésrahatds egyetlen helye a sor. Itt taldlkoznak:
a sor az Osszekotd kapoces, amely a rendszer szereplit egyméstél kolesonosen
fligg6vé teszi. A sor lehet ,fizikai”, azaz allhat varészobdban vagy tizlethen
varakoz6 egyénekbdl, vagy ,,papiron 1étezs”, azaz kérések vagy megrendelé-
sek halmaza az eladé iroddjaban. A sorbanélldsi idérél feltessziik, hogy azt
a vasarlok pontosan ismerik, azaz, feltessziik, hogy az f;(w) sorbanéllasi haj-
landdsdg w argumentuma a valésdgos sorbanallisi idS. Tovadbbmenve, felté-
telezziik, hogy a sorban nincsenek el6jogok, tehdt egy tjonnan j6v6 pontosan
annyit fog varakozni a kiszolgdlisra, mint az Gsszes el6tte 4116. Osszefoglalva:

(2.2) w(t) = x,(¢)/A.

Meg kell jegyezniink, hogy ez az egyenléség megkozelitésként néhény olyan
esetre is alkalmazhat6, amikor a G druért tobb sor 4ll. Nevezetesen, ha sok sor
van, és a visirlé mindig azt vélasztja, amelyben a legrovidebb a sorbanallasi
id6, akkor a kiilonboz6 sorokhoz tartozé sorbanallasi idék a kiegyenlitédés
felé tartanak és a sorok aggregdtuméra alkalmazhaté a (2.2) egyenlség.

A sorban kiilonbozs visarloi esoportokba tartozé emberek allnak. Altald-
ban véve ezek a csoportok tobhé-kevéshé jol isszekeverednek a sorban. Az
analitikus kovethetdség érdekében mindamellett feltessziik, hogy a sorok
homogén médon kevertek. Jelolje s,(t) a kiszolgalt, i tipust vésarlok kidram-
lasat a ¢ id6pontban:

LA Sl by el e 20,30
0 ha (1) = 0.

Mésszéval feltessziik, hogy a kiszolgalt i tipust vasarlok kidramlisa a sorbél
a sorbandllé osszes véasarlon beliili résziikkel ardnyos. A vésarléi rendszer egy
kezdeti vagy dtmeneti dllapotéra ez valéban durva megkozelités lehet (hisz
a sor elejét alkothatjéik egyetlen csoport sorbandllé tagjai, megelézve az osszes
t6bbi csoport sorbandllé tagjait). Egy staciondrius dllapotra azonban helyén-
valé a homogenitdsi feltevés, mint amit a fiiggetlen egyéni viselkedés bizto-
sit.S Az s; értéket az i tipusit vdsdrldk kiszolgdldsi sebességének nevezziik majd,
B=",2 0.8 ¢==g+ 804 s,

3. A modell: formalis dsszefoglalis

A modell intézményi valamint mikro-kézgazdasdgtani vonatkozdsainak
megvildgitdsa utin a 2. részt némileg megismételve, a forméalis lefras Osszeg-
zése kiovetkezik.

8 A (2.3) feltevés logikai szempontbél zavard. Nevezetesen, ha egynél toébb vdsdirléi
csoport van, ellentéthe keriilhet (2.2) értelmezésével, ahol a sor szigort sorrendet jelent.
A (2.2) egy alternativ értelmezése, amely dsszhangban van (2.3)-al, az, hogy a sor tagjait
véletlen médon szolgéljdk ki, Feltéve, hogy a kivélasztds egyenld esély(t mindenki szé-
méra és egy vdsdrld kiszolgdldsi ideje 1/4, a'(2.2) cgyenlet megadja a vérhaté sorbandlldsi
idét, és (2.3) pedig a kiilonboz6 csoportok kiszolgdldsi sebességét.
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3.1. Exogén paraméterek és fiiggvények

A kovetkezd paraméterekrél feltételezziik, hogy exogén médon adott, rog-
zitett valds szdmok: 2, @, y;, %, 0; (1 = 1, 2, . . . k). Legyen R, a nem-negativ
valés szamok halmaza és [0, 1] a zart egységintervallum. A kovetkezd figgvé-
nyekrél feltételezziik, hogy exogén médon adott, rogzitett fiiggvények az R,
halmazon, és értékeiket a [0, 1] intervallumon veszik fel:

fi,(l,,-,ci, ko_ (i:]., 2,...k).

3.2. Technikai feltevések az exogén paramélerekrél és fugguényekrél

F6 feltevéseinket a modell kvalitativ tulajdonsdgai foglaljak magukban.
E tulajdonsdgokat a 2. részben térgyaltuk. Itt a feltevéseknek egy részleges
osszefoglalasat adjuk meg; esak azokat sorojuk fel koziilik, amelyek az exogén
paraméterek és fiiggvények matematikai specifikdciéjahoz sziikségesek. Egy
résziik csak ismétlése a kordbbi verbilis megfogalmazésoknak, méasokat ezen
a helyen vezetiink be. (Vegyiik észre, hogy a fiiggvényekrdl feltett tulajdonsa-
gok azok egész R, értelmezési tartoményaban érvényesek.)

Al: A 2,y % 68 0 (i = 1,2, ..., k) paraméterek valamennyien pozitivak.
0; > »; minden i esetén. A & paraméter nem-negativ.

A2: Az f(i=1,2, ..., k) figgvények mind nem-novekvék és differencidlhaték,

fi(0) = 1.Tovabbmenve f;, az f; elsé derivéltja folytonos (¢ = 1, 2, . . . | k).
A3: Az a;, (i—1,2,....,k) figgvények valamennyien nem-novekvék és

folytonosak, lim a;(7) = 0.
Hros
A4: A ¢ (i=1,2,.... k) figgvények valamennyien nem-csokkendk és
folytonosak. Ha valamely ¢ esetén a;(w) = 0, akkor ¢;(w) > 0.

A5: A h, fiiggvény (ahol o = 0 rogzitett szdm) a [0, o] intervallumban né-
vekvs. Tovabbmenve, A%, a k, mésodik derivéltja folytonos, valamint

h,(0) = 0, és h,(x) = 1 minden z > o esetében.

Fzek a feltevések néhény megjegyzést igényelnek.” Elgszor, Al-ben kimond-
juk, hogy az dtlagos H-kielégitési id6 (1)) meghalacﬁa az atlagos ha,la,szté‘si
1d6t (1/p;). Més szoval a fogyasztisi id6hoz képest ,,rovid tava’’ halasztasokban
gondolkodunk.

Mésodszor, Ad-hen feltessziik, ha a viszonylagos 4r olyan magas, hogy az ¢
tipust visdrlok kiindulé vésarldsi hajlandésdga nulla, akkor a kényszerhelyet-
tesitésre val hajlandésaguk pozitiv lesz. . ’

Harmadszor, a &, kisimito fiiggvényhez kell megjegyzést tenniink. A ktjve‘g—
kezSkben elészor egy tetszdleges k, kisimité fiiggvénybél fogunk kiindulni,
rogzitett o > 0 értékkel. Azutan megengedjiik majd, hogy o nullihoz tartson
és hatarértékben vonjuk le eredményeinket, (ami nem azonos a o = 0 eset-
tel).

"Rgy [ fiiggvényt novekvOnek (nem-csdkken6nek) mondunk, ha @; < @, esetén
f(@), < f(x,) [Iletve f(x;) < f(x,)]. Csokkenének (nem-ndvekvének) mondjuk, ha z; < x,

osctén fa,) > f(@s) [lletve f(z,) > fws)]:
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3.3. Dinamikus osszefiiggések

Mint feljebb mér jeleztiik, egy kizonséges differencidlegyenlet-rendszerrel
le fogjuk irni az x,,(t), @y(0), 25(t) 245(t), i = 1, 2, . . ., k, dllapotvéaltozok ids-
beli alakuldsit. A rendszer a kovetkezs (i = 1,2, ..., k):

(3.1) By = a; - flw) - (i - By + % - Ty) + filw) - o+ my — 553

(3.2) Bog = 8 — Yy Xy 5

(3.3) By =[1 —a; +a;-¢; - (1 — fw)]+ (- @or + % - 23) +
+oei- (1 — filw)) - 0r - @y — 2+ 2y

(3.4) Ey=a;+ (1 —¢)-(1 fiw)) « (i« @oi + % + @y) +

o k]~ (1 /i('“’)) * Qi %gi — Qi Vygi-

Ebben a rendszerben valamennyi éllapotvéltozo, kiszolgdldsi sebesség és
sorbanéllasi id6 az id6 fiiggvénye, ,; = w,(¢) sth. Az s; kiszolgalasi sebességet
a (2.1) és (2.3) egyenletek adjik meg, a w sorbandllisi id6t a (2.2) egyenlet.
Az 07 és ) kifejezések az ,,a,(m)” és ,.c,(m)” roviditései, mivel a & viszony-
lagos 4r dllandé. A fels§ pontok id8 szerinti derivaltakat jelolnek, & = d(f) —

= da(t)/dt.

Megjegyezziik. hogy az id§ szerinti derivaltak osszege nulla,
Ty + &y + Ty + &y = 0,

mivel a visirlok szdma az egyes csoportokban feltevésiink szerint dllandg.
Tovdbbmenve, egyetlen allapotviltozé sem vehet 6l negativ értéket: barmely

([ sorbandllds) (G-vel kielegitett )
Sj Y- x2|
Xj X2i
(H-val kielégitett)
f; 1-f; ¢ [ K X3,
ﬁ? X3i
1-¢;
(halasztds)
8 X4
X
a; 1-q;
(yi-XZi‘k . X3i)

2. abra: A differencidlegyenlet-rendszer folyamatdbrdja
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(x);) teljesitheté &llapotra, amelyben x; = 0 valamely j és ¢ mellett, a (3.1)
¢s (3.4) egyenletekbél 2; — 0 adédik. Tly médon a differencidlegyenlet-rendszer
megolddsa korlitos valamennyi ¢ > 0 id8 mellett. Az f; és 2" els6 derivaltak
folytonossidga miatt, ez biztositja a megoldds létezését és egyértelmiiségét
valamennyi ¢t > 0 mellett (ldsd a 3.1 tételt Hale (1969) I. fejezetében).

A (3.1) (3.4) differencidlegyenlet-rendszer a 2.2 pontban leirt egyéni
visarloi viselkedés osszesitett formaja. A megfelelést a differencidlegyenlet-
rendszer miikodését szemléltets 2. abra és a vésarldsi algoritmust bemutaté
1. dbra Gsszehasonlitdsdval tanulményozhatjuk.

4. A rendszer normal allapota

AT Esy, By By By (8 = 1, 2, s 040 %) éllapotvéltozékkal lefrt vasérléi rendszer-
r6l akkor mondhatjuk, hogy staciondrius dllapotban van, ha az id6ben nem
véiltozik, azaz ha valamennyi id§ szerinti derivélt nulla: @y, = @y = @y =
= &, = 0 minden i esetén. Ebben a részben el@szor mutatjuk meg, hogy rend-
szeriinknek mindig van egyértelmii staciondrius allapota. Ezutdn bebizonyit-
,j_‘lk, hogy az egy vésarloi csoport specidlis esetében, a sorbandllasi hajland(’)sé.bg
fiigevényre tett elég enyhe feltételek mellett, ez a staciondrius allapot stabil.

4.1. A megoldas létezése és eqyérielmiisége

A kiszolgdlisi sebesség eredetileg szakaddsos ,,atkapesolési szabalyanak”
megkiozelitéséhez a modell tulajdonségai elsdsorban a kisimito egyiitthato
nagyon kicsiny értékeinél érdekelnek minket. A tdrgyalds itt egy olyan alli-
tassal kezdjiili, amely tetszGleges nagysdgt kisimito egyiitthaté meliett 4ll
(v6. a 2.5 ponttal).

1. Allitds: Az A1 A5 foltevéseket kielégité barmely paraméter és fliggvény-
egyiittes mellott 1étezik egyértelmf staciondrius allapot.

(Az Hsszes bizonyitést a cikk végén, a fiiggelékkben adjuk meg:) A k‘bvoﬁkeziik-
ben kiesit részletesebben tanulmanyozzuk, mi torténik a stnclqnaﬁrlus allapot-
tal, ha a kisimfté egyiitthaté nulléhoz tart. Az 1. dllitds alabbi két kovetkez-
ménye kimondja, hogy, a paraméterek és a fiiggvet}yek adott egyiittesétdl
fiiggGen, ilyenkor a sor egy pozitiv értékhez vagy nulldhoz tart. Legyen

‘ )
(4.1 . b R B
) ’ ,=21 %+ ay(@) + yi - (1 — ail)
és
1 '
A w) = — - (1— ai(a)) + il a,(m) +
A i
oy (n) | ay(x) "
c;\ aiﬂi‘ L e ol A 2 ...k)
-+ ! + — 1 C (75) J ( lj (74 Ly, ’
[ % Qi ( ) fi(w)
(0 < A(w) << + o). Tovdbbmenve, jelolje x%(o), a%(0), 3;(0) és 3:2‘,-(0), i..:
= 1,2,... k azon staciondrius allapot értékeit, amely egy tetsz6leges, rog-

ftett o ~ 0 kisimité egyiitthaténak felel meg.

N
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1.1. Kovetkezmény: Ha A < ¢, akkor hm 2$(e) = a3, ahol xf 0.

Tovabbé a
k
(4.3) b Gil) - 1 =1
=1 A Ai(xyA) + ain) -

egyenletnek z} egyértelmii megoldasa.
Legyen ff = fi(xf[4). Az i véasarl6i csoportnil, amelyre a;(m) >0 és
ft >0:

a;(m) - xf - n;

4.4 % = lim a2%(0) =
A - TR AT T T ey
' A
(4.5) a3 = lim a%(0) = — -afi/x};
all Vi
(4.6) x;‘;‘,- == lim x;i(a) =
o}0
1
- [c. @ - [~ — 1) o1 a.-(n)J Aot
L a'(ﬂ) xi
(4.7) af = lim a};(0) (7)) - ( — — 1| « — - z%/x?.
a}0

Ajg vé,sa,rlm (901)()rtnal amelyre a;() = 0 és[vagy f] = 0 azt kapjuk,
hogy a¥; = ¥ = 0, és @y, x}; kozvetlen médon kiszdmolhaté a stacioneri-
téas feltételeibdl.

1.2. Kovetkezmény : Ha A = ¢, akkor lim a*(o) = 0 és ¢ = 1, .. ., k mellett

o}l
(48) xf; = lilnrl) x:"(o’) — “;
(4.9) s el ray i, o O Bika) i Batvnosid
010 w - am) + oy (1 alm)
(4.1()) x;‘- — |lim _L‘:l(g) — *Y[ .( . ”( )Lﬁ" -
o]0 %+ am) + 9, ( (1,,(7;))
(41]) x:i == lin{] .’r,";(o') = ().
o0

Ily médon, amint a kisimité koefficiens nulldhoz tart, hatéarértékben két
kiillonboz6 tipusta staciondrius allapotot kiilonboztethetiink meg. Azokra
a paraméter és fliggvényegyiittesekre, amelyek kielégitik a 2 <~ ¢ egyenl6tlen-
séget, a megfelels staciondrius dllapot egy hidnnyal jellemezhetd dllapothoz
(x¥ = 0) tart, mig azon paraméter és fiiggvényegyiitteseknél, amelyek az
ellenkez6 irdnyt, a 1 > ¢ egyenlStlenséget elégitik ki, a megfelels staciondrius
allapot hatérértéke nem tartalmaz hidnyt. A hatar-dllapotoknak ezt a két
tipusét az 5. részben targyaljuk majd részletesebben. Ehhez azonban eclészor
igazolni kell a stacionérius allapot stabilitdsat a kisimit6 koefficiens kis pozitiv
értékeire.
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4.2. Stabilitds

Ebben a pontban az egy vésirléi csoport specidlis esetével foglalkozunk,
ezért k = 1 és igy az i sorszdmot elhagyjuk. Ezenkiviil, amikor stabilitdsrél
beszéliink, ezen aszimptotikus stabilitést értink. Intuitiv médon kifejezve:
egy stacionérius allapotot aszimptotikusan stabilnak mondunk, ha az dllapotok
terében attél egy kicsit eltérve a rendszer (az id6ben) aszimptotikus médon
visszatér a staciondrius dllapothoz. Az aszimptotikus stabilitds tehdt lokalis
tulajdonség, mivel csak azt mondja meg, hogyan viselkedik a rendszer a stacio-
nérius llapot kis kornyezetében. Pontosabban sz6lva, az aszimptotikus stabili-
tas standard definici6jat alkalmazzuk, ahogy azt példédul Hale (1969) megadta.

Az el626 ponthan megmutattuk, hogy ha a o kisimité egyiitthaté nulldhoz tart,
akkor 2*(o) egy pozitiv értékhez tart a A <~ ¢ esetben, és nulldhoz tart a A > ¢
fennallssakor. Ez indokolttd teszi, hogy a stabilités elemzését is erre a két
esetre bontsuk. A 1 < ¢ esetben a stabilitds elégséges feltétele, hogy az f
sorbanéllasi hajlandésag fiiggvény minden pozitiv sorbansllési idére ,,sima”
lelgyen. Az ellenkez8, 1> ¢ esetben elégséges, ha f a nulla varakozasi id6 mellett
»lapos”.

2. Allitds: Tekintsiink egy rendszert, amelyben egyetlen vasarl6i csoport van,
k =1, és tegyiik fel, hogy a(x) > 0.
(a) A A —- ¢ esetet véve tegyiik fel, hogy az Al A5 feltevések fennallnak
és az f sorbanéllési hajlanddsig fiiggvény [” mésodik derivéltja valameny-
nyiw >0 érték mellett folytonos. Ekkor létezik egy olyan & >0, hogy
birmely ¢ € (0, ) kisimfté egyiitthatét véve a staciondrius é&llapot
aszimptotikusan stabil. 1
(b) A 4 = ¢ esetre tegyiik fel, hogy az A1 Ab feltevések igazak, és f sor-
bandllasi hajlandésag fiiggvény azonosan eggyel egyenld valamely (0, d)
intervallumon. Kkkor a staciondrius &llapot valamennyi o€ (0, A - 0)
kisimité egyiitthaté mellett aszimptotikusan stabil.

Mér emlitettiik, hogy a fenti 4llitds nem mondja meg, hogyan viselkedik
a rendszer, ha nagyon eltéritik stacionérius dllapotatol. A 1‘endsz§a}' .gIObahS
viselkedésérsl eddig nincsenek dltaldnos eredményeink. Arra a specidlis esetre
azonban, amelyben a halasztds lehetésége kizért, bebizonyithato, hogy a sta-
ciondirius dllapot globalisan is stabil, azaz a rendszer tetszilegesen nagy meg-
zavarfsa utén is visszatér staciondrius allapotdhoz.

3. Allitds: Tekintsiink egy rendszert, amelyben egyetlen vésérléi csoport
van, és a halasztés nem lehetséges. Ily médon k = 1, a(7m) >’ 0, c(n)_ i 1
és 2,(0) = 0. Tegyiik fel, hogy 2 < ¢. Ha az A1 Ab feltevések ,tel]esu}-
nek, akkor létezik olyan & >0, hogy minden o € (0, €) lell:nitO koeffi-
ciens esetén a rendszer barmely kiindulé allapotbdl aszimptotikusan kon-

vergdl staciondrius 4llapota felé.

A fenti analitikus stabilitdsvizsgilatok az egy vésdrléi csoport specidlis
esetére vonatkoznak (k — 1). Kiegészitésképp végeztiink néhény numerikus
szamitogépi szimuldciét két vésarléi csoport esetére (b = 2). Ezek eddig
a rendszer globélis stabilitisat tAmasztjék ald, de meg kell jegyezni, hogy nem
bocsdtkozunk kiterjedt szimuléciés vizsgalatokba. A szemléltetés kedveéert
bemutatunk egy 4brat a szimuldcidkrdl. Szimuldciéink alapjin az alabbi

sejtés tehetd.
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LI~ y LIt s + ¥ Xﬂ”
0s 1

3. dbra: Tipikus pdlydk az (@, #]) hipersikra vetitve. z, itt a sorbandllé vdsdrlék dsszlét-
szama, af pedig a k(‘nyﬂl(‘r‘ht'ly('lt(H“()k Osszlétszdma. A kis kor jeloli a staciondrius
allapotot, vnlnmcnnyl pélya ehhez tart. A modell szdmszer(i specifikicidja a cikk végén,

a 2. fiiggelékben taldlhaté meg.

Sejtés: Legalabbis a két vasarloi csoport esetére az Al-—Ab feltevéseket ki-
elégité exogén paramétereknek és fiiggvényeknek létezik egy eléggé széles
osztalya, amelyhez globdlisan stabil staciondrius éllapotok tartoznak.

4.3. Hosszildvi egyensily walrasi és nem-walrasi értelemben

Amikor ‘zy; = ¥, . . VL Ey = 2h,{="1,. . % ‘& rendszer 'normdl dlldpo-
taban van. A ,normal”’ jelz6hoz némi magyardzatot és értelmezést fiiziink.

A modell empirikus-leird értelmezése a kovetkezét mondja: egy dllapot-
valtoz6 normdl értéke e valtozé idébeli dtlaga. Kovetkezésképp modelliink csak
egy stagnild piac leirdsara alkalmas. Ugy sejtjiik azonban, hogy az eredmények
olyan rendszerckre is altaldnosithaték, ahol a kindlat, a forgalom és a fogyasz-
tas id6ben valtozé (pl. novekvd). (Vizsgalhatjuk példaul Gj potencidlis vasarlok
y,bedramlisat’” a @ aru piacéra.) Kbben az esetben a normél allapot viszonylagos
fogﬁalomnm valik, fgy azt upa definidalni kell (Lj, )/ni(t) = ¢ minden ¢ és 1,
j esetén). A l\ovotl\cm megjegyzéseknél a ,,normal allapot” fogalméanak dltald-
nositott: értelmezésére gondolunk, amelyhez képest modelliink staciondrius
dllapota csak egy specidlis eset.

Az egzisztencia és a stabilitds formdlisan kiillonbozG kérdése az értelmezés-
kor szorosan osszefonddik. 'I‘uutol(')gikus dtkeresztelés lenne mindenfajta id6-
beli atlagot ,,normél értéknek’ nevezni. V«Lléjd,])all egy olyan wisszacsatoldsi
mechanizmus miikodése teszi az id6beli atlagot ,mormdl értékké”’, amely
., visszaviszi” a normal adllapotha az attél eltérd rendszert. A mi egyszeri
modelliinkben a sorbanalldsi id6, w a visszacsatoldsi mechanizmust vezérld
jelzés. Ha a sorbanallis tal sok idGt vesz igénybe, a vasarlok nem csatlakoznak
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a sorhoz. Ellenkezd esetben, ha a sorbandllasi id6 kisebb a normél értéknél,
tébb ember fog beéllni a sorba.

Létezésén és a stabilitdsin kiviil a staciondrius 4llapot egyértelmiségérdl is
van tételiink. Ez a normdl allapot fogalmabdl nem feltétleniil kovetkezik. Az
egyértelmiiségrol szol6 dllitdsunk — tobb més feltevés mellett — modelliink
determinisztikus szerkezetébdl adédik. Sztochasztikus lefrdsnil a jelenlegi
determinisztikus modell (egyértelmti) stacionrius dllapota helyébe a rendszer
dllapotdnak egy (egyértelmii) staciondrius valészinfiségeloszlisa kell, hogy
keriiljon.

A normal éllapotot a rendszer hossziitdvi egyensulydnak is nevezhetjiik.®
A kiozgazdasigi irodalomban némi terminolégiai zavar és homélyossdg van,
mert az ,egyensuly” fogalméhoz tradiciondlis jelentések fonédnak. Sok
kozgazddsz hajlamos arra, hogy ezt az elnevezést kizdrélag a walrasi értelem-
ben egyenstlyban levé rendszer megjelolésére haszndlja. Megprébaljuk az itt
kifejtett modellel szemléltetni a problémét. A piac egyfajta hosszatdvi walrasi
egyensulyban van, ha 2, = 0 és &, = 0 valamennyi id6pontra. Bizonyos,
a kés6bbiekben targyaldsokra keriils, feltételek mellett fennallhat ez az eset.
Ugyanakkor léteznek més, nem-walrasi egyenstlyok is. Ezekhez tartoznak
a pozitiv hossztsdgt sorok melletti normél dllapotok is. 4 walrasi egyensulyok
halmaza itt csak eqy részét alkotja a normdl dllapotok halmazdnak.

Az ilyen éllandésult allapotokat sok kozgazddsz nem-egyensilyinak (dis-
equilibriumban levének) mondand. A kutatdsoknak a bevezetésben emlitett
] irdnyzatdt rendszerint ,,disequilibrium elméletnek’ nevezik. Nem pusztén
szemantikai kérdésrdl van sz6; gondolatainkban (vagy ezek mogstt) a leg-
tobbszor értékitéleteket kapesolunk az elnevezésekhez. Leegyszeriisitve a dol-
got: 100 kozgazdész koziil 90 valami ,,jénak” tekinti az egyensilyt, olyannalk,
amit jé fenntartani, és ha felborul, helyre kell éllitani. Tgy aztin a ,,nem-
egyensulyi”’ llapot valami ,,rossz”, amit ezért el kell keriilni. Ha a ,,nem-egyen-
silyi” dllapot hosszantart6 és krénikus, az a degenerdci6 jele, a rendszer egy
nem normdlis dllapotat jelenti; valami perverz, abnormélis dolog. iy

Mi jobbnak litjuk ,,normél értékrél” beszélni szinonimaként a , hosszatava
egyensily” vagy az ,dllandésult érték” helyett, mert ez lefrd, értékité]et'-
mentes kijelentések felé mutat. Egy normél éllapot jellemz6i rendszerspeci-
fikusak.

Amikor azt mondjuk, vannak rendszerek, amelyek normaél él]:}p‘ota sorba‘n-
dlldssal jar, ez azt jelenti: ninesenek a rendszerben visszacsa‘colam.m(x(‘hamz»
musok, nincsenek tarsadalmi erdk, amelyek a rendszert a walrasi allapotba
visszavinnék. Ellenkezéleg, egy ilyen gazdasdgnak van né])ény,, mélyen a rend-
szer természetéhen gyokerez$ alaptulajdonsdga, amelyek példaul a sorok nor-
mal hosszat folytonosan helyredllitjak.

Barmely normél dllapot, beleértve a nem-walrasi értelmfi egyenstlyokat,
csak azért tudja dllandéan helyredllitani, fenntartani magét, mert a re’nd,sze:r
résztvevdi elismerik normél éllapotnak. A sorbanéllis, vérakozés, a Vasz’n‘las
pénziigvi lehet ségeinknel ellentmondé elhalasztisa, a ]\'(",nyszorho]yettcsiteﬁ —
ezek mind a visarléra haruls térsadalmi koltségek, a szokdsos, pénzben fize-
tett 4ron feliil. A sorbandllisi hajlandésdg, a kényszerhelyettesités aElkalfmp
zdsa, a vasirlas elhalasztésa, vagyis az f;, ¢;; illetve (1 — ¢;) fiiggvényeink,

8 Malinvaud az egyensuly fogalomnak ugyanezt a megkozelitését javasolja 1977-es
cikkében,

9 Lésd: Barro— Grossman (1971), Benassy 1974, 1975), és mésok.
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azt fejezik ki, milyen mértékben hajlandék a vésarlok megfizetni ezeket a nem-
pénzbeli tarsadalmi koltségeket az druért. Ezek jelzik a piac fennall6 allapo-
tanak tarsadalmilag intézményesitett elfogadasat.

5. A fiiggvények és paraméterek valtoztatisa

5.1. Bevezeté megjegyzések

A normal allapotot most hatérértékben, o} 0 mellett tanulményozzuk,
igy az allapotvaltozok az 1.1 és 1.2 kovetkezmény szerint alakulnak. A kovet-
kez6kben osszehasonlitjuk egymadassal a normal allapot mutatéit, alloméany
(stock) és aramlas (flow) jelleglieket, kiilonboz3 paraméterérték és fliggvény-
egyiittesek mellett. Bar egy dinamikus modellel dolgozunk, a rendszer kiilon-
boz& normdal Allapotainak oOsszehasonlitisa a szokésos komparativ statikai
elemzésekhez hasonlé eredményekhez vezet.

LegelGszor is a (4.1) egyenletben definidlt, kulcsfontossdgi ¢ parametrikus
mennyiséget kell kozelebbrdl megvizsgalnunk. Az 1.1 és 1.2 kivetkezmények
szerint ez az érték a minimdlis sor-megsziintets kiszolgaldsi kapacitds, azaz,
ha a 2 kiszolgalasi kapacitds kisebb ennél a szdmnéal, akkor lesz sor a normél
allapotban, mig nines sor a normdl &llapotban, ha A nagyobb vagy egyenls ¢-
vel. Vegyiik észre, hogy ¢ csak a @ viszonylagos értol, a kiindul6 a; visarlasi
hajlandésig fuggvényektdl, a y; és x; sziikséglet Gjratermelédési sebességekt sl
és a vasarléi csoportok n; nagysigatol fiigg, mig figeetlen az f; sorbandllisi
hajlandésdgoktol, a ¢; kényszerhelyettesitési hajlandosdgoktél, a p; mérle-
geldsi sebességektdl és persze a A kiszolgdlasi kapacitdstol. A ¢ érték ily médon
a vasdrloknak az drhoz, valamint fogyasztési sebességeikhez vald viszonydt
fejezik ki. E szerepe miatt természetes, hogy megprébaljuk ¢-t a kereslet
fogalméhoz hasonlitani, és valoban ¢ értelmezheté a hosszutéava, potencidlis
kereslet kategoridjaval. Ugyanis birmely sorbandllds nélkiili normal 4llapot-
ban a véasarlok (idGegységenkénti) bedramlisa az iizletbe, vagy més kiszol-
galasi helyre pontosan ¢ iitemf{i, mint ezt a 2. dbra és az 1.2 kovetkezmény
segitségével belathatjuk. gy a vasarlok attitlidjét és viselkedését lefré bér-
mely adott paraméter és fiiggvényegyiittes esetén a ¢ érték mutatja azt az
idGegység alatti ¢ irdnti keresletet, amelyet ezek a véasarlok a rendszer sorban-
allas nélkiili normél dllapotdban téamasztaninak. (A ¢ érték altaldban kiilon-
bozik a sorbandllas melletti normél allapotokban fellépé potencidlis igények-
t6l. Ez utébbi dramlds az 1.1 kivetkezmény egyenleteibél szamolhat6 ki, és
azokat a visirlokat foglalja magdba, akik igényelnének G-t, ha nem kellene
sorbandallni érte.)

Miutédn a ¢ mennyiség jelentését attekintettiik, visszatérimk annak tanul-
ményozisahoz, hogyan fiigg a normdl dllapot a kiszolgdlisi kapacitéstol,
a viszonylagos art6l és a vasarloi attitlid néhdiny elemétsl. Ehhez a normadl
allapotot sokféle szempontbél kell megvizsgdlni. A normél dllapot egy kézen-
fekvé leirdsa egyszer(ien a visirlok megoszlasa a négy lehetséges éllapotban,
— ,,sorbandll6”, ,G-vel kielégitett”, , H-val kielégitett” és ,halaszté” —,
ahogy azt maguknak az allapotvaltozoknak a normdl értéke meghatirozza.
Ezen mennyiségek kiegészitéseként megnézhetjitk még a potencidlis fogyasz-
tok dramdt, azaz azokat a véasarlékat, akik megvennék G-t, ha az sorbandllas
nélkiil kaphat6 lenne (a sor el6tti utolsé dontési ponthoz dramlisra gondolunk
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itt, lasd az 1. és 2. 4brat). Ez az dram altalaban hérom részre oszlik: a sorban-
allok, a kényszerhelyettesit6k, valamint a halaszték részéramliséra.

Egy normal dllapotban ezeket az i tipusu potencidlis fogyaszték kovetkezd
részardnyai képviselik. i =1, ..., k-

(1) (fo)F = fi(w*) (a sorbanéllds felé d&ramlék),
(5.2) (fs)f = (1 /,-(w*)) « ¢;(m) (a kényszerhelyettesités felé aramldk),
(5.3) (fp)* = (1 fi(w*)) - (1 —¢(m)) (a halasztés felé dramlok).

E felosztast gy lehet tekinteni, mint a vésarlok vdlasztdsat, milyen térsa-
dalmi koltségekkel kiizdenek meg a hiannyal: id6t forditanak a sorbanélldsra,
visarolnak egy kedvezditlenebb terméket vagy nem vasdrolnak. A 2 > ¢
»hidnymentes” esethen w* — 0 és igy (fo)¥ = 1, (fs)¥ = (fp)f = 0 valamennyi
i mellett. A 3 — ¢ esetben hidny van, w* — 0 és valamennyi részarany pozitiv
lehet. A kényszerhelyettesitést tekintve nemcsak az (fs)f (i =1,2,... k)
részaramlisok tarthatnak érdeklédésre szamot, hanem az allomdny részara-
nyok is, vagyis a kényszerhelyettesitéknek az sszes helyettesitékhoz viszo-
nyitott szama. Tetszéleges normalallapotot nézve, az i visdrlasi csoportban
jeloljiik ezt a részardnyt r¥-gal (i = 1, ..., k). Az 1.1 és 1.2 kovetkezmények
egyenleteibdl a kovetkezs kifejezést kapjuk:
(5.4) g el (L) Gy g g,
ci(m) - (1 — fiw®) + (1 — ailw)) - filw*)

ahol 7* nulla lesz, ha a szaml4alé nulla. Példaul a 2 == ¢ ,,hidnymentes’ esetben
w¥ 0 és gy r¥ = 0 valamennyi i-re. , .

A normdl dllapotot az osszes megemlitett szemponthdl elemezni nagyon
hosszas lenne, hogy esak a legkisebbet mondjuk a n_ehézségek l\()zul Mégls,
mivel ay dllapotviltozok és mutaték normdl értékei ti)bbe-kev_esbc kozvet-
leniil kapesolodnak a w* normdl sorbanéllési id6hoz, (”/;él‘t a teljesség tl’]IZOtE
megsértése nélkiil megtehetjiik, hogy kovetkezs elemzésben erre az alapvetd
Jellemzére Gsszpontositunk.

A w* normal sorbandllasi idét az 1.1 és 1.2 kovetkezmény a w* = xF[A
azonossdgon keresztiil meghatdrozza. Az egyszeriiség keg}véér? eredn_l‘er}y.iérll-
ket itt Gjra megfogalmazzuk. Legyen a G : R, — Ry figgvény definici6ja
a kovetkezs:

(5.5) G(w) = ﬁ

S . . B
= Aiw) + a(w) - w

1.8, Kovetkezmény
a) Ha 2 — ¢, akkor w* —>0. Ezenkiviil w* a G/(w) = A egyenlet egycrtelmd

megolddsa.
b) Ha 2 = ¢, akkor w* = 0
5.2. Figgés a kiszolgdldsi kapacitd stol

& z 7 " 4 7”
Azt fogjuk most tanulményozni, hogyan fiigg a w* normatl sorbaa}lam }do
a 4 kiszolgalasi kapacitdstol, ha az Osszes tobbi paraméter és fiuggvény (igy
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a ¢ is) alland6. Hasonlitsuk ossze a normdl sorbanallisi id6t egy alacsonyabb
és egy magasabb kiszolgdlasi kapacitds esetén!

Intuitiv meggondoldssal azt varjuk, hogy a nagyobb kiszolgalasi kapacitds-
nal a sorbandllasi id6 kisebb lesz. A @ fiiggvény monotonitdsabol kozvetleniil
kovetkezik is, hogy val6ban ez a helyzet:

1. Eszrevétel: A w* normél sorbandlldsi id6 a 1 kiszolgdldsi kapacitds foly-
tonos fiiggvénye. A€ (0, ¢) esetén e fiiggvény pozitiv és csokkend, mig
A = ¢ esetén azonosan nulla.

Egy megjegyzést kell itt tenni a sor 2F normal hosszarél. Elsére azt gondol-
nank, hogy a fenti eredmény a normél sorhosszra is fenndll, azaz a nagyobb
kiszolgalasi kapacitas rovidebb sorral jar egyiitt. Ebben a modellben azonban
azt feltételeztiik, hogy a sorbandllasi id6 és nem a sorbanallé szemdélyek szdma
az, ami befolydsolja a potencidlis fogyaszté sorbandllasi hajlanddosdgit. Kzért
a sorbandllasi hajlanddésig fiigggvények tulajdonsdgaira vonatkozo jozan feltevé-
sek mellett is lehetséges, hogy a normél sorhossz nem-monoton médon kapeso-
16dik a kiszolgdlisi kapacitashoz. Kz a helyzet példdul, ha az elfogadhato
sorbandllasi id6nek véges felsG korlatja van, vagy pontosabban, ha létezik
egy olyan véges w,, hogy fi(w,) —= 01 = 1, 2, ..., k esetén.
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4. dbra: A sor hosszénak (x,(¢)) tipikus alakuldsa a kiszolgdldsi kapacitds (l(t)) 1épesbzetes
novekedése esetén. ¢ az iddt jeloli, a kis kordk az egymést kéveté normdal sorhosszakat.
A modell szdmszer( specifikdcidjat a 2. fiiggelékben adjuk meg.
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2. Eszrevétel: Az xk normél sorhossz a A kiszolgdlési kapacitds folytonos
fiiggvénye, ami A€ (0, ¢) esetén pozitiv és 2 > ¢ esetén azonosan nulla.
Ha az elfogadhaté sorbandllési idének véges felsé korlatja van, akkor
lim 2F = 0.
210
Tehét mivel 2* a A-nak pozitiv értékii és folytonos fiiggvénye a A€ (0, ¢)
esetén, nem lehet monoton csokkend az egész (0, ¢) intervallumban. A 4. dbra
szemlélteti a sor hosszénak fiiggését a kiszolgdlasi kapacitéstél egy tipikus
esethen.

Osszefoglalva : Magasabb kiszolgdldsi kapacitds révidebb sorbandlldsi idét je-
lent, de maga a sor nem lesz feltétleniil révidebb.

5.3. Fiiggés az drtdl

Tanulmanyozzuk, hogyan fiigg a normél llapot a m viszonylagos é,rté},
ha az Gsszes paraméter és fiiggvény (koztik A is) dllandé. Mielstt a normal
allapotvaltozékat tanulményoznénk, néhdny észrevételt kell tenniink a P
nhosszituvi potencidlis keresletrsl”. A (4.1) defini(-iébé} kénnyen igazolhatd,
hogy 7 = 0 esetén ¢ a z-nek folytonos és nem-novekvd fiiggvénye. Tovabbi
® — 0, ha & — + co. Ily médon, ha ¢(z = 0) > 4, a}&kor q(7) ———..anesz vala-
mely véges, pozitiv @ értékre. Jelolje m, a miniméalis drat, azok kozu’], melyelk
kielégitik ezt az egyenléséget (e minimélis ar létezéeét ¢ folyt(,)’nossaga,blzto-
sftja). Az 1.1 és 1.2 kovetkezmények folytén ez a kovetkezd eredményhez
vezet arrél, hogy van-e sor, vagy nincs a normél allapothan:

3. Bszrevétel: A kiszolgaldsi kapacités és a vésérlok attitlidjét jellemz6 para-
méter és fiiggvény-egyiittes bérmely rogzitett értékéhez létezik minimdlis
sor-megszintetd dr, vagyis létezik egy véges m, viszonylagos ér, amely
kielégiti a kivetkezGket:

n<n0=>:l?f>0,
nznozxfzo.

Méasképpen mondva: mindig van olyan viszony]agos ar, amely elég g]l?{f;as
ahhoz, hogy megsziintesse a hozzéatartozé norr,nal él]apotb%n a sorban s,t.
Barmilyen vonzénak tinik is egy ilyen norm.{Ll allapot, vegyiik észre, }’mgy béar
a g, feletti draknél nincs sorbandllés, a klsz(,)lgélg személyek “szémat'nézvle
a helyzet nem javul. Az 1.1 és 1.2 l(bvetkezmgn),'bo! ugyilms kgnnyen igazol-
haté, hogy az s* normédl kiszolgdldsi scbess’ég kielégiti az s = m]r’l(’l,.(p) egyen-
letet. T;,{v; mint a z viszonylagos ar fiiggvenys., a normé:l kiszolgalasi s§b.esség
a (0, w,) drintervallumban ai/;(mosan egyenls A-val, miga (o, + oc) arinter-
vall an ¢-vel egyiitt csokken. "

Ml;i?:x}i) :slnf) xlilliriiyilis sor—megsziintet(’.i {ir a hoss’zﬁtévﬁ potepcle@hs kere.sletet’
egvenlivé teszi a A kiszolgdlasi kapamtassa]t a.tzcr't a walrast, pwc—megmsztiéo
drnak tekinthets. Bz az 4r a kifejtett determinisztikus modellber} egyértelmu.
Ezen 4r alatt — ceteris paribus — mindig van sor, felette pedig soha nincs
sor., A
Nézziik meg most, mi torténik a n(_)rmél gsorbanéllasi ifl(ivel, haegy a.lacsog%r
viszonylagos 4drat megemeliink. Intuit{v alapon azt vérjuk, hogy a magasa
drhoz tartozé normél sorbanélldsi id6 ne legyen hosszabb, mint az alacsonyabb

9%
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drhoz tartozé normdl sorbanallasi idd. Kz az osszefiiggés valéban fennall
modelliinkben.

4. Eszrevétel: A w* normdl sorbanallasi id6 a & viszonylagos ar folytonos
fiiggvénye. A (0, ) intervallum draira ez a fliggvény pozitiv értékii és
nem-novekvs, mig a & -z, arakra azonosan nulla.

Osszefoglalva : Mindig van olyan viszonylagos dr, amely elég magas ahhoz,
hogy megsziintesse a hozzdtartozo normdl dllapotban a sorbandlldst. E minimdlis
sor-megsziinteld dar alatti drakra a normal sorbandlldsi id6 oz dr nivekedésével
nem-novekvo.

5.4. Figgés a sorbandllasi és a kényszerhelyeliesitési hajlanddsdglol

Az el6z6 két pontban tanulmanyoztuk, hogyvan fiigg a normal allapot az
olyan .,pia('i szabélyozd valtozoktol”, mint a viszonylagos ar és a kiszolgdlasi
kapacitas. Most azt fogjuk megnézni, hogyan fiige & normal dllapot a vasarléi

attitlid egyes elemeitsl.

Tekintsiik el6szor a normdl sorbandllasi idd fiigeését a vasarlék sorban-
allisi hajlandéségaitdl, minden més paramétert és figgvényt valtozatlanul
hagyva. Legyen f, f,, ..., f. 68 g1, s, - . ., gi & sorbandllasi ]l(LJ](LH(i()HiLg fligg-
vények két alternativ egyiittese. Ha minden i esetén fi(w) - g,(20) minden
w - 0-ra, és valamelyik i esetén fi(w) > ¢;(w) minden w > 0-ra, akkor azt

mondjuk, hogy az [f;] figgvényegyiittes domindlja a [g;] figgvényegyiittest.

5. Eszrevétel : Tegyiik fel, hogy A < ¢ és, hogy a sorbandllisi hajlandésig
fliggvények egy [f;] egyiittese domindlja a sorbanallasi hajlandosig fiige-
vények egy mdsik, [g;] egyiittesét. Ekkor az elsé egyiitteshez tartozo
normdl sorbanallasi id6 meghaladja a mésodikhoz tartozé normal sorban-
allasi idét.

Miis szoval : magasabb sorbandlldsi hajlandosdagok mellett hosszabb lesz a sorban-
allasi idé a normal allapotban.

A kovetkezdkben nézziik a normal sorbanallasi idé fiiggését a vasarlok kény-
szerhelyettesitési IuLJland()mgwt()l minden mas paramétert és fiiggvényt
(koztiik a viszonylagos drat is) valtozatlanul hagyva. Legyen [¢;] és [d;]
a kényszerhelyettesitési hajlandosig fiiggvények két alternativ egyiittese,
és tegyiik fel, hogy [¢;] domindlja |d;]-t, azaz minden i-re ¢;(n) == d,(7) vala-
mennyi z > 0 esetén, és valamelyik i-re ¢;(%) ~di(n) valamennyi & > 0
esetén

6. Eszrevétel: Tegyiik fel, hogy a kényszerhelyettesitési fiiggvények egy
[e;] egytittese domindlja egy mdsik [d;] egyiittesiiket. Barmely rogzitett
viszonylagos ar mellett a [¢,]-hez tartozé normal sorbandllisi id6 kisebb
vagy egyenld a [d;]-hez tartozd normdl sorbandllasi iddnél.

10 iz talin magédtol értetédonek tlinik. Szeretnénk azonban felhivni az olvaso figyelmét
az okozati osszefiiggds irdnydra. A sorbandlldsi hajlandésdg lehet a fogyaszto egy dontési
vé,lt()/OJu. de a sorbandlldsi id6 az egyéni dontések egyiittes l«:nve-tk(vnwnw- lesz, és mint
ilyen, az egyes egyén szdmdra adott. A tényleges hmnvhvh zet fiigg a visdrlok tirésétol.
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Mids széval: a magasabb kényszerhelyettesitési hajlanddsagok sohasem vezetnek
hosszabb normal sorbandlldsi id6hiz.

Az 5. és 6. észrevétel megerdsiti a 4.3 pont végén tett megjegyzésiinket.
Az dllapotvaltozok alakulisa fiigg a kiilonbozs vasarléi csoportok attit{idjé-
t6l. Az is igaz, hogy fenndll bizonyos ,dtvdlidst lehetbséq’ (trade-off) a hidny
killonféle nem-pénzbeli tarsadalmi koltségei kozott. A 6. észrevétel egy ilyen at-
Véltdsi lehetdséget szemléltet. A vasdrlok elérhetnek rovidebb sorbandllési
id6t, ha nagyobb mértékii kényszerhelyettesités véillalisira hajlandék. Egy
ilyen koltség csokkentése a tobbi novelése nélkiil, dltaliban csak azon ténye-
z8k megvaltoztatdsival biztosithaté, amelyek itt a végs6 meghatérozdk:
a fogyasztis és az onkéntes helyettesités médjai az egyik oldalon és/vagy a ki-
szolgalasi kapacitds és az 4r a mdsik oldalon.

’Végul megjegyezziik, hogy a A és @ ,,piaci szabdlyozé véltozék” megvalto-
zésai - ugyantgy, mint a visarli attitiid megvéltozdsai, dltaldban elosztdsi
hatdsokkal jarnak a visdrloi csoportokra nézve. Példaul a relativ ar noveke-
dése helyettesitésre birhatja az 4arérzékeny vasarloi csoportokat, mialatt
a kevéshé arérzékeny csoportok véltozatlan fogyasatisi mod mellett juthat-
nak rovidebb sorbanillasi id6hoz. Ugyanigy az egyik csoport magasabb kény-
szerhelyettesitési hajlandosagabél — a rovidebb sorban4llasi id§ altal — mads
esoportok htznak hasznot.

Tehdt a pénzzel vald jovedelemeloszids kérdéséhez, amil az iroc_lal’om kimeritéen
targyal, egy 4ij, fontos szempont jarul : a fogyaszids nem-pénzbeli tdrsadalmi kolt-
ségeinek closzldsa a népesséy kilonbizé csoportjar kozdtt.

6. A kiterjesztés iranyai
Bz a cikkiink esak elsG 1épés a problémak egy széles korében. Az elemzés
nagyon sziik hatdrok kozott mozog, drasztikus leegyszertsitéseket alkalma-
zunk, hevezets célokra. Sziikség van a téma kiterjesztésére és véltozatainak
feltardsira. Az aldbbiakban felsorolunk néhdnyat a kutatés lehetséges irdnyai
koziil:

A piac id6ben novekvd forgalom mellett; :
A kindlat, ezen beliil a raktarkészletek endogén meghatrozésa;

— A résztvevok sztochasztikus egymésrahatdsa;
A piac tagoltabb szervezete, pl. sok elu,d(’), egy he]ygtt; - ami il i o
Alternativ tevékenységek beépitése, példaul zL_Vevok’ kiilonbozo eladasi
helyeken vagy kiilonbozé idépontokban kore‘mk az arut; )
A vésarlok ismerete a kindlatrol és az eladok ismerete a keresletrdl vagy
exogén modon adott, vagy endogén m.(")d(m hat zir()z.f')d“i]( meg;
Prioritasok a sorban az egyes vzisé,’l'l(')} (‘;“‘,Op()rt()k k()zott;) y 4

— A megvisarolt mennyiség fiige az artol és[vagy a sorbandlldsi vagy a ke-
resési id6tol;

A kévetkezd cikkiink a keresés esetét fogja targyalni, részben felolelve a fel-

sorolt kiterjesztések némelyikét.
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1. FUGGELEK: A MATEMATIKAI ALLITASOK BIZONYITASA
1. Allitas:

Az alabbiakban sorravesziink néhiny specidlis esetet.

[.: aj(n) = 0 valamennyi i-re. Az #,; = 0 stacioneritdsi feltétel maga utén
vonja, hogy x,; = 0 (A4-b8l ¢; > 0). @&;; = 0-bdl azt kapjuk, hogy z,; = 0,
lasd a (2.3) egyenletet. Tovabbmenve, 2,; = 0 magdban foglalja, Imﬁv Xy =
— 0, és ily modon a teljesithet6séghdl ay; — n; kiovetkezik. Osszefoglalva:
ebben az esethben pontosan egy teljesithets staciondrius allapot van, neveze-
tesen az x,; = xy; = x,; = 0 68 245; = m; valamennyi ¢ esetén.

IL. a/z) >0 wvalaemely i-re. Tegyiik fel, hogy 2, = 0. Ekkor A2 szerint
fiw) = fi(x,/2) = [;(0) = 1 minden i-re, és (2.3) szerint s; = 0 minden i-re. Egy
olyan ¢ csoportot tekintve, amelyre a;(n) > 0, azt kapjuk, hogy &, > 0, ami
kizarja a staciozeritist. Kzért ebben az esethben x; >0 a stacioneritis egy
sziikséges feltétele.

IT.4: Tekintsiik elGszor a stacioneritasi feltételeket egy olyan i csoportra,
ahol @; >0 és f(w) > 0.

By =2y =0=>qfi xy=(1—0¢) (1 —f)s,
By =0 =y 2y = 8

Az %,; = 0 egyenletbe z5; = n; — x; — ¥y — x4;-b helyettesitve a kiovetkezdt

kapjuk:

Vi i

%.
l'(l_““ ] < "*”‘ afi +c(1 —f;) + ’(;i'(l,"(l ) (L —f)]| 8=
= i fio (0 @),
»i-vel 68 f; > 0-val vald osztas utén
Aj(w) - 8; = a; - (ng — wy;),

Ay(w)-t a (4.2) egyenlGséggel definidltuk. A (2.1) ésa (2.3) (x, > 0) egyenléségek
szerint s; == A - b (x)) - wyfe,. A fenti egyenlGséget dtrendezve azt kapjuk,
hogy

(LT (TR .
Xy = 4 ; ) g 0. (*)

Ai(w) - i lz( t,) + @ - %,

I1.B: Misodszor tekintsitk a stacioneritdsi feltételeket egy olyan i cso-

portra, ahol a; == 0. Az 1-ben mar kifejtett indoklassal z; == 0-hoz jutunk.
Nézzitk meg ( )-ot ismét. Ha ebben a; — 0, akkor az egyenlGség x,;, = 0-4t

ad (zy >0), foy () az a; — 0 mellott is érvényes az i csoportra.

3o 8 Hu,lnmdsm)r nézzitk meg a stacioneritasi feltételeket egy olyan i
csoportra, amelyre a;, >0 és f;(w) — (). Az @y = 0 egyenlethdl azonnal ado-
dik z,; = 0. Tekintsiik (+)-ot. Ha f;(w) = 0, akkor 4;(w) = - oo és fgy a (*)
egyenlGség x; = 0 (¥, > 0)-ra 1eduka.l()(hk

Oaszegomc a (*) egyenlGség minden i-re érvényes, tekintet nélkiil arra,
hogy «; és f; pozitivak vagy nem, és ezért (x)-ot sszegezhe tjiitk ¢ szerint. A (2.2)
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f(}lhasznélésziml az F,(x;) = 1 egyenlGséghez jutunk, ahol az F,: (0, n] — R,
figgvény definici6ja: '
K a

B (x,) = =

i=1 Ai

ity

ﬂJ c A hy(m) + a2

(g

Az Al A4 feltevésekbsl vildgos, hogy A(z,/2) >0 és Ea—Al(xl/l) =0
%

. 1
minden z, > 0 esetén. A5-6t hozzdvéve ez maga utan vonja, hogy F_ folyto-
nos és esokkend, valamint, hogy lim F (x,) = -+ oo és F_(n) < Smyn=1.

X3 i

KCVetkezésképp az F (x)) = 1 egyenletnek a (0, n) intervallumban egy ¢és
csak egy gyoke van. Mivel ez az egyenlet a stacionerités sziikséges feltétele, mar
esak azt kell igazolni, hogy a gyok valéban a rendszer egy egyértelm teljesit-
hets dllapotat hatdrozza meg.

Tekintsiink elgszor egy, © csoportot, amely a II. A specidlis esetben van.
A fentj egyenletek egyértelm(i, nem-negativ értékeket adnak x,;, @, és ,;-nek.

L Ty =My — Ty — Ty — Ly egyenldség  egyértelmi értéket ad ay-nek,
amely (x) érvényessége miatt nem-negativ:

. ) A
my=m — |14 [Z 4% _c,_).(l,,l) : -bu(xn]-xuz
Vi @ fi ;X
>, [ Lt () - -hg(xn]-x” -
(li ':171
Sl Bty ok odlen) < Ais Bl e 0 Berigpe g,
{ o B
a; - %, Ty

Mivel ay Xy szerkesztése miatt wmy; + o + @3 + 2y = Wy, kimondh/atjuk,
ll()g;y a fenti x; gyok egy ilyen i csoport széméra egyértelmiien meghatdrozza
4z allapotvaltozok egy tel jesithetd staciondrius értékét. '
Tekintsiink masodszor egy IL.B specidlis helyzethen levé i csoportot.
th z), = %y = 0. Mivel @; = 0, azért ¢; >0 A4 szerint. Az &y = &y = 0
gyenletek miatt a, = 0, és gy @y = @y = Ty = 0, @y = n; lesznek az
Ceyértelmii teljesithet staciondrius dllapotvaltozé értékek egy 1l)ien’csoportra.
. Harmadszor, a T11.C specidlis eset azonnal @) = o == (’) ertekeke’t ad,
o8 Az @y g, 0 egyenletek egyértelmlien meghatarozzak az xy és ay,
teljesithets értékeit, :
Osszegezve: az F(x,) = 1 egyetlen gyoke egyértelmfien meghatdroz egy

teljesithet staciondrius allapotot.

Ll K ovetkezmény :

Az a\(a) — ... = ay(n) = 0 trividlis esetet a 0 < A < ¢ hipotézis m"iatt
€gybél kizarhatjuk. Legyen most béarmely rogzitett ¢ > 0 esetén az F, fllgg-
veny olyan, mint az 1. 4llitds bizonyitdsdban. Ott megmutattuk, hogy x¥(o)

! Emlékeztetiink ré, hogy a ,,csokkend” és ,ndvekvs” fogalmakat szigord értelmiik-
ben hasznéljuk, 14sd err6l a ldbjegyzetet a 3.2 pontban.
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az F_(x) = 1 egyenlet egyértelmli megoldasa. Definidlja az F: [0, n] — R,
figgvényt a kovetkezd kifejezés:

k ;- n;
Flx)= Y — -
= 2‘ % A,’ ["}.— + a;x

A %, kisimité fiiggvény definicidja szerint « > o esetén F egybeesik F -val,
x < o esetén pedig ¥, majorizilja F-et. Tekintsiik most az F(x) = 1 egyenle-
tet. A2 kovetkeztében F(0) = ¢/A. Tovabbmenve, ¢/A =1 feltevés szerint,
és F(n) = > my/n = 1. Mivel F folytonos és cstkkend fiiggvény, azért az F(x) =

1
— 1 egyenletnek létezik egy egyértelmi a,€ (0, n) megoldasa. Tehat vala-
mennyi o <~ x, esetén fenn kell, hogy alljon a¥(o) = a,.

Legyen most {4, }r=_ a kisimité fiiggvények tetszileges olyan sorozata, hogy
a,, + 0. Ekkor létezik egy N véges egész szim, olyan, hogy z¥(0,,) = 2, minden
m - N esetén. Ily médon, ha o | 0, akkor af(o) — x,, a vélasztott sorozattol
fiiggetleniil. Kzzel bebizonyosodott, hogy af = 2, >0, a¥ tehit a (4.3)
egyenlet egyértelm{i megolddasa. Az 1. allitds bizonyitasibol kovetkezik, hogy
a%(0) hatarértéke az, ami a (4.4) egyenlGséghben. (4.5) és (4.7) is kozvetleniil
kovetkezik ebbdl a bizonyitasbol. ay;(o) analitikus kifejezése az a%;(0) — n;

af(o) — a¥(o) — af(o) osszefugeéshdl kovetkezik, és ez megadja (4.6)-ot.

1.2. Kovetkezmény :

Az ay(m) = ... =a,(7)=0 trividlis esethen az 1. allitds bizonyitasabol azt kap-
juk, hogy a¥(0) = a¥(o) — a¥(o) — 0és a¥i(o) = n;. Bz az eredmény megfelel
a kovetkezmény kijelentéscinek. Ezutéan, feltételezve, hogy valamely i-re
aim) >0 és F -t olyannak vilasztva, mint az 1.1 kbvetkezmény bizonyitésa-
ban, megvizsgaljuk az F (r) = 1 egyenletet, amelynek megoldisa a — x¥(0).
Legyen F olyan alaka, mint az 1.1 kovetkezmény bizonyitasiban. Tudjuk,
hogy F(0) = ¢/2 < 1 feltevés szerint. Mivel F csokkend fiiggvény, F(o) <~ 1.
Tovabbmenve, F (o) = F (o) és igy V' (0) <~ 1. Ezért a%(o) < o, az F, monotoni-
tasa folytan. Mivel ez utébbi egyenlGtlenség barmely o - 0 esetén fenndll,
kimondhatjuk, hogy a kisimité fiiggvények barmely {h,, }= | o, | 0 sorozatira
x¥(o,,) — 0. Eszerint lim a¥(o) = 0.

o0
Ami az dllapotviltozok hatarértékét illeti, a (4.8) egyenléségbdl azonnal
kovetkezik, hogy 0 < a¥(o) < x¥(o) ~ 0. Tovabbmenve, f; folytonossiga
mith’t w*(e) —~ 0 maga utan vonja, hogy f,~<1u*(a)) — [;(0) = 1. 'l‘(‘;h:it_, az 13
allitas bizonyitdsit megnézve, a¥ (o) —~ 0. TetszGleges ¢ > 0 esetén fennall,
hogy

1 . Ny et
23(0) = — - (A h(a(0)) - at(0)[x}(0)) a; m — af(o)
Vi vi Aw*)
: 5 a; n; / w2 . T
fgy ¢} 0 esetén af(o) »— -~ ami a (4.9) egyenlfséget adja. Viégiil
vi Ai(0)

x¥(0) =n, — af(o) — a¥(o) — af(0), ami a (4.10) egyenlGséghez vezet.
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2. Allitgs:

A differencidlegyenlet-rendszerek linearizdldsdnak szokdsos médszerét al-
kalmazzuk a staciondrius allapotban [vo. Hale (1969)-ben a III. fejezet 6.1
kovetkezményével].

(@) 2 < g:

Legyen & = x,, ahol @, az F(x) = 1 egyenlet egyértelmii megoldasa az 1.1
kovetkezmény bizonyitasiban. Ekkor barmely aE (O s) esetén 2} =z, > 0,
lasd az 1.1 kovetkezmcnv bizonyitasat. Az xf, x¥, x3 és x¥ értékek az 1.1 ko-
vetkezmény egyenletei dltal adottak. Tudjuk azt is, hogy % (x,) = 1 vala-
mennyi o€ (0, &) esetén.

Az alibbi elemzéshen feltessziik, hogy o <~ & és u; bevezetésével x;-t a ko-
vetkezdképpen helyettesitjiik (z}F a¥(0)-t jelent):

%, = xf + u,

Ty = T3 + Uy

xy = a3 + Uy

Xy = 2§ + Uy,
ahol wu, = —wu, —u, —u, a teljesithet8ség végett. Tovabbmenve W= gy =
= w* 4 w,[A és f(w) = f(w*) + f'(w*) - uy/A + o(u;) Taylor tétele szerint.
(" folvt(mosqaga teszi a Taylor-kifejtés mar adektag]at folytonossd, ami

a stabilitdsi tétel fennallisdnak egy elégséges feltétele.) Azt is tudjuk, hogy
hy(xy) =1, mert |u,| <~ e 0. Az eredeti differencidlegyenlet-rendszer

a ki')vetk(*z(i:

yeay +anfe)x ez 4 f(0)-0- 1y — Aok ()
= }La' Ty) — Y Xy
j":s' ( - (1 C))'V'-”"z a-c-fw)y-zy—a-(1—c) %23 -
—a-c-fw)-x-x3+coxy,—c flw): oz,
By =N —2; — Ty — Xg.

:inl =a-f(w)-

Jelolje f* f(w*)-ot és [*" a vld - f(w) [y~we derivéltat, és tegyiik fel, hogy |u,| <
dw

< ¢ — 0. A behelyettesités utdn:

(23 + ug) +

iy =a- [f+ 2 /} o ) [+ 1%

. [ * 4 —N-‘ f*’) 0 (xF 4+ uy) — A+ o(uy),

dy= A — p- (&} + uy),
=1 a(l c))- y- (xF + u,) a-c-(f* g f*'J- (2% + u,) —

a-(1-—c¢)-x-(xF + u) [f* ul/‘*’) . (¥ + ug) +
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too- (@ +u) o [f* f) - (@ + ),

Uy = — Uy — Uy — Uy
A tagok 4trendezése és az x¥%, a¥, % és af-re definicié szerint teljesild @, =
= &, = &y = & = 0 stacioneritdsi egyenletek érvényesitése utin a kovet-
kez&t kapjuk:

ulz(aol-x;+a.1.x§+%.xz.f*’.ul Q.f*.ul,k

i 2
+(@a-y—0) f*uy+(a-x—p): f* us+ofu|)
Uy=— P Uy

Y

: X 0
Ug=—=¢C"* a-z-x‘;»}-a-z-x;’;‘—k—z—-x’{ uy—c (L—f*) -0 uy+

+[(1—al —c)-y—a-c y-f*—c-o-(1—f]
~fa-(1 —¢)x+a-c-f* nwtc-o- (1] uy+o(ul.

Az 1.1 kovetkezmény szerint:
¥ x 0 ;
a - i cxd . ¥y <23 + = rat = 1%

Ily médon:

dy=(fIf* —e-f*)-uy+(@-y—o) f* u + (@ x—p)f* uy+ o u|)

Uy = — 9P * Uy

dg =—c* (f*'[f*+a- 1—F*) w+[(1-a-(1—c)): p—a-c-p-f*~c-g- (1—f*)]-
y—[a-(1—c) n+a-c-n-f*+c -0 (1—f*)]-us+ of|ul).

Méatrix-me Jololusokkel w=A-u+ of|ul).
Hétra van még, hogy moghnt drozzuk A sajitértékeinek elGjelét. Az dltaldnos
sajatértéket z-vel jelolve, és kifejtve a det(4 — z- 1) = 0 karakterisztikus

egyenletet, azt kapjuk, hogy
e+ [+ = +e) -2+ f*—f[*) e
Flarx Qe (U e (L M) [H1=0,

ahol
(j::([,-(l C)'%‘FC'Q"l'C'((l;'% 0)./*.

Mivel y 0, nyilvanvaléan lesz egy sajatérték, amelynek negativ a valos
része. A két masik sajitérték a 22 + « - z -+ f = 0 mésodfokd egyenlet gyoke,
amely egyenletben

a=g-f*—f¥[f*+e
B=(o-1*—f¥If*)-e+(a-x—0):c- (f*|f*+e(l—f*) f*=
—aenepe [ R (a (1—c)-x+c-0) >0
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(@ >0, [* >0, f*' < 0). A valds és képzetes részek megéllapitdsa azt mutatja,
hogy mindkét gyoknek negativ a valds része.

Osszegezve: mindhdrom sajatértéknek negativ a valds része, és igy a sta-
ciondrius allapot aszimptotikusan stabil.

(b) 2=

Itt ugyanazon eljardst alkalmazzuk, mint a fenti (@) esetben. Elészor is
megjegyezhets, hogy tetszbleges o > 0 esetén a¥ (o) < o, lisd az 1.2 kovet-
kezmény bizonyitisat. Azzal a behelyettesitéssel, amit az (a)-nal is alkalmaz-
tunk, feltessziikk most, hogy o << 4+ 9 és |uy| << o — a¥(0), és igy

w=x,/A = (¥ +u)/A<<a/]A< = flw)=1,
ho() = hy(w?) + uy - Byfa) -+ ofuy)
lesz, ahol a maradéktag %, folytonossiga kivetkeztében folytonos. A differen-
cidlegyenlet-rendszer ekkor:
Uy=a-p-(@F +u)+a-x- @5+ ug) +o0- (@F +u,) — A-h¥—A-h} -u;+o(|u|)
Uy=Ahg+A-h3 -uy— - (xF +uy) —of|u))
Ug=(1—a) p:-@5+u) —a-x @&+ u,)
Uy = — Uy — Uy — Uy,
Viégiil a stacioneritdsi egyenletek érvényesitése az af, o¥, v és af-re a kovet-
kezGt adja:
Uh=—(e+A-h¥) uy—(e—a-y)-u,— (g —a- x)uy + o(|u|)
Ug=A-h3 - uy— y-uy + c(|ul)
Ug=(l—a) - y-uy—a-»-us.
Mitrix-jelolésekkel: o = B-u + o(|u|). A det(4d — 2z . I) = 0 karakterisz-
tikus egyenlet:
Fta-%):-[+(y+o+A-h¥)-240-(y+A-k8)+y-(1—a) 2-h%]+
+o—a x) -y (1—a) A-h%=0.
Az Al feltevés kivetkeztében o > % és fgy az utolsé tag nem-negativ. A 23
kifejezés egyiitthatéja is pozitiv. Tegyiik fel, hogy Re(z,) << Re(z,) << Re(z;).
Ekkor Re(z;) nem haladja meg a
(taen) (2 (y+ o+ ) 2t o (y+ 218 9 (1—a) - A E]=0

egyenlet gyokei valds részének maximumdt. Mivel 0 < a -~ 1 és A*' >0,
valamennyi sajatérték valds része negativ (a valds és a képzetes részeket oly
médon  azonositva, mint az (a) bizonyitdsban). fgy a staciondrius &llapot
aszimptotikusan stabil.

3. Allitas:

Mivel 2,(0) = 0 és ¢ = 1, azért x,({) = 0 minden ¢ > 0 esetén. A differen-
cidlegyenlet-rendszer ekkor:
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Ei=a-fw) -y -z, +a-fw): x-x3— 2k (2,),
By = A (@) — 7y 2,
Ty =N — Ty — Zy.
A rendszer globdlis viselkedését fogjuk tanulmanyozni az (z,, x,) hipersikon:
o =a-fw) -x-(n—=x)—a- -flw):(x—7yp) 25— 21-h,(2,),

o= A s B (@) == P @y

Az 1.1 kovetkezmény bizonyitasibol tudjuk, hogy x,(o) = 2, minden o€ (0, 2,)
esetén, ahol @, az F(x) = 1 egyenlet egyértelmii megoldisa. Az ilyen o érté-
kekre A,(2¥(0)) = 1. Az 1. éllitds magaban foglalja, hogy az &, = A4 és &, = 0
szintvonalak a teljesithets {(x, z,); ¥, + @, << n, 2, > 0, 2, > 0} halmaz egy
pontjaban metszik egymdast.

Az 2, = 0 szintvonalat az

a-fw) (x—9p) dg=0a-fw) x:(n—a;) — - h,(z)

egyenlet hatarozza meg. (Vegyiik észre, hogy f(w) > 0 rajta van ezen a szint-
vonalon, mivel f(w) = 0= x, — 0 = f(w) = f(x,/2) = [(0) = 1 ellentmond
A2-nek.)

Az @, = 0 szintvonal hirom lehetséges alakjat kiillonboztetjilk meg:

e e s == G () == ® (n —ay) — — . ¢ !L—"(xl-)- )

S oatess R 4 a-(x—y) [flx,/2)
,(0) 0, Gilx,) <0, Gyn) <0

= i == 4 hgy) = = al(a);

= Y ax fx,/2)
W @y = Giloy)t G4(0) <L 0, Gilz,) >0, Gh(n):>> 0.
Ami az @, — 0 szintvonalat illeti, egy analitikus alakja kielégiti:
A

Xy = Gy(x)) = — -h,(xy),
04

A :
G,(0) =0,  Gofm;) >0, =:€[0,0), Ghlx;)=—, 2 =0
it

Felhaszndlva ezen analitikus eredményeket a kivetkezd hipersik diagramokat
rajzolhatjuk fel a harom, y < 3%, y = % és y > x esetre:

A nyilak a derivaltak elGjelét mutatjak. (A nyilak irdnydt a differencidl-
egyenletekben szerepld elGjelekbdl dllapitottuk meg.) Elemezziik a hipersik-
diagramot a y < x esetben. A szintvonalak a hipersikot négy részre osztjik,
legyenek ezek: EK, ENy, DNy és DK. Ha a rendszer az EK-i részben indul,
akkor vagy belép ENy-ba, vagy a staciondrius allapothoz konvergdl. Ha az
ENy-i részben indul, vagy belép DNy-ba; vagy a staciondrius éllapothoz
konvergal. Ha a rendszer DNy-ban van, vagy DK-be lép, vagy a stacionarius
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X2

x50k Q‘ =

X4

X
n
; Y>K
I
o %=0
\
K(6)=% | T\ He=0
L/
|
: : «
|
e &'t
6 x¥o) n
5. dbra

dllapothoz konvergal. Végiil, ha a rendszer a DK-i részben indul, akkor nem

léphet be egy mésik részbe sem és a stacionarius allapothoz konvergal.
Hasonlé meggondolasokat téve az y = x és y > x estekre bebizonyosodik,

hogy a rendszer mindharom esethen a stacionérius allapothoz konvergél.

1.3. Kovetkezmény :
A (4.3) egyenlségbe helyettesitsiik be w = a,/A-4t.

1. Eszrevétel

Ha A < ¢, akkor w* a G(w) = A egyértelm{i megoldasa. Mivel ¢ szigorian
monoton csokkend fiiggvény, w* folytonos és esokkend fiiggvénye A-nak
2€(0, ) esetén. Ha A — g, w* 0 és igy w* J-nak folytonos fiiggvénye
minden A > 0 esetén.

2. Bszrevétel

w* folytonossaga miatt af folytonos fiiggvénye A-nak. Tovabbd, a 2 < ¢
esethen ¥ >0 egyértelmi megolddsa a (4.3) egyenletnek. Jeloljiik abban
a bal oldalt F,(x,)-gyel, ekkor az egyenlet az F,(x) = 1 alakban frhaté fel,
ahol F,(0) > 1 A < ¢ esetén, és F, az x csokkend fiiggvénye minden rogzi-
tett 2 < g-re. A véges felss korlat hipotézisébél kovetkezik, hogy fi(x(4)) = 0
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(i=1,... k) mindenx - 1 -w, esetén. Ez maga utén vonja, hogy A,(x(2))=
=+ oo és fgy F,(x) =0 valamennyi a > A-w, esetében. Igy barmely

rogzitett 2 < g-re az ahhoz tartozé 3 a (0, A - w,) intervallumban helyezkedik
el. Ha A — 0, akkor 2} — 0.

3. Bszrevétel

Az észrevétel kimondasat megel6z8 gondolatmenetbdl és az 1.1, 1.2 kovet-
kezményekbdl kozvetleniil adédik.

4. Tiszrevétel

Ha o < @,, akkor A < ¢(n) és igy w* a ((w) = ) egyenletnek egyértelmii
megolddsa. Bérmely rogzitett w - 0 esetén az (5.) egyenletben szerepls
G/(w) mennyiség az A3 A4 feltevések kovetkeztében a v folytonos fiiggvénye.
Mivel a ¢ fiiggvény barmely rogzitett @ esetén w-ben (szigorian) csokkend,
azért w* a a folytonos fiiggvénye a w€ (0, m,) drakra. Tovabbmenve, ha 7 —~

» g, akkor w* 0 és igy w* valamennyi & - 0-ban folytonos. Meg kell
még mutatni, hogy w* a 7 nem-novekvs fiiggvénye a z€ (0, m,) értékeknél.
Ehhez elég belitni, hogy a /(w) mennyiség tetszileges rogzitett w > 0-ban
7 szerint nem-novekvsé. Mivel w <, és fgy A < ¢(x), fenndll a;(z) > 0 vala-
mely i-re. Kizirva azt, hogy a,(x) — 0, egyszer(isithetjiikk az (5.5) egyenlGsé-
get a;(x)-vel. Ily médon elég megnézni az A (w)]a(n) kifejezés fliggését az
artol, rogzitett w mellett. Tudjuk, hogy

A(w)a(n) = -,], ? ‘,_{_ ]] sl _1_ e [.L . _('_(7}2 418 l 5 (1 (.(ﬂ))] , [ 1 ]] :

% () Vi % a;(m) 0i filw)

A3 szerint @; nem-novekvd és igy a fenti elsé tag nem-csokkend lesz. A4 szerint
¢; nem-csokkend, és Al kovetkeztében 1/%; — 1/p;. gy a mésodik tag is nem-
csokkend fiiggvénye m-nek. Osszegezve, A;(w)a,(z) nem-csokkend, amihil
kovetkezik, hogy (/(w), rogzitett w mellett, a z-ben nem-novekvs. Tehdt w*
nem-novekvd z-ben.

5. Eszrevétel

Mivel 4 <~ ¢, w* a G(w) — 2 egyenlet egyértelm{i megoldisa. Legyen 7,
az [f;] egyiitteshez tartozo fiiggvény, és () a [g,] egyiitteshez tartozd. Mivel
[/;] domindlja a [g,]-t, rogton kivetkezik, hogy ¢\(w) - Gyw) valamennyi
w >0 esetén, és igy wf — w§ (X monotonitdsa folytan.

6. Eszrevétel

“Ha 2 < ¢, akkor w* a G(w) — A egyenlet egyértelm(i megoldésa. Legyen 7,
a [e;] egyiitteshez tartozé fiiggvény, és G, a [d;] egyiitteshez tartozd. Mivel
1/2; > 1/o; minden i-re, [¢;] [d;] feletti dominancidjib6l kovetkezik, hogy
AP (w) > AP(w) minden w > 0-ra, természetes jeloléssel. Tgy G\ (w) < @,(w)
minden w > 0-ra, és ezért w¥ < w¥ G monotonitasdbol.

Ha 1 > ¢, akkor mindkét esethen w* = 0.
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II. FUGGELEK:
A SZAMITOGEPES SZIMULACIOK SPECIFIKACIOJA

A 3. és 4. dbra diagramjait adé szimuldciékban a kiovetkezd paraméter-
értékeket és fiiggvényeket alkalmaztuk:

k=23 ny = mg="50; py=1; 9y = 0,5} 9y == 1,55 905 = 13 p1="2ps =8¢

1 —(#3—0)2 z,< 0

h = =]
ot =] nor (=1
1 w < w;[2
filw) =132 (1 — wjw;)  we (w2, w;)
0 w>w; .

A 3. abriban 1= 30, a, = 0,95, @, = 0,90, ¢, = 0,5, ¢; = 0,25, W= 1,
wy = 2 volt.

A 4. dbraban A lépesGzetesen novekedett, a tobbi paraméter pedig a kovet-
kez8 értékeket vette fel: a;, = 0,95, a, = 0,82, ¢, = 0,40, ¢, = 0,22, w, = 0,5,
wy = 1.

( Beérkezett: 1978. mdrcius 16-dn.)
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THE NORMAL STATE OF THE MARKET IN A SHORTAGE ECONOMY:
A MODEL OF QUEUING

The subject of this study is an economy characterized by chronic shortage and queuing.
The paper elaborates a very simple model for a single good, primarily intended as an
illustration of an analytic framework for studies of shortage phenomena. Our main con-
cern is to deseribe a market, which is away from Walrasian equilibrium, and nevertheless
is in a stationary state, permanently restoring its basic properties. Central concepts in our
analysis are such social costs of shortage as queuing time, postponement of purchase and
forced substitution.

HOPMAJIbBHOE COCTOSIHME PbIHKA B AEOUIIMTHOM XO3SIMCTBE —
MOJEJIb OUEPEJJEN

[TpeameTom Hamero HCCJeJ0BAHHUs SIBJISIETCS] TAKAsh 9KOHOMMKA, JUIsT KOTOPOI XapakTepHbl
XPOHHYECKHIT fepuuuT 1 ouepeju. B crarbe npeuiaraercst BeCbma npocTast MoJieJib JUIst 0JTHOr0
TOBAPA, C MOMOIIBIO KOTOPOH Mbl B NEPYI0 0uepe/b X0TesH Obl npeJcTaBuTh Criocod aHaiusa,
MPUIOJIHBII TS N3y ueHust siBsieHuit geduinra. Hama oCHOBHAs 11€J1b COCTOUT B ONHCAHHH TAKOr0
PBIHKA, KOTOPBIH HE HAXO0JUTCS B COCTOsIHUN BasibpacoBa paBHOBECHST M TEM HE MCHEE HAXOJHTCS
B CTALIHOHAPHOM COCTOSIHHM M MOCTOSIHHO BOCCTAHOBJIMBACT CBOH OCHOBHBIC XAPAKTEPHCTHKH.
Kax 1eHTpaIbHble MOHSITHS B HAIIEM AHAJN3E BLICTYNAIOT Takue OOLICCTBEHHbIE 3aTPATHI Jie-
(uLHTa, KaK Bpemsl, 3aTpaunBaeMoe Ha CTOSIHHE B 0UEPE/IsIX, 0TKA3 0T MOKYIKH H BbIHYX/ICHHAS
3ameHa.



BrODY ANDRAS

'

A struktaravaltozas abrazolasarol

A nyilt, statikus Leontief-modell tervezésre vagy eldrejelzésre alkalmazva
meghizhatatlan eredményeket ad. A szdmitédsok hibdja atlagosan is meghalad-
hatja az 5 szdzalékot mar az eredeti adatok osszegytijtésétl szdmitott néhany
éven beliil [6].

Valamelyest javit ezen a modell lezdrdsa és dinamizélisa. Az egyenstlyi és
a tényleges palya eltérése mintegy 3 —5 szdzalék kozott mozog, s a hiba lassab-
ban novekszik [3, 11].

A Szigma 1977. évi 3. szdmdban kozolt ciklusmodellel elérhetd pontossig
remélhetdleg jobb, bar ellendrzd szamitdsok nem &llnak még rendelkezésre.

A pontossig tovabbi fokozésa csak ugy lehetséges, ha a modell tiikrozi a
gazdasig strukturdlis valtozasat is, tehat ha feloleli az 4 és B métrix elemeinek
a technikai fejlédés kovetkeztében bealld moédosulasat. Erre tobb kisérlet
tortént mar [4, 10], s e dolgozatban megkisérlem a tanulményok egy lehetséges
dltalinositdsat. Olyan egyszer(i hipotézist dolgozok ki, amely alkalmasnak
tlinik arra, hogy a strukturdlis valtozdst (vagy annak legaldbbis egy részét)
a lehet legegyszer(ibb matematikai transzforméciéval dbrazoljuk.

A transzformdicié megvalasztisa

Az egyes orszigok — tehdt az egyes igen kiilonbozd fejlettségi fokon 4allé
gazdasigok — input-output adatgyijtései egymashoz meglepden kozeli hason-
l6sdghan 4116 matrixokat eredményeztek. A , hasonlésdg™ itt mindségi és meny-
nyiségi értelemben veend$: mind a nem-zérus elemek elhelyezkedése, mind
nagysigrendjitk meglehetésen egyontetiinek blzoglyult. Ugyanez all még quo-
zottabb mértékben egyazon gazdasig kiilonboz6 évekre vonatkozé matrixaira.

Kézenfekvs tehit valamilyen hasonlésigi transzforméciot keresni, még akkor
is, ha ez matematikai értelemben elég erés megkotés. A technikai valtozis
kizelitésére ma széles korben hasznilt RAS-moédszer [1, 7] azonban mér
amigyis kizel 4ll e szigord megkotéshez, hiszen matematikailag egy ekvivalen-
cia-transzformaciénak felel meg. Ha ezenfeliil feltessziik, hogy az itt szerepls
R és 8 méatrixok egymds inverzei, akkor csak egyetlen tjabb megkotéssel
szigorftottunk egy egyébként mér hasznilatos médszert.

Indokolhaté ez a vélasztis méas oldalrdl is. A koefficiensek vAltozasanak
eddigi vizsgalata sordn mér feltlintek ugyanis bizonyos sajdtossigok:

(a) a zéruselemek emlitett tartossiga, )
(b) az 4r-egyiitthatok sokkalta lassabb valtozésa, mint a természetes egysé-

gekben mért egyiitthatoké [9],
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(c) a kozvetlen és a teljes raforditasi egyiitthaték ardnyainak az 4r-egyiitt-
hatékndl is nagyobb stabilitdsa [5, 8].

Ez utébbi sajdtosség, amely mind az alkalmazott természetes mértékegységek-
t6l, mind pedig az arrendszertél fiiggetlen mutatékat eredményez ezért a nem-
zetkozi Osszehasonlitdsok egyik moédszerének alapjava valt.

Csupén e gondolat logikus folytatésa, ha feltessziik, hogy a kozvetlen rafor-
dités a; ({ay} = A) és a teljes raforditds ¢, ({9} =@ = (1 — A)“l) hénya-
dosa valtozatlan. Feltevésiink szerint tehét

(1) at’k/flik = konstans = ¢,

s figyelmiinket az A4 métrix azon lehetséges 7'(4) transzformécidira forditjuk,
amelyek e feltételnek eleget tesznek. Ha méarmost az 4 matrix a

(2) T(A)'= RAR
alakban transzformdalédik, akkor Leontief-inverze a
(3) T@Q) = (1 — RARY) 1 = R(1 — A)"1R* = RQR

alakot o6lti.
Ha a transzformélé R métrixot Ggy vélasztjuk meg, hogy az egy pozitiv
diagonalis méatrix legyen, azaz

(4) Ju e diag vl ob satre r >0,
akkor az (1) feltétel nyilvin teljesiil, mivel

(T(A) 1l [T@) e = T ruric* = @il -

Egyelre nem tudom bizonyitani, de tgy vélem, hogy a fentiek megforditottja
is igaz, tehat nemcsak (4)-bsl kovetkezik (1), hanem (1)-b6l kovetkezik (4),
azaz feltételiinket csak a diagondlis matrixokkal képzett hasonlosdgi transz-
forméciok elégitik ki.! A transzforméci6 pozitiv volta azonban csak kozgazda-
sdgi megfontolisok eredménye, a matematikai forma negativ vagy aszimpto-
tikusan zérussd valo értékeket is megengedne.

A transzformacio folytonos alakja

Kézenfekv$ marmost azt kikotni, hogy ha a zérus id6ponttdl az s idépontig
vezetd transzformacié T',,(A) és az s id6ponttol a p id6pontig vezetd transzfor-
méci6 7', (A), akkor a zérustél p idGpontig vezets transzforméciét mint e két
transzformdcié ,,szorzatdt”, azaz egymés utén val6 elvégzését dllithatjuk eld,
azaz

(6) Tup(A) Eid Tsp(,lyos(A))‘
Kiirva a hasonléségi transzformacidkat:
(7) lfapARo—pl = lgspRosAR;)—is;;} )

1 Ez valdszinlileg mdr az (a) sajitossdghdl is levezethets, mivel csak a diagondlis
matrixokkal végzett hasonlosdgi transzformdcid ,,6rzi meg” a zérusokat.
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azaz
(8) -Rop = RspRos

Ha az os intervallumot @ és az sp intervallumot b jeloli, akkor az op interval-
lum a + b nagysigu, s igy az alabbi fiiggvényegyenlethez jutunk:
(9) Ra+b RbR

Ha megengedjiik a negativ idStartamra sz6l6 (tehdt id6ben visszafelé torténd)
transzforméciét, akkor (9)-b6l kovetkezik, hogy

(10) Ry =Te= B iR,

minden l értékre, s igy R, nem lehet szinguléris, mivel van inverze, tudniillik
= £t
R, t
Ha most a (9) egyenletet el6szor a, majd b szerint derivéljuk és a keletkezd
két jobb oldalt egymaéssal egyenl6vé tessziik, akkor

(11) Rel, =R,

Jobbrol B_,-val, balrél R_,-vel szorozva

(12) Rk = R-1Ry

barmely a-ra és b-re. Igy fenn kell dllnia teljes dltalanossdgban a
(13) R/R;' = konstans métrix — R

relacionak, s ezért

(14) dR/dt = RR,

(lasd példéaul [27). ‘
A transzformacié derivaltjdnak, illetve logaritmikus derivaltjanak az R

konstans métrixnak ismeretében tehdt tetszéleges ¢ id6tartamra vonatkozo
hasonlésagi transzforméciot végezhetiink a

(15) T(A) = eRt4¢ Rt

el6irds segitségével.

Az egyensulyi palya transzformalédasa

Tegyiik fel most, aminek valészin(iségéhez persze tovabbi statisztikai vizs-
gélatok sziikségesek, hogy mind az A4, mind a B maétrix azonosan transzfor-
malédik az id6 folyamédn, s vizsgéljuk meg, hogyan véltozik meg a rendszer
egyensilyi palydja a transzforméacio dltal jellemzett technikai-strukturdlis val-
tozésok kovetkeztében.

Keressiik tehdt azt az x, egyensulyi palyat, amelyet a folytonosan véltozo,
mert folytonosan transzforméalt

(16) T/(1 — A)x, = d[T(B)]/dt = T{(B) », + T(B),

rendszer megenged.

3*
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Az el6bbiekben meghatarozott (15) hasonlésigi transzformécié segitségével
ez atirhaté a

(17) eRY(1 — A) e Rz, — [eR'BeRi,]’
alakba.

Keressiik most a megoldést z, = ¢R'Z alakban, ahol Z valamilyen konstans

vektor. 1
Elvégezve (17) derivaldsat, behelyettesitve és balrél e~R!-vel szorozva nyer-

jiik, hogy

(18) (1— A4)Z = RBx.
fgy tehdt T konstans voltdnak feltétele kifejezhets a
(19) det (1 —A4 — RB) =0

alakban. Ez — bar emlékeztet a dinamikus Leontief-rendszer megoldésira —
mégis azt a latszatot kelti, hogy nem minden struktaravdltozdsi R métrix
fér ossze a gazdasig egy adott allapotéval.

Igaz, a 18 egyenlet 2 = A1 értéke esetén atalakul a

(20) (1 -A—AB)Z=0

méar jol ismert megoldassi. Kkkor — és csak ekkor - az egyensilyi pélya
eMx alakl egyontetii novekedési ratat eredményez.

Az Altalanos esetben is értelmezhetiink azonban egy |, kozos”, |, dltaldnos”
vagy ,,atlagos” p novekedési ratat, ha feltessziik, hogy

(21) B=uR,
s azt vizsgiljuk, hogy a (18) alapjin megalkothatd
(22) (1—4—uBB)Z=0

egyenlet milyen maximdlis u iitemet enged meg. Ennek értéke egyértelmdi,
és ismeretében az egyensulyi palydt

(23) %, = e*RIE
alakban adhatjuk meg, s igy lithato, hogy a struktiravéltozis az egyes dga-
zatok eltérd, egyéni ur,, . . ., ur, értékii novekedésével jellemezhetd.

A transzformacios matrix értelmezése

Ebbésl adédik_a transzforméciés matrixnak, illetve a matrix logaritmikus
derivaltjinak pR-nak lehetséges kizgazdasagi értelmezése is.

Ha az R diagondlis métrix elemei példéul az 1,2, 3, ... értékeket veszik
fel, ez azt jelenti, hogy a megfelels dgazatok a kozos u novekedési titem 1-szere-
sével, 2-szeresével, 3-szorosival sth. novekednek. Hasonléan az 1/2, 9%, . .
értékek a novekedési iitem felezését, harmadolasit sth. fejezik ki.

A transzforméciés matrix, ha egységiil a munkaerd sorat vélasztjuk (ur, =
= u, tehdt r, = 1), akkor rendre a munkatermelékenységnek az egyes dgaza-
tokban elért valtozasat fogja megmutatni, s {gy dsszefogja a technikai valtozést
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a munka termelékenységének véltozasival, kifejezve ezek hatdsat a gazdasig
sziikséges struktirijira illetve ennek megvaltozésira. Ugy tlinik tehét, hogy
ezzel U] eszkozt ad keziinkbe az emlitett kategéridk vizsgélatéra, mérésére és
tervezésére.

Az arrendszer problémaija

Felmeriil az a kérdés, hogy az ilyen véltozé technikéval dolgozé rendszer
milyen drrendszert hoz magéval, s els6dlegesen, hogy vajon véltozé vagy valto-
zatlan ardnya arrendszer alkalmas-e a struktiravaltozds mérésére. E kérdés
megvélaszoldsdhoz kissé tavolabbrél kell nekiindulnunk.

P. Sraffa kidolgozta a ricardoi rendszernek megfelel§ értékmérés modjat:
olyan arrendszert definidlt, amely lehet6vé teszi az 1jratermelés zavartalan
lebonyolitésat. Bzt az ,egyensulyi” arrendszert, amely eleget tesz a Ricardo
altal felallitott szigora kovetelményeknek , onfinanszirozé” érrendszernek is
nevezhetjiik, mert ezekkel (és csak ezekkel) az drakkal szdmolva a termelés
dgenseinek kiadésai és bevételei kolesonosen kiegyenlitik egymast.

A gondolatmenetet a marxi djratermelési elméletre alkalmazva kitiinik,
hogy az Ggynevezett értékardnyos drak az egyszer(i Gjratermelést teszik lehets-
vé, mig az egyontetii profitratat szolgdltato termelési drak az egyontetii iitem-
ben béviils Gjratermelés ardnyainak megvaldsitasat segitik eld.

Sraffa alapgondolata azonban felhasznalhaté barmely gazdasig okondémiai
mértékrendszerének felallitasdra.

A mértékrendszer berendezése a dualitds elvének kiakndzdsén alapul. Ha
ugyanis van egy

(24) Z = A=
differencidl-egyenletnek eleget tevé rendszeriink, s ennek egy
(25) &y ey, | Az, = Ang

alaki egyenstlyi palydja, akkor a

(26) pA = Ap

elGirdssal definidlt drrendszer haszndlhaté fel a rendszer ,,mérésére”. Mive
ez a p, a sajitvektorok ltaldnos tulajdonsdgai alapjdn perpendikuléris az 4
métrix Osszes x,-t6l eltérs (tehat nem A-hoz tartozd) sajétvektordra, ezért a
pa skalarszorzat a ,,mérés”, tetsz6leges x esetén felfoghaté gy, mint az dlta-
lénos 2 vektort a (kalibrdlt) z, vektorra vetits eljards.

Ez a kivetkezGképpen lathaté be. Legyen A-nak egy mdsodik sajétvektora

(27) Ak,'= pz; i=1..,n—1,

akkor balrél p-vel szorozva pAx; = Apx; = opx;. fgy, ha A = o, akkor (4 —
— o) pa; = 0 fennédllasdbbl px; = 0 kovetkezik, azaz p merSleges az Osszes
nem A-hoz tartozé sajatvektorra.

A mérés, illetéleg az 4rrendszer tehdt minden az egyenstlyi x, pélyatol
eltérs megmozduldst honordlatlanul hagy - gy ezen az érrendszeren az tar-
tésan nem is mehet véghbe, mert az z, palyatdl valo eltérés esetén azonnal
hidnyok, illet6leg feleslegek lépnek fel az egyes dgazatokban.
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Ilyen értelemben &llithaté, hogy bérmely ,6konémiai tér” kielégithetéen
rendezhets és mérhetGvé tehets, hacsak ismerjiik az ebben a térben miikods
gazdasdgi rendszer mozgastorvényeit. A rendszer sajitos miikodése az, amely

a dualitds elvére tamaszkodva — a mértékrendszer megalkotédsit lehetévé
teszi.

Ezt az elvet probaljuk a kovetkezSkben kiakndzni arra, hogy egy bévitett
ujratermelést folytaté rendszer értékardnyait meghatdrozzuk akkor, amikor
ez a rendszer strukturdlis valtozdsoknak (tehat technikai, {zlésbeli sth. fejls-
désnek) van aldvetve.

Az onfinanszirozé arrendszer

A téargyalt valtozé ardnyoknak és strukturinak megfelels, nyilvin szintén
valtoz6 r, bal oldali &rvektort a primélis oldal | tiikkorképe’ szerint keresve,
megprébaljuk azt a

(28) fyid c‘/‘ﬁ”y—n

alakban elGallitani, ahol » valamely konstans vektor. Ekkor a (18) ill. (22)
egyenlet dudlisaként kapjuk, hogy p a

(29) p(1 — A — uBR) = 0

" S S SN
egyenlethél nyerhetd, s igy p a BRQ métrix legnagyobb (pozitiv) i sajatértékeé-

hez tartozo6 sajatvektor.

Mivel a (22) egyenlet z értékét a QR B matrixbol szamitja, bizonyitanunk
kell még, hogy e két matrix legnagyobb sajitértéke azonos. Kz azonban belat-
haté abbol, hogy (BRQ)" — (QTRBT), ahol a T beti transzpoziciot jelol.

Kozgazdasigilag ez Ggy értelmezhets, hogy olyan drrendszer felel meg
célunknak, ahol a befektetett termelési eszkozok utin szamitva a pry, . . ., wr,
novekedési ratdknak megfelels, tehat eltérd szdzalékos ratdju haszonkules
tériil meg az onkoltségen kiviil, s ezenkiviil az drak a termelékenység noveke-
désének megfelelGen és a (28) egyenlet altal megadott moédon tehdt eltérd
iitemekben allandbéan csokkennek.

Inflici6 és termelékenység

Erdekesen interpretélhaté az a tény, hogy minden e?4e~ alakd matema-
tikai transzformécié véltozatlanul hagyja az 4 métrixot, tehit o tetszéleges
értéke mellett , egységtranszformicié” marad.

Kz az drrendszerre vonatkoztatva azt mondja ki, hogy a fent meghatérozott
drrendszer Osszefér egy p iitem(i inflaciéval — s fgy az draknak nem kell sziik-
ségképpen csokkenniok. A volumenrendszerre vonatkoztatva pedig azt mondja
ki, hogy a termelékenység éltaldnos, minden &gazatra (tehdt a munkaerd
szektorara is) kiterjedd novekedése észrevétlen marad, mert nem hoz magéval
valtozast, s ezért nem is beszélhetiink a termelékenység abszolat értékérsl
csupén relativ valtozasairdl vagy viszonyarol.

( Beérkezett: 1978. janudr 26-dn)
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Megjegyzések a szabalyozéisi rendszerek
stabilitasinak vizsgalatihoz

Oskar Lange ,,Bevezetés a kozgazdaségi kibernetikdba” cimfi [1] konyvének
a szabalyozési rendszerek stabilitasi elméletével foglalkozé fejezetében bemu-
tatja, hogy a szabdlyozaselméletben alkalmazott matematikai mddszerekhez
hasonl6 médszerekkel miként oldhaték meg olyan feladatok, amelyek arra
vonatkoznak, hogyan reagalnak él6 (emberi és allati) szervezetek kiils§ inge-
rekre. Lange hozzateszi, majd késébb tobb példaval is illusztrélja, hogy az
ilyen kérdéseknek nemcsak a lélektanban van gyakorlati jelent6ségiik, hanem
a gazdasagi szdmitasokban is.

A targyalés alapjiul vélasztott példat S. Goldberg [2] konyvébél (103. oldal)
meriti. Eszerint, ha p,,; annak a valdszin(isége, hogy az allat a kisérletezd
dltal kivant médon reagdl n + 1 ismétlés utéin az ingerek adott egyiittesére,
akkor — az éllatok viselkedésének statisztikai vizsgélata azt mutatja, hogy —
Dny €8 p,, Gn. reakcio valdszintiségel kozott a kapesolat j6 kozelitéssel linearis-
nak tekinthets. (Lébjegyzetben hozzéteszi, hogy a bemutatott példa azon a
felfogéson alapul, amelyet B. R. Bush és F. Mosteller képviselnek “A Mathema-
tical Model for Simple Learning” ecim{i cikkiikben. Psychological Review,
1951.) A kozoltek alapjdn tehdt felirhaté az alibbi dlland6 egyiitthatoja
differenciaegyenlet:

(1) Pnt1 = @ + mpy,

ahol 0 < p, << 1, (n =0, 1,2,...), valamint m > 0. Az (1)-et gyakran tanuldsi
egyenletnek is nevezik, s a benne szerepl a és m paramétereket kisérletek tutjén

hatérozzak meg.
Ezt kivetden Lange a tovébbi vizsglatok céljabdl az (1) alakkal szemben
»elényosebb”

(1 Poii=a+(l—a—b)p,=p,+a(l —p,) — b,
illetve
(l”) Pnt1 Pri= a‘(l i pn) = bpn

alakokat valasztja, ahol az m = 1 —a — b > 0 mellett feltételezi azt is’;
hogy a > 0,b > 0, amib6l 0 < a + b < 1 kiovetkezik. Ennek az ,,4tirdsna

elsdsorban az a jelentdsége, hogy az a és b paramétereknek, mint stlyoknak
konnyebbé vélik az értelmezése. Az [1]-ben lefrtak szerint: ,,az @ paran}étgr
olyan koriilmények egyiittesétdl fiigg, amelyek a kisérleti eredmények maxima-
lis javuldsa felé hatnak, a b paraméter pedig olyan koriilményektdl, amelyek a
kisérleti eredmények maximalis romlasa irdnydba hatnak. Az a paraméter
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tehdt a pozitiv ingerek intenzitdsdnak mérészama, a b paraméter pedig a
negatfv ingerek, vagy un. elleningerek intenzitdsinak mérészima. Pozitiv
ingerek lehetnek peldaul a jutalmak, negativ ingerek pedig abuntetcsek vagy
az 4llat reakcidjaval Osszekotott egyéb kellemetlenségek.” Miutdan [1]-ben
bizonyitdst nyer, hogy ha létezik p, hatarértéke, tgy

; @ r

(2) lim p,, = == =7 (b > 0),
n>e a+b 147

a el ‘ PR 2 ; vz mie

ahol r = ¥ az alkalmazott oktatdasi mddszer mérdszamdnak, igy a motivacié

struktarajanak is felfoghaté. A szerzé ramutat, hogy a kapott eredmény
hogyan hasznalhaté fel bizonyos gazdasigi kérdések megoldaséra. Példaként
vizsgdlja a prémiumrendszert, pontosabban azt, hogy kifizetédik-e az ellen-
osztonzok ellen folytatott hare, ha azok hatdsa az osztonzék megfelel6 nove-
lésével gyongithetd?

Gazdasigi szemponthol levonja azt a kovetkeztetést, hogy a magas prémiu-
mok alkalmamm helyett ,,0les6bban” érhetjiik el a kedvezs eredményt az
ellenosztonzik (veszteségek) esokkentésével, vagy teljes felsz 4moldsaval. Ha azt
akarjuk, hogy z ~~ 1 legyen, akkor azt dltaliban konnyebben érhetjiik el b érté-
kének csokkentésével, mint a értékének novelésével, ami végséfokon mindkét
esetben r novelését célozza. Még masképpen: Ha b <Z a és a értékét 4 >0

értékkel noveljiik, akkor az fgy kapott — ol = 2, érték mindig kisebb
a+d4+Db
lesz a 2z, = — RSV, ST értékéndl, ami tehat @ novelése helyett b értékének
a+$+b—4

ugyanazon / > 0 értékkel val6 csokkentése mellett 4ll eld.

Kiilonosen érdekes az a példa, amelyet Lengyelorszighan a parasztok
osztonzésére alkalmaztak azért, hogy olyan ipari novények termesztését
fokozzik, amelyeknél szimottevien gyakoriak a természeti csapisok (fagyés,
szarazsig, jégverés stb.). Lange kozli, hogy bizonyos novények felvasarlisi
ardanak jelentGs felemelésével (tehdt az Osztonzdk novelésével) sem tudtak
elérni a vetésteriiletek lényeges novelését. Elérték viszont azt az ellentszton-
z8k megsziintetésével oly médon, hogy bevezették az Gn. ,szerzédéses” no-
vénytermesztés altalinos elemi karbiztositdsat, amely nem jért jelentds kolt-
séggel.

* ok ok

A jelen sorok fréja nem tud arrdl, hogy hazinkban a gazdasigi tevékenység
barmely teriiletén az itt kozolt megfontolisokat konkrétabb forméban alkal-
mazték volna.

Hogy az alkalmazis nemecsak lehetséges, hanem esetenként indokolt is,
azt némileg érzékelteti pl. az uvegwsqmwnlt(mqnl foglalkoz6 2/1978. (LIT. 31.)
AH sz. rendelet, melynek lényege, az n. lépesézetes betétdij bevezelés.

Amennyiben az az optimélis stratégia, hogy a forgalmaz6 az iivegsziikség-
letét az Osszes megleve iiveg felhaszndlasdval is probdlja kielégiteni, akkor
az itt kozoltek szerint az gy érhets el konnyebben, ha az ellenosztonziket
esokkentjiilk. Kz azt jelenti, hogy igyeksziink esokkenteni azoknak a ténye-
z6knek a hatdsat, amelyek az iivegvisszavaltds ellen hatnak.



SZABALYOZASI RENDSZEREK STABILITASAROL 43

Nyilvan a visszavaltds ellen hat az alacsony betédij és a kereskedelem érdek-
telensége. Ezek a hatdsok lényegesen befolydsolhatok a visszavaltdsi 4r meg-
véalasztasaval.

Ugy tiinik, hogy a rendelet a vdsarlok magatartdsdval — ami fiigg a betét-
dij alakuldsatol — kevésbé szdmol, hiszen egyes iivegeknél a betétdij esokken.
Feltehets viszont, hogy a betétdij csokkenésével csokken a visszavitt iivegek
szama is. E helyen nem bocsitkozunk a probléma részletesebb elemzésébe,
csupdn megjegyezziik, hogy bizonyos egyszerii feltételek mellett kimutathato,
hogy a forgalmazo6, a visarlo és attételesen a kereskedelem is akkor jar jol,
ha a betétdijakat nem csokkentik, hanem emelik.

E példa kapesdn talén nem lenne érdektelen elgondolkodni azon, hogy
esetenként mennyivel sikeresebbek, hatékonyabbak lehetnének a rendeletek,
ha ahol csak lehet, jobban tdmaszkodnénak a matematikai, gazdaségkiberneti-
kai megfontolésok, eredmények felhasznalasira, alkalmazdséara.

Miutédn napjainkban olyan fontossé és sziikségessé valt az ipar termékszer-
kezetének az Atalakitdsa, korszerfisitése, a vallalatok termékeinek t8kés piaci
értékesités irdnyaba valé elmozditdsa, a kiemelt beruhdzésok osztonzése,
ezért e teriileten is feltehetéen hatékonyabbnak és gazdasigossabbnak bizo-
nyulna olyan megolddsok keresése, amelyek az osztonzdk felemelése helyett
az ellenosztonzGk megsziintetését céloznék.

Az ilyen iranyt vizsgalatokhoz ezittal a szerz$ gy kivan hozzajirulni,
hogy egyrészt felhivja a figyelmet a Lange ltal vélasztott ,tanuldsi egyenlet”
‘@ és b paraméterének egy ujabb lehetséges értelmezésére, mésrészt, hogy
tisztéz bizonyos médszerbeli félreértéseket, s egvben a stabilitéds ., kihasznala-
sénak” mellézésével adja meg az (1) egyenlet dltalanos diszkrét megoldésdt,®
amibGl méar (2) egyszeriien addédik. (Tehdt nem tételezi fel el6re az egyensilyi
dllapot 1étezését, az bizonyos feltételek mellett adédik magatol!)

Evéghdl jelolje A, azt az eseményt, hogy a vizsgalt dllat a kisérletezs dltal
kiviant médon reagil n ismétlés utdn az ingerek adott egyiittesére. Az A,
esemény hekivetkezésének valészinliségét jelolje p,; vagyis legyen P(4,) =
= p,. Azt az eseményt, amely abban 4ll, hogy az 4, esemény nem kovetkezik
be,az A, esemény ellentétének nevezziik és 4,-sal jeloljik. Az 4, eseménynek
az A, eseményre mint feltételre vonatkozoé feltételes valészinfiséget jelolje a;
Vagyis legyen:

(3) P(A,a| 4,) = a,

(4) P4, 4,) =0

Mint ismeretes a teljes valészin(iség tétele értelmében

) P(4,4) = P(Ay4a| 4,) P(4,) + P(Aria| A7) P(Ay).

Mivel P(4,) =1 — p, és P(A,4,|A4,) =1 — b, ezért (5) az alabbi alakban
frhaté:
Prir=1—bp,+a(l —p))=0a+ (1—a—Db)p,,

1 Fz azért 1ényeges, mert elvileg 1étezhet a , stabilitds kihasznéldsétol” figgetlen mis,
esetleg nem stabil megoldés is. Vagyis megoldédsok esetenként tdgabb korben is lehetnek.
lyen esetben viszont a formdlisan alkalmazott technika, még ha megolddshoz is vezet,
olyan problémékat vet fel, amelyek mindenképpen magyardzatra gzorulnak. A késébbiek
sordn ezekr6l még részletesebben esik sz06.
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amiaz m = 1 — a — b jelolés mellett megfelel (1)-nek. Eszerint tehat az a és b
wparaméterek” mint sulyok feltételes valdszindiséget jelentenek. Az (1) megolda-
sat az

(6) fl + 1) — mf(x) = a

linedris 4llandé egyiitthatéji differenciaegyenletnek az f(0) = p, kezdeti
feltétel melletti megoldasaként kapjuk. Ha m 5= 1, akkor mint ismeretes
(lasd [3] 554. 0.) (6) 4ltaldnos diszkrét megoldésa

(7) fla) = —2— + om?,
l1—m

. Ebbél kifolyélag

ahol most ¢ = p, —
—m

(8) Pn= & ( 5

kY Lty
Aioindl Po

](1~—a—b)". b0, 1y 18] 00
a-+b
Innen pedig, ha |1 — a — b| < 1 kapjuk, hogy

a

H 7y ==

noroo a—l—b

A lektorok hivtak fel a figyelmem arra — s ezért eziton is koszonetet
mondok nekik —, hogy az altalam atfogalmazott modell a Markov-lancok egy
specidlis esetének is tekinthets, s mint ilyent viszont Rényi Alfréd az idézett
irodalomnél jéval koribban kimerftGen targyalt, illetve alkalmazott. (Vo.:
(4] XIV. fejezet.)

Rényi targyalasiban — az itteni jeloléseket megtartva — az interpreticio
a kovetkezd:

Vizsgaljunk egy iizemben egy gépet, amelyet idénként bekapesolnak, egy
ideig hasznéljak, ezutéan kikapcesoljak, egy id§ mulva ismét bekapesoljak
s.i.t. Barmely id6pontban vizsgiljuk is a gépet, csak két lehetdség all fenn;
a gép miikodik (A, esemény), vagy nem miikodik (A esemény).

Legyen Py annak a valészin(isége, hogy a gép ¢ 4 1 id6pontban az A,
a,lla.pothan legycn feltéve, hogy a ¢ idépontban (¢ > 0 egész) az A; 4llapotban
volt (j, k = 0, 1). (Itt feltételezziik, hogy az dtmenet- v&l()ss/inusbgok fug_,gctlo
nek attol hogy a gép a ¢ idGpontot megel6zG idGpontokban mikor allt és
mikor mﬁk(idiitt!). Ha Py, = a, Py, = b, akkor az dtmenet-valosziniiségek
matrixa:

o= 2

b 1iaap)

s annak val6szin(iségét, hogy a gép a t = n id6pontban miikiodik a (8) alatti

kifejezés adja, melyben p, annak a valészin(isége, hogy a ¢ = 0 id6pontban

a gép miikodik. Ez esetben a lim p, azt jelenti, hogy a Markov-ldnc ergodikus;

1 1 4 e ’ S

—, illetve — pedig annak az id6tartamnak az &tlagos hossza, amely id6n
- a

keresztiil a gép egyfolytdban miikodik, illetve nem miikédik. Az a és b-re
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nézve ez az értelmezés megkonnyiti a statisztikai adatok alapjin valé becslé-
sek elvégzését. Ekkor

¥
(27) lim p,=2= . !
Lo l L8 l
b o
s mig (2) szerint az 4tmenet-valdszintiséget — vagyis b értékét —, addig (2')
szerint a vdrhaté értéket — vagyis 1/a értékét — kell csokkenteni.

* *
*k

Nyilvdnval6, hogy a probléma &ltaldnosabb megkozelitéséhez jutunk, ha
a (3) és (4) alatti feltételes valdszin(iségek az n értékétdl fiiggden alakulnak,
lletve ha azok csak hatdresetben fiiggetlenek n-t6l. A kozolteknek egyik
jelent6sége éppen abban van, hogy segitségiinkre lehet a feladat pontosabb
modelljének a megkonstrualdsinal, a paraméterek értelmezésénél és kisérleti
meghatérozdsindl. Anélkiil, hogy tovabbi részletekbe bocsitkoznank, ide-
tartozéan megemlitjiilk még, hogy Lange konyvében a kereslet és a kindlat
egyenstlyét kifejezd (3.32) alatti ap, = bp,_; + f — « egyenlet (ldsd [1]
121.0) 4ltaldnos diszkrét megoldésat is (7) szolgéltatja. Kz esetben

B - shiss o B—a (b
B et Bl & i

(22
ahol p, valamely termék ardt jelenti a ¢ idGszakban. A (9)-b&l azonnal 1athato,

(9) e — t (@' b;'t >0);

0

hogy a piaci dralakulisi folyamat stabilitdsdnak a feltétele, hogy ‘2‘ <3l
| @

legyen. Ekkor a kereslet és a kindlat az egyensily felé torekszik. A paraméterek
alakulasatol fiiggd tovabbi diszkutélist melldzziik, csupdn arrél tesziink
emlitést, hogy mivel a gyakorlatban @ <~ 0, b >0, 0 << f < «, ezért p, dlta-
ldban nem monoton, hanem ingadozésokat mutaté fiiggvény.

Végezetiil ré kivanunk mutatni arra, hogy a Lange 4ltal vélasztott megoldds-
technika? szerint |b| > |a| esetén is az ap = bp 4+ B — « egyenletnek

D= ek a megoldésa, jol lehet ez esetben lim p, 7= p. Ebbdl kifolyélag
a f—+ oo

el6fordulhat, hogy a matematikiban kevésbé jértas alkalmazé ,ha lim p,

t> o
l6tezik, akkor az p-vel egyenls” alapon akkor is szdmol ily médon, amikor
valéjaban nem lehet, vagyis amikor |b| > |a|. Elegends ehhez bizonyités
nélkiil a hatérérték létezésének a feltételezésével élni, ami alkalmazdsoknal
gyakran megesik. Matematikai szempontbdl tehdt a megoldéssal és a meg-
oldds médjaval kapesolatos kérdések tisztdzasa, a megfontolasok ,,finomita-
Snak”, az egyes lépések ,indoklasdnak’ az igénye nem alaptalan. Induljunk

* Ennelk lényege, hogy feltételezziik a differenciaegyenlet dltal jellemzett fliggvény-
hek 16tezik p-al jelolt hatdrértéke. Kzt az eredeti egyenletbe helyettesitjiik, majd az igy
k’lpott Gsszefiiggésb6l p értékét meghatdrozzuk. Ezt kdvetben az eredeti egyenletbe a
Pn = p, — p kifejezést helyettesitjiik, s ezdltal gyakran p,-re mér olyan egyenletet ka-
Punk, amelyet, kinnyebben meg tudunlk oldani.
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ki elGszor is abbdl, hogy m = 1 esetén (1)-nek a megolddsdhoz a Lange 4ltal
is haszndlt Gton nem juthatnink el, mert akkor » — p = @ lenne, ami, ha
a = 0, lehetetlen. Megoldés viszont ilyen esetben is van. Példdul p,=b
esetén p, = an + b. Mint ldthatd, ez esetben lim(p, ., — p,) 1étezik, de véges

11— oo

lim p, nem. Ebbdl azonban még nem kovetkezik, hogy az [1]-ben tobb helyen
N—co

is alkalmazott megoldés-technika csak lim p, létezése esetén vezethet célhoz.

Nn-—» oo
Tudniillik, ha hatarérték egyaltalan nem létezik, a formélisan felirt egyenletnek
p-re nézve még lehet olyan megoldésa, hogy a Lange 4ltal is alkalmazott
technikdval a vizsgalt differenciaegyenlet megoldédsdhoz juthatunk. Példa
lehet erre az m = —1 eset, mikoris p = % és igy p,= g— 4 (po — %) (— 1)

itt tehat, ha p, 7= g— , hatarérték nem létezik. A kozolteknek az a magyarazata,

hogy igen gyakran, a hatérérték létezésétél fiiggetleniil, a formdlis felirds
révén p-ra olyan kifejezést kapunk, amely az mhomogen egyenlet egy parti-
kuléris megoldasat adja. Ilyen esetben pedig p, — p = p, a homogén egyenlet
megoldasa. Mint ismeretes (ldsd [3] 553. 0.), a homogén egyenlet dltaldnos
diszlkrét megolddsdnak (ami a homogén egyenlet osszes partikularis megoldésa-
nak linedris kombindciojaként all el§) és az inhomogén egyenlet egy partikuldris
diszkrét megolddsanak az dsszege adja az inhomogén egyenlet dltaldnos diszkrét
megolddsat. (Esetiinkben: p, = p, + p). Az elmodottakra j6 példa a

Pnyy — MP, = a® (@s=mst1; |a| < 1)

72

egyenlet megoldasédnak az elGallitdsa. Most, ha n — co p = 0, s {gy P, = p,;
vagyis ezen az Gton nem tudjuk a homogén egyenlet megoldésat adni. Ha
n

viszont észre vessziik, hogy pk = o az inhomogén egyenlet egy parti-
a-—m

kuldris megolddsa, akkor méar p, = p, — pk a Lange 4ltal vilasztott aton kony-
nyen eléallithats, s végeredményként kapjuk, hogy az 4ltaldnos diszkrét

+ em™ alaka. Az itt kozoltek ugyan matematikai

an
megoldés p, =
a - m
»finomkodasnak” , precizkedésnek” és igy az alkalmazés szempontjabél fe-
leslegesnek tiinhet, jelentSségiik azonban még sem lebecsiilendd. Az elmon-
dottakat fGleg azok tudjik hasznositani, akik a kozgazdasdgi problémik
megolddséra felirt differenciaegyenleteket a Lange éltal is hasznalt techniké-
val ,rutinszerfien” akarjdk megoldani, s ilyenkor az egyik-mésik lépésnél
ellentmondéssal, érthetetlenséggel taldlkoznak, és fgy az eljardssal szemben
elbizonytalanodnak. A kozoltek feltehetéen nagyobb biztonségot adnak
a megoldéstechnika helyes és célravezets kezeléséhez.

( Beérkezett: 1978. februdr 28.)
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NOTES ON THE STABILITY ANALYSIS OF CONTROL SYSTEMS

The author presents another new interpretation of the parameters a and b of the so
called “learning equation” of form p,4; = a + (1 — a — b)p, playing a role in the theory
of stability of control systems, pointing out that they can be conceived as conditional
probabilities, too. He deals with clarifying and answering mathematical problems of one
of the “routine methods” widely spread (especially in economic literature) for the general
solution of difference equations.

OB M3YUEHMMH CTABMJIbHOCTHU CUCTEM PEI'YJIMPOBAHMS

ABTOpP M3JIaraeT HOBOE TOJICOBAHHME NMAPAMETPOB «@» U «by, T. H. (ypaBHEHHsT YUeObD Pp+i =
= a -+ (1—a—>b)p,, Urpaiolero onpeIeseHHyio poJib B TeOPHH CTa0HIIbHOCTH CHCTEM pEryJi-
POBaHMsi, yKasbiBasi HA TO, YTO OHH MOI'YT BOCHPHHHMATbCsl H B KauecTBe IMpPEAnoJiaraeMox
BepoATHOCTH. OH 3aHHUMAETCsl TAKOKE W MOSICHEHHEM MaTeMaTHYECKHX Npolbsiem mo OIHOMY H3
NPHHSTLIX W PACHPOCTPAHEHHBIX METOJOB pelieHHsi 06mux AuddepeHLHatbHbIX Y paBHeHHIT
(0co6eHno0 B 9KOHOMHUCCKOH JiHTEpaType).



SiMONOVITS ANDRAS

A decentralizalt szabilyozias maximalis
konvergenciasebessége

1. Bevezetés

Ebben a dolgozatban a kovetkezd kérdéssel foglalkozom: Elemi d :centrali-
zalt szabdlyozdsnal milyen gyorsan tart a dinamikus rendszer a normativ
palydjahoz ? Feltételezem, hogy az olvasé ismeri Kornai—Simonovits (1977)
(roviden KS-1) és Kornai—Simonovits (1975) (roviden KS-2) dolgozatokat,
legalabbis a 6. és a 7. fejezetét.

A kozgazdasigi szabélyozési modellek tobbsége folytonos id6vel dolgozik,
eltekintve attél, hogy nagyon sok gazdasigi tevékenység csak szakaszosan
végezhetd el. Ezekben a modellekben vizsgalatunk kérdése egyéltalan nem
tehets fel, mert a reakcidsebességek megfelels novelésével a konvergencia-
sebesség tetszGleges naggyé tehetd. Szoritkozzunk tehét a diszkrét id6vel
dolgozb modellekre (pl. McFadden (1969)). Altalaban ezekben a modellekben
sem vizsgdljdk a konvergenciasebesség fiiggését a reakcidsebességektdl.
Példdul McFadden (1969) modellje csak olyan reakciésebesség-vektor léte-
zését mutatja ki, amely csiga lassusiggal kozeliti a rendszert a normativ
palydjahoz. (Félreértést elkeriilendd megjegyezziik, hogy altaldnos modell-
ben ennél tobb nem is mondhat6))

Természetesen vannak kivételek: példdul Th. Marschak (1972), Simonovits
(1976) és KS-1, hogy csak e dolgozatban szerepld tanulményokra utaljak.

Ebben a dolgozatban a KS-1-ben Kornai Jdnossal egyiitt megkezdett
vizsgélatot folytatom. Mint ott, most is az aszimptotikus konvergenciasebeség-
gel mérjiik a stabilizdlds gyorsasigat. Ez a mennyiség azt mutatja, hogy hosszii-
tdvon az eltérés idGszakrol idGszakra hanyad részére zsugorodik. Példéul,
ha a konvergenciasebesség 2, akkor hosszttavon az eltérés id6szakrol idS-
szakra a felére csokken. Megjegyezziik, hogy az (aszimptotikus) stabilitds
épp azt jelenti, hogy a konvergenciasebesség nagyobb mint 1.

Mérészamunkat a numerikus analizisb8l kolesonoztiik, ahol nagy sikerrel
hasznéljak kiilonbozs eljarisok gyorsasdgdnak mérésére és vsszehasonlitdsira.
Példgul linedris egyenletrendszerek itericiés megoldésinil a Gauss-Siedel-
médszert nagyobb konvergenciasebessége miatt részesitik elényben a Jacobi-
mdédszerrel szemben. (Varga (1962) Theorem 3.3; Corollary.)

Természetesen ez a mérészam csak hosszitdvi szabélyozis esetén megbiz-
hat6, pontosabban: ha a szabdlyozésra elég sokszor sor keriil egymés uténi
id6szakokban. Mig a numerikus analizis esetében ez a feltétel gyakran teljesiil,
a kozgazdasagi alkalmazésndal kordntsem ez a helyzet. Gondoljunk csak arra,
hogy az el6bbinél tobb tizedesjegyti %-os pontossigra torekszenek, a kozgazda-
sigtanban pedig legfeljebb 0,1%-0s pontossigra. )
~ Miért nem dolgozunk akkor olyan mutatéval, amely azt méri, hogy mennyi
id6szakra van sziikség ahhoz, hogy a rendszert relativ eltérése mondjuk 0,1%
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ald siillyedjen ? Valaszunk egyszer(, bar nem kielégit&: A most emlitett mutato
fiigg a rendszer kezdGallapotétol és a kivan pontossagtol (esetiinkben 0,19)
- ellentétben a konvergenciasebességgel.

Mindenesetre alapmodelliink felvazoldsa (2. fejezet) utén kiilon vizsgdlatok
egy mutatét, amely a rovidebb tavi elemzésekben hasznosabb lehet mint
a konvergenciasebesség (3. fejezet).

A szabdlyozas simasigival kapcesolatban vezette be Brddy (1973) a jdl
orientdlé szabdlyozis fogalmat, amely azt koveteli meg a rendszertsl, hogy
minden skalar valtozéja minden idészakban eldjelvdltds nélkil kozeledjék a nor-
mativ értékéhez. Bar Brédy kovetelményét jogosnak tartom, igazolom, hogy
tal szigora: ekvivalens ugyanis a rendszer elemi szabalyozhatdsdgival, ami azt
jelenti, hogy a rendszer eqy idGszak alatt a normativ palyéra allithaté. Ez utébbi
kovetelmény elemi decentralizalt rendszerekre csak a trivialis és érdektelen
Hfiiggetlen alrendszerek’-nél teljesiil.

Ennyi figyelmeztetés utéan ratérek a konvergenciasebesség alkalmazdisira.
Az 5. fejezetben bebizonyitom, hogy produlktiv Metzler-gazdasédgban csillapi-
tott reakcidsebességek esetén az azonosan egységnyi reakciosebesség-vektor
adja a maximdlis konvergenciasebességet, roviden: az optimumot. Ez a reak-
ci6 optimalis a fiiggetlen alrendszereknél is, amikor is elemi szabédlyozhatésdgot
is nyajt. Nem igaz viszont, hogy feltétel nélkiili optimum volna altaliban.

Ezért érdeles, hogy a KS-1 specidlis esetében ez az utobbi allitds is igaz.
Mellesleg a KS-1 4. Tételéhen a KS-1 gazdasdgrol dllapitottuk meg azt, amit
most az altalinosabb produktiv Metzler-gazdasigrol.

A 7. fejezetben igazolom, hogy a KS-2 rendelésjelzéses gazdasidg maximdlis
konvergenciasebessége (majdnem) mindig nagyobb (kivételesen egyenls)
mint a KS-1 készletjelzéses gazdasigé.

Koszonetnyilvanitas. Dolgozatom szorosan kapesolédik  Kornai Jdnossal
kozosen frt (1975a,) (1975b) és (1977) dolgozatainkhoz. Itt koszénom meg
Kornai Janosnak a kutatds sordn nyujtott segitségét.

A dolgozat kordibbi véltozatit tobben elolvastik. Hasznos észrevételeikért
koszonet illeti Brédy Andrast, Kapitany Zsuzsdt és Tarjdn Tamdst. Kiilon
megkoszonom Martos Béla alapos birdlatéat.

2. Elemi decentralizalt szabalyozas és konvergenciasebesség

Ebben a fejezetben egészen roviden megismételjik Simonovits (1978a)
dolgozatban bevezetett elemi decentralizdlt szabdlyozis alapfogalmait.

N-dimenzids dllapoteltérés vektor; & = (&), ,

N-dimenzids szabdlyozis eltérési vektor; @ = (&,)0.,,

R N x N dimenzids redlstruktira matrix; B = (r,,)5, ooy,

¢t diszkrét idd6,

(#,, w,) av-edik dontéshozo dllapot, ill. szabalyozisi eltérés valtozdja.
A rendszer mozgdseqyenlete

(.1} &t + 1) = z(t) + Raul?), Z(0) adott.

>R

Az elemi decentralizalt szabdlyozis N-dimenzids reakeidsebesség-vektora:
f=[f, 1. A szabdlyozis egyenlete:

(2:2) u(t) = — {f>&(t).
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(2.1)—(2.2) osszevetésébdl addodik az dllapot-atmenet egyenlet:
(2.3) &t + 1) = [I — R{HTa(), %(0) adott,
ahol I az N-dimenziés egységmatrix.

Ismert, hogy (2.3) megoldisa N db alapmegoldds egyértelmii linedris kombi-
néciéja, ahol az alapmegoldasok

(2.4) z[v, t] = A[v]z[»] ot U

alakuak, tehdt {z[v], A[v]} a kovetkezl sajdivektor-sajdtérték feladat meg-
olddsa:

(2.5) Ala(v] = [I — R{HJalv].
Legyen 4 a(z egyik) maximélis abszolutérték(i sajatérték:
(2.6) |1] = max {|A[»]]; 1 <» < N}

Most mér definidlthatjuk az (R, f) rendszer (aszimptotikus) konvergencia-
sebességél:

(2.7) 1/|4].

Ugyanis az alapmegoldésok linedris kombindcidja aszimptotikusan Ggy
viselkedik, mint a maximalis abszolatérték(i sajatérték(ek)hez tartozé tag(ok).
A szemléletes jelentés egyetlen ilyentag esetében nyilvanval6: ekkor az aszimp-
totikus kifejezés ¢'&, amelynek minden eleme tényleg 1/|4| részére zsugo-
rodik minden lépésben. )

A tovabbiakban a 7. fejezet kivételével mindig foltessziik, hogy a sajét
hatds nem nulla: 7, -« 0. Ekkor alkalmas mértékegységek bevezetésével fol-
tehetd, hogy
(2.8) = 1 1<y <N

Erdekes megvizsgdlni, hogy mi torténik, ha a r-edik egység figyelmen kiviil
hagyja a tobbi egység létezését. Ekkor a v-edik alrendszer egyenlete a y-edik
dintéshozo fejében

(2.9) &t + 1) = (1 — f)Z,() &,(0) adott.
Ekkor a naiv optimélis reakeiésebesség.
(2.10) f,=1,

amely az 1. id6szaktol kezdve a normatfv palyén tartand a y-edik alrendszert,
ha az tényleg fiiggetlen volna. ’

Mivel a y-edik dontéshozé dllapota éltalaban fiigg a tobbi dontéshozé alla-
potdtol, (2.10) dltaldban nem optimélis. Ezért érdekes a Bevezetésben gmlitett
eredménypar (2.10) optimalitdsardl. Erre azonban csak az 5. és 6. fejezetben
tériink vissza.

3. Az optimalis reakciésebesség és a szabdlyozasi idGszak hossza

A bevezetéshen mar emlitettiik, hogy a konvergenciasebesség csak ho§s;ﬁ—
tdvon mér meghizhatéan. A kozgazdaségban pedig nagyon gyakrjm rovid-
tdvra kell szabélyozni. Hasznosnak tinik egy olyan modell bemutatisa, amely

4%
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titkrozi az optimélis reakeidsebesség és a szabalyozasi id@szak hosszénak kap-
csolatat. Kz a példa Simonovits (1976) dolgozataibdl szarmazik, amelyben
T. Marschak (1972) tévedését javitottam ki. Ellentétben a KS-1és KS-2 dolgo-
zattal, a fenti két dolgozat ismeretét egydltaldn nem tételezem fol.

Mi az optimalizdlandé célfiiggvény? A Bevezetéssel Osszhangban arra
toreksziink, hogy az optimalis reakcidsebesség fiiggetlen legyen a kezdeti
allapoteltéréstsl. Célszertinek latszik tehat a kezdeti allapoteltérést wvald-
szindiségi wvdltozomak tekinti. Egyszeriiség kedvéért elemeit nulla vérhaté
értékii, egységnyi szérast és paronként korrelalatlan valdészin(iségi valtozok-
kal irjuk le. Képletben:

(3.1) ex(0) =0 és &x(o)Z(0)' = I.

Legyen a vizsgalt idGszak hossza 7 + 1, ekkor az &(7') végéllapoteltérés-
vektor varhaté hosszasigat (pontosabban négyzetét)

(3.2) N, T) = e&(T) &(T)

adja. Természetesnek tlinik ezt a mennyiséget venni veszteségfiiggvénynek,
amelyet az optimalis reakcidsebesség-vektor minimalizal.

Sziikségiink lesz még a kovetkez§ matematikai egyszerisitésekre: az R
matrix szimmeltrikws és pozitiv definit:

(3-3) B'=RK" éa v'Rv >0 (2520)
valamint az f reakcidsebesség vektor elemei egyonitetiick:
(3.4) fiz= ol

Sziikségiink lesz az R matrix sajatértékeire is:
(3.5) 8, >0 L v IV,

Ekkor (2.3) és (3.1—5), R 6s {s) hasonlésagabol 2, (1—r,g)2T = 2,' (1 —s,p)?T
felhasznalaséval a

(3.6) o, T) = ZMa(1 — 5,07

osszefiiggéshez jutunk, amelybsl kozvetleniil vizsgdlhatjuk a veszteséget ¢
reakeidsebesség és T idGszakhossz fiiggvényéhen.

(3.6) differencidlasaval a ¢ optimdlis reakeidsebességre (konvex fiiggvényrdl
16vén sz0) a kivetkezd szitkséges és elégséges feltételt kapjuk:

(37) v=l(l 3 Sv(/‘)'l‘)‘z'r—l 8y = 0.

(3.7) egyenlethdl altalaban nem lehet kifejezni ¢p-t. Szoritkozzunk tehat
olzan R mitrixokra, amelyeknek két kiilonbozs sajatértékitk van, s és
), k™, ill. B multiplicitdssal:

(3.8) M M g | 4 M = N

: Flp,y( Imeztetjitk az Olvas6t, hogy itt nines teriink a ( 3.3) feltevés kozgazdasdgi értel-
mezésére, 14sd 1'. Marschak (1972) Szdmunkra a feltevés csak a szdmolds megkdnnyfté-
sére smlgtil
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Ekkor (3.7) szerint ,
2T—1 27—1
V™ ) 4 5D 5@
#:9) 7= " a7—1 ]
s T g () |/ D) )

(3.9)-bdl konnyi belatni, hogy

(3.10) @or } 9., ha EOOHM )M,
(3.11) @r 4 @ey ha Mg > pOAD,
(3.12) Pr =P, ha kMM — [ M)
ahol

2
3.1 L.
(3.13) q e

és pr 4 @ azt jeloli, hogy {g;} sorozat né és hatérértéke ¢...

Mivel
(3.14) |1 = max (|1 - s™gp|, |1 — sMgp])
a rendszer konvergenciasebessége, a (3.13)-ban bevezetett ¢. a maximéalis
konvergenciasebességet megvaldsité aszimptotikusan optimélis reakcidse-
besség és

2

3.15 M) '
(3.15) q K
a stabilitast biztosité reakciosebességek felsG hatédra.

Vildgosabb képet kapunk, ha az alabbi specidlis B métrixra szorftkozunk:
(x paraméter)

(3.16) r,w::[]’ b TR
As nAY
Konnyen belathaté, hogy e métrixnak két sajatértéke van:
(B.17) s™M =14 (N — 1)y, (k™M=1) és sM=1—y, (=N —1), ha y <0
(3.18) sM =1 —x, (k™ =N —1) és sM=1+ (N —1)2, (k¥ =1), ha y>0.

Nyilvanvalé, hogy az R métrix akkor és csak akkor pozitiv definit (vagy
ami ezzel ekvivalens, minden sajatértéke pozitiv), ha

1
(3.19) —— < <L
N—1
A (3.16) specidlis métrix esetén (3.10—12)-ben az esetek szétvilasztisa at-
tekinthet$vé valik. Rendre
(3.20 ' bol gy = 2
! S 6s 4 = yn, aho o
) L<qAN> % > AN OB Y=UN N 2(N —1)
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Végiil (3.12) feltétele teljesiil még, ha y = 0. Vagyis az N-t8l fiiggd 4 = yn
mellett csak a trividlis y = 0 esetben, azaz N fiiggetlen alrendszer esetén,
azonos az adott idGszakra vett optimélis reakcidsebesség a ,hossziativa”
optimummal. Kilon kiemelném, hogy y >y, esetén kis 7'-re el6fordulhat,
hogy ¢r > ™), vagyis a rovidtdva optimum nem biztosft hosszitdvon sta-
bilitast.

Osszegezve a fentieket:

1. Téiel: (3.1 —4) fellevés mellett a rovididvi optimdlis reakcicsebesséy lehet
kisebb mint a hosszididvi optimum (stabil) és lehet nagyobb is (instabil ). A két
mennyiség csak a trividlis szélesé rendszernél azonos. (y — yy-tol eltekintvel)

Megjegyzés: Krdemes kiszdmolni a hosszatava optimélis reakcidsebességet
specialis matrixunkra. Helyettesitsitk be (3.17)-et, ill. (3.18)-at (3.13)-ba —
az eredmény mindkét esetben

3.20 P 7 WL JU
(3.20) 7 () T —2)y

ami N > 2 és y +« 0 esetén kisebb, ill. nagyobb 1-nél, aszerint hogy y -0,
ill. % <7 0. Ezzel igazoltuk, hogy a (2.10)-beli naiv optimum altaliban nem
optimalis.

Roviden utalnék Varga (1962) alternativ megkozelitésére (3.2 pont): Le-
gyen ||&|| az & vektor valamilyen ,normaja’, hosszusiga. Ekkor ¢ idGszak
alatt a szabdlyozis gyorsasigiat ||&(4)||/||&(0)|| hdnyados maximdlis értékével
jellemezhetjiik, ill. e maximum f-edik gyokével.

t

(3.12) anx E10] /Ry

z#o0 |[F(0)]
Belathaté (Varga, Theorem 3.2 és Corollary), hogy

l, >4 és lim 4, = 4,

{0

Doy

(3.22)

vagyis a véges tavi konvergenciasebesség kisebb (esetleg egyenld) mint
a hosszutavi, amely az elGbbinek a hatarértéke.

4. A szabalyozis simasiga és centralizaltsiga

Az el6z6 fejezetben példat hoztunk az elemi decentralizalt szabdlyozdis
rovid- és hosszatava mindsitésének eltérésére. A két szemlélet kiillonbségét
Brédy (1973) dolgozataban nagyon szemléletesen targyalta és a kintat a szabi-
lyozas simasdgaban, vagy ahogy § nevezte, jol orientilésigdban litta. Mivel
a jol orientald szabdlyozdas ismérvét mar a Bevezetésben ismertettiik, most
képletbe ontjiik e tulajdonsigot:

’

(4.1) sgn (6 + 1) = sgn (1) ¢és |&,(t + )| < |#,()

ahol egyenldség csak Z,(f) = 0 esetén all, 1 < » < N. (Itt sgn @ az a valés szdm
elGjelét jeloli!)

Megjegyezziik, hogy Brédy nem korlatozta vizsgilatait elemi decentrali-
zalt szabdlyozdsokra. Anélkiil, hogy teljes mértékben kovetnénk Brody fel-
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tevéseit, kozelebb keriiliink hozzdjuk, ha altaldnositjuk a dontéshozdk in-
formdcioi fiiggvényét. Céljainkra elegend§, ha a v-edik dontéshozé informécidja
a rendszer allapotinak id6ben allandé linedris skalarértéki fiiggvénye. Kép-
letben:

70 = ,a () 1<v< N

azaz a rendszer informécié fiiggvénye

(4.2) () = Cx(t).

’

Nyilvanvalé, hogy elemi dencentralizalt szabdlyozas esetén ¢ = I, amikor
a dontéshozdk sajit dllapotukat ismerik és mdst nem ismernek. Altaldban
azonban a (' matrix f6atléjan kiviil is vannak nullatél kilonbozé elemek,
amelyek az informécié rendszer bizonyosfoka centralizaltsdgdval kapesolato-
sak. Mindenesetre foltessziik, hogy az informécidk egyiittesébél az allapot
egvértelmiien meghatdrozhaté (amely azonban teljes centraliziciét is meg-
enged.) Matematikailag ez a €' matrix regularitisat jelenti, szabdlyozdselméleti
kifejezéssel élve: a rendszer megfigyelhets. A dontési rendszer teljes decentrali-
zéltsagit tovabbra is foltételezziik: a v-edik egység dontése kizardlag sajit
informécidjatol fiigg: (vo. (2.2)-vel) ‘

(4.3) w(t) = () x(t).

A tovébbiakban azt bizonyitom be, hogy a fenti (R, C') rendszer j6l orientdl-
hatésdga szoros kapesolatban van az informéciérendszer centraliziltsagaval.

Mindenekel6tt feltessziik, hogy irreducibilis redlstruktaraji rendszerekre
szoritkozunk, hiszen a szabélyozdis szempontjabol barmely reducibilis rendszer
irreducibilis alrendszercire vezethetd vissza.

Bevezetjiik az (R, () rendszer elemi szabdalyozhatdsiginak fogalmét is:
az (R, O') rendszer elemien szabdlyozhaté, ha van olyan f reakcidsebesség-vektor,
amelyre a rendszer barmilyen x(0) indulédllapothél az els idGszakra a nor-
matfv palydra iranyithaté: (1) = x*(1). (Ha a rendszer valamelyik idGszak-

an a normativ palydra keriil, akkor ott is marad))

Nyilvanvals, hogy egy elemien szabdlyozhaté rendszer jol orientdlhaté de
megforditva nem. S3t, a jol orientals szabilyozisok egy része semmilyen véges
iddszak alatt nem vezeti a rendszert normativ palydra, csak annak tetszileges
kizelébe. Kzért érdekes a kovetkezd tétel. ,

2. Tétel. Az (R, () rendszer akkor és csak akkor jol orientédlhaté, ha elemien
szabédlyozhatd, azaz ha az

(4.4) RC matrix reguldris és diagondlis.

Miel6tt bizonyitanank a 2. tételt, kiilon kimondjuk e tétel specidlis esetét
az elemi decentralizdlt szabdlyozds esetére.

3. Tétel. Az elemi decentralizalt szabalyozéas akkor és esak akkor jol orientdld,
ha, a rendszer redlstruktirdja N db fiiggetlen egységhdl all, ami irreducibilis
esethen N = 1-gyel ekvivalens. . s 4
l 'lM egjeqyzések. A 2. tétel sokban hasonlit Martos (1976) bizonyos segédtéte-
C1nez.

A 3. tételbsl vildgos, hogy az elemi decentralizélt szabdlyozds nem j6l orien-
tal, teh4t indokolt a konvergenciasebesség durvébb, de étfogébb médszerének
alkalmazésa.
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A jol orientdlhatésig és az elemi szabdlyozhatésdg ekvivalencidja arra utal,
hogy Brédy ismerve meglehetésen szigord, a valdsidgos rendszerekre aligha
alkalmazhat6. Ugyanakkor eléfordulbhat, hogy egy elemien szabélyozhaté
rendszert tobb iddszak alatt kell a normativ palyéra vezetni, mert az egy idg-
szak alatti célba juttatds megsérti a miikodGképességi feltételeket (amelyeket
egyébként az egész dolgozatban figyelmen kiviil hagyunk.)

Itt utalunk arra, hogy a 7. fejezetben szerepl§ egy-szektoros (két dontés-
hoz6bdl dllé) rendelésjelzéses gazdasig két idGszak alatt a normativ palyéra
vezethetd, de egy idGszak alatt nem. Azaz a rendszer szabdlyozhatd, de elemien
nem szabdalyozhato.

Bizonyitds:

(i) Eloszor a (4.4) feltétel és a jol orientélhatsag ekvivalencidjat igazoljuk:
Helyettesitsiilk be (4.2) és (4.3) Osszefiiggéseket, (2.1)-be; az fgy kapott
&t + 1) = (I — ROf)) &(t) osszefiiggést a

(4.5) K = I — RC{f)
jelolés segitségével tomorebben folirhatjuk:
(4.6) (¢ + 1) = K&(1).

Belitjuk, a jol orientélds sziikséges és elégséges feltétele az, hogy K diago-
ndlis matrix és a diagondlis elemek 0 és 1 kozott vannak:

(4.7) AL 0 <k, <1l.

Rogzitsiink egy tetszileges » indexet és legyen Z,(0) 5= 0 és ,(0) = 0 minden
» 54 y-re. Kkkor (4.6)-bol
(4.8) z,(1) = k,%,(0) és &,(1) =k, Z,(0) minden x < »-re.

w" 'y My

Mivel feltevésiink szerint &,(0) = 0, (x »v), (4.1) és (4.8) szerint k,, — 0
(2 5= v). Tovabbéa #,(0) +« 0, tehdt ismét (4.1) és (4.8) szerint 0 < k,, < 1.
Mivel » tetszileges, (4.7) szitkségességét bizonyitottuk.
(4.7) elégségessége viszont trividlis.
Mivel minden reakciésebesség nullatdl kiilonbozé, (4.5)-b8l RC kifejezhetd:

(4.9) RC = (I — K)<{f)~L

A jol oriental6 szabdlyozds (4.7) feltétele szerint 0 < 1 — K < I, tehat
RC tényleg regularis és diagondlis.

(ii) Rétériink a szabdlyozhatésig és (4.4) ekvivalencidjanak bizonyitéséra.
(4.6) szerint a szabdlyozhatésdg K = 0-val ekvivalens, amit (4.9)-be behe-
lyettesitve (4.4)-hoz jutunk. Megforditva: (4.4) esetén (f) = (RC)~! diago-
nalis és (4.5) szerint K — 0-hoz vezet.

5. A konvergenciasebesség és a reakciosebességek kapesolata
produktiv gazdasigban, negativ idegen hatdsoknal

Ebben a fejezetben rétériink vizsgélatunk f6 kérdésére. Hogyan fiigg a
konvergenciasebesség a reakciosebesség vektortél? ElGszor viszonylag dl-
talanos feltevésekkel éliink a redlstruktararol.
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Foltessziik, hogy a pozitiv sajit hatésokkal (vo. (2.8)) ellentétes, negativ

eljeltiek az idegen hatdsok : [ Meizler (1945)].

(5.1) M=I—-R>0
és
(5.2) m,, = 0, 1<»<N.

A Simonovits (1978a) dolgozatban alkalmazott uralkodd sajdt hatds (1'M < 1")
feltevést most dtfogalmazzuk.

A gazdaségot produktivnak nevezzik, ha minden allapotnovekedés meg-
engedett (pozitiv) dontéssel megvalosithaté. Ismert Osszefiiggés szerint ez a
kovetelmény akkor és csak akkor valésul meg negativ idegen hatésok esetén,
ha az idegen hatdsok egyiitthaté métrixdnak spektralsugara kisebb mint
1. Képlethen:

(5.3) o(M) < 1.

Megemlitjiik, hogy a KS-1 készletszabélyozdsos modellben az idegen hata-
sok negativak és a gazdasdg produktiv. Viszont a KS-2 rendelés-szabélyozésos
modellben egyes sajat hatdsok nullik és egyes idegen hatésok pozitivak.
McFadden (1969) szémpélddjaban szerepls gazdaség viszont megint eleget
tesz (5.1 3) feltevéseknek.

(5.1) normalé feltevés mellett célszeri bevezetni a csillapitott reakcibsebes-
ség vektor fogalmat:

(5.4) 0< sl 1Zr<N).
Emlékeztetjilk még az olvasét az irreducibilis ciklikus nem-negatfv méatrix
definfcidjara: (Varga (1962) (2.33) képlet).

Az M NxN-es nem-negativ irreducibilis méatrix ciklikus (¢ indexszel),
ha sorai és oszlopai egyiittes dtindexelésével a kivetkezs alakra hozhaté:

M, a0
0 Mg ith et 4
) by P b nie Byl (41
Y oo My
M, 0 et 5107
ahol az M, oszlopszdma az M, sorszdméval azonos, p =1,...,¢, (M, =

= M,). (5.5) szemléletes jelentése nyilvanvald: ¢ db_osztélyra ’bontva a don
téshozokat a p + 1-edik osztaly dontései csak a p-edik osztély allapotvaltoza-
saira hatnak. (5.5) feltétellel ekvivalens meg a kovetkezd alak:

(5.6) M7 = (M(p)§=1>

ahol M(p) kvadratikus matrix, amelynek dimenzitja: M, gorainak széma.
Most mar kimondhatjuk:
4. Tétel Produktiv gazdasigban, negativ idegen hatésok esetén
(i) bérmely csillapitott reakciésebesség-vektor novelése noveli a konver-
genciasebességet,
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(ii) barmely csillapitatlan egyonteti reakcidsebesség novelése akkor és
csak akkor csokkenti a konvergenciasebességet, ha az M méatrix ciklikus.

(iii) Mind (i), mind (ii) esetén (az utébbindl foltéve, hogy M ciklikus) az op-
timdlis reakcidésebesség vektor minden eleme 1 (akdr a naiv optimumndl) és
a maximalis konvergenciasebesség
(5.7) 1/\}'max| = 1fo(M).

Megjeqyzések :

A 4. Tétel KS-1 4. Tételének dltalanositisa, hiszen KS-1-nél az output-
készlet valtozasira (sajit termelésén kiviil) esak a vételek hatnak, az input-
készlet valtozdsra (sajat vételén kiviil) esak a termelés hat: tehat M ciklikus.
(5.1--3) feltevések nyilvanvaléan teljesiilnek. Az Aallitdsok azonossdgdt is
konnyti ellenérizni.

Valoszind, hogy (5.1 3; 5) feltevések altaldban nem biztositjik, hogy
tetszileges reakcidsebesség vektorok kozott is az egyontet(i egyséenyi az op-
timalis.

Erdekes hasonlésdg mutatkozik tételiink és a linedris egvenletek iterativ
megoldasandl fellépd til-relaxdldsi elv kozott [Varga (1962) pl. Theorem 3.16.]

Bizonyitds:

(i) Hagyjuk el (2.5)-b6l a » indexet és helyettesitsiik be az egyszeriisitett
kifejezésben az (5.1 2) pérost:

(5.8) i = [T — <y + M2

0 < f "1 esetén (5.8) jobb oldalin 4ll6 matrix nemnegativ, tehat Frobe-
niug — Perron tétele szerint az (egyik) domindns gyok pozitiv, jeloljiik ezt
(&, A)-val.

(5.8)-ban visszahelyettesitve (5.2)-t, némi dtrendezés utin

(5.9) Rfya = (1 — ) &, x>0 é A>0
osszefiiggést nyerjiik. Jol ismert, hogy (5.1 - 3) értelmében 16tezik R inverze,
melynek minden eleme pozitiv: -1 > 0. X
Szorozzuk meg (5.9) mindkét oldalat (f) *R-'(1 — A) '-gvel:
(5.10) (1 — )& = (H1R1%.

Ismét Frobenius - Perron tétele alapjin (1 — A1 >0 az (YR pozitiv
métrix spektralsugara, tehat novekvd fiiggvénye (f) '-nek. Vagyis 1/A no-
vekvé fiiggvénye f-nek.

(ii) Az egyontetii reakciésebesség-vektort (3.4) definidlja. Kzt behelyette-
sitve (5.8)-ba, rendezéssel

(5.11) (A =1+ ¢)x =@Mz,

sajatvektor-sajitérték feladathoz jutunk. Most nem tudjuk, hogy (&, 4) milyen
elGjelii, viszont (4 — 1 + ¢@)/p valamilyen sajitértéke M-nek, pl, egyenls u-vel:

(5.12) Mz = us
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(5.13) Mu)=1—9 + pp.

g = 1 esetén A(u) = p. Mivel M > 0, foltehets, hogy . = o(M). Ha az
M matrix ciklikus, akkor (5.6) szerint (vo. Varga (1962) Def. 2.2) még &k — 1
komplex (ezenbeliil paros k-nél 1 negativ, paratlan k-nal O negativ) sajatérték
dominans. Ekkor ¢ novelésével a p(4/)-hez tartozé pozitiv sajatérték csokken,
a tobbi abszolat értéke nd, tehat ]/HI csokken.

Ha az M métrix nem ciklikus, akkor M nemnegativitdsa és irreducibilitésa
folytdn M tobbi sajatériéke kisehb abszolatértékd mint o(H), tehat ¢ meg-
felelGen kicsiny novelése esetén a o(M)-hez tartozé sajatérték dominancidja
megmarad.

(1i1) Trividlisan kovetkezik (i)-bél és (ii)-bdl.

Megjeqyzés: A métrixelméleti irodalom (pl. Varga (1962)) az M méatrix
ciklikussdgdt azzal definidlja, hogy tébb mint egy domindns sajétértéke 1é-
tezik, és ebbdl vezeti le (5.5) alakot. Mi szdndékosan forditott sorrendet vélasz-
tottunk, mivel kizgazdasigilag (5.5) szemléletesebbnek tiint, mint a szokdsos
definicid.

6. Maximalis konvergenciasebesség a készletjelzéses gazdasighan

Az elz6 fejezet feltevései mellett jelenleg nem ismert a feltétel nélkiili op-
timdlis reakcidsebesség-vektora, ezért szoritkoztunk a esillaptiott, ill. egydntetic
reakeid-sebességekre. Most specidlisabb R redlstruktirakra  szorftkozunk,
a készletjelzéses gazdasigéra. gy képesek lesziimk meghatirozni a feltétel
nélkiili optimalis reakciosebesség-vektort, amelyrél kideriil, hogy megegye-
zik a 2. fejezet naiv optimumdval, akércsak az 5. fejezet feltételes optimumai.

9. Tétel A KS-1 készletjelzéses gazdasigban
(i) egyontet(i termelési- és egyonteti vételi reakcidsebességek esetén, vagyis
ha,

(6.1) d=8, (1<j<n) é e;=¢ (GIEJ)
a konvergenciasebesség 6 és & reakeidsebesség novelésekor né, ha
(6.2) 0+¢e< 2
és csokken, ha
(6.3) 4 852

A
(6.4) d+e=2

hatdresetben né, ha |§ — &| esokken.

. P . z z . ” 7 .

(ii) Tetszbleges reakcisebesség vektor esetén az egyontetli egységnyl az op-
timalis, amikor is a maximdlis konvergenciasebesség

(6.5) lllioptl = 1/{o(4).

ahol p(A4) az A matrix spektrilsugara.
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Bizonyitdas:

A bizonyitds nehézségét az okozza, hogy a reakcibsebességekre tett fel-
tevések nélkiil nehéz meghatérozni a domindns sajétértéket és annak fiiggését
a reakcidsebesség-vektortol.

Eleve még azt sem tudjuk, hogy negativ reakcidsebesség-elemek nem segi-
tenek-e a stabilizaliasban. Enthoven —Arrow (1956) tétele uralkodd sajat hatds
és ellentétes idegen hatds esetére kimondja a negativ elemet tartalmazé reakeié-
sebesség-vektorok instabilitdsdt, tehat esetiinkben foltehetjiik, hogy a reakeis-
sebesség-vektor pozitiv.

Kiinduldsul KS-1 (6.6) egyenlete szolgal, amelyet most a
de;

6.6 k(A = AL
i L S PR R

jelolés segitségével tomorebben irunk fol:

n
(6.7) w; = 21pjk(l) @jwy 1<i<n.
k=1
(A kalap elhagydsival ismét arra utaltunk, hogy nem csak a domindns gyokot
tekintjitk, bar csak az érdekes igazahdl.)

(i) ,,Félig-egyonteti” reakcidsebesség vektor esetén még kivethetjiik az
el6z6 fejezet, ill. KS-1 gondolatmenetét. (6.7) dtrendezésével p(2) ~w —= Aw
nem-linedris sajatérték-sajatvektor feladathoz jutunk. Legyen az A métrix
tetszoleges sajatértéke o,

(6.8) Aw = oaw

akkor el6z6 egyenletiink szerint

(6.9) P(A) = 1/a. (x 5= 0)
(Itt és az (i) ponthan a tovdbbiakban y indexezése feleslegessé vilik (6.1)
folytan!)

(6.6)-ot behelyettesitve (6.9)-be mésodfoka egyenletet kapunk A-ra, amelyet
megoldva b b M
2—0—eF J(8— )2+ 4ade
) =—"-"""7—""———.
2
Frobenius —Perron tétele szerint |o| < p, tehdt A(ex) akkor és esak akkor
maximdlis abszolat értékben, ha « = p. Pontosabban:

ISR (O

(6.10) POk il o =0, ha (6.2) 4ll
és

5 i v 18— p\2 sldltndp
(6.11) je B0 e V(8 — of chgbiede v o o iy e

(6.10 - 11) 0 és e szerinti parcidlis differencidlésdval (i) konnyen beldthat6.
(6.4) esetén a kovetkezd kifejezést kell vizsgdlni.

(6.12) A=V (184062 — 9).
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(ii) Az (i) specidlis esetet részben szemléletessége és részben tovabbi alkal-
mazhatésiga folytdn mondtuk ki kiildn. Bar 4ltaldnos reakcidsebesség-
vektornédl nines explicit képletiink a maximélis konvergenciasebességre, sét,
még a konvergencidt biztosité reakcidsebesség-vektorok tartomanyédt sem
ismerjiik, az (i) pontban nyert ismereteink jol hasznosithaték az dltaldnos
esetben is.

ElSszor belatjuk, hogy (6.7)-nek van wvalds megoldésa, amelyet hullimmal
jeloliink: (1, ).

(6.7) helyett a némileg altaldnosabb

n
mwj= DypNagw, 1<j<n, 2 valés
k=1

paraméteres linedris sajatérték-sajatvektor feladatot vizsgdljuk. Nyilvanvald,
hogy ez x, = 1 esetén azonos (6.7)-tel és megforditva, csak x, = 1 esetén
azonos (6.7)-tel. - @)

Legyen p* =max{l —d;, 1 —e; |1<j<n, (§,k)€J}. (d, E) >0, miatt
pt<1. A KS-1 cikk érvelését megismételve w,+ = oo, », = p < 1, tehat
van olyan A* szdm, amelyre

(6.13) sige. =il (ut < A% < 1).

~ Legyen A* a legnagyobb ilyen tulajdonsigi szdm. Ekkor beldtjuk, hogy A*
domindns sajdtérték.

Ellenkez§ esetben ugyanis Frobenius— Perron tétele szerint p[ (AN ) ke >
— 1, tehdt az el6z6 gondolatmenetben pt helyett At-t frva azt kapjuk, hogy
a (6.13)-beli A* szimok egyike nagyobb At-nal. De A* éppen e szdmok maxi-
Mmuma volt, tehdt ellentmondéashoz jutottunk. At tényleg domindns, tehat
1smét. Frobenius — Perron tétele szerint

n .
(6.14) wf = Fp(A) apwf wf >0, 1<j<n.
k=1

Mivel az optimélis megoldas stabil, || <1, tehét az [1, o] intervallum-
ban nincs sajatérték.

Hasonlé gondolatmenettel és p~ = min {1 —d;, 1 — ey |1 < j < m,
(4, kye J} jeloléssel van a (—1, w~) intervallumban legaldbb egy valds meg-
oldésa (6.7)-nek és a legkisebb sajétértéket jeloljik A~-szal. . -

Mivel u= << p* [és egyenlbség csak d;=ep =1 (1 <7<, (j,k)€J)
esetén 4all], A- << A+. Ha a reakcidsebesség-vektor csillapitott, akkor az el6zd
ijezet értelmében a dominédns sajatérték pozitiv, tehat A+. Ha a reakeis-
Sebesség-vektor nem csillapitott, azaz legalabb egyik eleme nagyobb, mint 1,
akkor = < 0, tehat van negatfv sajatérték is, A~ < 0.

Mivel a 4. Tételhez képest az 5. Tétel semmi Gjat nem tartalmaz csillapitott

reakcidsebesség-vektor esetén, a tovdbbiakban kizérjuk ezt az esetet.
A vizsgalatot megneheziti, hogy nem tudjuk, hogy lehet-e a dominéns sajét-
erték komplex. Azt sejtjiik, hogy nem, de ezt nem tudjuk bizonyitani. Végiil is
elegends lesz A+ és A ,»dominéns-jelslteket”” tanulményozni a reakcié-
Sebesség-vektor fiiggvényében. Belatjuk, hogy A+ és A~ egyardnt csokken
@ reakcidsebesség-vektor novelésénél.
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Legyen ugyanis 0 < (d®, W) < (d®, E®). Kénnyen belathaté, hogy v ()
csokkend fiiggvénye d-nek, ill. (’jk nak, amennyiben ut <72 < 1. Ugyanis
¥j(4) mindkét temezo]c pozitiv és csokkend fliggvénye d;nek, ill. e¢j-nak.
Alkalmas jeloléssel

(6.15) pR(A) <vRP(2), ha uf <i<1 (j, k)€ J
¢s legalabb egy (j, k)-ra hatérozott egyenlitlenség 4ll.

KS-1 I. Segédtétele és (6.14 - 15) szerint
(6.16) elwiR(AN) ay] > o [wR(A) @]

(figyelembe véve, hogy az 4 matrix irreducibilis).

Definicié szerint (6.16) bal oldalan 4ll6 kifejezés 1, ahonnét a fenti gondolat-
menet ujabb alkalmazisival adédik, hogy 2 — Af.

Nem- (sillapitott reake iéscbesség-vektor esetén A -ndl ugyanez a helyzet.

Mivel \}} - max (| AT, |A7]), az egyontet(i egységnyi reakciésebesség-vektor
()ptmnhtdsaho/ elvgondo
(6.17) max (|A*], |A~7]) > ]Z“’[ ha (d, F) =<1

osszefiiggés belatdsa, ahol az 1 az egyontet(i egységnyi reakcidésebesség-
vektora, amelyre

(6.18) A =1y,
Elgszor belatjuk, hogy van olyan (4, k)€ J, amelyre
1
(6.19) YAt < —.
0

Ellenkez6 esetben ugyanis y, (%) — 1 minden (j, k) € J-re. (6.14)-re alkal-
mazva KS-1 1. Segédtételét ellentmondashoz jutunk: o(4) - p.

Hasonléan igazolhat6, hogy csillapitatlan reakciésebesség-vektor esetén
van olyan (j, k) € J, amelyre

1
(()20) 1/)/.,{(}’*) L
e
Legyen a = 1fy; (), 6 = d; és & = ey a (6.19)-ben szerepls j-re és k-ra.

Ekkor az (i) pont ‘-x/ormt [(6. l()).]
sk Tidiog: Bk V(0 &) + 4ade
2
(Mivel 2+ = u+ > (2 — & £)/2, At a | jelhoz tartozik!) Hasonléan [(6.11)]
x = 1/, (A7) sth. esetén
e 28 e V(O o + dade
s - !

Az (i) pontban belattuk, hogy mind |A*| mind |2 n6 «-val, tehdt (6.19),
ill. (6.20) szerint A* > 1 -0, ill. A~ < 4 <0 teljesiil, kivéve ha (6.19)-ben,
ill. (6.20)-ban minden ( 7, k)-ra egyenloaog ull a < helyett. De ekkor > helyett
is cgyenloseg kell hogy &lljon, ami esak az (i) pontl)a,n targyalt esetben 4ll.

Mivel || ~ M az (i) feltétel mellett, (6.17)-et igazoltuk.
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7. A rendelésjelzéses gazdasag esete

A készletjelzéses gazdasdggal ellentétben, a maximélis konvergenciasebes-
séget nem tudjuk meghatirozni a rendelésjelzéses gazdasdghan, KS-2-
ben. Mivel a rendelésjelzéses gazdasigban az input-készlet valtozisa fiiggetlen
sajat szabdlyozési valtoz6jatdl, a rendeléstSl, wralkodd sajdthatds helyett
nulla sajdthatds esetével dllunk szembe. Az is beldthatd, hogy az idegen hatd-
sok kozott vannak pozitivak is és negativak is. Vagyis az 5. fejezet eredményei
nem alkalmazhatdk.

Mégis kimondhatunk olyan tételt, amelybél arra kovetkeztethetiink, hogy
a KS-2 szabilyozds gyorsabb mint a KS-1.

6. Tétel A rendelésjelzéses gazdasighan
(i) egyontetli szallitdsi- és egyontetii rendelési reakcidsebességek esetén,
azaz ha

(7.1) pij=mn és ¢;= » minden (i, 7)€ J-re,
a készletjelzéses gazdasdg maximdilis konvergenciasebessége
, 1
(7.2) m=2 és x=—
2

esetén megvalosul. Egyébként a (7.2) sebességpir a (7.1) feltételndl optimédlis,
ha az A métrix paros-ciklikus; nem optimélis, ha az 4 aciklikus.

(i) a feltétel nélkiili maximalis konvergenciasebesség dltaldban nagyobb, (de
legfeljebb egyenls) mint a készlet jelzéses gazdasigé.

Megjeqyzések :

Az 5. fejezethen, amikor azt vizsgdltuk, hogy az egyontet(i reakeciésebességek
kziil az egységnyi mikor optimdlis, az M matrix ciklikussdga fontos specidlis
eset volt, hiszen magdba foglalta a készletjelzéses gazdaségot. Ezzel ellen-
téthen, most az 4 méatrix ciklikussdga kivételes eset, bar Morishima (1961)
6ta kiilon bibel6dnek vele az Agazati kapesolatok elméletében.

Mig a készletjelzéses gazdasdghan a maximélis konvergenciasebességet az 5.
Tételben altaldnosan megadtuk, a rendelésjelzéses gazdasdghan ez nem sike-
rilt. Ennek részben az az oka, hogy a készletjelzéses maximum.(’sak ’Q(,A/),‘
tél fiigg, a rendelésjelzéses maximum pedig az 4 métrix tobbi sajatértékétol
18 fiigg, mindenckel6tt a legkisebb negativ sajatértéktosl. SzélsGséges esetben,
amikor a gazdasig egyetlen eqy szektorbdl 411, akkor az optimélis reakcidsebes-
ség-pir

1

2(1 — o)

68 a konvergenciasebesség pégtelen. Ugyanis a rendszer a méasodik id@szakban
& normativ pélydra keriil.

E fejezet 6 érdekességét abban litom, hogy sikeriilt két mindségileg kiilon-
2076 szabéilyozisi rendszer konvergenciasebességét osszehasonlitani. (Mennyi-
ségileg kiilonbozs rendszerek mar KS-1-ben, ill. e dolgozat el6zé fejezeteiben is
Szerepeltek, amikor csak a reakcidsebességeket véltoztattuk!) Ismét aldhuz-
nam, hogy ez az osszehasonlitds csak hosszitédvi szabélyozds esetén megbiz-

(7.3) pu=2 6és qu=



64 SIMONOVITS ANDRAS

hat6. Tovabbi megszoritds, hogy optimalis reakciésebességeket feltételeziink,
holott ezek csak a keszletjelzeses gazdasigra ismertek. Természetesen sziikség
volt valamilyen kozos ismérve a két gazdasig dsszehasonlitasanal, és erre csak
az optimum kinalkozott. (T. Marschak 3. fejezetben idézett dolgozaténak {6
hibéja éppen abban rejlett, hogy (3.9) optimalis reakcidsebesség helyett
(3.15) maximalis reakcidsebességgel szamolt elemzéseiben. V6. Simonovits
(1976).)

A. 6. tétel bizonyitdsa
A bizonyitds kezdete hasonlit az 5. Tételéhez. Most KS-2 (4.3) Osszefiiggést
irjuk fol roviden a

ax
(.4) vid) = M—@2—a)d+1—a(l—=x)
jeloléssel:
7.5) p(A) "k = Ak.
Latjuk, hogy p(4) ! az A matrix sajatértéke, mondjuk o:
(7.6) p(A) =

Egyszer( szamolassal adodik

(7.7) 259o) — 2 —mt) 1?2_2 o b ok,

Vizsgdljuk meg elszor 2{%9(p)-t. Kionnyen beldithato, hog\ (7.3) esetén
Ai{;")( ) = 0. Vagyis egy- szektoros gazdasig esetén (amikor mds sajatértéke
nines 4-nak) a konvergenciasebesség végtelen, azaz 2 16pésen beliil a rendszer
a normalis palyara keriill. (Ha egy N X N-es métrix Osszes sajatértéke nulla,
akkor az N-edik hatvinya nulla!) Véges idejli konvergencia (szabdlyozhaté-
sag) dltaliban nem remélhetd !

Ellentétben a készletjelzéses gazdasiggal, a rendelésjelzéses gazdasigban
az A matrix tobbi sajatértéke is szerepet kap. Belatjuk, hogy (7.2) esetén
a készletjelzéses maximum val6sul meg:

(7.8) ied — .

Ugyanecsak (7. 7) be behelyettesitve (7.2)-t AG,D(x) = |/ tsszefiigeést kapjuk,
amelyb6l — |x| << p figyelembevételével Mlodlk (7 8).
Ha belatjuk, hogy

- 1
(7.9) max {| {3(0) |, |45~ 0)[} > Ve, ha (m, x) = (2,;],
akkor (7.8) értelmében
(7.10) |A9| > Vo, ha (m, x) = (2, %]

is bizonyitott, amely nem més, mint (7.2) optimalitdsa pérosan ciklikus 4

métrix esetén.
Rétériink (7.9) bizonyitaséira. Vegyuk észre, hogy (7.7) diszkrimindnsa o =
= p, ill. (—p) esethen egyarint csokkend fiiggvénye »-nak. Ezért adott & mellett,
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ha mindkét diszkriminéns pozitiv, akkor x-novelésével mindkét diszkrimi-
néns, azaz minkét gyok abszolut értéke csokkenthets. Ha mindkét diszkrimi-
nans negativ, akkor » csokkentésével mindkét diszkrimindns abszoliit értéke,
azaz mindkét gyok abszolit értéke csokkenthetd. Tehdt minimumkeresésnél
foltehetjiik, hogy az egyik diszkrimindns pozitiv, a mésik pedig negativ.
Természetesen esetiinkben

(7.11) m? — dax(l 4 p) < 0 < 72 — 4mx(l — o).
Ekkor (7.7) szerint (némi atrendezés utéan)

(7.12) |4@A(— )| = V[1 —afl — «(1 + )]

és

1_§+%V1———4"“;9), ha @< 2
(7.13)  |A™9(g)| = LN Ny
,1+£+£V1ﬂi"_(l___gl, ha z>2,
2 2 7

ahol |A(x)| = max {|A,(@)], |Aa(x)[}- :
Mivel stabil rendszerekre szorftkozhatunk, (7.12)-ben 1-nél kisebb szdm all,
vagyis 1 — x%(1 4 p) > 0, tehat |71(— p)| csokkend fiiggvénye m-nek.
(7.13) szerint |i(g)| csokkend fiiggvénye m-nek, ha = < 2; és novekvs
fiiggvénye zm-nek, ha = > 2.

Vagyis
(7.14) |ie9(— )| =V2n(1 + o) — 1, ha <2
és
(7.15) | A9 (0) | = V1 — 2x(1 — o)

tetsz6leges megengedett w-re. (7.14) és (7.15) dsszevetésébdl kovetkezik, hogy

(7.16) max {|A®9(— g)|, |A®? (o) [} = max {V2x(1 + ) — 1, V1 —2x(1—@)}-
(7.16) jobb oldalin egy novekvd és egy csikkend fiiggvény éll, melyek » =
= 1/2-ben metszik egymést: ez tehdt a minimumhely, a minimum értéke

pedig |/p. Kovetkezésképpen (7.16) bal oldala nagyobb-egyenld mint /g, ami
nem més mint (7.9). ] s

Ezzel (i) bizonyitését befejeztiik, ha az 4 métrix pdros-ciklikus.

Ha az A métrix nem ciklikus, akkor az (i) pont allitdsa érvényét veszti.
Mindenesetre ekkor (7.9) nem igaz: m = 2 meAllett »-t némileg 1/2 f6lé emelve
Ao) Vo-ald csokken, mésrészt o 7~ p-nél |A¢P| = [Va| < Ve, tehdt A(p)

Oominéns marad:

(7.17) |i@9| < Vo, ha x31/2.

(i1) trividlis.

(Beérkezett: 1978. aprilis 17-én.)
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—

MAXIMUM (f()NVlCI{(lI‘)N(TI*] SPEED OF DECENTRALIZED CONTROL

In this paper [ deal wnh the question how rapidly elementary decentralized control
may lead a dynamic system towards its normative path. (,onw'u/r':ur speed is measured
by the reciprocal of the absolute value of the value included in the dominant solution of
the deviation system. (Problems of this measurement are dealt with in Chapters 3 and 4).

Major results of the paper are the following:

— If any" decision-maker disregards exte ernal effec :ts, then in case of unlt self-effect
the optimum rate of reaction will be one (naive optimum ‘)

— In case of productive cconomy and opposite caternal effect convergence speed will
increase if the vector of damped reaction spéeds increases and the maximum convergence
speed is the naive optimum.

In astock-signal cconomy the unconditional optimum will be also the naive optimum.

— In an order-signal beconomy in case of uniform delivery rate (2) and uniform order
rate (1/2) of reaction vectors convergence speed is equal to the stock-signal maximum,
although uniform vectors are not optimal in general.

MAK(.HMAJIbHASI CKOPOCTD CXOJJUMMOCTH AELEHTPAJIM30OBAHHOI'O
. PET'YJIMPOBAHMWS

B jannoii pabore pacemaTpuBaeTcst TaKoii BONPOC, YTO C KaKO0il CKOPOCTHIO BEJCT B CTOPOHY
HOPMATHBHOIO [TYTH JIMHAMHYHY 0 CHCTCMY 9JIEMEHTAPHOE JICIEHTPAJIH30BAHHOE PCTYJIHDOBAHHE.
CKOpOCTL H3MEPSIETCsT MOCPEACTBOM 00paTHOM BEHIHHLI a0COJIOTHON 0 3HAUECHHST CODCTBEHHOI0
BHAUCHHST JIOMHHAHTHOrO PEHICHHT CHCTEMBL OTIJIOHeHHIE. (9Ta BeJHuHHA PACCMATPHBACTCS
B rjasax 3 u 4.)

OCHOBHBIMH PE3YJILTATAMH JIAHHOI paboThl sIBJSIIOTCS CIIEYIONHE:

— Ecau kT0-2100 U3 NPHHUMAIONHHX PCHICHHE HE YUHTHIBACT BHCIIHIC BIIHSIHISE, TO B CJ1Y-
yae HaJMUHst OJIH0I CIHULLE COOCTBEHHOI0 BO3JICHCTBHSI ONITHMAbHAS CIOPOCTE, PCaKIyiH TaK-
e cocrapager ojny eannuny. (Hausnoii onrumym!) ‘
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— B cayyae npojyKTHBHOr0 9KOHOMMUECKOI'0 H NMPOTHBOPEUHBOr0 BHEUIHEI'0 BO3JEHCTBUA
CKOPOCThL CXOUMOCTH YBEJIHUHBAECTCS €CJIN BO3PACTACT BEKTOP CKOPOCTH YCIIOKOECHHOH peaKiHH
H HAMBHBIH ONTUMYM Oy/1eT MAaKCUMYyMOM CKOPOCTH CXOJUMOCTH.

— B 9KOHOMHKE, CHIHAJHSHPYIOLIEH 0 HAJHYMM 3anacoB, (€3yCIIOBHBIH Tak)Ke sIBJISETCS
HAMBHBIM ONTHMYMOM.

— B 9K0HOMHKE, CHTHAJIM3HPYIOLIEH 0 HAJTHYHH 3aKa30B eCJIM BEKTOPHBIE CKOPOCTH OJIHOPOA-~
HBIX MOCTABOK (2) H 0IHOPOJIHBIX 3aKa30B (1/2), TO CKOPOCTb CXOUMOCTH aHAJI0rHYHA MAKCHMY-
MYy CHI'HaJia o 3aracax, Xors OTHOPO/IHBIC BEKTOPDLI yauie BCEro He OnTUuMaJibHbIE.
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A Nash-féle kooperativ megoldasi koncepcié
altalanositasarél

A I'=@m;8;,...,8; ¢, ..., ¢, szimbblumot n-személyes jatéknak
n

nevezziik, ha 8,,..., 8, tetsz6leges halmazok, S X Sis D(gy) = S (k =
A

=1,2,...,n), Rip) c R. Ekkor az 8, halmazokat stratégiahalmazoknak
nevezziik, az S halmazt szimultén stratégiahalmaznak, a ¢, figgvényeket
pedig kifizets fiiggvényeknek. A jaték (Nash-féle) egyensilypontjén olyan
a* = (af,...,ak) €8 stratégia n-est értiink, amelyre tetszbleges (af, .. .,
Ty -+, 23) €S mellett fenndll, hogy

DB 10 e o o5 Blos o b o L) = @l s Bhne - 3 XL

Ez kézgazdasagilag azt jelenti, hogy egyetlen jitékos sem novelheti meg
az egyensulyponthoz tartozé kifizetését stratégidjdnak egyoldali megvéltoz-
tatasaval. Mas szavakkal, az egyensulyponthoz tartozé stratégia valamennyi
Jatékos szémébra optimdlis, feltéve, hogy az Osszes tobbi jatékos is az egyen-
sulypontnak megfelel§ stratégidkat vélasztja. A gyakorlati alkalmazésok
sordn a Nash-féle egyensilypont gyakran nem a valédi helyzetet frja le, ami-
kor nem az 6sszes jAtékosnak érdeke az egyensilypontra valé térekvés. Ilyen
esetek olyankor fordulnak els, amikor egyes jatékosok az egyensulypontban
irredlisan nagy kifizetéshez jutnak, mésok viszont nagyon kis nyereséget kap-
nak, esetleg veszteség éri Gket, hiszen ezeknek a jétékosoknak az egyensily-
Stratégidk vélasztdsa érdekeikkel ellentétben 4ll. Ilyenkor a jatékosok wn.
kooperatfv megoldast vélasztanak. Kooperativ jitékok megolddsdra tobbféle
elvileg kiilonbozé koncepcié ismeretes. Ezekrél jé osszefoglalds taldlhaté
a 2], [7], [8] irodalomban. Az egyik megoldasi felfogds Nash-t6] ered. Olyan
kifizetést fogad el kooperat{v megoldésnak, amely minden jétékos szdméra
nelég j67 és néhény természetesnek tinG axiéménak is eleget tesz. Nash csak
bimatrix jatékok esetére bizonyitotta a megoldéds létezését és egyértelmiiségét.

Dolgozatomban ezt a megoldési koncepciét 4ltalanositom n-személyes,
nem feltétleniil linedris kifizets fiiggvényekkel rendelkezs jatékok esetére.
A tanulmény eredményei specidlis esetként természetesen tartalmazzék Nash
megfelels tételeit.

Legyen most I' = (n; Sy ee o 8 @1 - - - @p) valamilyen n-személyes jaték.
Jelslje S a jatékosok szimultdn stratégiahalmazét. Nem koveteljilk meg,
hogy § — Syx ... xS, legyen. Jeldlje tovabb4a a

@ = {f|f = (pu@), - . ., pnla)), 2€ 8} (Y

halmaz a lehetséges kifizetések halmazat, valamint L a @ konvex burkoléjét.



70 SZIDAROVSZKY FERENC

A tovibbiakban megengedjiik I tetszGleges elemét, mint kifizetést. Legyen
(p2(@D), . ., pu@D) €D (i =1, 2, . . ., m esetén), ekkor tetszGleges 0 <~ 7; < 1

1=si<m), X A; == 1 konstansok -mellett a;

=1

m
21,«(/ (x®), .. .,2).,(/” v ¢ L

i=1

kifizetés példaul tey johet létre, hogy a jaték sokszori lejatszasa esetén az
5 =14 =
2@ stratégia n-est a jatékok 100 ; szdzalékdban jatszik a jatékosok. Tegyiik
112 £ L B oy g
tovabba fel, hoey adott egy f* kifizetés, az Gn. status quo pont, amely azt
. o 5 » . ’ » 5
jelenti, hogy amennyiben a jatékosok nem tudnak megegvezdésre jutni, akkor
az f* pontnak megfeleld stratégidkat jatszanak. Ily modon barmely n-személyes
jaték az (L, f*) parral jellemezhets. A jatékosok torekvése, koopericiéjuk
esetén, egy f*-nal alkalmasabb f¢€ L kifizetés konstrudldsa és jatszdsa. Nyilvan-
valéan természetes feltétele a megegyezésnek, hogy f esetén egyetlen jétékos
se jarjon rosszabbul, mint f* esetén.
Ezek utén ratérhetiink a kooperativ megoldas definiciéjara

Definicio. Egy y fiiggvényt kooperativ. megoldésfiiggvénynek neveziink,
ha teljesiilnek a kovetkez6 axiomak:

1. D(p) = {(L, [*)| L. € R" korlitos, zart, konvex halmaz, f*¢€ R" és létezsik
olyan f€ L, hogy f - f*}

R(yp) < R", ahol D az értelmezési tartomany, R pedig az értékkészlet jele;

2. (L, f*) € L (lehetségesség);

3. p(L, f*) = f* (racionalitas);

4. Ha fe L, [ =y (L, [*), akkor [ = y(L, f*) (Pareto-optimalités);

5. Legyen L, L, valamint y(L, f*) € L,, akkor

(L, f*) = p(Ly, f*)

(kedvezditlen alternativiktol vald fiiggetlenség);
6. Legyenek a, > 0, 8,(1 < k <= n) tetszileges konstansok, f* = (f¥, ..., f¥)
€ R", L, ¢ R™ korlatos, zdrt, konvex halmaz, y(L, f*) = (y,, . . ., y,) tovabbé

f*l . (“lfll‘l I ﬂl' PALIE) “nfﬁ t ﬁu)'
[’I = {(xl[l i— :Hl' E "alllll }' /’)u)l (/]' & "fn)e [‘}

Ekkor (L', [*') = (201 +-Br - - o % + B) (n6vekvs transzformaciotol valo
fliiggetlenség);

7. Ha létezik olyan i, j index, hogy f — (f, .. [,, )€ L akkor és csak akkor,
amikor @ = (py, .. @) €L (@ = fio b #41, k435, 9i= [, ¢;=1), vala-
mint az f* = (ff, ..., ft) vektorra ff = ft, vl\km' & WL, 1*) = (P v« 2 W0)
vektorra is Vi =y (“&/Anllllbtlhb)

Az elsG axioma a p nu'g()l(lwsf1|ggvmv értelmezési tartoméanyat és értékkész-
letét adja meg, a masodik axiéma szerint a kooperatiy mogol(las megenged-
het6 megoldas kell legyen. A harmadik axioma azt (L“It_]d, hogy a kooperativ
megoldas legaldbb annyi klh/( tést biztositson valamennyi jatékos esetén, mit
amennyit a ,status quo” pontban kapnianak. A negyedik axiéoma jelenti
a Pareto-optimalitst, az otodik pedig azt mondja, hogyha egy lesziikitett
lehetséges halmazra esik a kooperativ megoldas, akkor a lesz(ikitett és az ere-
deti feladat megoldasa egyezzen meg.
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A hatodik axiéma a kooperativ megoldéas linedris transzformaciétol vald
fiiggetlenségét adja meg, példdul més pénznemben szdmolva a kifizetéseket a
kooperativ megoldés ne valtozzon meg. A hetedik, szimmetria axiéma a jaték
azon tulajdonsdgit adja meg, hogy ha két jatékos sem a lehetséges hal-
mazban, se a ,status quo’” ponthan nem kiilonboztethetd meg, akkor ugyan
annyi kifizetést kapjanak a kooperativ megoldas esetén.

A dolgozat {6 eredménye az alabbi tétel.

Tétel. Pontosan egy y megoldasfiiggvény létezik.

Bizonyitds: A tétel bizonyitdsa tobb 1épésbal all. :

a) Legyen L, f* az 1. axiomanak megfelels. Legyen r > 0 az a legnagyobb
szdm, amelyre i,, . . ., i, alkalmas indexek mellett létezik olyan ¢ = (¢4, - . -,

, @) €L, hogy @ = f* = (f¥, ... [%), valamint :g; > fA(1 < k < 7). Be-
bizonyitjuk, hogy ekkor nem létezik olyan ¢ = (@y, . . -, §,)€ L, ¢ = [*, hogy
valamilyen i -= i, (1 << k <C r) mellett @; — ¥ legyen. Ha lenne a feltételnek

Yo b Lo Y . . L .
megfelels ¢ € L, akkor L konvexitdsa miatt ¢= (¢, ..., ¢,) = ry (+gq)€EL és

L Ay 1 ,
%.-T*2‘¢ik+5‘7n-/""2"f?2- ‘|'Ef:(;:"z";’ (1_<k§?")
= 15 1 | 1

Qi = s @i + o Pi /E f¥ 'l‘gfi = ft,

amely ellentmond r vélasztasinak.
b) Legyen most L, [*, r, iy, ..., i, az el6z3 allitdsnak megfelels. Tekintsiik
ezutdn a kovetkez6 nemlinedris programozasi feladatot:

peL

9§ = gluy, - w) = JI (e — [%) > max,
k=1

ahol most ¢ = (¢, - - -, @), Pt = (Ll <k 1), @y =117~ 0, 1 < k < ).

A feltételnek eleget tevs uy, . . ., u, vektorok halmaza korlatos, zért, a cél-
fiiggvény folytonos, fgy létezik optimalis megoldds. Bebizonyitjuk, hogy az
optimdlis megoldds egvértelmii. Tegyiik fel, hogy (uy, ..., %) és (5 5 5 UL)
I8 optimalis megoldas. Nyilvdnvalo, hogy k=1,2,...,7 esetén w;, > fX,
uj, - f*, hiszen ellenkezs esethen a célfiiggvényérték zérus volna, viszont ¢
megfelel§ komponenseit valasztva pozitiv értéki és ez ellentmondana a meg-
oldésok optimalitisinak. Legyen k = 1,2, ... r esetén a; = w — fir b=

1 = 5 P
up, — f*, ekkor az uy = — (u;, +wu) (1 = k = r) komponensii vektor az L
2
konvexitédsa alapjan megengedett megoldds és
o b ar _ BT T o
1 I el —
glaty; « vs, )= /] =2 Iy Vabs = 1o I by = gy, - + ~» Uy)-
k=1 k=1 k=1

2 k=1
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Ttt egyenléség kell fenndlljon az (uy, . . ., u,) optimalitdsa miatt, az pedig csak

akkor lehet, ha k = 1,2, ..., r esetén a, = by, vagyis u, = ;.
¢) Legyen ezutdn %, ..., u, a ( ) fela,da,t optimélis megoldésa, valamint
= (@15 - - - Pn)s (mk—uk(l/k ff (J = % 1 < k < r). Legyen

1p = (L, f*). Belatjuk, hogy ayp = ¢ valasztés megfelel a definicié axiéméinak.
Az 1. nyilvanvaléan fennéll; a konstrukeié alapjan 2., 3. és 4. is teljesiil. Az 5.
fennallasa abbdl adédik, hogyha a y(L, f*) optimélis megoldés az L halmazon,
akkor L, < L, w(L, f*)€ L, kovetkeztében optimumot szolgéltat a szlikebb
L, halmazon is. A 6. tulajdonsig egyszerfien lithaté be a kovetkezSképpen.
Legvenek o >0, B (1 <k <n) alkalmas konstansok, L, f*, r, iy, ...,1%,
az a) allitdsnak megfelels. Legyen L', f*" a 6. axiéménak eleget tevs, akkor
a transzformdlt jaték esetén r’ = r és az iy, - - - 1, indexek itt is ugyanazzal
a tulajdonsigokkal birnak, mint az L, f* jaték esetén. Az 4llitds kozvetleniil
leolvashat6 abbdl, hogy tetsz8leges f = (f,, . . ., f,) esetén

g = s - o, [ (i 12) = 2, - - i, g (P
k=1

A 7. axiéma belatdasira van mar csak sziikségiink. Tegyiik fel, hogy az 4, j
indexek eleget tesznek a feltételeknek. Legyen ¢* = (p% ..., ¢¥) ahol ¢f =
(k=i k9, of = of =1F. Ekkor a feltcve%unk alapjén ¢* = f*.
Lo ycn tovabbd ¢ = (¢, - . ,q),,) (2) megoldésa, valamint ¢ = (p,, ..., ¥,)
(V=@ kb #0 k 3§, 9= @5 p;= ¢:). Ekkor @€ L akkor és csak akkor,
ha € L, valamint zE {ty,...,4,} akkor és csak akkor, ha j€ {i,,...,1,}.
Ha 1, ;q {iy . . . 1.}, akkor (}9, = p; = [¥, igy nincs mit bl/()llyito,mmk. Ha
%, 4€ {450 - via et (kaor a @; = @; (vagyis ¢ = ) azonosség a ¢* és f* egyenls-
%eg(‘bol és a (2) feladat ()ptmlumhcly('n( Ik egyértelmiiségébdl adodik.
d) Legyen ismét L,r, iy...,1, /* az a) pontnak megfelels. Bebizonyitjuk,
hogy a (2) megoldasabdl nyert ¢ = (¢, . . ., ¢,) vektor maximalizalja

h(g) = V (II P /,‘,)] Pis
J#k

fiiggvényt az L halmazon. Tegyiik fel, az allitassal (‘llontétl)en hogy létezik
olyan ¢ = (¢y, . . ., p,) € L, hogy h(p) > h(p). Legyen 0 < 1 esetén

@ =@ + elp — ).

Ekkor egyszer(i szamoldssal 1athatd, hog
4

9@) = J[ l95— 15+ eloy, — ¢i)]1 = 9(@) + ehlp — ¢) + (Fay + . . . + £'a,),
j=1

ahol az a,, . . ., a, alkalmas (e-t6l nem fiiggs) konstansok, valamint % linearitésa
alapjan A(p) — h(g) = hlp — ¢) > 0. fgy olyan 0 < ¢ < 1 esetén, amelyre
h(p — ¢) > — eay. .. e la,, nyilvanvaléan g(p) > g(¢), amely ellent-

mond ¢ megvalasztasinak.

e) Végiil belatjuk, hogy a definiciénak eleget tevd fiiggvény sziikségképpen
a (2) feladat megoldésaval azonos. Legyen most is L, f*, r, iy, . . ., i, az a) pont-
nak megfeleld, legyen tovibba ¢ a (2) feladat optimalis megolddsa, valamint

H={p|hlp) 2@, o= (9 - 0@ = @i=frli=4, 1<k 1))
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Ekkor nyilvdnvaléan H D L,, ahol
Li=LN{p|p=r}

Vezessiik ezutdn be az

i e TR
ph=2e e pcn p—g (i, 1<k<r)

Pir — f;';:

linedris transzforméciét. Ekkor f* és ¢ transzformdltja
R=0(AZkZn), ' =f (=4 1<k,
=1 010Zk<7r), =g (=0 1<EZ7),

igy a H halmaz képe:

!
HH:kﬂthghwhz&q#=ﬁ (4 k=1,2...,7),

k=1

amely az i, indexekben szimmetrikus. Tehat a 7. axiéma alapjin a ' =
= W - - - Pn) = p(H', f*') vektorra o), =), (1<k, I <7r) é a Pareto-
optimalitds miatt v}, =9/, = 1 (1 =k, I < r), amelyet a 6. axiéma alapjin
visszatranszformalva azonnal adddik, hogy y(H, f*) = ¢. Azonban a 3. axiéma
alapjan (L, f*)€ Ly, gy tehdt az 5. axioma kovetkeztében (L, f*) =
= (L4, f*) = ¢, amit bizonyitanunk kellett. Ezzel a tételt teljes egészében
belattuk.

Shapley bimétrixjatékokra vonatkozé felfogasinak esetiinkben az

»=max min gz, ...,2,)
xg  xi(i#k)
vilasztds felel meg, azaz a jatékosok maximin stratégidi 4ltal meghatérozott
n. , biztonsdgi szint” legyen a status quo pont.

Status quo pontként valamely egyensilypontot is vélaszthatunk, ’azonbzm
problémat jelent az, hogy tobb egyenstlypont esetén melyiket valassm}k,
hiszen 4ltalaban nem vérhat, hogy létezik egy minden jatékos szémdira
egyenletesen legjobb egyensilypont. o

A (2) programozisi feladat megolddsit nagymértékben megkonnyiti az a
tény, hogy L elemei felirhatok, mint legfeljebb n + 1 @-beli elem konvs,x li-
nedris kombindciéja. fgy (2)-ben a ¢ € L feltétel a konnyebben kezelhetd

4k ,
P — > la®) =0,
i=l

A4i=0

ey, st

alakban is felirhatd, ahol f(z®) = (7‘1(93(i)), o q“n(x(i))), és a dontési valtozok
a® 2 (1<i<n+1).
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A programozasi feladat megolddsa sok dimenzis feladatok esetén igen
bonyolult is lehet, {gy egyszerfisitésére és gyakorlatban is jol alkalmazhaté
algoritmus kid()lgmasm a tovébbi kutatdsok szitkségesek.

( Beérkezett: 1977. mdreius S-dan.)
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ON THE GENERALIZATION OF NASH’S COOPERATIVE SOLUTION
CONCEPT

In the paper a general method is pwm'ntul for the solution of cooperative games.
Nash’s solution concept for bimatrix games is generalized for the case of n- person games.
In this we look for a Pareto-optimum satisfying an adequate axiom-system. It is shown
in the paper that the axiom-systemn has precisely one solution and it is proved that this
unique solution is equivalent to the solution of a nonlinear programming problem.

OTHOCHUTEJIbHO OBOBIMEHHWST KOHIETTIIMHM KOOTTEPATHMBHOI'O
PEINEHMST HOIIA

B pacemarpusaemoii paGore jaercst o01Hit METOJT PEIIeHust KoonepaTuBHpix Hrp. KoHuenus
Howa no pewennio OumMarpuKcHpix Hrp 00001aeTcst OTHOCHTEILHO HI'P € YHCIOM YUACTHHKOB
. B janHom ciyuae uuiercst ontumym Ilapero, yoBiaeTBopsionuii HeKoTopoii npuMeHumoit
cucTeme akcnom. B paGore ykasbiBaeTcsi, 4To CHCTEMa aKCHOM HMEET TOJLKO OJJHO PelIeHHe H
JIOKA3BIBAETCST, 4TO TAKOC PEUICHHE HKBHBAJICHTHO PEIICHHIO 3a/Ia4l HEJIMHEIHOr0 nporpammu-
POBaHMSL.



GrOsz MIRLOS

A hozzarendelési probléma egy altalanositisa
és annak megoldasa

1. Bevezetés

Jelen dolgozatunkban az elfregyartott elemekbdl megvalésitott szerkezet-
optimalizalasi probléma matematikai modelljével és megolddsanak médszeré-
vel foglalkozunk. A szerkezet-optimalizaldsi probléméat tgy értelmezziik, hogy
keressiik az adott tipuselem készlethdl elallithatd, adott geometridja szer-
kezet olyan tervét, melyben szerepld elemekre teljesiilnek az egyensilyi,
kompatibilitdsi és linedris korlatozé feltételek, tovabbad valamilyen szem-
ponthdl (saly, koltség vagy ezek ardnya) a szerkezet optimélis.

Jelen dolgozatban nem foglalkozunk a szerkezet-optimalizaldsi probléma
miiszaki-gazdasigi hatterével — ez egy mésik dolgozat [17] téargyat képezi —
csak a probléma megoldasit szolgdld algoritmus kidolgozdsdval.

A szerkezet-optimalizaldsi probléma matematikai megfogalmazasabdl ki-
indulva [17] a kovetkezé modellt kapjuk:

n
2(',-2‘,» > min, (1)
{=1

'/ B
Se=1((k=12,..,k%; U@=L I={1,...,n}, (2)
1€Q¢ k=1
n n
2 S ((/,‘.,-:I?,- '{’ b,,,-jx,»x/-) 2 Sk, (k == ],2, 4 © Ay k*) (3)
Tl el
@€ {0, 1}, (i=12...n)
ahol ¢, az i-edik elem sulya, koltsége vagy ezek ardnya
x; — 1, ha az i-edik elemet alkalmaztuk és = 0 ellenkez§ esetben,
8is dipy bk,»j a probléma miszaki tartalméra jellemzd paraméterek,
) a szerkezet k-adik helyén alkalmazhaté elem-tipusok
indexhalmaza.

Az (1) (8) feladat abban kiilonbozik az irodalomban ismertettektdl (klasz-
szikus hozzdrendelési probléma, altalanositott hozzarendelési probléma ['10],
specidlis szallitasi feladat [4]), hogy a (3) feltétel bal oldalan egy kvadratlkl’ls
fiiggvény 4ll, mig a fent emlitett problémakban vagy lineédris egyenlStlenség
allt, vagy egyéltalin nem szerepelt feltétel. ) ;

Ross és Soland [10] megmutattak, hogy a klasszikus hozzérendelési probléma
a (4)—(6) feladatnak egy specidlis esete:



76

GROSZ MIKLOS

> Zcijxii —min,

i€l jeJ

2 T % <

jeJ

SDry=1,

i€l

z;€ {0, 1},

i€ 1,

€1

jeJ

jeJ.

(4)
(5)
(6)

Az (1)—(3) feladat esetén viszont belathat6, hogy (4)— (6) ugyanakkor az
(1)—(3) feladatnak egy specialis esete (by; = 0).

programozasi feladatra

2. A feladat transzformalisa egy speciilis ,,0—1"’ lineéris

Felhasznélva azt, hogy a; — a7, a (3) feltételeket atfrhatjuk a kovetkezs-
képpen [14]:

ahol

és

n n
' S(Lk,-/x,«ij.?k (k: 1,2, . .,k*),
41 j=1
Jiv brij» ha 1549
kif~ / I hs RIS
Qyi + Opijy  ha 1 = ).
Vezessiik be a kivetkezd jeloléseket :
4y = {”’kij}
S ¥ X4
. a Yij Ty = KAy

ahol X = (z,, - .

=1 j=1

tételezziik, hogy A, szimmetrikus méatrix (ariy = ay;), mivel

X'4,X = ; X'(4x + Ap) X,

1 - - y
ahol r (Ay + Aj) méar szimmetrikus matrix.

Most bizonyftsuk be a kivetkezs tételt:

1. tétel. Az (1)

n
' ¢jx; — min,
i-1

in = ],

1€Qx
Jo* Je*

2 2 2 > (g,

T=1 S=7+1 {€Q; jeQ,

2ay;2) > sy,

(3) feladatot a kivetkezs feladatté lehet transzformélni:

(k=1,2,..., k%

(k=1,2,..., k%

o @) 68 Ay (nxn)-es matrix. A tovabbiakban mindig fel-
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(P) z+a;+2;<2 i€Q, (10)
Ti +2t121 T<8 ( )
z;+zy>1 7,8€ K (12)
Ly ZUE {0, 1},
ahol

k* k*

S,'(I.S‘k—z 2 222&1“'1- (k:1,2,...,k*)

=1 s=7+1 {€Qr jEQs

K={l,2,...,k*).

Bizonyitds:
Vezessiik be Eﬂ;—l) 4j ,,0-17 valtozét és 3n(n — 1) feltételt [5]. Ezek

utdn az (1)—(3) feladat ekvivalens a kovetkezd feladattal, figyelembe véve,
hogy A szimmetrikus métrix:

n
2> ¢;; — min,
i=1
2 Xy = l, (k E K)
i€Qe

n

2 2 (o + 2auy) > s, (k€ K),

i=1 j=i+1
z+2—u <1 2, 3=, 2 <ol
x> Wy 1 <j

xj 2> wy

Ay uUE {0, 1} (’l./, ? === 1, 2, aile ’n).
Az w;; valtozé akkor és csak akkor egyenls 1-el, ha z; = x; = 1, a tobbi ese-
tekben u;; = 0. Figyelembe véve a (8) feltételt, minden @ (k€ K) halmazon
egyidejileg csak egy x; viltozé lehet egyenld 1-el, tehét

uy =0, ha j,1€Q, (k€ K).
Ennek kovetkeztében az w;; viltozok és a feltételek szdmét jelentdsen lehet

¢sokkenteni.
A tovébbiakban feltételezhetjiik, hogyha k, <k, akkor a @, halmaz

tetszGleges eleme kisebb a Q,, tetszleges eleménél, ellenkezs esetben az is-

Meretlenek egyszer(i 4tszdmozdsaval ez mindig elérhetd.
Ha 4ttériink a 2z, = 1 — u;; ,,0 -1 véltozéra, akkor ezzel bebizonyitot-

tuk., hogy (1)—(3) fe]la,dat ekviéalens a (P) feladattal.
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3. A specialis ,,0—1" linearis programozasi feladat
megoldasanak modszere

Ebben a fejezetben a (P) feladat megoldasira bemutatunk egy olyan le-
szamldldsi algoritmust, mely a Geoffrion és Marsten [7] dltal kozolt, az egész-
értékii feladatok megolddsdira alkalmas 4ltaldnos algoritmus (general algo-
rithmic framework) elvein alapszik. Ez az algoritmus hiarom 6 eljarashol
tevidik ossze: szepardlas (separation), relaxdcié (relaxation) és kizdrasi kri-
térium (fathoming criterion).

3.1. Relaxdcio

A javasolt algoritmus hatékonysdgdt nagyméretii (P) feladat esetén niveli
az, hogy a nehezen kezelhets linedris programozési feladat tobbszori meg-
olddsa helyett felhaszniljuk e feladat sajatossigit és relaxfcié segitségével
visszavezetjiik a feladatunkat egy ritka métrixszal rendelkezs halmaz-lefedési
probléma megolddsdra, melyre tobb hatékony algoritmus is ismert [l 3, 8]
az irodalombol.

A tovabbiakban a kovetkezd jeloléseket fogjuk hasznélni: Y = (02),
a (8) - (10) feltételek egyiitthaté matrixat jeloljiik 4-val, a (11)— (12) felté-
telek egyiitthaté matrixat B-vel, és a megfeleld jobb oldalakat b-vel.

Most tekintsiik meg a kovetkezd halmazlefedési problémat, melynél az
egyiitthaté matrix minden sordban két egyes all:

cx + AMb - Ay) —~ m'i:n,
4231 (1€Q, jEQS

x; + 2> 1 T =iy "E',h'EK

%,2;€{0,1} (5,j=1,2,...,n),

ahol A Lagrange-féle multiplikator.

(P)-vel J(‘lul]ul\ a (P) feladatnak megfeleld linedris programozdsi feladatot,
melyben ¥, folytonos viltoz6 és to]Jowl a 0 <y, < 1 feltétel. A megfelels
(('lfu;\gvcmcltokoket (( %), e(P) és ¢(PR,)-val f();.,jllk jelolni, Z2-val pedig
az Ay b feltételnek és a (P) feladatnak megfelels optimélis Lagrange-féle
multiplikatort.

Az, hogy a (PR,) feladat megoldisa mennyire kozeliti meg az eredeti (P)
feladat megoldasat, fiigg a 1 Lagrange-féle multiplikitor vilasztasatol. Az
ilyen értelemben legjobh 4 vektort a kovetkezd feladat megoldasaként vélaszt-
lmtjuk ki:

(D) 4, o max t(PR)

20
[tt meg kell jegyezni, hogy a (8) feltételek (‘gzvenlm(gek ezért a megfeleld
A értékekre nines elGjelkorlatozas: Ross 'és Soland [10] m(wrmututtél\, hogy
ha a (8) feltételnek megfelels 2, értékeket egyenldvé tessziik a (; halmazon
a mésodik legkisebb egyiitthatoval, akkor a (P) feladat megolddsa megegye-
zik a kovetkezs feladat megoldasdaval:

k*
‘2"‘(',-1', - 3 Be(1— 3 #,)—min,
=1 k=1

1€Qk
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é‘ P ¥ Z(Qkii‘ii“zakijzij)zs;f vz 1, 24i s s, %)
=1 s=7+1 i€Q; jEQ, . )

i+ x+2;< 2 (iEQT j€Qs )

Z; + 2y 2> 1 7<8 T,8€K
z; + 2 2> 1

& 6 z;€{0,1}  (Gj=12...,0),

ahol B, — a mésodik legkisebb ¢; érték a ), halmazon. Tehét az 4ltaldnossig
megszoritasa nélkiil feltételezhetjiik, hogy a D feladatban az egyenl@ségnek
megfeleld 7; értékek konstansok: :

A (P), (PR;) és (D) feladatok kapesolatédra vonatkozéan Geoffrion [6] he-
bizonyitotta a kovetkezd tételt:

2. tétel. Ha a (P) feladatnak létezik megolddsa és a tetszileges A > 0 vek-
torra nézve teljesiil

¢(PR,) = ¢(PR,); (13)
akkor
¢(P) = ¢(PR;) = c(D). (14)

A (PR,) feladat B (";zyilitfl'mt(’) métrixa egy teljesen unimoduldris matrix a ko-
vetkezG tétel [18] alapjén:

3. tétel. B matrix teljesen unimoduldris, ha teljesiilnek a kovetkezd fel-
tételek: : , -

1. Minden egyes eleme 0 vagy +1.

2. Egy oszlopban sines tobb, mint két nullatol kiilonbozs elem.

3. A B matrix sorait két diszjunkt halmazra (£, és R,) lehet bontani:

a) Ha egy oszlopban két hasonls el§jeldi, nullitdl kiillonbozs elem van,
akkor az egyik R, a misik pedig R,-nek az eleme; . ;

b) ha egy oszlopban két kiilonbozs elSjelii és nulldtdl is kiilonbozd elem
van, akkor mindketts vagy az R,-nek vagy az R,nek az eleme.

Figyelembe véve azt, hogy B teljesen unimoduldrism étrix és a (PR,) feladat
teltételeinek jobb oldalan egészértékii szdmok vannak, a (P]a’.l) feladatra
tetszGleges 4 > 0 esetén teljesiil (13), tehat a 2. tétel él.lité,sa is teljesiil.

Ha a (P) linedris programozési feladat a méretei mlz}tt vagy nagyon nehe-
zen vagy egyéltalin nem oldhaté meg, akkor célszeri megoldani a ([{) ’Iel—
adatot, mivel az az Agmon-Molzkin-Shoenberg-féle  médszer  segitségével
(lasd 3.3 fejozet) visszavezethets egy sorozat halmazlefedési probléma meg-
olddsira kiillonbozé 2 vektorokkal. Ha viszont a (P) feladat megoldhato, akkor
a A értékét nem a (D) feladat megolddsaként kapjuk, hanem a (P) feladat
megoldasanak megfelelGen dllitjuk el6. A tovabbiakban csak az elsG esettel
foglalkozunk, mivel a szerkezet-optimalizdldsi feladat méretei altaldban nem
teszik lehetGvé a (P) feladat megoldasdt. -

Ha a (PR;) feladat optimélis y megoldisara nem teljesiil az Ay > b feltétel,
akkor szepardlisi véltozok bevezetésével a’ megfeleld Q (k€ K) llillnlaZ()l‘l’
(PY) vészfeladatokat kapunk. A szeparéldsi vdltozok segitségével a megfelels
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Q, (k € K) halmazokat &ltaldban két diszjunkt részhalmazra bontjuk és egy
specidlis szeparéldsi feltételnek a (P) diszkrét programozési feladathoz valé
hozzéadasaval kapjuk a (P¥) részfeladatokat.

3.2. Szepardlis

A szepardlési valtozé vélasztdsitél nagymértékben fiigg az algoritmus
hatékonysdga, ezért ezeket mindig ugy szoktdk megvalasztani, hogy minél
jobban kihasznaljak a feladat sajatosségat.

Tegyiik fel, hogy a @, halmazon a (PR;) feladat optimélis ¥ megoldasdra nem
teljesiil az Ay > b feltétel.

Valamilyen szempontb6l kivélasztjuk az z,, ¢, € Q,, szepardlési véltozo-
kat, s akkor a (P¥) és a megfelels (PRY) feladatokat igy irhatjuk fel:

(P 'cl(P|x,+x,+1+... +xs=0)l'

(P | %y + - .- +2,=0)
(PRY) lcl(PRA!:c,—{—...—l—xsz()) ]'
. ¢o(PR, |Zgy + .. . +2,=0)
aho

o= {014 L.ouwtig 4+ Liccut)

Ilyen szepardlési feltételeket elészor Beale és Tomlin [2] alkalmaztak olyan
feladatok megoldésandl, ahol a (8) feltétel is szerepel.

Jeloljiik K'-vel (K’ C K) a @, halmazok azon indexeit, melyekre nem telje-
siil az Ay > b Ha a (10) feltétel nem teljesiil és x; € Q,, valamint z,€ @,
akkor k,, k, € K'. A megfelels (P¥) (k€ K') feladatok képezik a részfeladatok
listdjat (candidate list).

Az &ltaldnossfg megszoritésa nélkiil a tovabbiakban feltételezhetjiik, hogy

¢ <ty (Vi€Qx, k€ K),

ezek utén térjiink vissza a szepardldsi véltozok megvilasztésival kapesolatos
szempontokra. Ezek a kovetkezlk:

a) A (PR;) feladat optimélis ¥ megolddsdra a @) halmazon nem teljesiil
a (8) feltétel, vagyis

Sar>1 vagy SaF=0.

i€Qx i€Qx
Az els6 esetben a @, halmazt annyi paronként diszjunkt részhalmazra osztjuk
szét, ahény 1-el egyenls értékii ismeretlen van és azon beliil a szeparilis tgy
torténjék, hogy minden részhalmazba csak egy ilyen ismeretlen keriiljon.
A mésodik esetben pedig, ha 7 a legkisebb és ¢ a legnagyobb index a @, hal-
mazban, akkor a szepardlasi valtozét a kivetkezSképpen véalasztjuk:

i1 —7
8 == :
i)
b) A (PR;) feladat optimdlis ¥ megolddsira a @, halmazon nem teljesiil
a (9) feltétel. Ha ugyanakkor a (8) feltétel sem teljesiil, akkor a szeparéilas az
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a) pont szerint torténik. Ellenkezd esetben azt a valtozét, melynek értéke
egvenls 1-el, valasztjuk szeparaldsi valtozonak is.

¢) A (PR;) feladat optimalis ¥ megoldéséra a @, és @, halmazon nem tel-
jesiil a (10) feltétel. Ha ugyanakkor a (8) feltétel sem teljesiil a @, vagy @,
halmazon, akkor a szeparilds ezen a halmazon az a) pont szerint torténik.
Ha a (8) feltétel mindkét halmazon teljesiil, de nem teljesiil a @, vagy @y,
halmazon a (9) és (10) feltétel, vagy csak a (10) feltétel nem teljesiil, akkor
ezen a halmazon azt a véltozét vélasztjuk szepardlisi valtozénak is, melynek
értéke egyenld 1-el.

3.3 Kizdrdsi kritérium

Az el6z6 pontban leirtuk azt, hogy kapjuk meg a (P) feladathdl kapott
részfeladatok list4jat. Ebben a pontban viszont lefrjuk azt a kizdrdsi krité-
riumot, amely szerint eldontjiik, hogy valamely részfeladatot figyelmen kiviil
hagyjunk-e a tovabbi vizsgilatokban vagy sem.

Ha a részfeladatok listdja ismert, akkor megoldjuk a megfelels (PR%) fel-
adatokat. Jeloljitk ezeket y*-val. Geoffrion [6] megmutatta, hogy ha egy adott
A vektornak megfelels y* teljesiti a kovetkezd héirom feltételt:

1. y* a (PRY) feladat optimélis megoldésa,
2. Ay* > b,
3. b — Ay =0,

akkor y* a (P¥) feladat optimélis megoldésa. =
Ha y* a hérom feltételbsl csak az els két feltételt teljesiti, akkor y* a (P)

feladat e-optimélis megoldésa, ahol
& = Ady* —b).

Tehét a mi esetiinkben, ha a (PRY) feladat optimélis y* megolddsa nem teljesiti
a 2. és 3. feltételt, vagyis y* a (P¥) feladatnak nem megengedett megoldésa,
akkor médosftjuk a A vektort. A 2. tétel alapjin a 2 vektor legjobb értékét
a (PK) vagy a (DF) feladat optimalis megoldésaként kapjuk. Nagyméret i
(P) feladat esetén hatékonyabbnak latszik a (DK feladatok megolddsa, mivel

a) a (PRY) feladat feltételeinek szdma jelentésen kisebb, mint a megfeleld
(P linedris programozési feladatnal; I

b) a (PRY) feladat egy ritka métrixszal rendelkez halmazlefedési probléma,
melynek megoldésara hatékony médszerek ismertek az irodalombél' (L3N8

¢) a (PRY) feladat struktirdja a (P) feladat megoldésa folyamén V'altgzatlan
Mmarad (csak a szepardldsi feltételek valtoznak), ami szdmitéstechnikai szem-
Pontbél nagyon elényos.

Mint ahogy azt mér emlitettiik, a (D¥y feladat megoldéséra az Agmon—
Motzkin — Shoenberg-féle médszert alkalmazzuk [15]. E moédszer segitségével
megoldunk egy sorozat (PRY) halmazlefedési feladatot, amelyben a A5t!
vektor Gj értékét a kiovetkezd képlet alapjén hatérozzuk meg:

Mt = max {A; + 64(b — 4y?), 0} v=12...),

ahol 07 — egy pozitfv szdm, mely bizonyos feltételeknck felel meg [16],
A2 — a (P¥) feladat jelenlegi Lagrange-féle multiplikdtora.
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A 7k (k€ K') kiindulé értéket egy heurisztikus eljards segitségével kapjuk,
a megfelels (P¥) feladat y} megengedett megoldésa segitségével. A szerkezet-
optimalizdlasi feladat miiszaki tartalmabol kiindulva konstruélhaté egy olyan
heurisztikus eljérds, mely vagy a (P¥) feladat optimuméhoz kozeldllé megen-
gedett megolddst szolgaltat, vagy az a kovetkeztetés vonhaté le, hogy a (P¥)
feladatnak nincs megolddsa. Az utébbi esetben a (P¥) feladatot toroljiik a rész-
feladatok listdjarsl. Itt azonban erre nem tériink ki.

Amennyiben a (PR¥[2)) feladatot egy leszdmlaldsi médszer segitségével
oldjuk meg, akkor az iterdciok sordn mindig az eléz§ feladat yf optimélis
megolddsat haszndljuk fel a kovetkezd (PR¥[2311]) feladat korlatjaként, mivel
vy a (PR 2311]) feladatnak is egy megengedett megolddsa.

Ha valamely 27 vektornak megfelels y vektor teljesiti a 2. feltételt, vagyis
yk a (P¥) feladat megengedett megolddsa és ¢(PX) < z*, akkor a z* korlat értéket
egyenl6vé tessziik a megfelels c(P%) értékével. Ha ¢(PF) > z*, a megfelels
(P¥) feladatot kizdrjuk a részfeladatok listdjarol. Ugyanigy kizérjuk a rész-
feladatok listdjatol ezt a feladatot, ha valamely y} vektorra teljesiil a hdrom
feltétel, a z* korlat értékét viszont ugyancsak egyenl6vé tessziik a c(P¥) érté-
kével. Abban az esetben, ha a (PRY) feladatnak nines megengedett megoldésa,
akkor nines a megfelels (P¥) feladatnak sem, mivel

H(P*) € H(PR)),

ahol H(P¥) és H(PRY) megfeleléen a (P¥) és (PRY) feladat lehetséges megoldé-
sainak halmaza.

Ilyenkor a @, halmazon més szepardlasi véltozot valasztunk és ajra vizsgil-
juk a moédositott (P¥) feladatot.

Ha a részfeladatok listdjat kimeritettiik, akkor az aktudlis korldtnak meg-
felel6 megengedett megoldds egyittal a (P) feladat optimélis megolddsa is.
Ha viszont a részfeladatok megolddsa sordn a (P) feladatnak egyetlen meg-
engedett megolddsa sem volt, akkor a (P) feladatnak nines megoldésa.

4. Az algoritmus leirdsa

1. Heurisztikus eljards segitségével elGallitjuk a (P) feladatnak egy y, meg-
engedett megoldisat és a megfelels 2, vektort. A z* korlat értékét egyenlévé
tessziik a megfelels ¢(P) értékével. Ha a (P) feladatnak nincs megengedett
megolddsa, akkor a 11. 1épésnél folytatjuk. .

2. Megoldjuk a (D) feladatot, vagyis kiszémitjuk a 1 vektor értékét.

3. Megoldjuk a (PR;) feladatot. Ha y a (PR;) feladat optimdlis megolddsa
és egyben a (P) feladatnak is, akkor a 11. lépésnél, egyébként a 4. 1épésnél
folytatjuk.

4. Elallitjuk a részfeladatok listdjat.

5. A részfeladatokbdl kivélasztjuk azt, amelyre nézve teljesiil:

max {2‘ ”1/?/}' bi} o=y (k€K’).
J

(3¢

Ha a részfeladatok listdja iires (K’ = #), akkor a 10. 1épésnél, egyébként a 6.
lépésnél folytatjuk.
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6. Heurisztikus eljards segitségével kiszamitjuk a megfelels AL vektor érté-
két. Ha a (P¥) részfeladatnak nincs megolddsa, akkor K' = K'[{k} és vissza-
tériink az 5. lépésre, egyébként a 7. 1épésnél folytatjuk.

; 7. Megoldjuk a (D¥) feladatot. A (D¥) feladat optiméalis megolddsat jeloljiik
w-val.

8. Ha a c(PRj,) > z*, akkor c(P¥) > 2*, tehat ezt a részfeladatot kihagyjuk
a részfeladatok listajarol:

K =k}

Visszatériink az 5. lépésre, egyébként folytatjuk a 9. 1épésnél.

9. Ha a (PRj,) feladat 7* optimélis megoldésa a (P¥) feladatnak egy megenge-
dett megolddsa, akkor z* — : ¢(P¥). Mindkét esetben a (P¥) részfeladatot ki-
hagyjuk a listardl (K’ = K'"\{k} és visszatériink az 5. lépésre.

10. Ha a részfeladatok listdja iires és a (P) feladatnak taldltunk legaldbb
egy megengedett megolddst, akkor a z* korldtnak megfelel6 megengedett
megoldas egyuttal optiméalis is. »

11. Vége.

Az egyszeriiség kedvéért az algoritmus 2. és 7. lépésben nem tértiink ki arra
az esetre, ha a (D) vagy a (D¥) feladat megoldésa sorén a (PR[A]) vagy meg-
felelGen a (PR[J}]) feladat optimélis megolddsa ugyanakkor a (P) feladatnak
is egy megengedett megolddsa.

Ebben az esetben, ha ¢(PP[A]) < 2* vagy ¢(PR[2]) < 2*, akkor a korl4t
értékét megvaltoztatjuk:

2* = 1 ¢(PR[A]) vagy 2* = :c(PR[A)).

(Beérkezett: 1977. november 1-én.)
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ITHE GENERALIZATION OF THE ASSIGNMENT PROBLEM AND ITS
SOLUTION

We deal with a generalization of the assignment problem obtained from the mathe-
matical model of a structure optimization problem. Furthermore, a theorem will be proved
whereby our problem is reduced to the solution of a “0—1"" linear programming problem
with variables of n* order of magnitude. Making use of the partic ulu,nty of the problem
an enumeration algorithm is presented consisting of the solution of a series of set covering

problems.

OJIHO M3 OBOBIUEHHA 3ANAYM O HABHAYEHHWHW U EE PEUNIEHHWH

B maHHOi craTthe H3yyaercst 0/(H0 13 0606ueH It 3aa4n 0 HABHAYCHHH, KOTOPAST 10JTyYaeTCst
B pesyJsibTaTe 3aruCH MATeMATHUYCCKOH MOJEJH 3aJa4ud ONTHMH3AIHH KOHCTPYKIIHH 3JTaHHUSI.
JlokassiBaercs, jasee, Teopema, nocpeICTBOM KOTOPOii Haia 3ajiavya CBOJIUTCS K PEIIeHHIO 11eJ10-
YHCJIEHHOH 3a/iaun «)— 1» IPOrpaMMHPOBAHHS C YMCJIOM NMEPEMEHHBIX MopsifKa n*. Mcrnosnbayst
0C0GeHHOCTH JAHHOM 3a1auM IPUBOUTCS TAKOH aaropuTm nepebopa, KOTopwiii 0CHOBLIBAETCS HA
MHOTOKPATHOM PEUIeHHH 3a[a4H O MOKPBITHH.



FOGALMAK ES MODSZEREK

RivMLER JUuDIT

A kapacitaskihasznalas neoklasszikus
modelljeinek 4ttekintése

E cikkben azoknak a kutatdsoknak az eredményeit kiséreltem meg ossze-
foglalni, amik a termel§ téke optimalis kihasznaldsat a neoklasszikus termelés-
elmélet keretein beliill maradva vizsgaljik.

Az ismertetést tobb széz oldalt kitevs, eddig csak részben publikalt munka-
anyag felhasznaldsival készitettem el. A valogatasndl el6térbe helyeztem a kiz-
gazdaségilag érdekes modelleket a matematikailag szépekkel szemben, és az
ismertetésre keriilé modelleknél is inkabb a korlatozé feltételekre, valamint
a kozgazdasigilag fontos kivetkeztetésekre helyeztem a silyt és nem a model-
lek részletes bemutatdsara. Csak igy nyilt lehetéségem arra, hogy ebben a
viszonylag rovid cikkben az alapmodellen kiviil elég sok érdekes tovabbfej-
lesztésrdl is beszdmoljak. A modellek részletei irant érdeklédék pedig az iro-
dalmi hivatkozasok alapjén kielégithetik kivancsisagukat.

Az dttekintést elsésorban azért frtam meg, hogy megmutassam, a téke-
kihaszndlds kérdései ma mér a kozgazdasigi elmélet szerves és egyre jobban
kidolgozott részét képezik. Més — és ehelyiitt megvitatdsra nem szant —
kérdés az, hogy a neoklasszikus feltételek mellett mennyire lehet relevéns
kozgazdasigi kovetkeztetésekhez jutni, tovabbé, hogy az itt ismertetendd
modellek alkalmazhatok-e a mi viszonyaink kozott kozgazdasigi elemzésre.
Kiilonosebb elGtanulményok nélkiil is nyilvanval6, hogy véltoztatdsok nélkiil
nem haszndlhatok fel. Vizsgéalni lehetne azonban, hogy a mar tobbé-kevéshé
polgérjogot nyert termelési fiiggvény alkalmazésokat a kihasznalast figyelem-
be véve hogyan lehetne finomitani, s6t talan még azt a gondolatot sem kellene
elvetni, hogy a tervezéshben felhasznalt novekedési makromodelleket a jovében
ugy formaljék, hogy alkalmasabbak legyenek a kihaszndlds tervezésére, s ez-
dltal a kihaszndlds szintjének befolyésoldsdra is.

A neoklasszikus tokekihasznildsi elmélet
altalinos jellemzése

Az id6ének, mint a kihaszndlis mérGjének bevezetésével tj szakasz kezd6dott
a forrdskihasznélds probléméit vizsgdlé kozgazdasdgi kutatédsokban. Mind-
addig, mig a kihaszndltsigot a potencidlis és a tényleges output héanyadosa-
ként! hatédroztak meg, az eredmények nagyjibél a véarakozdsoknak feleltek

L Az Egyesiilt Allamokban 5 ilyenfajta kapacitdsbecslés késziil viszonyl.ag_ren('iszuere-
8en. lzek a kovetkezdk: kikérdezéses alapon (kb. a védllalatok 40%-&?,1; ermpl)_ ke_szul a
MeGraw-Hill index, ami a tényleges és a véllalatok éltal preferdlt tevékenységi szintnek
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meg. Normalis években a kihasznalatlansig 5—109;-0s, a rossz években
159, volt és csak kivételes esetekben fordult elé (legalabbis az USA-ban)
a 209, koriili vagy azt meghaladé kihasznalatlansdg [10], [14]. A meglepetés
akkor érte a kutatokat, amikor — az 1960-as évek elején — M. Foss [T]
nyilvéinossagra hozta az Egyesiilt Allamokra vonatkozd hosszitdva kapacitds-
kihasznalasi becsléseit, amit a gépi dlldeszkozok villamos energia felhaszndlasa
alapjan készitett. E szerint az USA-ban 1929 és 1954 kozott még a viszonylag
jo években sem haladta meg az ipari termel$ allbeszkozok idébeli kihasznaldsa
a 259-ot, azaz a rendelkezésre allé idé tobb mint 759;-4ban a termeld téke
nem mikodott. A vizsgalat mdasik érdekes eredménye: a kihasznalas idében
nétt, ami azt mutatja, hogy alacsonyabb fejlettségi szintre alacsonyabb,
magasabbra magasabb kihasznilds volt jellemzs. Foss eredményeit késGbbi
kutatdsok megerdsitették. Més orszigokra és més idészakokra is hasonlo
id6beli kihasznélasi jellemzOket kaptak azok a kutatok, akik hasonlé meg-
fontolasok alapjin és hasonlé moédszerekkel dolgoztak.?

A produktiv téke idSbeli kihasznalisa az empirikus eredmények szerint
tehét igen alacsony. Mi lehet ennek a jelenségnek az oka? Kzt a kérdést tették
fel maguknak azok a kiozgazdészok, akik a kovetkez6kben ismertetésre keriil6
tékekihasznalasi elméletet kifejlesztették. Az elmélet alapkovét az angol
Robin Marris [11] tette le 1964-ben. Erre az alapkdre épitette fel Gordon C.
Winston amerikai professzor [15]—[20] t6kekihaszndldsi elméletét,® amelyet
tobb jelentds vonatkozasban fejlesztett tovabb Roger R. Betancourt és Chris-
topher K. Clague [3]—[6].

Elbre tervezett kihaszndlatlansdgok

Marris legfontosabb észrevétele az, hogy a magas kihasznilatlansig elso-
sorban nem vallalati vagy nemzetgazdasigi szint{i tervezési hiba, ami az eljo-
vendd események, szitudciok rossz megitélésébol ered, nem is véletlen, elére
nem lathat6 események kovetkezménye. A kihasznilatlansig javarészt annak
tulajdonithat6, hogy a vallalatok (vagy kozponti szervek) beruhdzisi dontésiik
meghozatalakor szindékosan eldre tervezik a kihaszndlatlan kapacitdsokat.
Feltételezve, hogy a napi (évi) termelés keresleti oldalrél korlatozott, a beru-
héz6 két lehetdség kozott valaszthat: vagy kisebb iizemet létesit és azt tobb
mfiszakban iizemelteti, igy a lekotott t6két jobban kihaszndlja; vagy nagyobb

megfelels kapacitis hényadosa. A National Industrial Conference Board (NICB) és
a Fortune magazin dltal készitett beceslések a téke-output ardny viltozdsibol kovetkez-
tetnek a kihaszndlatlansdg vdltozdsdra, feltételezve, hogy a ciklus csicsokon a téke-
output ardny minimdlis, azaz a kihaszndlds 100%-08. A Wharton indexnél szintén fel-
tételezik, hogy a ciklus estcesokon 1009% -0s a kihaszndlds, de itt a kihaszndltsdgot nem
a t(’)k«r-uubﬁut, ardnnyal, hanem a termelés viltozdasaval fejezik ki. A Federal Reserve
Board (FRB) becslése a McGraw-Hill és a NICB kombindcija. Részletesen ldsd [14].

2 Winston szorint Pakiszténban az ipari t6ke id6beli kihaszndldsa dtlagosan 129 -os
[15], Kim és Kwon becslése Dél-Koredra 20%, [9], Bautistié a Filop-szigetekre 19% [2].
[zek a becslések IMosséhoz hasonléan villamos energia felhaszndldsi bézison késziiltek.
Kés6bb kimutattdk [12], hogy ez a mutatészdm kiiléinboz6 okok miatt erésen lefelé
torzit és megkisérelték az idébeli kihaszndldst mds modszerekkel mérni. Kkkor valéban
magasabb értékekhez jutottak, de az eredmények még igy is messze alatta maradtak
az output alapjdn meghatdrozott kihaszndldsi szinteknek. Morawetz példéul Izraelre
409, koriili [13], Winston Pakisztdnra [15] 30—36%-08 eredményt kapott. (Az Osszes
idézett szdmok az 1960-as évek végére, illetve az 1970-es évek elejére vonatkoznak.)
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lzemet létesit és azt kevésbé hasznalja ki. Profit maximalisi torekvéseik
miatt a vdllalkozék azt a megoldast valasztjak, amelyik olesébb. Gazdasigi
megfontolasoktol vezérelve tehat elére dontenek a tékekihasznalds mértékérsl.
A technologiaval osszefiiggs bizonyos koltségek miatt és azért, mert az embe-
rek altaldban nem szeretik a tobbmiiszakos, illetve a folyamatos (hétvégeken
is foly6) munkédt és ezt a diszpreferenciat tobbletbérrel kell honoralni, egyes
esetekben olesébb lehet tobb t6két lekotd nagyobb iizemet épiteni, mint vAl-
lalni az éjszakai, ill. hétvégi munkaért jaréd tobbletkoltségeket.

Marris a kiilonb6z6 technologidkkal osszefiiggd koltségek elemzésén alapuléd
fejtegetéseire részletesen nem térek ki, mert a kovetSk munkéiban kiforrottab-
ban jelennek meg legfontosabb megallapitdsai. Hangstlyozni szeretném azon-
ban, hogy tgysz6lvan a kihasznaldst ex ante alakité minden jelentds tényezét
Marris mér felfedezett. Kimutatta, hogy a kihaszndlds szintje egyarant fiigg
a bér ratatol, az éjszakai és a hétvégi munkéért jaré tobbletbér nagysigitol,
a téke intenzitdsatol, a hasznositds és a mechanizicidé elaszticitisatol® és a
volumen hozaddékatol.

A Fkihaszndlatlansdg kilonbozé okai

A kapacitds kihasznéldsat a potencidlis és tényleges output hdnyadosaként
értelmez mérések (lasd az 1. libjegyzetet) a kihasznélatlanségot jobbéra
a Keynes-féle kereslethidnyra vezették vissza. Vagyis azb vllzsgé,l.télk, hogy
valamely, mar meglevs iizem kapacitdsiat miért nem hasznaljik ki a kivant
szinten. Marris, amint az el6z6ekbdl kitiinik, nem a kivant szinttél valé el-
térést, hanem magit a kivant szintet kialakito tényezGket vizsgalja, azokat
a hatésokat amik el6re szabalyozzak a majdani tizem kihasznalasat. Winston
1974-ben megjelent tanulmanyédban? mindkét fenti kozelitést elfogadja: a
kiha,sznzilatlansz’tgot az ex ante tervezett vagy elvart, valamint az ex post
nem tervezett vagy véletlen hatésok eredGjeként hatérozza meg. A kihaszn4-
lasra hato tényezsk — egy tovabbi, a keresleti és kindlati jelleget is kifejezs
kategorizalist bevezetve — az 1. tdblazatbol lathatok.

1. tabldzat
A Kihaszndldsra haté tényezbk

‘ KERESLETI I KINALATI
ELORE NEM VART “ Elégtelen kereslet | Input hidny
ELORE VART A kereslet struk- | Ritmikusan véltozé
turdja { input drak

Az elére nem vart kihasznalatlansag azt jelenti, hogy a véllalatok nem tudjak
elérni a kivanatosnak tartott termelési-eladési szintet, éspedig vagy kereslet-
hifny miatt, amit végsésoron arra vezetnek vissza, hogy a villalatok nem érik

¥ A hasznosités elaszticitdsa Marris definfcidja szerint a kihaszndlds szintjének szdza-
lékos viltozdsdt mutatja az étlagos érabér egy szdzalékos viltozdsdra. A mechanizécid
Claszticitdsa pedig a munka termelékenységének szdzalékos véltozdsa a t6ke —munka
arany egy szézalékos véltozdsdra. ! g Bhicel. 5

" A tanulmdny amellett, hogy a kihaszndldssal foglalkozé irodalom j6 attekintését
adja; kritikai és az elméletet tovébbfejleszté részeket is tartalmaz. Lésd [17].
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el walrasi egyenstlyukat a téke piac tokéletlenségei miatt; vagy azért, mert
el6zetes varakozasukkal ellentétben nem tudjak biztositani a termeléshez
szitkséges inputokat a kivint mennyiségben és minGségben. Az elére nem vart
hatésokra kialakult kiha,sznélatlanség csak akkor tervezési hiba, ha a dontés
pillanataban mér felmérhetd lett volna a keresletnek vagy az inputnak a hid-
nya, egyébként ki nem kiiszobolhets véletlen.

A vallalat 1étesitése idején, kiillonbozs keresleti és kinalati jellemzGkkel
szamolva el6re megtervezik, hogy milyen lesz a téke kihaszndlasnak szintje.
A keresleti strukturalis jellemzGk, Winston szerint, részben a keresletnek a
hosszutavia, dinamikus novekedésével, részben a véletlen és ritmikus valtoza-
saval kapesolatosak. Strukturalis okokbol érdemes tehat tobbletkapacitdst
beepltem akkor, ha hosszi tdvon erGteljes keresletnovekedés varhaté, mert
a mai tobbletkoltség és az egy ideig tarté kapacitds kihasznalatlansig még
mindig oles6bb, mint a késGbbi, utélagos bévités. Mas tipusa kihasznélatlansig
az, amit a vallalat rugalmassaga érdekében véletlen, el6re nem lathato kereslet
valtozasokra szamitva épitenek be. Tobbletkapacitas Iétesitését indokolja
tovabba még az is, ha a nem térolhaté termék vagy szolgdltatas irdnti igény
ritmikus. Bz a harmadik, a keresleti struktarara jellemzé olyan tényezd,
amit a kihasznalds tervezésekor elGre figyelembe vesznek.

Végiil Marris nyomdokain jarva Winston a ritmikusan névekvé input dral-
nak a kihasznilatlansag alakitisiban jatszott szerepét vizsgalja. Mig Marris
a ritmikusan valtoz6 raforditasi drak koziil egyediil a bérekkel ioglalkoml\,
Winston kiterjeszti a vizsgalandé inputok korét. Nemesak a munka, de méas
inputok, példaul a villamos energia, bizonyos mezigazdasagi termckek ¢s a
szallitas dra is szabdlyos ritmus szerint valtozhat. Kz azt jelenti, hogy a nap-
nak, a hétnek, vagy az évnek bizonyos elére meghatarozhato szakaszaiban
ugyanazért a raforditasért tobbet, mas szakaszokban kevesebbet kell fizetni.
A koltségeiket minimalizdlni kivané vallalatok, az input ritmikus drvaltozdsait
kapacitdsuk tervezésénél figyelembe veszik.

Az 4j t6kekihasznalasi elmélet kifejleszt6i Ggy vélik, hogy a kihasznalatlan-
sdgra haté tényezik kozil els6sorban az utolsonak targyaltat kell elemezni,
tehdt azt, ami a ritmikus input drak vialtozdsidnak hatasat fejezi ki. Fontos
a ritmikus inputok valtozasibol addédo kihaszndlasi jellemzOk vizsgalata eld-
szor is azért, mert e témaval eddig senki sem foglalkozott részletesen, mig
a tobbivel igen; mésodszor azért, mert a kihasznalatlansig nagy részéért
a ritmikus drviltozasok a felelGsek megitélésiink szerint; s végiil, de nem utolso-
sorban azért, mert a ritmikus arvaltozasok, mint gal,dtmagl valt()/,ul\ gazdasigi
eszkozokkel szabdlyozhatok, s igy segitségiikkel a t6ke kihasznilisa a kivant
iranyba befolydsolhato.

A raforditasol dranak ritmikus villozdsa

A termeléshez sziikséges raforditasok sok lényeges tulajdonsigukat tekintve
kiilonboznek egymastol. E kiilonbségek koziil ketté meghatarozo jelentOség
a kihasznalasi szinvonal tervezésekor. Az els6 azon alapul, hogy milyen forma-
ban jutnak hozzd a termeldk a raforditdshoz. Az egyik forma, amikor magat az
allomanyt, a stock-ot veszik meg, masik amikor csak a szolgaltatist, a flow-t.
A masodik megkiilonboztetés: az ar idébeli alakuldsdnak formdja. Itt nem
a hosszi- vagy rovidtava piaci dralakuldsrdl van sz6, hanem arrél, hogy bizo-
nyos raforditasok dra adott idGegységen belill ritmikusan véltozik, mig méa-
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A rdforditdsok dralakuldsdnak sémdi

egységnyi A egységnyi B.
input jnput
dra dra /W
_— I —— N
idd idd
1. abra

soké nem. A kétféle aralakulds sémdja az 1. dbrdn lathaté. Megjegyzendd,
hogy a B. sémén bemutatott lefutds az elképzelhetd ritmusoknak csak egyik,
tetszOlegesen vélasztott forméja.

A kérdés az, hogy a fenti két jellemzd egyiittesen hogyan hat a kihaszndlis
alakuldsdra. Az dllomanyként megvésirolt — tulajdonba vett — raforditasok,
dra az A séma szerinti az idGben konstansnak vehetd, hiszen a réforditasokat
egy adott id6pontban egyszer s mindenkorra megvésaroltak az 'éppen akkor
érvényes dron. Ha egy adott idGintervallumon beliil a t:et’zhmkal jellemzdket
figyelembe véve a tulajdonba vett riforditds hasznositdsa hosszabb vagy
rovidebb ideig tarthat, a tulajdonos dont arrél, hogy a /ra’,forditéust milyen
hosszu ideig veszi igénybe. Feltételezve, hogy az dllomdny elettart,ama'fiigget—
len az igénybevételtdl, a révidebb ideig tarté hasznositds az egységnyi miiko-
dési iddre juto koltséget emeli, mig a hosszabb csokkenti. Koltségminimalizdlds
esetén a tulajdonba velt rafordildsokndl a kihaszndlds @Qvelése lesz a kivdnatos.

Mis a helyzet akkor, ha csak a szolgaltatdst véasaroljak meg, bérelik csupén
a raforditast, és az 4r alakulisira a B. séma jellemzd. Feltételezve, hogy a bérelt
riforditdsoknak a technolégiai jellemzik &ltal meghatérozott ha,sznélata’:
adott idSegységen belill, egyarant lehet hosszabb vagy r(fv1del,olf, a termeld
dont arrdl, hogy mikor és milyen hosszt ideig tart igényt a l:afordlt_a,sra. K(’)lts?—
geit minimalizdlandé igyekszik elkeriilni a magas drfekvésii perloQusoliat és
csak akkor veszi igénybe a raforditést, amikor az Ylszopylag olcsd. A.béfa'lt
raforditds koltségeinek minimalizdldsa érdekében tehdt a wvdllalat a maximdlis
wdébeli kihaszndldsndl kevesebbet tervez. » I ;

A két kiilonbozé koltségtényezé minimalizélésa: a tulajdonba vett 1"aford1-
tdsoké és bérelteké, tehat ellentétes irdnyu hatdst gyakor.ol’a ,klhasznalatlz%n-
ségra. Az elsd szempontjabdl a kihaszndlis novelése, a mésikébol a csokkentése
a célszer(i. Szamos tényez6tol figg, hogy e két hatds milyen ponton jut egyen-
salyba, vagyis hogy mekkora lesz a koltségek szempontjabol optimdlis ki-
hasznéldsi szint.

Az alapmodell
Az 1970-es évek elején Winston tesz kisérletet arra [18], hogy formaélis

modellbe foglalja az optimdlis kihaszndldsi szintre hato tér}yez(')’ket. Els6
modelljét a tovabbiakban alapmodellnek nevezziilk, mert mar tartalmazza
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a legfontosabb alaposszefiiggéseket. ElGszor azt mutatjuk be, milyen korlé-
tozé feltételek mellett érvényes a modell. Hirom csoportba soroljuk a korla-
toz6 feltételeket. Az elsG csoport a piaci jellegit korldiozdsokat tartalmazza.
Ezek a kovetkezdk:

1. A termék irdnti kereslet konstans.

2. A termék- és a tényezl-piacokat egyariant a tokéletes verseny jellemzi.

3. Minden teriileten — a volumenek és az arak tekintetében is — tokéletes
az elGrelatas.

4. A vallalatok profitot maximalnak.

Az 1. és 3. feltételekbdl kovetkezik, hogy az optimalis kihasznalis vizsgala-
takor el kellett tekinteni tobbek kozott a kihasznalatlansigot a keresleti
oldalrdl strukturalisan befolyasold tényezGktsl is: a dinamikus kereslet-
novekedésnek, a bizonytalansignak és a ritmikus kereslet-valtozasoknak
a hatasatol.

A feltételezések masik csoportja termelési-technikai jellegti korldtokat fejez
ki. Ezek koziil a fontosabbak:

5. Egy homogén output van és két homogén raforditis. Az egyik a téke,

a masik a munka.

6. Kiilonboz6 technoldgidk allnak rendelkezésre, amik az igényelt téke és
munka ardanyaban kiillonboznek egyméstol, azaz a téke és a munka ex
ante helyettesithets egyméassal.

7. Meglevé tizemekben a téke és a munka szolgaltatisi ardnya nem valtoz-
tathatd, azaz a téke és a munka ex post nem helyettesitheté egyméssal.
Ez azt jelenti, hogy a mér beépitett téke iizemeltetéséhez mindig azonos
nagysagu személyzet kell.

8. A tékének az idGegységre jutéd birtoklasi koltsége fiiggetlen az igénybe-
vétel mértékétol.

9. A volumen hozadéka nem noévekvs, azaz a nagyobbra méretezett iizem-
ben nem olesobb termelni, mint a kisebben.

A modell maga igen egyszer(i: egy termelési- és egy koltségosszefiiggéshol
all. A termelési osszefiiggés egy neo-klasszikus termelési fiiggvény, aminek
megkiilonboztets jellegzetessége: minden véltozoja folyamati (flow) tipusa.
Ezt a fiiggvényt tiszta folyamati (pure flow) vagy pillanatnyi (instantaneous)
termelési fuggvénynek nevezik. A tiszta jelz6 arra utal, hogy a raforditdsok az
outputtal megegyezd dimenzioban vannak értelmezve, a pillanatnyi jelzs
pedig a folyamati jelleget van hivatva kiemelni. Az elméletben és gyakorlat-
ban alkalmazott termelési fiiggvényeknél, ahol a folyamként értelmezett
kibocsatishoz rendszeresen téke alloméanyt rendelnek, s6t sok esetben a munka-
raforditdst is inkabb alloményként, mint folyamként értelmezik, a valtozok
idédimenzidja nem azonos, hiszen az 4lloméanyi adatok mindig idGpontra
vonatkoznak, mig a folyamatok idészakokra. A termelési és a novekedési
elméletek megalkot6éi szdmdra ez a heterogenitds azért nem volt kiilonos-
képpen zavard, mert feltételezték, hogy a kihaszndlas nem valtozik, s igy az
Allomanyi adat jol kifejezi az ull(mmnvlm] nyerheté folyamokat. A kihaszné-
lasnal azonban nem lehetett feltételezni. hogy a kihasznalas konstans, hiszen
a vizsgalat targya éppen maga a kihaszndlds valtozdsa. Ezért volt elkeriilhe-
tetlen a tiszta termelési fliiggvény bevezetése.

A feladat leegyszer(isitése érdekében Winston tovabbi feltételeket vezet be.
A most kovetkezé megkotésekre, mint egyszeriisité feltevésekre hivatkozunk,
megkiilonboztetve Gket a piaci és a termelési-technikai korlatozdsoktol.
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A vizsgilat idGegysége egy nap, egy nap 24 éraja. A kihasznalatlan kapa-
citds tervezésekor tehat csak a napi ritmikus bérvaltozast veszik figye-
lembe, a heti, havi vagy még ennél is nagyobb idGegységre jellemz6 in-
gadozast mar nem.

A rendelkezésre allé géporak megallapitésandl a javitdsok idGsziikségle-
t6t6] eltekintenek. Feltételezik tehit, hogy a napi maximalisan szolgélat-
ban tolthetd ordk szama megegyezik a rendelkezésre all6 orakéval,
24-gyel. K feltevés azt jelenti, hogy

max K = K,

K = a t6ke 4llomany gépérdban,

K = a t6ke szolgaltatés géporaban,

uw = a t6ke kihaszndldsa.

Egy nap két miiszakbol allhat. Mindkét miiszak 12 6rés. Az elsé miiszak
a nappali, a masodik az éjszakai. A masodik miszakért tobblethért kell
fizetni. Brvényesek tehat a kovetkezd, a bérkoltséget kifejezd fiiggvé-
nyek:

w(u) =w, ha 0 < u < 1/2
w(w) = (1 + A)w, ha 1/2 <u <1

w = a bérrata;
A = a mésodik mfszakért jaré tobbletbér.

Egy egység tokeallomény birtoklasénak napi koltsége egy standardizdlt
gép beszerzési aratol, a kamattol és az értékesokkenéstol fligg.

r = P,i + d),

r = egy egység napi tékealloméany birtoklasanak napi koltsége;

P, = egy gép beszerzési éra;

i = a kamatrita,
d = az értékesokkenési rata.

A K nagysigh tkedllomény napi birtoklési koltsége tehat rK: A téke-
dllomany egy orai lizemeltetésének koltsége pedig:

(6)

Kr

plizemoéra — e

s
K uw
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A kérdés, amire Winston modelljével valaszt kivan kapni, a fenti feltételek
egyidejli fennalldsa esetén a kovetkezd: milyen tényezSk befolydsoljik az
optimalis t6kekihasznilast, vagy leegyszerisitve a kérdést, mikor lesz célszerii
kisebb beruhazassal, de kétmfiszakos lizemeléssel, illetve nagyobb beruhdzés-
sal, de egy miiszakos iizemeléssel szamolni. A valasz attél fiigg, hogy a napi
S mennyiségli output elGallitdsanak koltsége mikor kisebb. A koltségossze-
fiiggés bevezetésére van tehat sziikség.

Egymiiszakos termelés esetén ¢ mennyiség elGallitasi koltsége:

(7) (r/uy) Kgqy + w Ly,
és a két miiszakndl
(8) (r/us) (Kyo + Kpa) + w[Lys + (1 + A)L,5)

A 7. és 8. osszefiiggésekben az alsé indexben a szdmok az iizemeltetés mod-
jara, a betfik a napszakra utalnak. Ertelemszertien az 1 alsé index az egy,
a 2 alsé index a két miszakos iizemelést, mig a d betli a nappali, az n bet
az éjszakai miiszakot jelenti.

Mivel Winston vizsgalatat, amit a 12. feltételben méar emlitettiik, arra az
esetre korlatozza, amikor u, = 1/2 és u, = 1, figyelembe véve tovabb4, hogy
a 6. és 7. feltételek miatt Ko = K,, = K, é8 L4y = L,» = L,, a gazdasigos
két miiszakos iizemelés feltételét, vagyis azt, hogy a 8. osszefuggéshen foglalt
koltségeknek nem szabad elérni a 7. osszefiiggés koltségeit a kovetkezSképpen
irhatjuk fel:

(9) 2r[K, — K;] >w[2(1 + A/2)L, — L,].

A 9. osszefiiggés tehdt egyszerfien azt mondja ki, hogy akkor érdemes
tobbmfiszakos lizemeltetést tervezni, ha a bal oldalon megjelens tékekoltség
megtakaritds nagyobb, mint a jobb oldali tétel, ami a munkakoltség tobbletét
fejezi ki.

A CES termelési fiiggvény bevezetésével lehetdség nyilik arra, hogy a 9.
egyenlGtlenséget mdas formaban irjuk fel, méghozza tgy, hogy az dsszefiiggéshe
belépd paraméterek és a kihaszndlasi szint kozott kozvetlen és jol értelmezhets
kapesolat legyen. A filiggvény:

(l()) (J{ e ‘y[é I(“‘(’ —|> (1 == 6) ]/ (’]—1/0’ i - 1, 2,

ahol
y = hatékonysigi paraméter;

0 = megoszlisi paraméter;
1/(1 + p)= ¢ a helyettesitési paraméter.

A feltevés szerint a 10. fiiggvény mindkét miiszakra (i = 1, 2), azonos.

Felhasznalva a CES termelési fiiggvényt és azt a tételt, hogy barmelyik
miiszakban akkor lesz a profit maximalis, ha a relativ tényezéarak megegyez-
nek a differencialis termékaranyokkal, a 9. koltség-egyenlGtlenség a megfeleld
atalakitisok és behelyettesitések utdn a kovetkezs alakot veszi fel:
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A 11. Gsszefiiggés fejezi tehdt ki, hogyan hat a ritmikusan valtozé input
koltségtobblete (A4), a raforditdsok egyméshoz viszonyitott 4ra (w/2r) és a
helyettesitési elaszticitds (o) az optimalis téke-kihasznélasi szinvonalnak a ki-
alakitdsdra a beruhdzdsok tervezésekor.

,,»A” hatésa az optimalis szintre egyértelm{i: minél nagyobb , 4’ annil
jobban csckken a magas t6kekihasznalasu varidns profitabilitdsa. Ha A4 nulla,
bérmilyen tényezGar-arany és elaszticitds esetén a két mfiszakos iizemelés
lesz a gazdasagosabb.

Bonyolultabb az osszefiiggés a tényezék arardnya és az optimdalis kihaszna-
lasi szint kozott, mert ennek hatésa nem fiiggetlenithet§ a tényezék kozotti
helyettesitési elaszticitds nagységatol. Ha a helyettesitési elasaticitds kisebb
mint egy, ami azt jelenti, hogy az érarany véltozésat nem koveti elég rugal-
masan a volumenardnyok véaltozésa, més széval: a helyettesités nehézkes,
akkor az drardnyok viltozdsanak hatésa a varakozdsoknak megfelels: a mun-
kéhoz képest olesobbé valo téke alacsonyabb tdkekihasznaléssal jar. Ha azon-
ban a helyettesitési elaszticitds nagyobb, mint egy, vagyis viszonylag konnyt
a tényezdket egymdssal helyettesiteni, az olesé téke magasabb kihasznélassal
Parosul. Ennek az az oka, hogy a tényezG-ardnyok, a j6 helyettesithetSség
esetén, jobban fiiggnek az drardanyoktol. A viszonylag draga munka arra 6sz-
tonzi a véllalatokat, hogy t6keintenzivebb technolégidkat valasszanak, mert
igy csokkenthetik a drdga munka részesedését az osszes koltségben. A tényezsk
volumenardnyénak eltolédésa elérhet egy olyan szintet, amikor mar érdeme-
sebb lesz a koltségek kozott nagy sillyal szerepls, habar relativan olesé t6ké-
vel takarékoskodni, mint a relativan dréga, de kisebb stlyd munkéval: azaz
kifizet6dik tobbmfiszakos iizemeltetést tervezni.

Az alapmodell tovabbfejlesztése

Az alapmodellt szémosan — tobbek kozott maga Winston is kés6bbi mun-
kdiban — tovéabbfejlesztették, finomitottak.®? Az alapmodellre jellemzd kor-
litoz6 feltevések koziil megitélésem szerint Betancourt és Clague (ezentul
B—(y) modelljei oldottdk fel a legfontosabbakat, ezért a kovetkezékben ezek-
kel foglalkozom. A B—C modellek a kovetkezs lényeges jellemzSkben térnek
¢l az alapmodelltsl: masképp kezelik a tékeintenzitast, feloldjak a konstans
Volumenhozadék feltevését: a 9. feltételt; az output korldtozast; az 1. és 2.
feltétels. Megvizsgaljik tovabbd hogyan véaltoznak a tobbmfiszakos munka
Bazdasagossagi feltételei, ha feloldjak a leirdsi és fenntartdsi koltségekre tett
8. feltételt; ha megengedik a tényez6k kozotti ex post helyettesithetdséget,
Vagyis ha, moédositjak a 6. feltételt; és tovabba, ha a véllalatok nem profitot
Maximalnak, hanem az egy munkasra juté bérjelleg(i jovedelmet az Gn. mun-
kisok 4ltal irdnyitott vallalatokban, vagyis ha elvetik a 4. feltételt.

®Lésd pl. [1]—[6], [19], [20].
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A tbkeintenzitas és a volumen-hozadék eltéré kezelésénel hatdsa az optimdlis
kthasznaldsra

Az al.xpmodellben a tékeintenzitdst két paraméterrel lehet elemezni: a
w/r ararann) al és a CES fiiggvény 6 megoszlasi paraméterével. A fenti koze-
litésnek szdmos hatranya van. Eldszor is: 6 nem szamithaté kozvetleniil az
adatokbdl esak becsiilhetd; masodszor: w/r és 6 meghatarozasat nagymérték-
ben befolyasoljik a téke mérésének nehézségei; harmadszor: a két tényezs-
nek, a helyettesitési elaszticitdsnak és a tékeintenzitdsnak az optimdlis ki-
haszndlasi szintre valé hatdsa az drak és a volumenek kolesonos osszefiiggése
miatt nem kiilonithetd el egymdstol. E hatranyokat kikiiszobolendd vezetik
be a most kiovetkez6 modellbe Betancourt és Claque [4], [5] a @-val jelolt
tokeintenzitast, ami a tlkekoltségnek az Osszkoltségben vald részesedését
mutatja egymiiszakos iizemelés esetén:

(12) O = rK,/(rK, + wyL,).

A bérratdt itt az alapmodellts] eltéréen jelolik. Megkiilonboztetik a nappali
(wy) és az éjszakal (w,) béreket; a bérdifferenciit szézalékos forméaban fejezik ki:

(13) @=20_1,

ahol « = a bértobblet szdzalékos formaban.

A tobbmifiszakos munka gazdasigossiganak feltételét, a 9. koltség-ossze-
fliggést, a fenti jeloléseket bevezetve és dtrendezve a kovetkezd forméban
irjak fel:

(14) ] et

Las

Ly

kg

tietw)

Wqliys

Az Osszefiiggés jobb oldala az un. kéltségardny, roviden CR. Minél alacso-
nyabb a koltségarany, annal drigdbb az egymfiiszakos iizemelés a kétmiisza-
koshoz képest s ezért annél nagyobb a tobbmiiszakos tizemelésb6l adod6 nyere-
86g.

Az alapmodellnél ismertetett transzforméciokat elvégezve és bevezetve
egy olyan CES fiiggvényt, ami altalanosabb az alapmodellben alkalmazott-
nal, mert megenged egytdl eltérd (B) volumen hozadékot is, a 14. koltség-
Osszefiiggés a kovetkezo alakot veszi fel:

(15) 1> 22 4 a) [O(2 + a)’~t + (1 — O)Y1-°,

A kiilonboz6 paramétereknek a koltségardnyra g,y&korolt hatésit a para-
méterenkénti parcidlis derivaltak mumtjuk Az o és B szerinti parcidlis deri-
valtak pozitivak, mig a @ szerinti negativ. A ¢ deriviljanak elGjele nem élla-
pithaté meg egyértelmfien, de a szerzGk altal végzett numerikus kisérletek
arra engednek kovetkeztetni, hogy az elGjel itt is negativ.

Mivel a pozitiv derivalt azt jelenti, hogy a l\ultb%amny a paraméter valto-
zésdval azonos irdnyban viltozik, illetve a negativ esetében ellenkezdleg, ¢és
mert a koltségarany novekedése azt mutatja, hogy a tobbmfiszakos munka
egyre kevéshé gazdasigos, az eredmények a vérakozisoknak felelnek meg.
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Minél magasabb o, anndl kevéshé érdemes tobbmiiszakos iizemeltetést tervezni
az éjszakal munka koltséges volta miatt. Az egynél nagyobb volumenhozadék,
B > 1 szintén nem kedvez a tobb miiszakos munkanak akkor, ha a napi output
mennyisége korldtozott, mert a nagyobb méretekbdl szarmazé elényoktsl
elesnek a kisebb iizem épitése esetén. Minél magasabb 0, a t8kekoltség ardnya
az Osszkoltségben egymiiszakos lizemelés esetén, annal inkdabb érdemes a t6-
kével takarékoskodni, tobb miiszakban {izemeltetni az iizemet. Végiil a helyet-
tesitési elaszticitds novekedése is a tobbmiiszakos lizemeltetés gazdasigossagat
noveli, méghozza kozvetetten, a tékeintenzivebb technolégia megvalasztasa
révén. Konnyd helyettesitési viszonyok kozott ugyanis a kétmiiszakos iize-
meltetésnél tékeintenzivebb technologiat lehet valasztani, mint egy miiszak-
nél, és igy egyszerre lehet takarékoskodni a driga éjszakai munkaval és a
viszonylag oles6 tékével.

Az output korldt felolddsinak hatdsa az optimalis kihaszndldsra

Az eddig bemutatott modellekben feltételezték, hogy az output mennyisége
és az eladési dra egyarant kiils6 adottsdg a véllalat szaméra. A kérdés, amit
ezutdn feltettek, hogyan véltozik az optimalis kihaszndlast befolydsold koltség-
ardny, ha a fenti feltételt a kivetkezével helyettesitik: a véllalat monopol-
helyzetben van, bizonyos mértékig befolydsolni tudja az output mennyiségét
Is és az 4rakat is [4], [5].

A monopolhelyzetben levs véllalatnal a kétmiszakos iizemelés akkor lesz
gazdasdgos az egymfiszakoshoz képest, ha @, > m;, ahol 7, a kétmiiszakos,
mig 7, az egymiiszakos iizemelés melletti profit, vagyis ha fennall a kovetkezs
an. értékfeltétel :

(16) TR(Q,) — TCyQs) > TR(@,) — TC\(@y)

ahol @, és Q, = az output optimdlis szintje az egy-, illetve kétmiszakos
iizemeltetés esetén;
TC, és TC, — az osszes koltség az egy-, illetve kétmiiszakos iizemelés
esetén;
TR = az osszes jovedelem.

Az alkalmazott termelési fiiggvénytdl, a keresleti fliggvénytol és a v_olul,nen-
hozadék valtozasi jellemz6itsl fiigg, hogy a 16. értékosszefiiggés mi médon
hozhat6 olyan alakra, amelyben az optimdlis kihaszndldsi szintet befolydsol6
tényezik explicit szerepelnek. A volumen hozadékat, g-t és a keresleti elaszti-
citast e-t konstansnak tételezve, a koltségarany a kovetkezo lesz:

1/p
(17) CR = PR (02 + a)’ 1+ (1 — @)JUe-D,
(2 + «)
Az egy- és kétmiiszakos iizemelés profitarinyai pedig:

(18) fgf, = ORMeDilet-ef),

Jéval bonyolultabbé valik ez az Gsszefiiggés abban az esetben, amikor’ Bt
nem konstansként, hanem @ fiiggvényeként irjak fel. A volumenhozadékot
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kifejez6 B paramétert ekkor a @ koltségelaszticitassal helyettesitik. @ mutatja
az atlagkoltségek szdzalékos novekedését abban az esetben, amikor az egy-
mfiszakos iizemelésnél az output a felére csokken. A két paraméter kozti
osszefiiggés a kovetkezd:

(19) DQ) = 21~ 11,
Egy méasik Gj paraméter 1, a @-nak az output-elaszticitdsa:
(20) AQ) = P'(Q) [Q/P@)].

A modellt a szerzék explicit formdban nem irjak fel. A koltségardny, a
profitardny és a paramérerek kozotti osszefiiggésekre numerikus moédszereket
felhasznalva kovetkeztetnek. Kiilonboz8 értékeket vesznek fel @(Q,)-re,
MQy)-re és e-re, és a koltség és keresleti fiiggvényt felhasznalva hatérozzik
meg a 16. értékosszefiiggést.

Az elemzéshdl adodo f6bb eredmények a kovetkezdk: 1. Az output korlat
felolddsa nem modositja azt a megallapitést, hogy a tékeintenzitas és a he-
lyettesitési elaszticitds novekedése a tobbmiiszakos munkénak kedvez, mig
a bérdifferencia emelkedése az egymfiszakosnak. 2. A volumenhozadék és az
optimélis kihasznaldsi szint kozott csak akkor 4ll az az osszefiiggés, hogy a
nagyobb volumenhozadék az egymfiszakos iizemelést helyezi el6térbe, mig a
kisebb a kétmiiszakosat, ha a koltségarany egy bizonyos szintet meghaladéan
nagy. 3. Az optimélis kihaszndlast meghatérozé érték-osszefiiggésbe még
tovabbi hdrom paraméter 16p be. A konstansnak feltételezett keresleti elaszti-
citds, ami a keresleti fiiggvény jellemz&je, pozitiv hatdssal van a tobbmfiszakos
munkéra — minél nagyobb a kereslet rugalmassiga annal inkdbb érdemes
tobbmiiszakos munkét tervezni. A mdasik két paraméter a méar definidlt kolt-
ség elaszticitds @ és A. Adott keresleti elaszticitds mellett minél nagyobb
MQ) — ami egyszerfien azt jelenti, hogy az outputtol fiiggs koltségek lassab-
ban nének, mint maga az output — anndl érdemesebb tobb mfiszakot ter-
vezni. Végiil, adott keresleti elaszticitds és A(Q) mellett, minél nagyobb a
koltségelaszticitds, vagyis minél nagyobb mértékli az output csokkenéssel
jaré koltségemelkedés, anndl indokoltabb a tobb mfiszak, azaz a magasabb
t6kekihasznalas bevezetése.

Az értékesikkenés és a mitkodési kiltségek hatdsa
az optimalis kihaszndldsi szintre

Az eddig ismertetett modelleknél feltételezték, hogy », az egységnyi téke
birtoklisdnak és miikodtetésének koltsége, fiiggetlen a mfiszakok szdmétol.
Ezéltal feltételezték, hogy a leértékelddés egyaltalin nincs kapesolatban az
elhasznélodassal, hanem csak elavuldsdnak tulajdonithaté, tovabba eltekin-
tettek a gépeknek a miikodés hosszatol fiiggd iizemelési koltségeitsl: a javitasi
¢s karbantartési koltségektsl és az iizemanyag fogyasztastol. A kiovetkezdk-
ben e feltevések felolddsanak az optimalis kihasznéldsi szintre valé hatésit
mutatjuk be, Clague [5] munkdja alapjan.

A szerz6 feltételezi, hogy a téke egy orai tizemelési koltsége az Osszes iizem-
ben toltott gépoérdk fiiggvénye. Kzért az egy- és kétmiiszakos iizemelés gaz-
dasagossaganak vizsgilatakor kétféle t6kekoltséget kell bevezetni: r,-t, ami
az egymiiszakos, és r,-t, ami a kétmfiszakos iizemelés t6kekoltségét fejezi ki.
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A kétmfiiszakos iizemelés akkor lesz gazdasigos, ha
(21) 1Ky +w Ly >ry Ky + wy L2 + ).

Az alapmodellnél ismertetett transzformacidkat elvégezve és ,,A tékeintenzités
és a volumenhozadék” c. alfejezetben bemutatott médon bevezetve f-t és a-t,
a koltségaranyra a kovetkezl osszefiiggés addodik:

(22) 1 >2"Y(2 + o) [O2 + ) Yry/r)l~° + (1 — O)]VA-9),

Osszehasonlitva a (22) osszefiiggést a (15)-0ssel, amiben azonos tékekoltségek
szerepelnek az egy- és kétmiszakos rendszerekre, lithatd, hogy az Osszes
mir bemutatott paraméter az eddigivel megegyez6 médon viselkedik. Ujdon-
sdg a tGkekoltség ardnynak — ry/r;-nek — az egyenletbe valé belépése, aminek
a hatdsa egyértelmii: minél nagyobb az az ardny, vagyis minél nagyobb a két-
miiszakos tizemelés tobblet-tokekoltsége, annal kevéshé lesz érdemes a profit-
maximalé vallalatnak tobbmiszakos tizemeltetést tervezni.

A tényezdk kozitti ex post helyeltesithetéséy bevezetésének hatdsa
az optimalis kihasznaldasi szinire

Az alapmodell tovabbfejlesztésének egyik kovetkezd 1épesSje [6], annak
a feltételnek a feloldasa volt, hogy a két tényezs, a téke és a munka, a téke
beépitése utin mar nem helyettesitheté egyméssal. Az 0] feltevés szerint az
ex post helyettesitési elaszticitds nagyobb lehet mint nulla, de kisebb mint
az ex ante elaszticitds. E feltétel azt fejezi ki, hogy a mar beépitett téke iize-
meltethet kisebb vagy nagyobb létszammal bizonyos hatérok k(’jz”()tt. A félre-
értések elkeriilése végett hangsilyozni kell, hogy e feltétel nem a tGke részleges
lizemeltetését jelenti, hanem azt, hogy a teljes tékedllomanyt kisebb vagy
nagyobb személyzettel is lehet miikodtetni. y i

Az 1j feltétel figyelembevételéhez a termeldsi figgvényt kellett rr}odosma,m.
Az eddig alkalmazott CES fiiggvényt, amir6l feltétel'eztelf, hogy dn. putty-
clay tipusti, amit azt jelenti, hogy ex ante megengedi a tenyezgk} helyettem-
tését, de ex post nem, fel kellett valtani egy az ex post helyettesitést ’r(?szl.e.age-
sen megenged$ putty-rubber fiiggvénnyel. A putty-rubber termelési figg-
vényeknél o, ex post elaszticitds nagyobb nullinél, de kisebb mint az ex ante
helycttesithet(ﬁségct mutaté o,. Az ex post termelési osszefl'xggesek lexr’asara
a véltozé helyettesitési elaszticitist megengedd VES fiiggvényt haszndlték:

(23) Q = y[6K -2 + (1 — &) K|L—em L],

ahol m = a bérek és a munka differencidlis terméke kozotti Osszefiiggést
fejezi ki. Ha m = 0, akkor a VES fiiggvénybdl CES lesz. Ha m
negativ a fiiggvénnyel kifejezhetd a munka és a téke kozotti kor-
latozott helyettesithetGség.

A VES fiiggvényt alkalmazva — mivel analitikus kezelésre nem volt mé(}i -
numerikus eszkozokkel elemezték a korldtozott ex post helyettesithetSség
hatdsit a miiszakszam megallapitdséra. Az eredmények szerint, az elviiré,sok-
nak megfelelden, az ex post helyettesithetdség bevezetése a tobbmiiszakos
lizemelésnek kedvez. Minél nagyobb o,, anndl érdemesebb lesz tobbmfiszakos

munkat tervezni.
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A célfiggvény megudltoztatisdnak hatdsa az optimdlis kihaszndldsi szintre

Az eddig bemutatott modellek mindegyikében azt tételezték fel, hogy
a vallalatok profitot maximélnak. Betancourt és Claque [3] megvizsgaltak
hogyan véltozik az optimélis kihaszndlds és a kihaszndldst alakité tényezsk
kozott a viszony, ha a profitmaximdlé véllalat helyett a fejenkénti bérjellegfi
jovedelmet maximdl6 Gn. munkés vezetésti véllalatrél van sz6. (E vallalati
forméat a cikk szerz6i a jugoszlav véllalatokra tartjak jellemzdnek.)

Az elemzésnél abbdl indulnak ki, hogy az éjszakai munkéért jaré tobblet-
bért, a-t Ggy éllapitjik meg, hogy legyen elegendd onként vallalkozé az éj-
szakai munkéra, feltételezik tehdat, hogy a ,hatdr” munkdsnak mindegy,
hogy Y jovedelmet kap a nappali, vagy Y(1 + «) jovedelmet az éjszakai
munkéért. A nappali mfszakban dolgozék egy f6re juté jovedelme alapjan
dontenek a véllalatok a tke-kihasznalds mértékérsl.

A modell megfogalmazdsakor feltételezik tobbek kozitt azt is, hogy a téke
a munkdval csak ex ante helyettesithets, ex post nem; hogy a tékekoltség
a miszakszamtol fiiggetlen; és hogy a CES fiiggvény jél leirja a termelési
osszefiiggéseket. Egyarint targyaljik a tokéletes verseny feltételei kozott
és a monopolhelyzethen m{ikodd véillalatokat.

A tokéletes verseny koriilményei kozott az egymiiszakos iizemelés egy fére
juté jovedelme, Y,

e
(24) Ty i W50
Ly
A kétmfiiszakosé, Y, pedig
D p—
(25) kbl veriritg)
B

ahol P = az output 4ra.
Mivel a feltételek szerint ex post nem lehet a tényezéket egymdssal helyette-

siteni, a kétmfiszakos tizemelésnél a 1étszdm a két miszak kozott egyenlden

oszlik meg, és mivel « az éjszakai bértobblet, Y, a kivetkezGképpen is felir-

haté:

(26) Y, = X‘li t ,Y,",Z, i _Y_d_?@‘ﬂ)

9 g

A 24—26-08 Osszefiiggésekbdl a nappali miiszak jovedelemardnyaira a kiovet-
kez$ adddik:

(27) L .- . &

A CES fiiggvényt bevezetve és feltételezve, hogy az egymiiszakos iizemelds
esetében a jovedelem maximélisnak az a feltétele, hogy a téke hatartermdké-
nek értéke egyenls legyen a téke 4rdval, és hogy az egy fore ess jovedelem
a munka hatdrtermékének értékével egyezzen meg, a jovedelemarianyokra
a kovetkezd Osszefiiggés adddik:

2’_113__ 2 1_20—-11/) 1/(1—0)
Ty 248l . lTenp J :

(28)
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ahol 8
y = rKy/PQy,

vagyis p az egymiiszakos iizemelés tékeintenzitdsdnak egy mésik mérészima.

A 28. osszefiiggés parcialis derivaltjaibdl leolvashaté, hogy a munkés vezette
véllalatoknal akkor lesz gazdasigos a tobbmiiszakos iizemelés, ha az éjszakai
bértobblet alacsony, a tdkeintenzitds és a helyettesitési elaszticitds pedig

magas.
Monopolhelyezet esetén a jovedelemarany a kovetkezs:

Faw bl 2 H[l = (2H)"‘1w]”“”
b SR T 1—vp

A 27-es Osszefiiggésbe belép egy 1] tényezé H. H a feltevések szerint a volu-
menhozadék és a keresleti tényezé hatésat egyiittesen fejezi ki. A jovedelem-
ardny és H kozott az osszefiiggés pozitiv, ami azt mutatja, hogy egyébként
véltozatlan feltételek mellett a keresleti elaszticitds novekedése, illetve a
volumenhozadék csokkenése a tobbmiiszakos iizemeltetés gazdasigossdgit

noveli.

(29)

A t6kés- és a munkdsvezetésti vallalatok ésszehasonlité elemzése

A neoklasszikus tékekihasznilasi modellek ismertetésének befejezéseként
bemutatjuk milyen hasonlésdgokat és eltéréseket talalt Betancourt és Clague
[3] a t6kés- és a munkdasvezetésii vallalatok optimélis miiszakszdmot kialakito
viselkedésében.

A tokéletes verseny koriilményei kozott miikodd tOkés- és munkdsvezetésii
véllalatokrdl feltételezték, hogy azonos a termelési fiiggvényiik, tovibba a
t6kéjiik dra és az éjszakai munkéért jaré bértbblet. A t6kés véllalatok bér-
rétdja, W, ugyanakkor eltérhet a munkasvezetésti véllalat bérjovedelmétdl,
Y,-t6l. Ha W, = Y,, az egymfiszakos iizemelésnél a t6kés véllalatnil nincs
profit ¢és ekkor @ = yp. (Lasd a 12. és 28. osszefiiggéseket.) Ha W, < ¥,
akkor @ = y. : .

A tékekihasznaldst befolyasols legfontosabb paramétereket tekintve a tGkés-
és munkasvezetésii vallalatok viselkedése a tokéletes verseny feltételei mellett
megegyezik: a tobbmiiszakos iizemelést mindkét esetben akkor’ vélasztjik,
ha a helyettesitési elaszticitds és a tGkeintenzitds magas, és ha az ¢éjszakai bér-
differencia alacsony. : 4 ]

A legjelentdsebb kiilonbség o eltérd szerepébdl adodik. A t6kés vallalatoknél
a bérdifferencia novekeddse csokkenti a profitot és igy a téke-munka ardny
megviltoztatésa irdnyaba hat. Mivel a téke-munka arny megvélasztisa
a helyettesitési viszonyoktol is fiigg és végeredményében befolydsolja a téke-
intenzitdst is, a t6kés vallalatokndl a-nak a kihaszndlis szintjét meghaté-
rozé koltség-ardnyokra valé hatdsa nem figgetlen a tobbi paramétex:tc’il:
a helyettesitési elaszticitdstol, a megoszlasi paramétertdl és a tékeintenzitds-
tol.
A munkdsvezetési vallalatokndl ezzel szemben a-nak a célfiggvényben
szerepl§ jovedelem aranyokra val6 hatésa a tobbi paramétertdl; a tc’ik'e—
intenzitastol és a helyettesitési elaszticitéstol fiiggetleniil érvényesiil. A ’ber;-
differencia véltozdsa csupin megvéltoztatja a nappali és éjszakai munkésok

Tk
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kozotti jovedelem-megoszlist, de nem Gsztoniz a téke-munka ardny és a téke-
intenzitds megvaltoztatdsara abban az esetben, ha o« valtozdsa nem olyan
nagy, hogy az egymiiszakos iizemelést tenné gazdasigosabbé a kétmiiszakos-
sal szemben.

Egy mésik érdekes kiilonbség arra az esetre jellemz6, amikor a t6kés valla-
lat az els6 miiszakban profitot termel, azaz amikor W, < Y,, s ezért a két
kiilonboz6 t6keintenzitdsi mérdszam v és @ nem egyenls. Megmutathatd,
hogy ebben az esetben, vagyis ha a munkésvezetési vallalatnal az egy fére
juté bérjovedelem nagyobb, mint a t6késnél, akkor a t6kés vallalat fogja
a tékeintenzivebb technologidt vélasztani.

A kiilonbozs célfiiggvényi vallalatok monopolhelyzetben is hasonloképpen
reagilnak a kihasznaldst alakité tényezk valtozdsira. A tobbmiiszakos
tizemelést akkor vilasztjik, ha alacsony a bérdifferencia, magas a t6keinten-
zitds és a helyettesitési elaszticitds, tovabbd, ha a monopolhelyzetre jellemzs
két paraméter a kivant nagysaga, a keresleti elaszticitds magas és a volumen
hozadéka alacsony.

Végiil egy figyelemremélté kiilonbség, ami az elemzésekbdl adodik: a munkés-
vezetésti vallalatok érzékenyebben reagalnak a piaci helyzet viltozasat ki-
fejezG keresleti elaszticitds valtozasira, mint tGkés térsaik. Mdar viszonylag
kis keresleti elaszticitds novekedés is a magasabb tGkekihasznalasra, a tobb-
miiszakos {izemeltetésre Osztonoz akkor, ha nem a profit, hanem az egy fére
jutéd jovedelem maximélisa a cél.

( Beérkezett: 1977. augusztus 25.)
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NEO-CLASSICAL MODELS OF CAPITAL UTILIZATION: A SURVEY

This survey deals with the presentation of mathematical models examining the opti-

mum utilization of fixed capital. .
A common fundamental assumption of these models is that the reason for the great
idleness of capital is neither some planning mistake at enterprise or national economic
level, nor the consequence of incidence or unforeseeable events. Idleness can be mostly
attributed to the circumstance that when making investment decisions the enterprises
or central organs plan ex ante this idleness deliberately, for economic efficiency reasons.

Supposed that production is limited from the demand side, there are two alternatives
to be chosen, namely, either to establish smaller plants and run them in more shifts or
to get up bigger plants working in less shifts. In the flr.st case utilization of the fixed
capital will be high, while in the second one — low. Assuming ot}}e'r factors to be .unchang-
ed contractors decide for the variant being cheaper and promising more profits. These
models are aimed at answering precisely the question whx.ch variant is cheaper, or for-
mulated in another way, when and upon the effect of which factors a great idleness of
capital will be decided for. ) .

There is a double kind of deviations in the models presented in this survey: models
use different constraints and examine the effects of various factors. The simplest mgdel,
the so called basic model examines idleness as the function of surplus wage for night-
work, the relative prices of the two main inputs, capital and labour, and the elasticity
of substitution between them. In later models also the effects of capital intensity, returns
to scale and elasticity of demand are additionally examined. d

According to the results obtained capital utilization is mversely' proportional to wage-
Surplus paid for night-work and directly to the additional capital gosts concomltgnt
With the growing number of shifts. Differential capital costs are determined l?y the cap}tal
intensity of production, the possibility of easy replacement of labour by capital and vice-
versa expressed by the elasticity of substitution, the scale effect and the elasticity of

demand for the given product.

OB30P HEOKJIACCMUECKMX MOJLEJIEW MCINOJIb3OBAHHS MOLLHOCTEN

B jannom o630pe paccmaTpHBAlOTCS MATEMAaTHUECKHE MOJCIH H3YUCHMSI ONTHMAJILHOT O
HCIoNb30BaHUA NPOUSBOJCTBEHHOr0 Kanuraa.

B ocnoBy 91ix Moses1ei mos10yKeHo T0, YTO NPHYHHA 3HAYHTEJILHOTO HEJIOMCII0JIb30BAHMST Ka-
yrana kpoercsi He B owmOKax nJaHUPOBaHisl Ha YPOBHE NPEANPHHSTHH HJIH »Ke B macurabax
HANHOHAILHOrO X03sHICTBA W He SIBJISIETCS JlaXkKe CJIEICTBHEM CJIyUaHHbIX M HE NPEIBHACHHBIX
Co6bITiii. Heoucnosnb3oBanue B Goblieii 4aCTH CBS3AHO C TEM, YTO NPEANPHATHS MK LEHTPaIb-
HBIE Oprambl npy NPHHSITHH PelieHuif, KaCalouMXCsl KanHTa bHbIX BJIOYKEHWH yjKe 3aBelIoMO, B
CHIlY onpejiesieHHBIX 9KOHOMHYECKHX coo0parkenui CUHTAKTCSI C HEJIOUCITONIbL30BAHUEM.

Ecnn NPETON0KHTh, YTO BLIOHPATH MOXKHO K3 JIBYX aJIbTCPHATHB NPOM3BOJICTBA, OrPAHH-
UCHHLIX O CTOPOHBI CNIPOCA, TO PA3BEPTHIBAETCS MEHBLICE 10 PasMepaM npeanpHsTHe, KOTOpoe
Paboraer B HeCKOJIBKO CMEH MJIM JKe CTpOMTCs 0oJibluee npeanpusiTHe, SKCnJayaTHPYEMOE Ha
HDOTSIEHNH MCHBIIET0 UMCJIA CMeH. B mepBoM Ciyuyae CTerneHb HCI0JIb30BaHHsl 0CHOBHOIO Ka-
HTa 6y e BLICOKO0i1, a BO BTOPOM CJiyyae HUBKOH. ECJIM npenosIoKHTh HeH3MEHHOCTD NTPOYNX

AKTOPOB, TO NpeANPUHUMATEIH NPHHAMAIOT PEWICHHE B NOJL3Y 6oJiee pemeBOro BapHaHTa,
06emaromero Goaburyio npubbulb. Bonpoc, Ha KOTOPBIH HamMeuaeTcsi aTh OTBET MOCPEICTBOM
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9THX MOJIEeJIel 3aKJI0UaeTCsl HIMEHHO B TOM, 4TO KAKOil BapHAHT sBJIsieTCst GoJiee JemeBbM HIIH
M0 HHOMY: KOTJd M I10J] BJIMSIHHEM KaKUX (PaKTOPOB NMPHHHMAETCSI PelleHHe B I10J1b3Y 3HAYH-
TEeJILHOr0 HEeJJOMCII0Ib30BAHHS KanuTaa.

Pagnnuue MeXjiy MOJEJIsIMH, TPHBOJUMBIMH B JIAHHOM 0030pe SIBJISETCS JBOHCTBEHHBIM:
pasyIHuHble MOJIEJTH (PYHKITHOHHPYIOT MPH HAJIMYHH PA3JIHYHBIX OrPAHHYEHHH M, NTYACTH, C HX
MOMOIIBI0 H3YUaeTCsl BJIMsIHHE HHBIX (akTopoB. Camast mpocrtasi, T. H. 6a3oBasi MOJieJIb H3Y4aeT
HEIOUCIIOJIb30BAHHE B 3aBHCHMOCTH OT JIOTIOJHHUTEIbHOH 3apaboTHOI nuiaTel 32 paboTy B HOUHOE
BpeMsi, JIByX OCHOBHBIX BH/OB 3aTPAT, T. €. COOTHOIIEHHS TPY/Ia U KAMHTAJIA H 9JIACTHYHOCTb HX
B3aHM03aMEHSIEMOCTH. B 1OCJIey 01X MOJIEJIsIX, TIOMHMO BBIIIEH3JIOXKEHHOI0, PacCMaTpPHBa-
€TCs1 TAKYKE M BO3/IEHCTBHE MHTEHCHBHOCTH KanuTasa, o0’bema npuobUIH M 9J1aCTHYHOCTH CIIPOCa.

B COOTBETCTBHH C M0JYYAEMLIMH PE3YJILTATAMH CTENEeHb HCIOJIL30BAHHMST KanuTaaa 06paTHo
MPOMOPLHOHATILHA JOMOJHUTEIbHOH 3apaboTHOH muiate 3a paboTy B HOUHOE BPEMSI H NPSIMO
MPOMOPLHOHAJILHA TMOBBLILIEHHIO 3aTPAT HA KAIHUTaJ, CBS3aHHBIX C YBEJHYCHHEM YHCJIA CMEH.
JIomoaHHUTE IbHLIE 3aTPATLl M0 KAMUTaJdy OMpeiessiioTCst KanHTaa0eMKOCTbI0 MPOU3BOACTBA,
JIErKOCTBIO B3AUMO3AaMEHSIEMOCTH TPYa M KAIHTAJIA, YTO HAXOJHT CBOE BLIDAYKEHHE B rHOKOCTH
TaKoit 3amesl, hopmupoBaHuem o6bemMa nPUOHLIIH U 3JIACTHYHOCTBIO CIIPOCA HA TAHHOE H3JIeJIHe.
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Bicskar T.—Huszrt E.—MeszéNa Gy, —
Mix6 Gy.—Szip J.: A gazdasdgi kockdzat
s mérésének midszerei.” Budapest, 1976,
Kézgazdassgi és Jogi Konyvkiadé. 208 p-

A Korszerdi matematikai ismeretek gazda-
sagi szakemberek szimdra sorozat e leg-
Ujabb kétete nem a matematika valamelyik
dgdt, illetve annak gazdaségi alkalmazdsi
lehqtéségeit kivédnja bemutatni a gazda-
8dgi szakemberek széméra. Itt fordftott a
kiindulds: adva van egy nagyon valés, na-
gyon aktudlis probléma, a gazdaségi don-
téselkel jér6 bizonytalansdg és kockézat,

S a szerzOk azokat a matematikai médsze-
reket kivanjak az olvaséval megismertetni,
amelyek adott esetben alkalmasaknak bizo-
Oyulhatnak a felvetett problémék kezelé-
8ere, megolddséra.

A kényvnek a sorozat eddigi kiteteitél
eltérs jellegét a felépitése is jelzi. A kotet
kézel egyharmadét kitevé elsd négy fejezet
Ugyanis matematikétél teljesen mentesen
Yérgyalja a kockdzat fogalmdt a gazdasdgi
Slethen, a gazdasdgi dontések kapesolatdt
a kockdzattal. A matematikai érdeklbdési,
bedll(mtméga olvasé szdméra taldn e feje-
“tek kevésbé tlinnek érdekeseknek. Ugyan-
akkor vajmi keveset hasznélnak onmaguk-

an a legjobb matematikai médszerek is,

& a gazdasdgi vezetGkben nem tudatosul,

0gy a gazddlkodéds és a vele kapesolatos

Ontések akarva-akaratlan kockézattal jér-
nak, és az ebben rejlé lehetGségeket nem
kl!}&sznélni a fejlédést ghtlé magatartds.

l6nésen érdekesnek és hasznosnak tar-

m a koényv ezen els6 részébél azokat a
Pontokat, amelyek véllalati szakemberek
Véleményeit foglaljdk dssze a kockdzatvdl-
alisrl, “vagy a kockdzat és a gazdasdgi
Szabdlyozék kapesolatérsl.

A kotet mésodik részében az 5. fejezet
& kockdzat mérésének médszereivel foglal-

0zik, bevezetve tobbek kizott olyan fogal-
Makat, mint a kockdzati egyiitthaté, a

Ockdzati skdla és kockdzati index. Végiil
& terjedelemben a kényv felét kitevd 6.
Slezet, egyrészt a kockdzat szdmitdsdndl

alkalmazhat6 killonb6z6 matematikai elmé-
leteket, modelleket tdrgyalja roviden (dén-
tésfliggvény, programozdsi modellek, jé-
tékelmélet, hasznossdgi fliggvények, sta-
tisztikai dontéselmélet), mésrészt néhany
konkrét példdn mutatja be az elmélet alkal-
mazdsat, a kockdzat szamitdsdnak menetét.

A konyvet két rovid fiiggelék, bdséges
— tobb mint 420 munkat felsorolé —
irodalomjegyzék, gondos név- és tdrgymu-
tatd, valamint rovid orosz, angol és német
nyelv(i ismertet6 zdrja.

A konyv megjelentetése feltétleniil id6-
szeri és indokolt volt. Hasznos szerepet
tolthet be els6sorban azdltal, hogy felhivja
a figyelmet arra, hogy a gazdasagi donté-
sek — ne feledjiik, sok esetben a dontés
eloddzdsa is egyfajta dontést jelent — a
szocialista gazddlkodds koriilményei kozott
is bizonyos mérv{i bizonytalansdggal s igy
kockdzattal jdrnak, s ezek természetének
felismerésében és hasznositdsdban jelentés
segitséget nydjthatnak a kényvben ismer-
tetett kiilonboz6 matematikali médszerek,
A konyv végigolvasdsa utdn mégis az a
benyomédsa témad az olvasénak, hogy a
kiadé taldn tulsdgosan is siirgethette a szer-
z6ket, egyes részek ugyanis elnagyoltak-
nak, kissé felszineseknek tiinnek, nem segi-
tik igazdn el6 a kotet alapvetd céljdnak
elérését. Tlyennek tartom pl. a 6. fejezet
5. é3 6. — a jatékelmélettel, illetve a hasz-
nossdgi fiiggvényekkel foglalkozé — pont-
jat. Véleményem szerint, aki nem otthonos
a jatékelméletben — s a gazdasdgi vezetSk
tobbségénél bizonydra ez a helyzet —, az
feltehet6en elég nehezen érthetének és a
gyakorlati problémék megolddsdra kevéssé
hasznosithaténak talélja a 6.5. pontot.

De talédn az is a megjelends siettetésének
szémldjéra {rhaté, hogy a konyvben elég
8z6ép szdmmal taldlhatok matematikai pon-
tatlansdgok, zavar6 sajtohibdk, stildris fo-
gyatékossdgok (pl. befejezetlen mondatok),
jeldlésbeli kovetkezetlenségek. Igy pl. a
107. oldalon levd levezetés hibés, a 108,
oldalon is rossz z,z, egyiitthatéja, vagy a
183. oldalon E(z) = m és Elz|x < 2] = m,
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esetén Elx|x > z] = m — m, csak abban a
specidlis esetben igaz, ha z épp a medién,
egyébként ugyanis m a z-nél Kkisebb, illetve
nagyobb z-ek védrhaté értékének sualyozott
atlaga £(z), ill. 1 — I'(z) sdlyokkal. Ezek
a pontatlansigok azonban dltaldban nem
érintik alapvetéen a konyv mondanival6-
jat.

! Lényegesebbnek tartom, hogy az egyéb-
ként igen érdekes és inspirdld példak koziil
egyiknél-médsikndl nem elég dtgondolt a
javasolt médszerek alkalmazdsa. Tgy pl.
véleményem szerint félrovezeté a 66 —68.
oldalakon szereplé példa megolddsa. Egy
adott fejlesztés D mutatéjinak eloszldsdra
nem lehet més jelleg(i beruhdzdsok D muta-
toinak eloszldsabol kovetkeztetni. Az adott
probléma sokkal inkdbb szimulécids tech-
nikdval oldhaté meg a D mutatéra hatéd
tényezOk eloszldsdinak ismeretében, vagy
az ezekre vonatkozo feltevések alapjén.

A 6.8.4. pontban szereplé példdban nem
redlis az a feltétolozés, hogy egy adott év-
ben a teriileti kiarhanyadok fiiggetlenek
egymistol, és az sem megalapozott, hogy
az egyes megydékre vonatkoz6 eloszldsok
azonosak; kiillonosen nem dll ez a mez6-
gazdasdgra. Matematikai moédszerek gya-
korlati alkalmazdsdt bomutaté példdlkndl
mindig nagyon fontos, hogy a példa adatai,
feltevései ne tlinjenek irredlisaknalk.

A fenti néhdny kritikai észrevétel clle-
nére a kotet megjelendsét igen hasznosnak
tartom. J6 lenne, ha a gazdasdgi dontés-
hozék koziil kozvetleniill vagy kozvetve
minél tébben megismerkednénck a kiényv-
ben bevezetett fogalmakkal, az ismerte-
tett modszereklkel és mind gyakrabban el6z-
nék meg a gazdasdgi dontéseket kockdzati
szamitdsok.

Errerd Opon

Luonrier, W.: Terv és gazdasig (Véloga-
tott tanulmdnyok) Budapest, 1977. Koz-
gazdasdgi és Jogi Konyvkiadé. 240 p.

A tanulménykotet a Kozgazdasdgi és
Jogi Konyvkiad6 dicséretes véllalkozdsd-
nak a Nobel-dijas Kézgazddszok tudomd-
nyos munkdssdgdt bemutatéd sorozatnak
egy nijabb termdke. Kiilénos izgalommal és
varakozdssal veszi kézbe e kényvet a ma-
gyar kozgazddsz olvasd, hiszen W. Leon-
tief tudoményos munkdssiga révén az
egyik legismertebb nyugati kézgazddsz ha-
zdnkban. Ez a tény, valamint az el6z6leg
megjelentetett két Nobel-dijas kézgazddsz
rendkiviil szinvonalas konyve is kotelezte
a vilogatdst végz6 forditot és a kiadot.

Ez a kotet is — hasonléan az el6z6khoz —
a szerz6 tudomdnyos munkdssdginak ke-

resztmetszetét adja. Az egyes tanulmd-
nyokban elméleti és gyakorlati kozgazda-
sagi problémédkrél egyardnt olvashatunk.
Az elsé rész az input-output elemzés
elméletét targyalja a szerzére jellemzé egy-
szer(i és vildgos gondolatmenetben. A sta-
tikus input-output elemzés legalapvetébb
fogalmairél (input-output tdbldzatok, ra-
forditdsi egyiitthaték, az export és az
import kezelése, drképzés a statikus rend-
szerben) olvashatunk az els6 pontban. Be-
vezeti a dinamikus input-output rendszerek
elméletét, mind az idében folytonos vélto-
z6jit n szdm differencidlegyenletb6l 4ll6
rendszert, mind a diszkrét iddszakaszok
elomzéseként adodé  differencinegyenlet-
rendszert. Irdekes megfigyelni, hogy mi-
ként vélekedik a dinamikus folyamatok
leirdsdnak fogyatékossdgérdl: ,,... nem
képes olyan helyzetek kezelésére, amelyek-
ben egy wvagy tobb ipardg szédmottevéen
hosszi 1d6tartamra kapacitdstobblettel mii-
kodik. Az egyik dgazatban lekdtott t6két
dltaldban nem lehet leszerelni és dtvinni
egy misikba. Felesloges kapacités, azaz
toketobblet tehdt sziilkségképpen felbuk-
kan, mihelyt valamely ipardg kibocsétdsa
cabkken ahelyett, hogy azonos maradna,
vagy az egyik évrdl a mdsikra novekedne.
Hogy a folos t6kével elszémolhassunk a
dinamikus input-output rendszer kereté-
ben, a kapacitdstérolds vagy téketdrolds
mesterséges fogalmdat kell bevezetniink. Ha
példéul az ipardg kibocsdtdsa az egyik év-
r6l a masikra cstkken, mondjuk 100 egy-
séggel, akkor fel kell tenni, hogy ugyu.na,k-
kor a ,,f6lés ipari kapacitéds téroldsdnak’’
dltevékenysége ugyanennyivel novekszik.
Mivel ennck az ) tevékenységnek a téko-
raforditdsi egyiitthatéi — definfcié sze-
rint — azonosak magdnak az ipardgnak
az egyiitthatoival, az ipardg dltal térolt
toljes tOke véltozatlan marad annak elle-

nére, hogy évi kiboesdtdsa csokkent.”
Mindezt az 1961-ben publikdlt cikkében
olvashatjuk.

A | Teriileti input-output elemzés” c. ta-
nulmény szintén kozismert tanulmdnya a
szerzének. A bemutatott input-output mo-
dell-séma nem kivdint rendszerezett elmé-
loti lefrdsa lenni mindama tényez6knek és
kapesolatoknak, amelyek végsé soron meg-
hatdrozzik o gazdasdgi rendszer multi-
regiondlis kialakuldsdt.

A nyilt dinamikus input-output téma-
korben  végzett kutatdsi  eredményeir6l
1968-ban szdmolt be a, IV. genfi mput
output konferencién ,, A dinamikus inverz’
c. elbaddsdban. A modell kidolgozdsdval
kapesolatban W. Leontief célja az volt,
hogy bevezesse a dinamikus inverz fogal-
mdit, amely hasonlé elemzési lehetdséget
nyujt a gazdasdgi vdltozdsok empirikus
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tanulményozdsdban, mint amit a nyilt sta-
tikus input-output modellben megjelené
inverz matrix nyujtott. Azt, hogy a nyilt
dinamikus input-output modell segitségé-
vel milyen empirikus elemzések végezhe-
w6k, Leontief igen pregnédnsan a kovetkezo-
képpen térja elénk: ,,. . . a dinamikus input-
output rendszer — ugyanugy, mint a sta-
tikus input-output rendszer — kevéssé
lehet segitségiinkre a gazdasdgi névekedés
aranyszabdlydnak kifejtésében, vagy bér-
milyen méds, tisztdn elméleti dltaldnosités
megformuldzésédban. Tulsdgosan lazan 6sz-
szekapesolt, tulsdgosan hajlékony ahhoz,
hogy ilyen magas célkitiizést szolgdlhasson.
A dinamikus inverz elségorban a rendszerbe
szervezett val6sdgos informacidk térhdza.
Ezt az informéciét olyan formdba onti,
amely kiilonosen alkalmasséd teszi id6beli
osszefiiggések elemz6 lefrésdra.”

A teljesség igénye nélkiil nézziink meg
néhdny elemzési lehet6séget. A dinamikus
inverz 6nmagdban is alkalmas tervezésben
val6 felhaszndldsra, minthogy egyes elemei
a megfeleléen keltezett egységnyi végsé
kibocsdtdshoz sziikséges, kulonboz6 idé-
pontokban felmeriil, kozvetlen és kozve-
tett réforditdsokat tartalmazzék. Ezeket
az id6sorokat koordindta-rendszerben dbrd-
zolva, a kapott gorbe diszkusszidja vélaszt
ad olyan kérdésekre, mint pl. milyen a
sziikséges réforditdsok id6beli eloszldsa;
vajon melyik évben jelentkezik azon réfor-
dftdsok maximuma, amelyeket a megfelel6
végsd kibocsdtds kelt a megel6z6 években.

Amennyiben vizsgdlatainkat kiilonbozé
konstans (a vizsgdlt idészak folyamén vél-
tozatlan) strukturdlis méatrixokkal végez-
ziik, 8 igy dllitjuk el6 a megfelels dinamikus
inverz-médtrixokat, gy az ezek alapjén
kapott id6sorok alternativdi segitségével
feltarhatjuk a meghatdrozott technikai vél-
tozds hatdsit egy adott gazdasdgi rendszer
dinamilkus tulajdonsdgaira.

A dinamikus inverz segitségével kovet-
hetjiik nyomon azt is, hogy a késleltetés
id6tartamdnak megvéltozdsa milyen hatést
vilt ki a végsé kereslet keltette rdforditds-
ldncolathan.

A dinamikus input-output modell alap-
jén elemzdéscket végezhetiink az drszinvo-
nalra vonatkozéan is: nyomon kovethetjitk
az egyes évek hozzdadott értékvektoraiban,
valamint kamattényez6iben bekovetkezett
viltozds hatdsat az adott év draira.

Tulajdonképpen ez a tanulmény ihlette
hazai kutatéink legijabb AKM kutatdsi
eredményeit is. gy pl. a KSH Tparstatisz-
tikai Foosztdlydn a Leontief féle nyilt
input-mltput modell segitségével a magyar
gazdasdgra vonatkoz6 kisérleti szdmitéso-
kat végeztek. A dinamikus elemzésekhez az
1959 -1965 id6szak egyes éveire Osszeha-

sonlithaté drakon kidolgozott 16 szektoros

‘statikus mérlegek szolgdltattdk a dinami-

zéldshoz sziikséges strukturdlis métrixokat.
Ugyancsak a Leontief-modell ihlette Brody
Andrds ,,Atlagos késleltetés a gazdasig-
ban’’ (Szigma, 1970. III. 2.) c. tanulmé-
nydt is, amelyben megmutatja, hogy a
réforditdshdnyadok ismeretében hogyan
hatérozhaté meg a termékdramlds atlagos
ideje, a réaforditds és a kibocsditds kozti
atlagos késleltetési id6.

Az elsé rész utolsd, ,, A wvildggazdasdg
szerkezete” c. tanulménya a Nobel-dij 4t-
addsa alkalmdbodl tartott eléadésa a szer-
zének. Az el6adds tédrgya a vildggazdasédg
sajatos input-output szemléletének meg-
vildgitasa.

A mdsodik részben hdrom elmélettorté-
neti tanulményt olvashatunk. ,,4 munka-
nélkiiliség keynest pénziigy elméletének alap-
vetd feltevése” c. tanulményban Leontief
megmutatja, hogy az éltaldnos egyensily
elemzésben a homogenitds kovetelményé-
nek feladésa dnmagaban is elegendé ahhoz,
hogy a pénziigyi hatdsok befolydsoljdk a
gazdasdgi rendszer kvantitativ dsszefiiggé-
seit. Egy olyan rendszerben, amelynek egy
vagy tobb inhomogén eleme van, bdrmely
héztartds vagy lzleti egység dltal termelt
vagy vésérolt osszes dru vagy szolgéltatés
egyensilyi mennyisége szitkségképpen a
pénzmennyiség fiiggvényének tekintendd.

A munka kindlatdnak és a pénz keres-
letének természete az a két pont, amelynek
megitélésében az Altaldnos elmélet és a
klasszikus tantételek kiilonbozéképpen vé-
lekednek. E két ponton tér el Keynes az
ortodox elemzést6l, amikor kifejti sajdt-
sdgos elméletét a hatékony keresletrdl és a
széndékolatlan munkandlkiiliségrél. E két
teriilet megvildgitdséval foglalkozik Leon-
tief a ,, Posztuldtumok : Keynes Altalinos el-
mélete és a klasszicistdk” c. tanulménydban.

. A marxista kizgazdasdgtan jelentésége a
mai kozgazdasdgi elmélet szdmdra’ e. tanul-
ményéban hdrom problémakorrél olvasha-
tunk: a marxista kozgazdasdgtan mit adott
a modern értékelméletnek; a gazdasdgi cik-
lusok és dltaldban a haladé gazdasig prob-
1éméi; végiil a marxi kdzgazdasdgtan f6bb
médszertani szempontjai.

A harmadik részben a legkevésbé ismert
elméleti és moédszertani {rdsait olvashat-
juk: ,,Matematika a kizgazdasdgtanban’,
A minbség és a mennyiség problémdja a
kézgazdasigtanban’, | Az Osszetett druk és
az indexszamok kérdése” . Ezek matematikus
kozgazdészok korében nap mint nap fel-
meriilé kérdések, amelyeknek egy sajétos
kifejtésével ismerkedhetiink meg eme ta-
nulmédnyokban.

Az utolsé rész két tanulménya (,,A gé-
pek és emberek” és ,, Az dllami kutatdsi
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szerzédések talalmdnyi jogardl”) kozil az
els6 az, amely nagyobb érdekl6dést valthat
ki. Ebben az Amerikai Egyesiilt Allamok
gazdasigi rendszerének és térsadalménak
egy sajatos empirikus elemzését teszi kozzé.
Azt vizsgdlja, hogy az un. automatikus
technolégia vajon milyen hatdst gyakorol
a foglalkoztatottsdgra, a termelésre, a nem-
zet életszinvonaldra.

MoéezARr JOZSEFR

Arrow, K. J.—HaAHN, ¥. H.: General
Competitive  Analysis. San  Francisco—
Edinburgh, 1971. Holden-Day, Inc. —
Oliver E. Boyd; 452 p.

Az éltalinos egyensilyelmélet fontos he-
lyet foglal el amai kozgazdasdgi gondolko-
désban. Fogalomalkotdsa, tételei és az
alkalmazott matematikai appardtus isme-
rete nélkiil nehezen érthetjilk meg a jelen-
kori kozgazdasdgi irodalmat. Az dltaldnos
egyensilyelmélet, minden hibdja ellenére,
az egyik legjelentdsebb, legnagyobb multra
visszatekint6é kozgazdasdgi iskola. A két
gzerz$ — kiillonosen Arrow — a teriilet
vildgszerte elismert kutatéja. A konyv
megirdsakor az volt a céljuk, hogy a szerte-
agaz6d irodalmat egységesen, jOl Osszefo-
gottan és alaposan tdrgyaljik. Annak elle-
nére, hogy a konyvre igen gyakran hivat-
koznak, és az dltaldnos egyensilyelmélet
egyik biblidjaként tartjik szdmon, véle-
ményem szerint ez csak részben sikeriilt.

A konyv az el6szén kiviil 14 fejezetet és
hérom fiiggeléket tartalmaz. A konyv 3 —8
fejezetei — melyeket az el68z6 szerint
Arrow {rt — igen egységesek és elegdnsak;
megfelelnek a konyv céljainak. Azonban a
9—14. fejezetek, melyek Hahn mf(ivei, sok-
kal szétszértabbak, kevésbé dtgondoltnak
tlinnek.

A kényv térgydt a szerz6k egy olyan
gazdasédg vizsgdlatdban jololik meg, amely
teljesen decentralizdlt és ahol tokéletes
verseny uralkodik és a gazdasdgi személyek
dontései bizonyos racionalitdsi elvekb6l le-
vezethetSk.

Az els6 fejozet az elmélet kialakuldsdnak
torténetét tartalmazza. Az dltaldnos egyen-
sulyelméleti gondolat elsé megfogalmazé-
jnak a szerz6k Adam Smith-t tekintik.
Méltatjdk Walras, Clark, Wicksteed, Edge-
worth, Pareto, Cournot, Hicks, Leonticf,
Samuelson stb. érdemeit. Erdemes meg-
jegyezni, hogy kiillon hangstlyozzék Marz
jelentéségét, mondvén, hogy sokkal koze-
lebb jutott kortdrsaindl az dltaldinos egyen-
stily megértéséhez.

A kényv mésodik fejezete szintén beve-
zetd jelleg(i. A szerzOk igen leegyszer(isitett

feltételi rendszer mellett mutatjik be az
egyensulyelmélet gondolatrendszerét, alap-
veté kérdéseit, problémdit, moddszereit.
Féleg a matematikai modell leegyszer(isi-
tett. A piacot a kereslet és a kindlat kiilonb-
ségével az un. tulkereslettel irjak le. A tal-
keresleti fiiggvény a nemnegativ drak hal-
mazdn értelmezett homogén folytonos fiigg-
vény. A Brouwer-féle fixponttétel segit-
ségével bebizonyitjik, hogy létezik egyen-
stly. Szdmos kérdést vetnek fel és oldanak
mog, melyeket kés6bb egy sokkal dltaldno-
sabb modell keretei kozott fognak tér-
gyalni.

A modell lényegi kifejtése a harmadik
fejozottel kezdGdik. Ebben a fejezetben a
termel6k viselkedését tdrgyaljik, szabad-
verseny feltételezése esetén. A termelSk
viselkedését a profitmaximalizdlédsi elv
segitségével irjék le. Adott arrendszer mel-
lett a termelbk a lehetséges dontések koziil
azokat vélasztjak, melyek maximalizdljdk
az elérheté profit mennyiségét. A termelbk
minden adott drrendszerhez hozzd tudjdk
rendelni optimdlis dontéseiket. Részletesen
vizggdljdk az igy kapott leképezés tulaj-
donsédgait.

A nogyedik fejezetben a fogyasztok visel-
kedését vizsgdljdk szabadverseny feltéte-
lezése mellett. A fogyasztok viselkeddsét
egy preferenciarendezéssel dbrdzoljak. Meg-
mutatjik, hogy a preferenciarendezés db-
rdzolhaté hasznossigi indexfiiggvénnyel.
A fogyaszté a lehetséges fogyasztéi kosa-
rak koziil azt vélasztja, mely maximali-
zdlja a hasznossdgot a koltségfedezeti fel-
tétol mellett.

A fogyaszté jovedelme készletek eladd-
sdabol, ill. a termel6k profitjabol vald része-
geddésbll szdrmazik. Részletesen elemzik a
fogyaszto viselkedési fliggvénydét.

Az Otodik fejezetben az egyensily 1éte-
zé86t bizonyitjak be rendkiviil elegéns ton.
Véleményem szerint ez a fojezet a konyv
legjobban megirt része. Kls6 lépésben két
egyensuly fogalmat definidlnak: egy ,,ver-
genyz6i” (competitiv) és egy , kiegyenli-
tett” (compensated) egyensily fogalmat.
A két egyensialy-fogalomban a fogyasztok
viselkedési szabdlyai eltér6ek. Megmutat-
jék, hogy minden ,,versenyz6i”’ egyensily
egytttal , kiegyenlitett” is. (De nem for-
ditva). Egy igen jszer(i bizonyitdssal meg-
mutatjik, hogy létezik , kiegyenlitett’
egyensuly. Kzt kovetben az an. | készlet-
kapesoltsdag’”  feltételei mellett — mely
hasonlé jelleg(i, mint az indekompozdbili-
tds a Leontief modellben — beldtjdk, hogy
létezik ,,versenyz6i”’ egyensily. A fejezet
végén figyelembe veszik azt, hogy esetleg
tonkremends, es6d is bekdvetkezhet, majd
roviden foglalkoznak a bizonytalansdg kér-
désével is.
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A kovetkez6 — hatodik — fejezet az
egyensuly létezését tdrgyalja az el6z6 feje-
zett6l eltérd alternativ feltevések mellett.
Targyaljdk azt, mikor a fogyaszték pre-
ferencidai nem el6re adottak, hanem pl.
fliggnek az draktol, vagy egymds dontései-
t6l. Részletesen foglalkoznak a monopdliu-
mos verseny esetével.

Az gltaldnos egyensulyelmélet alapfel-
tevései koziil a legtobbet birdlt a termelési
halmazok és a preferencidk konvexitdsé-
nak feltételezése. A konvexitds felolddsdn
igen sok kutaté munkdlkodott és munkél-
kodik jelenleg is. A konvexitdst elsésorban
az alkalmazott matematikai appardtus
teszi szitkségessé. A hetedik fejezetben ezen
feltevések felolddsdra tesznek kisérletet.
Elégzor egy példdn megmutatjik, hogy ha
elhagyjuk a konvexitdsi feltevéseket, ak-
kor nem garantdlhaté az egyensily léte-
zése. Kzt kévetGen megkisérlik valahogyan
,»mérni” azt, hogy mennyire ,,nem konvex’’
egy halmaz. A fejezet {6 éllitdsa az, hogy
létezik a nem konvex esetben egy ,,koze-
1it6” egyensaly. A |, kozelits” egyensily a
tényleges egyensulyhoz anndl ,kozelebb”
van, minél tébb a gazdasdgi személyek
szdma, és minél kisebb a ,,nem-konvexitds”
mértéke. (Nyilvadnval6 a tétel értelme. Egy
valés gazdasdgban olyan nagyszdmi gaz-
dasdgi személy van, hogy ,,1ényegileg” meg-
valésulhat az egyensily).

A kovetkezd terjedelmes rész a gazdasig
»magjdval” (core) foglalkozilk. A |, magot”
a modern irodalomban igen gyakran mér-
tékelmdleti médszerekkel szoktdk tdrgyalni.
A szerz6k nem alkalmaznak mértékelms-
letet, hanem e nélkiil kisérlik meg az elért
eredmények bemutatdsdt. Bebizonyitjdlk,
hogy minden ,,versenyz6i” egyenstly a
magban van, é8 ha a gazdaségi személyek
széma tart a végtelenhez, a ,,mag” ,,rdha-
Zgrlik" az egyenstlyi megolddsok halma-
zdra,

A kilencedik fejezetben az egyenstly
egyértelm(iségét boncolgatjdk a szerzlk.
Az egyensuly egyértelmisége igen gyen-
gén feltdrt teriilete az egyensily elmélet-
nek. A vizsgdlat sordn felteszik, hogy a
talkingdlat-fiiggvény s(p) differencidlhato.

Az s(p) leképezés Jacobi matrixdt vizsgdl-
jék és ennek strukturdjabol kovetkeztet-
nek az egyensuly egyértelmiiségére.

A tizedik fejezet a komparativ statika
kérdésével foglalkozik. Ez a fejezet jobban
sikeriilt mind az el6z6, bdr szintén nem éri
el a konyv elsé nyolc fejezetének szinvo-
nalét. A probléma az, hogy hogyan véltoz-
nak az egyensilyl drak a gazdaségi para-
méterek fuggvényében.

11 —13. fejezetek a stabilitds kérdésével
foglalkoznak. Létezik-e olyan mechaniz-
mus, mely az drakat az egyensilyi élla-
potba tereli. Halétezik, milyen a mechaniz-
mus természete. Ha nem létezik, mi ennek
az oka.

A 11. fejezet alapos bevezet6t tartalmaz
a differencigl-egyenletek stabilitdsénak Lja-
punov-féle elméletébe. A kovetkezd 12.
fejezet az tGn. tatonnement folyamattal
foglalkozik. Példét adnak olyan tatonne-
ment folyamatra, mely nem stabil.

A 13. fejezet az tn. non-tatonnement
folyamatokkal foglalkozik. Ebben a pont-
ban feltételezik, hogy nincs termelés a
modellben. A tatonnement és a non-taton-
nement folyamatok kozott az a kiilonbség,
hogy mig a tatonnement folyamatban csak
az darak véltoznak, a non-tatonnement
folyamatban a gazdaség kiilonboz6 kész-
letei is.

Az utolsé fejezetben a keynesi elemzés
és az dltaldnos egyenstlyelmélet kapesola-
t&rél olvashatunk.

A hérom fiiggelék rendre a nemnegativ
elem(i méatrixokkal, a konvex halmazok
tulajdonsdgaival, és a fixponttételekkel
foglalkozik. Megjegyzendd, hogy a fix-

onttételeket a Scarf-féle algoritmus alap-
jén ismertetik.

Arrow és Hahn kdnyve — hibéi ellené-
re — az egyik legjobb egyenstlyelméleti
munka. Tartalmaz mindent, amit tartal-
maznia kell egy egyensilyelméleti munké-
nak. Ennek legjobb jele, hogy a North-
Holland kiad6 is kiadta 1977-ben, az
«Advanced Textbooks in Economics” soro-
zat 12. kdteteként.

MEDVEGYEV PETER



A, KOMBINATORIKUS OPTIMALAS —
C0 79" KONFERENCIA

A “CO 79 A conference on Combinatorial Optimization” cimfi
konferencia 1979. jalius 9 és 12 kozott lesz az University of East
Anglia (Norwich) egyetemen. Az el6adasok teljes szovegét (legfel-
jebb 3000 sz6 terjedelemben) dprilis 2-ig lehet benytjtani, az el-
fogadott eladasokat a konferencia-kotetben publikéljik. A konfe-

rencia szervezdje:

Dr. V. J. Rayward-Smith
School of Computing Sciences
University of East Anglia,
NORWICH, NR4 7TJ

England
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