Dos6 ANDOR

Megjegyzések a szabalyozéisi rendszerek
stabilitasinak vizsgalatihoz

Oskar Lange ,,Bevezetés a kozgazdaségi kibernetikdba” cimfi [1] konyvének
a szabalyozési rendszerek stabilitasi elméletével foglalkozé fejezetében bemu-
tatja, hogy a szabdlyozaselméletben alkalmazott matematikai mddszerekhez
hasonl6 médszerekkel miként oldhaték meg olyan feladatok, amelyek arra
vonatkoznak, hogyan reagalnak él6 (emberi és allati) szervezetek kiils§ inge-
rekre. Lange hozzateszi, majd késébb tobb példaval is illusztrélja, hogy az
ilyen kérdéseknek nemcsak a lélektanban van gyakorlati jelent6ségiik, hanem
a gazdasagi szdmitasokban is.

A targyalés alapjiul vélasztott példat S. Goldberg [2] konyvébél (103. oldal)
meriti. Eszerint, ha p,,; annak a valdszin(isége, hogy az allat a kisérletezd
dltal kivant médon reagdl n + 1 ismétlés utéin az ingerek adott egyiittesére,
akkor — az éllatok viselkedésének statisztikai vizsgélata azt mutatja, hogy —
Dny €8 p,, Gn. reakcio valdszintiségel kozott a kapesolat j6 kozelitéssel linearis-
nak tekinthets. (Lébjegyzetben hozzéteszi, hogy a bemutatott példa azon a
felfogéson alapul, amelyet B. R. Bush és F. Mosteller képviselnek “A Mathema-
tical Model for Simple Learning” ecim{i cikkiikben. Psychological Review,
1951.) A kozoltek alapjdn tehdt felirhaté az alibbi dlland6 egyiitthatoja
differenciaegyenlet:

(1) Pnt1 = @ + mpy,

ahol 0 < p, << 1, (n =0, 1,2,...), valamint m > 0. Az (1)-et gyakran tanuldsi
egyenletnek is nevezik, s a benne szerepl a és m paramétereket kisérletek tutjén

hatérozzak meg.
Ezt kivetden Lange a tovébbi vizsglatok céljabdl az (1) alakkal szemben
»elényosebb”

(1 Poii=a+(l—a—b)p,=p,+a(l —p,) — b,
illetve
(l”) Pnt1 Pri= a‘(l i pn) = bpn

alakokat valasztja, ahol az m = 1 —a — b > 0 mellett feltételezi azt is’;
hogy a > 0,b > 0, amib6l 0 < a + b < 1 kiovetkezik. Ennek az ,,4tirdsna

elsdsorban az a jelentdsége, hogy az a és b paramétereknek, mint stlyoknak
konnyebbé vélik az értelmezése. Az [1]-ben lefrtak szerint: ,,az @ paran}étgr
olyan koriilmények egyiittesétdl fiigg, amelyek a kisérleti eredmények maxima-
lis javuldsa felé hatnak, a b paraméter pedig olyan koriilményektdl, amelyek a
kisérleti eredmények maximalis romlasa irdnydba hatnak. Az a paraméter
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tehdt a pozitiv ingerek intenzitdsdnak mérészama, a b paraméter pedig a
negatfv ingerek, vagy un. elleningerek intenzitdsinak mérészima. Pozitiv
ingerek lehetnek peldaul a jutalmak, negativ ingerek pedig abuntetcsek vagy
az 4llat reakcidjaval Osszekotott egyéb kellemetlenségek.” Miutdan [1]-ben
bizonyitdst nyer, hogy ha létezik p, hatarértéke, tgy

; @ r

(2) lim p,, = == =7 (b > 0),
n>e a+b 147

a el ‘ PR 2 ; vz mie

ahol r = ¥ az alkalmazott oktatdasi mddszer mérdszamdnak, igy a motivacié

struktarajanak is felfoghaté. A szerzé ramutat, hogy a kapott eredmény
hogyan hasznalhaté fel bizonyos gazdasigi kérdések megoldaséra. Példaként
vizsgdlja a prémiumrendszert, pontosabban azt, hogy kifizetédik-e az ellen-
osztonzok ellen folytatott hare, ha azok hatdsa az osztonzék megfelel6 nove-
lésével gyongithetd?

Gazdasigi szemponthol levonja azt a kovetkeztetést, hogy a magas prémiu-
mok alkalmamm helyett ,,0les6bban” érhetjiik el a kedvezs eredményt az
ellenosztonzik (veszteségek) esokkentésével, vagy teljes felsz 4moldsaval. Ha azt
akarjuk, hogy z ~~ 1 legyen, akkor azt dltaliban konnyebben érhetjiik el b érté-
kének csokkentésével, mint a értékének novelésével, ami végséfokon mindkét
esetben r novelését célozza. Még masképpen: Ha b <Z a és a értékét 4 >0

értékkel noveljiik, akkor az fgy kapott — ol = 2, érték mindig kisebb
a+d4+Db
lesz a 2z, = — RSV, ST értékéndl, ami tehat @ novelése helyett b értékének
a+$+b—4

ugyanazon / > 0 értékkel val6 csokkentése mellett 4ll eld.

Kiilonosen érdekes az a példa, amelyet Lengyelorszighan a parasztok
osztonzésére alkalmaztak azért, hogy olyan ipari novények termesztését
fokozzik, amelyeknél szimottevien gyakoriak a természeti csapisok (fagyés,
szarazsig, jégverés stb.). Lange kozli, hogy bizonyos novények felvasarlisi
ardanak jelentGs felemelésével (tehdt az Osztonzdk novelésével) sem tudtak
elérni a vetésteriiletek lényeges novelését. Elérték viszont azt az ellentszton-
z8k megsziintetésével oly médon, hogy bevezették az Gn. ,szerzédéses” no-
vénytermesztés altalinos elemi karbiztositdsat, amely nem jért jelentds kolt-
séggel.

* ok ok

A jelen sorok fréja nem tud arrdl, hogy hazinkban a gazdasigi tevékenység
barmely teriiletén az itt kozolt megfontolisokat konkrétabb forméban alkal-
mazték volna.

Hogy az alkalmazis nemecsak lehetséges, hanem esetenként indokolt is,
azt némileg érzékelteti pl. az uvegwsqmwnlt(mqnl foglalkoz6 2/1978. (LIT. 31.)
AH sz. rendelet, melynek lényege, az n. lépesézetes betétdij bevezelés.

Amennyiben az az optimélis stratégia, hogy a forgalmaz6 az iivegsziikség-
letét az Osszes megleve iiveg felhaszndlasdval is probdlja kielégiteni, akkor
az itt kozoltek szerint az gy érhets el konnyebben, ha az ellenosztonziket
esokkentjiilk. Kz azt jelenti, hogy igyeksziink esokkenteni azoknak a ténye-
z6knek a hatdsat, amelyek az iivegvisszavaltds ellen hatnak.
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Nyilvan a visszavaltds ellen hat az alacsony betédij és a kereskedelem érdek-
telensége. Ezek a hatdsok lényegesen befolydsolhatok a visszavaltdsi 4r meg-
véalasztasaval.

Ugy tiinik, hogy a rendelet a vdsarlok magatartdsdval — ami fiigg a betét-
dij alakuldsatol — kevésbé szdmol, hiszen egyes iivegeknél a betétdij esokken.
Feltehets viszont, hogy a betétdij csokkenésével csokken a visszavitt iivegek
szama is. E helyen nem bocsitkozunk a probléma részletesebb elemzésébe,
csupdn megjegyezziik, hogy bizonyos egyszerii feltételek mellett kimutathato,
hogy a forgalmazo6, a visarlo és attételesen a kereskedelem is akkor jar jol,
ha a betétdijakat nem csokkentik, hanem emelik.

E példa kapesdn talén nem lenne érdektelen elgondolkodni azon, hogy
esetenként mennyivel sikeresebbek, hatékonyabbak lehetnének a rendeletek,
ha ahol csak lehet, jobban tdmaszkodnénak a matematikai, gazdaségkiberneti-
kai megfontolésok, eredmények felhasznalasira, alkalmazdséara.

Miutédn napjainkban olyan fontossé és sziikségessé valt az ipar termékszer-
kezetének az Atalakitdsa, korszerfisitése, a vallalatok termékeinek t8kés piaci
értékesités irdnyaba valé elmozditdsa, a kiemelt beruhdzésok osztonzése,
ezért e teriileten is feltehetéen hatékonyabbnak és gazdasigossabbnak bizo-
nyulna olyan megolddsok keresése, amelyek az osztonzdk felemelése helyett
az ellenosztonzGk megsziintetését céloznék.

Az ilyen iranyt vizsgalatokhoz ezittal a szerz$ gy kivan hozzajirulni,
hogy egyrészt felhivja a figyelmet a Lange ltal vélasztott ,tanuldsi egyenlet”
‘@ és b paraméterének egy ujabb lehetséges értelmezésére, mésrészt, hogy
tisztéz bizonyos médszerbeli félreértéseket, s egvben a stabilitéds ., kihasznala-
sénak” mellézésével adja meg az (1) egyenlet dltalanos diszkrét megoldésdt,®
amibGl méar (2) egyszeriien addédik. (Tehdt nem tételezi fel el6re az egyensilyi
dllapot 1étezését, az bizonyos feltételek mellett adédik magatol!)

Evéghdl jelolje A, azt az eseményt, hogy a vizsgalt dllat a kisérletezs dltal
kiviant médon reagil n ismétlés utdn az ingerek adott egyiittesére. Az A,
esemény hekivetkezésének valészinliségét jelolje p,; vagyis legyen P(4,) =
= p,. Azt az eseményt, amely abban 4ll, hogy az 4, esemény nem kovetkezik
be,az A, esemény ellentétének nevezziik és 4,-sal jeloljik. Az 4, eseménynek
az A, eseményre mint feltételre vonatkozoé feltételes valészinfiséget jelolje a;
Vagyis legyen:

(3) P(A,a| 4,) = a,

(4) P4, 4,) =0

Mint ismeretes a teljes valészin(iség tétele értelmében

) P(4,4) = P(Ay4a| 4,) P(4,) + P(Aria| A7) P(Ay).

Mivel P(4,) =1 — p, és P(A,4,|A4,) =1 — b, ezért (5) az alabbi alakban
frhaté:
Prir=1—bp,+a(l —p))=0a+ (1—a—Db)p,,

1 Fz azért 1ényeges, mert elvileg 1étezhet a , stabilitds kihasznéldsétol” figgetlen mis,
esetleg nem stabil megoldés is. Vagyis megoldédsok esetenként tdgabb korben is lehetnek.
lyen esetben viszont a formdlisan alkalmazott technika, még ha megolddshoz is vezet,
olyan problémékat vet fel, amelyek mindenképpen magyardzatra gzorulnak. A késébbiek
sordn ezekr6l még részletesebben esik sz06.
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amiaz m = 1 — a — b jelolés mellett megfelel (1)-nek. Eszerint tehat az a és b
wparaméterek” mint sulyok feltételes valdszindiséget jelentenek. Az (1) megolda-
sat az

(6) fl + 1) — mf(x) = a

linedris 4llandé egyiitthatéji differenciaegyenletnek az f(0) = p, kezdeti
feltétel melletti megoldasaként kapjuk. Ha m 5= 1, akkor mint ismeretes
(lasd [3] 554. 0.) (6) 4ltaldnos diszkrét megoldésa

(7) fla) = —2— + om?,
l1—m

. Ebbél kifolyélag

ahol most ¢ = p, —
—m

(8) Pn= & ( 5

kY Lty
Aioindl Po

](1~—a—b)". b0, 1y 18] 00
a-+b
Innen pedig, ha |1 — a — b| < 1 kapjuk, hogy

a

H 7y ==

noroo a—l—b

A lektorok hivtak fel a figyelmem arra — s ezért eziton is koszonetet
mondok nekik —, hogy az altalam atfogalmazott modell a Markov-lancok egy
specidlis esetének is tekinthets, s mint ilyent viszont Rényi Alfréd az idézett
irodalomnél jéval koribban kimerftGen targyalt, illetve alkalmazott. (Vo.:
(4] XIV. fejezet.)

Rényi targyalasiban — az itteni jeloléseket megtartva — az interpreticio
a kovetkezd:

Vizsgaljunk egy iizemben egy gépet, amelyet idénként bekapesolnak, egy
ideig hasznéljak, ezutéan kikapcesoljak, egy id§ mulva ismét bekapesoljak
s.i.t. Barmely id6pontban vizsgiljuk is a gépet, csak két lehetdség all fenn;
a gép miikodik (A, esemény), vagy nem miikodik (A esemény).

Legyen Py annak a valészin(isége, hogy a gép ¢ 4 1 id6pontban az A,
a,lla.pothan legycn feltéve, hogy a ¢ idépontban (¢ > 0 egész) az A; 4llapotban
volt (j, k = 0, 1). (Itt feltételezziik, hogy az dtmenet- v&l()ss/inusbgok fug_,gctlo
nek attol hogy a gép a ¢ idGpontot megel6zG idGpontokban mikor allt és
mikor mﬁk(idiitt!). Ha Py, = a, Py, = b, akkor az dtmenet-valosziniiségek
matrixa:

o= 2

b 1iaap)

s annak val6szin(iségét, hogy a gép a t = n id6pontban miikiodik a (8) alatti

kifejezés adja, melyben p, annak a valészin(isége, hogy a ¢ = 0 id6pontban

a gép miikodik. Ez esetben a lim p, azt jelenti, hogy a Markov-ldnc ergodikus;

1 1 4 e ’ S

—, illetve — pedig annak az id6tartamnak az &tlagos hossza, amely id6n
- a

keresztiil a gép egyfolytdban miikodik, illetve nem miikédik. Az a és b-re
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nézve ez az értelmezés megkonnyiti a statisztikai adatok alapjin valé becslé-
sek elvégzését. Ekkor

¥
(27) lim p,=2= . !
Lo l L8 l
b o
s mig (2) szerint az 4tmenet-valdszintiséget — vagyis b értékét —, addig (2')
szerint a vdrhaté értéket — vagyis 1/a értékét — kell csokkenteni.

* *
*k

Nyilvdnval6, hogy a probléma &ltaldnosabb megkozelitéséhez jutunk, ha
a (3) és (4) alatti feltételes valdszin(iségek az n értékétdl fiiggden alakulnak,
lletve ha azok csak hatdresetben fiiggetlenek n-t6l. A kozolteknek egyik
jelent6sége éppen abban van, hogy segitségiinkre lehet a feladat pontosabb
modelljének a megkonstrualdsinal, a paraméterek értelmezésénél és kisérleti
meghatérozdsindl. Anélkiil, hogy tovabbi részletekbe bocsitkoznank, ide-
tartozéan megemlitjiilk még, hogy Lange konyvében a kereslet és a kindlat
egyenstlyét kifejezd (3.32) alatti ap, = bp,_; + f — « egyenlet (ldsd [1]
121.0) 4ltaldnos diszkrét megoldésat is (7) szolgéltatja. Kz esetben

B - shiss o B—a (b
B et Bl & i

(22
ahol p, valamely termék ardt jelenti a ¢ idGszakban. A (9)-b&l azonnal 1athato,

(9) e — t (@' b;'t >0);

0

hogy a piaci dralakulisi folyamat stabilitdsdnak a feltétele, hogy ‘2‘ <3l
| @

legyen. Ekkor a kereslet és a kindlat az egyensily felé torekszik. A paraméterek
alakulasatol fiiggd tovabbi diszkutélist melldzziik, csupdn arrél tesziink
emlitést, hogy mivel a gyakorlatban @ <~ 0, b >0, 0 << f < «, ezért p, dlta-
ldban nem monoton, hanem ingadozésokat mutaté fiiggvény.

Végezetiil ré kivanunk mutatni arra, hogy a Lange 4ltal vélasztott megoldds-
technika? szerint |b| > |a| esetén is az ap = bp 4+ B — « egyenletnek

D= ek a megoldésa, jol lehet ez esetben lim p, 7= p. Ebbdl kifolyélag
a f—+ oo

el6fordulhat, hogy a matematikiban kevésbé jértas alkalmazé ,ha lim p,

t> o
l6tezik, akkor az p-vel egyenls” alapon akkor is szdmol ily médon, amikor
valéjaban nem lehet, vagyis amikor |b| > |a|. Elegends ehhez bizonyités
nélkiil a hatérérték létezésének a feltételezésével élni, ami alkalmazdsoknal
gyakran megesik. Matematikai szempontbdl tehdt a megoldéssal és a meg-
oldds médjaval kapesolatos kérdések tisztdzasa, a megfontolasok ,,finomita-
Snak”, az egyes lépések ,indoklasdnak’ az igénye nem alaptalan. Induljunk

* Ennelk lényege, hogy feltételezziik a differenciaegyenlet dltal jellemzett fliggvény-
hek 16tezik p-al jelolt hatdrértéke. Kzt az eredeti egyenletbe helyettesitjiik, majd az igy
k’lpott Gsszefiiggésb6l p értékét meghatdrozzuk. Ezt kdvetben az eredeti egyenletbe a
Pn = p, — p kifejezést helyettesitjiik, s ezdltal gyakran p,-re mér olyan egyenletet ka-
Punk, amelyet, kinnyebben meg tudunlk oldani.
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ki elGszor is abbdl, hogy m = 1 esetén (1)-nek a megolddsdhoz a Lange 4ltal
is haszndlt Gton nem juthatnink el, mert akkor » — p = @ lenne, ami, ha
a = 0, lehetetlen. Megoldés viszont ilyen esetben is van. Példdul p,=b
esetén p, = an + b. Mint ldthatd, ez esetben lim(p, ., — p,) 1étezik, de véges

11— oo

lim p, nem. Ebbdl azonban még nem kovetkezik, hogy az [1]-ben tobb helyen
N—co

is alkalmazott megoldés-technika csak lim p, létezése esetén vezethet célhoz.

Nn-—» oo
Tudniillik, ha hatarérték egyaltalan nem létezik, a formélisan felirt egyenletnek
p-re nézve még lehet olyan megoldésa, hogy a Lange 4ltal is alkalmazott
technikdval a vizsgalt differenciaegyenlet megoldédsdhoz juthatunk. Példa
lehet erre az m = —1 eset, mikoris p = % és igy p,= g— 4 (po — %) (— 1)

itt tehat, ha p, 7= g— , hatarérték nem létezik. A kozolteknek az a magyarazata,

hogy igen gyakran, a hatérérték létezésétél fiiggetleniil, a formdlis felirds
révén p-ra olyan kifejezést kapunk, amely az mhomogen egyenlet egy parti-
kuléris megoldasat adja. Ilyen esetben pedig p, — p = p, a homogén egyenlet
megoldasa. Mint ismeretes (ldsd [3] 553. 0.), a homogén egyenlet dltaldnos
diszlkrét megolddsdnak (ami a homogén egyenlet osszes partikularis megoldésa-
nak linedris kombindciojaként all el§) és az inhomogén egyenlet egy partikuldris
diszkrét megolddsanak az dsszege adja az inhomogén egyenlet dltaldnos diszkrét
megolddsat. (Esetiinkben: p, = p, + p). Az elmodottakra j6 példa a

Pnyy — MP, = a® (@s=mst1; |a| < 1)

72

egyenlet megoldasédnak az elGallitdsa. Most, ha n — co p = 0, s {gy P, = p,;
vagyis ezen az Gton nem tudjuk a homogén egyenlet megoldésat adni. Ha
n

viszont észre vessziik, hogy pk = o az inhomogén egyenlet egy parti-
a-—m

kuldris megolddsa, akkor méar p, = p, — pk a Lange 4ltal vilasztott aton kony-
nyen eléallithats, s végeredményként kapjuk, hogy az 4ltaldnos diszkrét

+ em™ alaka. Az itt kozoltek ugyan matematikai

an
megoldés p, =
a - m
»finomkodasnak” , precizkedésnek” és igy az alkalmazés szempontjabél fe-
leslegesnek tiinhet, jelentSségiik azonban még sem lebecsiilendd. Az elmon-
dottakat fGleg azok tudjik hasznositani, akik a kozgazdasdgi problémik
megolddséra felirt differenciaegyenleteket a Lange éltal is hasznalt techniké-
val ,rutinszerfien” akarjdk megoldani, s ilyenkor az egyik-mésik lépésnél
ellentmondéssal, érthetetlenséggel taldlkoznak, és fgy az eljardssal szemben
elbizonytalanodnak. A kozoltek feltehetéen nagyobb biztonségot adnak
a megoldéstechnika helyes és célravezets kezeléséhez.

( Beérkezett: 1978. februdr 28.)
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NOTES ON THE STABILITY ANALYSIS OF CONTROL SYSTEMS

The author presents another new interpretation of the parameters a and b of the so
called “learning equation” of form p,4; = a + (1 — a — b)p, playing a role in the theory
of stability of control systems, pointing out that they can be conceived as conditional
probabilities, too. He deals with clarifying and answering mathematical problems of one
of the “routine methods” widely spread (especially in economic literature) for the general
solution of difference equations.

OB M3YUEHMMH CTABMJIbHOCTHU CUCTEM PEI'YJIMPOBAHMS

ABTOpP M3JIaraeT HOBOE TOJICOBAHHME NMAPAMETPOB «@» U «by, T. H. (ypaBHEHHsT YUeObD Pp+i =
= a -+ (1—a—>b)p,, Urpaiolero onpeIeseHHyio poJib B TeOPHH CTa0HIIbHOCTH CHCTEM pEryJi-
POBaHMsi, yKasbiBasi HA TO, YTO OHH MOI'YT BOCHPHHHMATbCsl H B KauecTBe IMpPEAnoJiaraeMox
BepoATHOCTH. OH 3aHHUMAETCsl TAKOKE W MOSICHEHHEM MaTeMaTHYECKHX Npolbsiem mo OIHOMY H3
NPHHSTLIX W PACHPOCTPAHEHHBIX METOJOB pelieHHsi 06mux AuddepeHLHatbHbIX Y paBHeHHIT
(0co6eHno0 B 9KOHOMHUCCKOH JiHTEpaType).



